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Wiire es nicht landlaufige Jbung, einem neu erscheineuden Bande 
einige, wenn auch nur karze, ankfindigende Worte vorauszuschicken, 
yo wiirde ich am liebsten von jedem Vorworte Abstand nehmen. 
Fehlt mir doch die dem Verfasser innewohnende Berechtigung, den 
der Offentlichkeit tibergebenen Band als mir angehdrend zu bezeichnen. 
Die Herren Gtnther, Cajori, Netto, Bobynin, v. Braunmihl, 
Kowmerell, Loria, Vivanti, Wallner als Verfasser der Abschnitte 
XIX bis XXVII haben viel starkere Beitrage als der Verfasser des 
kurzen XXVIIL Abschnittes geliefert und kénnten beanspruchen, ihre 
Arbeit einzufiihren. Wenn mir gleichwohl von Anfang an iiherlassen 
blieb, ein Gesamtvorwort zu schreiben, so betrachte ich mich dezu 
als mit einer dreifachen Legitimation versehen, 1. als Verfasser der 
~ ersten Biinde, 2. als Mitteleperson der Bearbeiter dieses IV. Bandes, 

. als der den Jahren nach Alteste unter gen an der Entstehung des 
Bandes beteiligten Persiinlichkeiten. . 

Unser IV. Band wird der Art seiner Fertigstellung enisprechend 
unzweifelhaft wesentlich von den ihm vorhergegangenen Banden ab- 
weichen. Die Einheitlichkeit wird ihm fehlen, dageyen wird man 
den einzelnen Abschnitten zu ihrem Vortcile anmerken, daB deren 
Verfassey ihre ganze Geistesarbeit auf ein eng umgrenztes Gebiet he- 
schranken durften. Mége der freundliche Leser diesem letzteren Vor- 
zuge zu Liebe den ersteren verhaltnismaBiy geringeren Mangel ent- 
schuldigen. 


Heidelberg, Miirz 1908. . 
Moritz Cantor. 
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ABSCHNITT XIX 


GESCHICHTE DER MATHEMATIK 


VON 


8. GUNTHER 


Cawvor, Geschichte der Mathematik IV. 1 


Geschichte der Mathematik in selbstandigen Werken, monosgra- 
phischen Arbeiten und Biographien; Wéorterbticher; Ausgaben, 
Bearbeitangen und Wiederherstellungen von Klassikern. 


Man hat das XVII. Jahrhundert nicht selten das ,philosophische“ 
genannt, wogegen dem XIX. das Verdienst zuerkannt werden sollte, 
das _,historische* zu sein. Diese Gegeniiberstellung ist gewi8 nicht 
ganz unberechtigt, allein in den zwischen 1760.und 1800 gelegenon 
vier Jahrzehnten nimmt doch auch schon das geschichtliche Interesse 
merklich zu, und nicht allein im Bereiche der im engeren Sinne hier 
in Betracht kommenden Disziplinen ist dieser Fortschritt tahrzu- 
nehmen, sondern auf allen Gebieten menschlichen Wissens macht sich 
die gleiche Erschemung geltend. So hat denn auch das Studium der 
Geschichte der exakten Wissenschaften einen namhaften Aufschwung 
genommen, wie die folgenden Zeilen dies im einzelnen erhirten 
werden. 

Als ein awesentlich unterstiitzendes Moment darf wohl das be- 
zeichnet werden, daB sich in dem uns jetzt beschiaftigenden Zeitraume 
die Gelegenheiten zu Veréffentlichungen stetig mehren und verbessern. 
Wenn die bis dahin verfaBten Werke tiber Geschichte der Mathe- 
matik und Astronomie noch gar viel zu wiinschen tibrig lieBen, so 
daB auch da eben — von Weidler') und Montucla*) abgesehen — 
meist nur ganz schwache Anfange vorhanden waren, so mag ein 
sehr bestimmender Grund ftir diese Unvollkommenheit in dem Um- 
stande erkannt werden, daB es noch fast ganz an Spezialarbeiten 
- mangelte, jeder Autor also fast allein auf sich selbst und seine cigenen 
Hilfsmittel angewiesen war. Anders wurde dies, als einerseits die 
Verdffentlichungen der gelehrten Gesellschaften, andererseits die vor- 
her noch so seltenen Zeitschriften in immer steigender Zahl riihrigen 
Schriftstellern sich zur Verfiigung stellten. Und gerade hier ist in 
der zweiten Hialfte unseres laufenden Jahrhunderts, zumal von 1780. 
an, sehr viel geleistet worden. 


ee ee 





*) Vgl. diese Vorlesungen 1113, 8.497. *) Ebenda OI?, 8S. 500 ff. 
1* 
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Eine vortreffliche Zusammenstellung der matheihatischen Zeit- 
schriftenliteratur, dieses letztere Wort im allerweitesten Sinne ge- 
nommen, verdankt man Rogg*), obwohl dieselbe, bei allem vom Ver- 
fasser aufgewendeten FleiBe, noch immer nicht als ganz volistaindig 
betrachtet werden kann’), Diese Liste fihrt fir unsere vier Dezen- 
nien periodische Herausgabe gelehrter Arbeiten von folgenden Kor- 
porationen an: Amsterdam, Basel, Berlin, Bologna, Boston, Breslau, 
Briissel, Calcutta (,,Asiatic Researches“), Cortona (in Toscana), Danzig, 
Dessau, Dijon, Dublin, Dtisscldorf, Edinburgh, Erfurt, Genf, Géttingen, 
Halle a.8., Harlem, Kopenhagen, Leipzig, Lissabon, London, Madrid, 
Mainz, Manchester, Mannheim, Middelburg (in den Niederlanden), 
Modena, Miinchen, Nancy, Neapel, Padua, Paris, St. Petersburg, Prag, 
Philadelphia, Rotterdam, Siena, Stockholm, Turin, Upeala, Wien, 
Ziirich. Von gar mancher dieser Stidte wire der Name mehrmals 
zu nennen; so kommen z. B. von Berlin die Akademie der Wissen- 
schaften und die ,,Naturforschenden Freunde“ als Herausgeber in Be- 
tracht. Vergleicht man das Verzeichnis mit demjenigen, welches sich 
ftir die erste Jahrhunderthilfte oder gar fir noch frihere Zeiten her- 
stellen lieBe, so gewinnt man erst eine wirkliche Einsicht in die ge- 
waltige Zunahme der gelehrten Produktion, welche mit den Anfingen 
des gewdhnlich als Auf ial gekennzeichneten Zeitab- 
s¢hnittes eingesetzt bat. 

Von Zeitschriften im eigentlichen Wortsinne bess8 vorher Deutsch- 
land nur die ,,Acta Eruditorum“, die ja auch eine reiche Fundgrube 
fir den Historiker darstellen, und in Frankreich besaS das ,Journal 
des Savants“ in den hundertundsiebenundzwanzig Jahren seines Be- 
stehens (1665—1792) einen begriindeten Ruf Fachzeitschriften far 
die Mathematik und die zu ihr in Beziehung stehenden Wissenszweige 
gab es auer ftir die allerelomentarsten Gebiete tiberhaupt noch nicht. 
Das Verdienst, eine solche geschaffen zu haben, kommt dem Leipziger 
Professor Karl Friedrich Hindenburg (1741—1808), dem Be- 


ee ee oe eee 


') Handbuch der mathematiechen Literatur vom Anfange der Buchdrucker- 
kanst bis sum Schluese des Jahres 1880, 1. Abteilung, Tiibingen 1880, S. 282 ff. 
*) Es fehlen u.-a. die beiden Publikationen der Universitat Erlangen (,,Erlanger 
Gelehrte Anzeigen“; ,,Frinkische Sammlungen von Anmerkungen aus der Natur- 
lekre, Arszeneygelahrtheit und Okonomie“), sowie dae inhaltreiche- Journal de 
Trevoux" (kleine Stadt ndrdlich von Lyon). Auch Florenz ist in gewissem Sinne su 
nennen, denn dort bitihte IAngere Zeit die in der Geecliichte der experimentellen 
Befragung der Natur einfluBreich gewordene ,,Versuchsakademie“. Vgl. hiersu 
G. Targioni-Tozzettis (1712—1788) vierbiindiges Werk (Notizie degli aggre- 
dimenti delle scienze fisiche, accaduti in Toscana nel corso di anni sessanta 
nel secolo XVII, Florens 1780). Ferner sind noch die Memorie dell’Accademia 
Virgiliana von Mantua und die Memorie della Societa Italiana delle scienze von 
Verona su bemerken. 
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griinder der kombinatorischen Analysis, zu. Derselbe gab zasammen 
mit dem Astronomen Johann Bernoulli') von 1786—1788 das 
»Leipziger Magazin fiir reine und angewandte Mathematik“ heraus, 
nachdem er zuvor zusammen mit anderen Redakteuren, nimlich dem 
Physiker Christlieb Benedikt Funck (1736—1786) und dem Kame- 
‘ralisten Nathanael Gottfried Leske (1751—1786) bei der Heraus- 
gabe einer von 1781—1785 in Gang erhaltenen Vierteljahreschrift von 
verwandtem Charakter, bei dem ,,Leipziger Magazin fiir Naturkunde, 
Mathematik und Astronomie“ beteiligt gewesen war. Fiir.sich allein 
leitete Hindenburg sodann von 1795 bis 1800 das ,,Archiv fiir die 
Teine und angewandte Mathematik“ (11 Hefte), ein Organ von reichem 
und vielseitigem Inhalte, an dem auch die Geschichtsforschung, wie 
dieses Kapitel noch zeigen wird, nicht achtlos -voriibergehen darf. 

’ Gelbstverstandlich darf diese auch nicht iibereehen, was die der 
Physik und Astronomie gewidmeten Zeitschriften enthalten. Fir 
erstere ist als Bahnbrecher anzusehen der Abbe Francois Rozior 
(1734—1793), der in Paris die ,Observations et Mémoires sur la 
physique, histoire naturelle et les arts“ ins Leben riefZ) und sie von 
1773—1793 im Rufe eines geachteten Fachblattes zu erhalten wuBte. 
Nach seinem Tode ging die Schriftleitung fiber in die Hande der 
beiden Naturforecher Henri Marie Ducrotay de: Blainville 
(1778— 1850) und Jean Claude Delamétherie (17453—1817); 
letzterer hatte auch frtiher bereits Rozier seine Unterstiitzung ge- 
liehen, wihrend in den Jahren 1779-—1785 der Abbé Jean André 
M ongez*) (1751—1788) als Mitberausgeber tatig gewesen war. Der 
Titel wurde in ,Journal de physique* umgewandelt, und als solches 
dauerte es von An II (1793) bis zam Jahre 1828. Die Entstehung 
eines deutschen Konkurrenzorganes, welches jedoch die physikatische 
Tendenz noch etwas scharfer betonte, fallt erst in die letzte Zeit des 
uns hier beschiéftigenden Zeitraumes. Im Jahre 1799 namlich be- 
gannen unter der Agide des damals in Halle angestellten und 1811 
nach Leipzig berufenen Professors Ludwig Wilhelm Gilbert 
(1769—1824) die ,Annalen der Physik“ zu erscheinen, welche als 
Fortsetzung zweier noch nicht zu gleicher Bedeutung gelangten Unter- 
nehmungen des Chemikers Karl Friedrich Adolf Gren (1760 bis 

) Der dritte Traiger dieses Namens in der berihmten Mathematikerfamilie 
(diese Vorlesungen I[]*, 5.826). *) Die beiden ersten Jahrginge (17711778) 
ffhren eine etwas abweichende Bezeichnung, nimlich diese: ,,Introduction aux 
observations sur la physique ot Vhistcire naturelle’. °) Mongesz war wissen- 
schaftlicher Begleiter der ungliicklichen Expedition des Fapitins Jean-Francois 


De la Peyrouse, welche 1785 Frankreich verlieS und niemals wiederkehrte, 
weil die beiden Schiffe an einer pazifischen Koralleninsel scheiterten und fast 


spurlos untergingen. 





? 
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1798) zu treten bestimmt waren (,Journal der Physik“, 1790—1794; 
»Neues Journal der Physik“, 1795—1798). Gilbert hatte eine gltick- 
liche Hand und brachte die ,Annalen“ bald zu fréhlichem Gedeihen, 
so daB sie seinen Tod iiberdauerten und bis zum heutigen Tage, 
dank den glinzenden Namen Poggendorff, W. und E. Wiedemann, 
ihre Fahrerstellung, nicht bloB fiir die Grenzen des Vaterlandes, sich 
bewahrt haben. Als eine dritte wertvolle Sammlung zeitgenéssischer 
Arbeiten hat zu gelten Lodovico Gasparo Brugnatellis (1761 
bis 1818) in seinem Wohnorte Pavia veriiffentlichte ,Biblioteca fisica 
d’Europa* (1788—1791), an welche sich das ,,Giornale fisieo-medico“ 
anschloB; auch dieses hat nachher, seinen Namen mehrfach gewecheelt. 
Gasparo Brugnatelli, Brunacci und Configliacchi unter- 
stiitzten den Vater des Erstgenannten bei der Herausgabe, und erst” 
1827 endigte die ganze Zeitschriftenserie. 

Den deutschen nnd auswirtigen Vertretern der Sternkunde stellte 
guerst der Berliner Astronom Johann Elert Bode (1747—1826) 
ein Organ fiir gelegentliche Verdffentlichungen zur Verfiigung, indem 
er seinen Ephemeriden (,Astronomisches Jahrbuch fiir die Jahre 
1776—1829“, Berlin 1774—1826: dazu vier Supplementbinde) noch 
einen fiir Aufsitze und Mitteilungen aller Art bestimmten Anhang 
beiftigte. Wichtiger tnier dem hier in Betracht kommenden Gesichts- 
punkte wurden die Zeitschriften Franz Xaver v. Zachs (1754 bis 
1832), welehe reich an geschichtlichen Originalabhandlungen und Be- 
richten sind. Auf die kurzlebigen, in Verbindung mit Bertuch in 
Weimar herausgegebenen ,,Geographischen Ephemeriden“ (1798—1799) 
folgte die noch jetzt unentbehrliche, in Gotha gedruckte ,Monatliche 
Korrespondenz zur Beférderung der Erd- und Himmelskunde“ (1800 
bis 1813). Deren spatere Fortsetzung fillt nicht mehr in den Rahmen 
dieses Kapitels. 

Gar manche ihn niher beriihrende Notiz findet der die literarische 
Tiatigkeit jener Tage Verfolgende auch in periodischen Schriften von 
mehr allgemeinem, teilweise auch populdrem Geprige, ftir die sich be- 
sonders der aus England heriibergekommene Name ,Magazin“ einge- 
biirgert hatte. Es gab eine ganze Reihe von Wochen- und Monats- 
schriften mit diesem Namen (,,Bremisches Magazin“, mit Fortsetzung 
von 1760—1766 reichend, ,,Qéttingisches Magazin“ von Lichtenberg 
und Georg Forster, seit 1780; ,Hamburger Magazin“, mit Fort- 
- setzang von 1745—1784; ,Stralsundisches Magazin“, 1767—1776). 
Der berihmte Physiker Georg Christoph Lichtenberg (1744 bis 
1799) lieB nachmals das ,,Magazin fiir das Neueste aus der Physik 
und Naturgeschichte* (Gotha 1784—1799) erscheinen, welches unter 
der Redaktion des fritheren Mitarbeiters Johann Heinrich Voigt 
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(1751—1823) als ,Magazin fir den neuesten Zustand der Naturkunde 
in Riicksicht auf die dazu gehérigen Hilfswissenschaften* (1799-—1800) 
neu auflebte. Nur ganz kurz hieit sich des in Gidttingen dozierenden 
Chemikers Johann Friedrich Gmelin (1718 —1804) ,JJournal der 
Naturwissenschaften“ (Géttingen 1797—1798). Zwei nicht ganz wert- 
lose Sammelwerke sind die folgenden: .,Physikalische Bibliothek“, 
Rostock-Wismar 1754—-1761; ,,.Monatliche Beitrige zur Naturkunde“, 
Berlin 1752—1765; beide herausgegeben von dem Wismarer Rektor 
Johann Daniel Denso (1708— 1795). Auch einzelne Gelehrte 
suehten ab und zu dem bestehenden Bediirfnis, vor die Offentlichkeit 
treten zu kdnnen, durch Veranstaltung von Sammelschriften entgegen- 
zukommen. So gibt es zwei Verdffentlichungen des bayerischen Aka- 
demikers Franz v. P. Schrank (,Abhandlungen einer Privatgesell- 
schaft von Naturforschern und Okonomen in Oberteutschland“, Minchen 
1792; ,Sammlung naturhistorischer und physikaliycher Aufsitze“, 
Narnberg 1796). Eine populirwissenschaftliche, zu ihrer Zeit sehr 
geachtete Zeitschrift hatte ihren Sitz in Holland .,,Allgemeener Konst- 
en Letter-Bode, 1788—1818). Von englischen Orgunen, die zugleich 
die Wissenschaft fordern und Wissen im weitere Kreise zu tragen be- 
stimmt waren, seien ,The Lady's Diary“ und ,,The Penny Cyclo- 
paedia“ namhoft gemacht. Uber den Einfluf, den die. zahlreichen 
italienischen Literaturjournale auch auf den Entwicklungsgang der 
exakten Wissenschaften wihrend des XVIII. Jahrhunderts ausibten, 
verbreitet sich sehr anregend G. Loria (Il ,Giornale de’ Letterati 
d'Italia‘ di Venezia e la ,,Raccolta Calogera come fonti per la storia 
delle matematiche nel secolo XVIII, Cantor-Festschrift, 1899, S. 241 ff.). 

Die Méglichkeit, Studienfrichte viel leichter als frither einem 
groBen Publikum vorlegen zu kénnen, kommt naturgemé8 dariu zom 
Ausdruck, daB kleinere Veréffentlichungen hiufiger, dickleibige Bacher 
seltener zu werden anfangen. Auch die Geschichte der mathemati- 
schen Wissenschaften muB sich der in den Verhiiltnissen begritndeten 
Regel unterordnen. Es sind nur verhialtnismaBig wenige neue Werke, 
die uns in den vier Jahrzehnten zwischen 1760 und 1800 entgegen- 
treten, und man kann nicht behaupten, da8 das, was geliefert ward, 
allen Anspriichen volikommen entsprach. Es laiuft viel Mittelgut mit 
unter, wenu auch in manchen Fillen, wie sich gleich zeigen wird, 
die objektiver yewordene Anschauung der neuesten Zeit manches 
allzu herbe Urteil der Vergangenheit ee einigermaBen richtig- 
stellen mufte. 

Wir haben hier vor allem das einzige vealbsaandige Werk aus der 
Feder eines deutschen Schriftstellers im Auge, welches in das hier 
zur Besprechuug stehende Intervall gehért. Ks stammt her von dem 
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bekannten, schon im dritten Bande mehrfach genannten Abraham 
Gotthelf Kaestner'), entstand aber leider erst, und zwar in der 
auBerlich sehr stattlichen Gestalt von vier Banden*), in dem letzten 
Lebensabschnitte des bereits in das hohe Greisenalier eingetretenen, 
auBerordentlich produktiven Gelehrten. Man begnitigte sich spiiterhin 
nur zu leicht bei dem absprechenden Urteile eines allerdings durch 
scharfen kritischen Geist ausgezeichneten Hietorikers*), welches ftir 
diesen besonderen Fal) véllig emem die garze Titigkeit des Mannes 
treffenden Sarkasmus des Princeps Mathematicorum zu entsprechen 
schien‘), ,,Von einem Ejingehen in die Wissenschaft“, heiBt es da, 
,ist fast nirgends die Rede. Das Hinzige, was man aus dem Buche 
lernen kann, ist einige Biicherkenntnis. Aber auch hierin scheint den 
Verfasser mehr der Zufall, als irgend ein bestimmter Plan geleitet zu 
haben. Mit einem Worte, das Buch ist alles mégliche, nur keine Qe- 
schichte der Mathematik. Da heuteutage weit weniger mehr als 
friiher Veranlassung daza gegeben ist,-von dem Werke nahere Ein- 
sicht zu nehmen, und da es wohl keine grofe Zahl von Fachminnern 
gibt, die sich das Zeugnis geben kdnnen, eine solche Einsicht wenig- 
stens angestrebt zu haben, so modchte eine etwas eingehendere Wir- 
digung des ,sonderbaren Buches“ gerade an dieser Stelle am Plaize 
erscheinen. 

Im XIX. Jahrhundert sind’ zumal suf eimem uahe verwandten 
Gebiete verschiedene geschichtliche Gesamtdarstellungen ans Licht ge- 
treten, von denen man sagen kann, sie stellten das biographische 
Moment allzusehr in den Vordergrund; manche ,,Geschichte der 





1) Ober die Terednlichkeit des Manues ist das Notwendige schon friher 
_beigebracht worden (diese Vorlesungen III", S. 576). Eine gerechtere Wiardi- 
gang derselben greift immer mehr Platz. Recht dankenswerte Beitrige zu einer 
solchen bietet auch die fiir die mathematieche Hochschulgeschichte tiberhaupt 
vie! Interessantes enthaltende Gdttinger Dissertation von C. H. Miller (Studien 
zur Geschichte der Mathematik; insbesondere dea mathematiacher. Unterrichtes, 
an der Universitat Gdttingen im XVIII. Jahrhundert, Leipsig 1904, 8. 50ff). Auch 
friher einmal ist ein darauf abzielender Versuch zu verzeichnen -(G inther, 
Vermischte Untersuchungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften, 
Leipz. 1876, Kap.I,Anhang). * Kaestner, Geschichte der Mathematik, Gidttingen, 
1. Band 4796, 2. Band 1797, 8. Band 1799, 4. Band 1800 (erschienen im Todes- 
jahre des Autora). *)G.H.F. Nesselmann, Die Algebra der Griechen, Berlin 
1842, 8. 24 ff. ‘) GauB, der Kaestner noch selbst gekanunt hat, dessen Vor- 
lesungen aber begreiflicherweise keinen Geschmack abgewinnen konnte, soll ein- 
mal geauBert haben, derselbe habe immer Geist und Witz an den Tag gelegt, 
wenn er von irgendwelchen anderen Sachen redete; ganz hitten ihn diese seine 
Eigenschaften auch dann nicht verlassen, wenn er von Mathematik im aligemeinen 
sprach; nur bei seinen eigentlich mathematischen Arbeiten hitten ihn jene 
' vdllig im Stiche gelassen. 
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Physik“ ist in Wirktichkeit cine Geschichte der Physiker*. Nicht 
das biographische, wohl aber das bibliographische Element iber- 
wuchert num allerdings bei Kaestner die Entwicklungsgeschichte in 
einem auch fir die billigste Beurteilung tadelnswerten MaBe. Allein 
da doch nun einmal, seliene Aus ahmen abgerechnet, die geistige 
Arbeit eines Zeitalters in seinen PreBerzeugnissen ibren naturlichen 
Ausdruck findet, en ist dae Ubel doch nicht so sehr groB, und wer 
es einmal fiber sich gewonnen hat, den senilen Stil des Verfassers, 
acine Neigung zu oft sehr unangebrachten Scherzen, das Hereinziehen 
fremdartigster Dinge als gegebene Tatsachen hinzunehmen, der kann 
— ‘und hier liegt ftir uns ein bewuBSter Gegensatz im Verhiltnis zu 
der oben verlautbarten Geringschitzung vor — aus den vier Banden 
doch sehr viel Nittzliches lernen. Die zahlreichen Buchaneztige sind 
teilweise verstindnisvoll gearbeitet und bringen dem modernen Leser 
durch Einkleidung dlterer Methoden in das -neuzeitliche Gewand das 
Wesen der ersteren doch oft weit naher, als dies fiir den lernerstehen- 
den auch beim eifrigsten Studium der Originale erreichbar ist. Und 
wer aich die Miihe gibt, die Spreu vom Weizen zu sondern, der findet 
manches wertvolle Korn, dessen Besitz ihn ftir die aufgewandte Miihe 
entechadigen mag. — 

Der erste Band geht aus von den Anfingen der Pasitionsanith- 
metik und sucht deren Ausbildung durch Hervorhebung wichtiger 
Etappen, durchaus nicht immer ungeschickt, ins richtige Licht zu 
stellen; eine kurze Geschichte der Algebra reiht sich an. Die Lehr- 
bicher und Bearbeitungen, welehe der Bearbeitung unterstellt werden, 
erschipfen zwar nicht die Fille des vorhandenen Stoffes, geben abe. 
doch ein ganz gutes Bild von der Literatur des XVI. Jahrhunderts, 
und zumal die etwas umetaéndliche Schilderung der Werke von Chri- 
stoph Rudolf, Stifel and Cardauo orientiert fiber deren reichen, 
angesichts der Seltenheit dieser Werke den meisten unzuginglichen 
Inhalt. Der Anhang ,,Gelehrter Tand von Zahlen“ wird jedem modernen 
Leser unschmackhaft sein, entbehrt aber keineswegs einer gewissen 
kulturgeschichtlichen Bedeutung. Die ,Geschichte der theoretischen 
Elementargeometrie“ sucht miglichst: viele Nachrichten fiber Klassiker- 
ausgaben und Dbersetzungen, auch soiche in die arabische Sprache, 
zosammenzustellen; daS Kaestner nicht gar so unkritisch war, be- 
weisen seine Bemerkungen tiber die angebliche ,,Katoptrik“ Euklids. 
Dem dritten Paragraphen') -wird kein Bibliophile das Lob, einer ge- 
nauen und verstandigen Buchcharakteristik streitig machen, und auch 


") Kaestnor I, 5. 289 ff. »Die erste gedruckte awit von Eukiids Ele- 
menten". 
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sachlich ist manche Einschaltung gar nicht wertlos, wie etwa die 
Priitung der Parallelentheorie des Nasir Eddin'). Mit den Quadra- 
turversuchen des Nikolaus Cusanus befaft sich Kaestner*) weit 
griindlicher, als irgend sonst ein friitherer oder spaterer Geometer vor 
der zweiten Halfte des XIX. Jahrhunderts. Auch die ,Geschichte der 
Trigonometrie‘ wird noch in, der Jetztzeit von Historikern nicht un- 
gerne zu Rate gezogen, weil sie in ihren Mitteilungen iiber die seltenen 
Folianten und Quartanten eines Rheticus, Pitiscus, Broscius u. a 
treu und zuverlissig ist, so daB man iiber die abstruse Form leichter 
hinwegsieht. Ebenso ist der AbriB der Geschichte der FeldmeBkunst 
nicht arm an brauchbaren Einzelheiten. 

An der Spitze des zweiten Bandes steht die Geschichte der Per- 
spektive, und ihr folgt die ,,Geschichte der geometrischen Analysis 
und héheren Geometrie“, in welch letzterer die Notizen aus Com- 
mandino, Werner und Maurolico einen etwas héheren Standpunkt 
' einnehmen. Wenn auch eine Ubersicht aber die ,Mathematica Col- 
lectio“ des Pappus strenge genommer wicht an diese Stelle gehort, 
so moBte sie*) doch damals, da die antike Mathematik noch zu den 
recht wenig bekannten Dingen gehérte, einen erwiinschten Bestandteil 
des Werkes bilden. Auch tiber die Urgeschichte der Lehre von 
asymptotischen Gebilden erfahrt man Wissenswertes‘). Die Geschichte 
der Mechanik legt zu viel Gewicht auf Nebensachen, z. B. die Maschi- 
nenkunde, die doch nur sehr bedingt hierher gehért, und dasselbe 
darf von der auf Optik -beztiglichen Abteilung ausgesagt werden. 
Dagegen darf der Geschichte der alteren Astronomie wiederum das 
Lob sorgfaltigen EKingehens auf bibliographische Seltenheiten —- 
Nonius, Gemma Frisius, Reinhold und ganz besonders Tycho 
Brahe — nicht abgesprochen werden, und auch fir die Anregungen, 
welche der reinen Mathematik aus der Himmelskunde zuflossen, fallt 
mancherlei ab. Wer jemals die wissenschaftlichen Bewegungen des 
Zeitalters, welches durch die Namen Coppernicus und Tycho ge- 
kennzeichnet ist, um Zusammenhange zu durchforschen unternommen 
hat, wird nicht anstehen, einzuriumen®), daB ihm die Kaestnersche 
Materialinsammlung fiir seinen ae von entschiedenem Nutzen ge- 
wesen.: sei. : 

Der noch jetat binaeh Bereta Band ist ohne Zweifel der dritte, 
der in der Hauptsache das XVII. Jahrhundert, d. h. dessen erste Hilfte, 
abhandelt; tiber das Jahr 1650 wird nur insofern hinausgegangen, als 





1) Kaestner I, S. 874ff.; vgl. diese Vorlesungen [*, 8. 784. *) Ebenda I, 
8. 400ff.; vgl. diese Vorlesungen II’, 8.192 ff. * Ebenda IL, 8. s2ff. *) Ebenda II, 
S. 94ff.; vg]. diese Vorlesungen I’, 8.571. *) Es sei namentlich auf die Behand- 
lung Maestlins (Kaestner II, S. 446ff.) hingewiesen. 
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die Publizierung dlterer Schriften nach jenem Termine noch statt- 
gefunden hat. Die Darstellung der Kreisrechnung in ihrer interessan- | 
testen, einen Ludolf, Metius, Adrianns Romanus aufweisenden 
Periode’), die ins emzelne gehende Beschreibung der zu Rarititen 
gewordenen Napierschen Logarithmenwerke”), die freilich selber oft 
etwas ausschweifende Schilderung des ebenso genialen wie wunder- 
lichen Faulhaber®), der vorher niemgls gefiihrte Nachweis‘), dab 
sich bei Gregorius a Sto. Vincentio bereits die Quadratur der 
Hyperbel im Keime erkennen lasse, und eine Reihe anderer Para- 
graphen sichern dem Bande eine auch bei Anlegung eines strengeren 
MaBstabes nicht verschwindende Bedeutung. An der behaglich breiten 
Auslassung fiber Visierkunst und Proportionalzirkel nimmt vielleicht 
ein Leser, der sich von jenen Lieblingsobjekten der Vergangenheit 
keine Vorstellung machen kann, einigen AnstoB; wer aber weiB, welche 
Rolle diese geometrischen Anwendungen in damaliger Zeit spielten, 
und daB em Kepler, ein Galilei ihnen thre vollste Beachtung 
schenkten, der wird nichts dawider haben, hier ganz bequem in eine 
Literaturgattung eingefiihrt zu werden, deren Bestandteile er sich sonst 
miihsam zusammenzusuchen genétigt wire. Da8 Kaestner sich dann 
gelegentlich verleiten laBt, auch von weniger bedeutenden Produkten, 
wie z. B. vont den auf einem ziemlich niedrigen Niveau stehenden 
technischen Skizzen des Ingenieurs Furttenbach'), sehr ausgiebig 
Bericht zu erstatten, muB man mit in Kauf nehmen. 

Wiederum der angewandten Mathematik gehirt der vierte Band. 
Hier bilden fiir Mechanik, Optik und Astronomie die beiden Dioskureu 
des beginnenden XVI.’ Jahrhunderts recht eigentlich die Mittelpunkte, 
und vornehmlich ist es Kepler, den der Verfasser griindlich durch- 
gearbeitet hat. Da® er. sich in ziemlich gleichgiiltige Episoden in der 
Lebensgeschichte seines Helden mehr als nitig vertieft, mag man mit 
seer berechtigten Vorliebe' fiir den in der Geschichte der Mensch- 
heit. so einzigartig dastehenden Mann entschuldigen. Auch die durch 
die Bekanntmachung der ,drei Keplerschen Gesetze“ entfesselte Be- 
wegung, deren Signatur die Polemik zwischen den Anbangern des 
coppernicanischen und des tychonischen Weltsystemes darstellt, hat keine 
tible Kennzeichnung erfahren, so daB neuere Schriftsteller, welche sich 





1) Kaestner Il, 8. 50ff. *) Ebenda III, S. 70 ff.; vgl. diese Vorlesungen [1?, 
8S. 780ff. *°) Ebenda I, 8. 111ff. ‘*) Ebenda II, S. 245. Vgl. diese Vor- 
lesungen II’, 8.896. °) Ebenda II], 8.419ff. Wohl nirgendwo sonst machen 
sich die Zerfahrenheit, der Mangel an Riicksicht auf die wirklich interessanten 
Fragen und die Redseligkeit des Alters unangenehmer geltend, weil von allen 
Furttenbachschen ,,Erfindungen’ hichstens die AnsteJlung’ ballistischer Ver- 
suche fiber das platte Alltagsleben hinausgeht. | 
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diese Phase des Erkenntnisfortschrittes zum Studienobjekte ausersahen, 
_ Ohne Kaestner in Verlegenheit gekommen sein wiirden'). Alles in 
allem wagen wir zu behaupten: Auch dieser Band, von einem gebrech- 
lichen Manne im einundachizigsten Jehre seines Lebens mit letzter 
Kraft niedergeschrieben, leistet dem Geschichtschreiber, der sich tber 
gewisse Punkte der groBen Sturm- und Drangbewegung im Zeitalter 
eines Cartesius, Galilei, Kepler zuverlissig unterrichten will, sehr 
-ntitzliche Dienste, und wenn auch der deutsche Mathematiker fraglos 
nicht auf der Héhe eines Montucla stand, so mu8 man sich dach 
htiten, an seinem Gedichtnis ein Unrecht zu begehen und tiber der 
abstoBenden AuBSegseite das, was am Inhalt nutzbar und lobenswert 
ist, ganz zu vernachlassigen. Diese kleine Ehrenrettung glaubte ein 
Spaterer, der seit mehr denn vierzig Jahren sich gar haufig Rats aus 
. dem vermeintlichen Sammelsurium erholt hat, dem oft verkannten 
Literator Kaestner schuldig zu sein. 

In Deutschland wurde von zusammenfassenden Schriften im fibrigen 
nichts mehr hervorgebracht, wenigstens wenn wir nur die reine Mathe- 
matik ins Auge fassen. Héchstens die ,,Enzyklopadie“ von Rosen- 
thal?) kénnte noch der Vollstindigkeit halber genannt werden, und 
einem damals beliebten Lehrbuche*) ist ein kurzer historischer Abri8 
beigegeben. - Hin Schriftchen von Hollenberg*) ist ziemlich bedev- 
tungslos und scheint auch nur ganz wenig bekannt geworden zu sein ), 
Die Inauguraldissertation®) des bekunnten Physikers Gilbert (s. 8. 5) 
‘weist der Geschichte von vornherein nur einen sekundiren Platz an. 

Dagegen soll nicht verschwiegen werden, daB ftir den geschicht- 
lich arbeitenden Mathematiker sich anch mancherlei aus den deutschen 
Schriften tiber Geschichte der Physik und Astronomie entnehmen la8t. 
Die erstere wurde im fraglichen Zeitraum mit einem Werke’) be- 


-_ eee 





1) Vgl. Ginther, Die KompromiBweltsysteme des XVJ., XVI. und XVIH. 
Jahrhunderts, Annales Internationales d'Histoire (Congrés de Paris 1900), Paris . 
1901, 8.121 ff | *% G@. BE. Rosenthal, Enzyklop&idie aller mathematischen 
Wissenschaften, Gotha 1794—1797. *) B. F. Moennich, Lehrbach der Mathe- 
mwatik, Berlin-Stralaund 1781—1784. Dieses Schaitkapitel, aber welohes Neasgel- 
mann (a. a. 0., 8.28ff.) nicht ganz unginstig urteilt, fihrt den Titel: Kurze 
Geschichte der Mathematik nach der Ordrnung der Hauptetiicke im Lehrbuche. 
*) Hollenberg, Nachrichten von dem Leben und den Erfindungen der Mathe- 
matiker, Minster i.W. 1788. °) AuBer bei Nesselmann (a. a. O., 8,24) fanden 
wir es nirgendwo angefthrt. ‘°) L. W. Gilbert, De natura, constitatione et 
historia ratheseos primae vel universalis seu metaphysices mathematicae com- 
mentatio [ et II, Halle a. 8. 1794—1795. Vgl. dazu L. Choulant, Versuch tiber 
Ludwig Wilhelm Gilberts Leben und Wirken, Ann. d. Phys., LX XVI (1824, 
S. 463ff.). Danach soll Gilbert gewisse Aufstellungen seiner Erstlingsschrift 
ausdricklich wieder suriickgenommen haben. ‘*) J.C. Fischer, Geschichte der 
Naturlehre, Gottingen 1800—1808. 


_ 
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reichert, dem hohe Verdienstlichkeit nicht abgesprochen werden darf, 
und welches man auch heute noch mit Vorteil zu Rate ziehen kann, 
weil es durchweg einen bequemen und sicheren Zugang zu den Quellen 
eréffnet. Stebt Fischer auch fiir seine Person uoch auf einem etwas 
beschrinkten Standpuakte, wie inm denn z B. Huygens’ Begriindung 
des Brechungsgesetzes aus der mathematisch eingekleideten Vibrations- 
theorie des Lichtes gar nicht einleuchten will"), so hat er sich doch 
redliche Mtthe gegeben, in jedem Falie den versehiedenartigsten An- 
schauungen gerecht za werden. Sein Werk tiberragt weit dasjenige 
des minder exakten Murhard (1779—1658)"), das denn auch, und zwar 
ohne ersichtlichen Ground, ein Torso geblieben ist. Eine eigenartige 
Schépfung ist eine anonyme Geschichte der Sternkunde*), welche ‘bis 
zum Ende des XVII. Jahrhunderts reicht und manch brauchbare Nach- | 
richt enthalt. Auch die deutsche Bearkbe:tung‘) einer alteren Schrift 
vou Cassini®) darf hier nicht vergessen werden; sehr ungleichmibig 
gearbeitet, so daB mancher Zeitabschnitt gar nicht zu seinem Rechte 
gelangt, verbreitet sie sich, zumal in den Zusdtzen des Herausgebers, 
liber viele wissenswerte Dinge, die anderwarts mehr in den Einter- 
grund treten und die hier sachkundige Erérterung finden. 
Frankreich sah am Schlusse der uns hier beschiftigenden Periode 
‘das grundlegende Werk von Montucla*) in neuer, sehr vermehrter 
Auflage erscheinen, deren Umfang sich auf vier Bande gesteigert 
hatte; die beiden letzten hatte der Astronom Lalande bearbeitet, 
ohne doch, wie an diesem Orte bereits ausgeftthrt ward"), die von 
dem Begriinder selbst hergestellten Teile zu erreichen. In Montuclas 
FuBtapfen ist, teilweise allerdings nicht stets mit gleichem Glfick, 
spater Ch. Bossut (1730—1814) eingetreten, dessen Werk freilich erst . 
dem XIX. Jahrhundert angehort und hier keiner Erwihnung teilhaftig 
werden kénnte, wenn nicht ein Vorlaiufer desselben, Bossuts Discours 


te ee 


) J. C. Fischer, Geschichte der Naturlehre II, Gdttingen 1802, 8. 47. 
*) F. W. A. Murhard, Geschichte der Physik, 1. Band, Gottingen 1798—1799. 
*) Geschichte der Astronomie von den Altesten bis auf gegenwirtige Zeiten in 
swey Banden, I, Chemnitz 1799. AléVerfasser zeichnet unter der Vorrede ein ge- 
wisser C. G..F., der sich haupteichlich an Weidler (Historia Astronomiae, 
Wittenberg 1741) gehalten hat. Die SuBerst ‘zahlreichen Druckfehler stéren den 
Leser in hohem MaBe. ‘) J. L. Rost, Astronomisches Handbuch, neu heraue- 
gegeben von G. F. Kordenbuasch, I, Narnberg 1771, 8. 1—120. Die Uber- 
eetzung hatte schon frither J. P. v. Wurzelbau besorgt; Kordenbusch nahm 
sie, die nicht in den Druck gelangt war, in die von ihm besorgte Neuauflage 
des Rostschen Handbuches auf und bereicherte sie mit Anmerkungen, die auf 
eine gute Sachkenntnis schlieBen lassen. *) Dom. Cassini, De l'origine et du 
progres de l’astronomie et de son usage dans la géographie et dans la naviga- 
tion, Paris 1709 (Recueil d’observations faites ... par. Messieurs de l'Académie 
Royale des sciences). *) Diese Vorlesungen III’, 8.500ff. *°) Ebenda 8. 501. 
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préliminaire 1784 in der Encyclopédie méthodique erschienen ware). 
Der gleichen Zeit etwa gehért Condorcet, Ksquisse d’un tableau 
historique des progrés de esprit humain an, welche zahlreiche Auf- 


lagen erlebt hat. Eine ganz schwache Leistung war die ,,.Entwicklungs- | 


_ geschichte des menschlichen Geistes“ von Al. Savérien*) (1750—1805); 
Nesselmann sagt®) von ihr, es sei unbegreiflich, daB noch acht 
Jahre nach dem Erecheinen der Montuclaschen Schépfung ,eine 
solche Mifgeburt“ habe das Licht der Welt erblicken kinnen. Der 
Vollstindigkeit halber mag auch noch der geschichtliche Abri8 in 
E. M. J. Lemoine D’Essoies’ (1751—1816) Lehrbuche*) namhaft 
gemacht werden. Anerkennenswertes haben die Franzosen auf ge- 
schichtlich-astronomischem Gebiete zutage geférdert. Den zeitgeschicht- 
lichen Essay®) von Al G. Pingré (1711—1796) wirde man nur’ un- 
gerne missen, und die zahlreichen Schriften*) des vielseitigen, auf dem 


revolutioniren Schafotte gefallenen J. S. Bailly (1786—1793) sind, 


wenn auch die Vorliebe ihres Verfassers fiir ktihne Geschichtskon- 


, Lediglich dieser Umstand veranlaSt uns hier dazu, einige einschligige 
Nachrichten einzuflechten. Von Bossuts Werke gibt es eine Doppelausgabe (Essai 
sur ]’hiatoire générale des mathématiques, Paris 1802; Histoire générale des 
muthématiques, ebenda 1810). Nach der ersten Auflage sind die deutsche und 
die englische Ubersetzung gearbeitet; erstere lieferte Reimer (Hamburg 1804), 
letztere Churchill — nicht Bennycastle, wie man gemeiniglich liest — 
(Londo 1808). Nun zitjert aber Bogg (S. 174 des 8.4 von uns erwihnten 
Werkes) auch einen italienischen Bossut (Quadro dei progressi delle matema- 
tiche, tradotto dal Francese, Mailand 1798). Nach Nesselmanns Vermnutung 


(a. a. O., 8. 28) wire das wahrscheinlich eine Ubertragung des der Geschichte ge- 


widmeten Abschnittes in Bossuts groBem Kompendium (Cours de Mathéma- 
tiques, Paris 1782). *) Savérien, Histoire des progrés de l'esprit humain dang 
les sciences exactes et dans les arts qui en dependent, savoir, l’arithmétique, 
Valgébre, la géometrie, l’astronomie, la gnomonique, la chronologie, la naviga- 
tion, l’optique, la méchanique, l‘hvdraulique, )’acoustique eb la mousique, la 
géographie, l’architecture, avec un abregé de la vie des auteurs les plus cé- 
lébres dans ces sciences, Paris 1766. *) Nesselmann, a.a.0., 8.20. *) Le- 
moine-D’Essoies, Traité élémentaire des mathématiques, Paris 1778. °)Pingré, 
Projet d’une histoire de l’astronomie du XVII* siécle, Paris 1756. Als an der 
Grenzscheidé der hier zu behandelnden Periode stehend mag dieses Buch hier 
ebenso eine Stelle finden, wie das nur zum Teile hierher gehdrige, von Scheibel 
(s. u,) gelobte von A. Y. Goguet (De I’origine des lois, des arts et des sciences, 
et de leurs progrés chez les aneiens peuples. Paris 1758). Das letstere ist von 
Hamberger (Jena 1760—1772) ins Deuteche tibertragen worden. Esteves Pla- 
giat an Weidler (s. &. 3) (Histoire générale et partieuliére de l'astronomie, 
Paris 1755) wird durch diese Notiz vielleicht schon zu sehr geehrt. °) Bailly, 
Histoire de l’astronomie ancienne depuis son origine jusqu'a |’établissement de 


V'école d'Alexandrie, Paris 1775; Histoire de l’astronomie moderne depuis la. 


fondation de l’école d'Alexandrie jusqu’é l’époche de 1781, ebenda 1779—17832; 
Lettres sur l’origine des sciences et sur celles des peuples de |’Asie, ebenda 1777. 
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sraicdoneh manche Stérung mit sich bringt, doch fiir ihre Zeit von 
groBem Werte gewesen. Insbesondere die Monographie iber die in- 
dische Astronomie‘) bietet auch fir die reine Mathematik verschiedene 
Anhaltspunkte. 

Von anderen Liandern ist, soweit es sich um Schriften von mehr 
allgemeinem Geprige handelt, nur noch England in Retracht zu ziehen. 
Es hat in G. Costard (1710?—1782) einen tiichtigen Historiker der 
Astronomie besessen, von dem wir noch weiter unten wiederholt 2u 
sprechen haben werden, und der auch mit emem groBeren Werke’) 
seine Spezialuntersuchungen beschloB. Dasselbe scheint keiner grofen 
Verbreitung teilhaftig geworden zu sein; selbst Rud. Wolf kennt es 
nur von Hérensagen®). Man hat es da nicht mit einer geschichtlichen 
Darstellung im gewdhnlichen Wortsinne zu tun, sondern man wirde 
seinem Inhalte nur dann gerecht werden, wenn man es als ,,Lehrbuch 
der Sternkunde auf geschichtlicher Grundlage“ bezeichnete. Der Ge- 
brauch des Globus steht im Vordergrunde, und auf mathematische 
Fragen wird nur gelegentlich eingegangen. 

_- Den historischen Arbeiten haben sich, als eine notwendige Er- 
ganzung, die bibliographischen anzureihen. Obenan steht hier das um- 
fassende und verlissige Repertorium‘) von J. E,. Scheibel (1736 bis 
1809), welches, sobald iilteres Schrifttum zu beriicksichtigen ist, noch 
jetzt einen unentbehrlichen Ratgeber abgibt. Recht brauchbar ist 
auch des uns schon bekannten Murhard (s. S. 13) ,,Bibliothek“*), 
der eine sehr geschickt gemachte Bibliographie einer physikalischen 
Spezialdiaziplin®) vorangegangen war. Die Astronomie hat in dem 
biicherliebenden und biicherkundigen J. J. F. De Lalande (1732 bis 
1807) emen Mann gefunden, der ihr ein literarisches Hilfsmittel von 
hoher Brauchbarkeit zu liefern am besten geeignet war. Gehért das- 
selbe auch bereits dem neuen Jahrhundert an’), 80 schlieBt es doch 
die Geschichte der beiden. letzten Jahrzehnte des vorhergehenden in” 
sich und durfte folglich an dieser Stelle nicht anerwiahnt bleiben. 

Enzyklopadien und Wérterbicker sind fir unsere Zeitspanne nur 
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') Bailly, Histoire de V’astronomie indienne et orientale, Paris 1787. 
*) Costard, The History of Astronomy with Application to Geography, History, 
and Chronology, London 1767.. *) R. Wolf, Geschichte der Astronomie, Miinchen 
1877, 8.785. ‘) Scheibel, Einleitung zur mathematisechen Bicherkenntnis, 
19 Teile, Breslau 1769—1798. *) Murhard, Bibliotheca mathe watica oder Lite- 
ratur der mathematischen Wissenschaften, Leipzig 1797—1805. °) Murhard, 
Vereach einer historisch-chronologischen Bibliographie des Magnetismus, Kassel 
1797. °) Lalande, Bibliographie astronomique, avec l’histoire de l’astronomie 
depuis 1781 juequ’en 1802, Paris 1803. Auch Lalandes grofes, vierbindiges 
Handbuch (Paris 1777—1781) ist reich an der Ceca seiner Wissenschaft 
dienendem Stoffe. 
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in geringerer Anzahl anzufih.en. dn der Spitze stehen Diderots 
Encyclopédie und die spater herausgekommene Encyclopédie méthodique. 
Das Sammelwerk') des polyhistorisch veranlagten, doch aber mehr auf 
volkswirtschaftlichem als auf exaktwissenschaftlichem Arbeitsfelde origi- 
nellen J. (t. Basch (1728—1800) erhebt keine héheren Anspriche. Sehr 
hoch dagegen stand von Anfang an das K]figelsche Wérterbuch, dessen 
hohe Wertechiatzung seitens der Fachmanner sich klar in dem Umstande 
offenbart, daB es noch bis tief ins XIX. Jahrhundert hinein fortgesetzt 
ward. Wir wtirden seiner — und noch weniger der Fortsetzungen 
von C. B. Mollweide und J. A. Grunert — nicht zu gedenken 
verpflichtet sein, weil erst im Jahre 1808 die Verdffentlichang begann, 
wenn man es nicht mit einigem Rechte als Konsequenz eines anderen, 
etwas alteren Werkes ansehen diirfte, welches Kltigel im Bunde mit 
C. G@. D. Miller und J. A. Renner herausgab*), und welches auch 
in seinen Einzelbestandteilen verbreitet wurde. Das ,Gehlersche 
Physikalische Wérterbuch“*) war ebenso fir Deutschland ein literarisches 
Kreignis*). Von franzésischen Autoren hat J. Lacombe (1724—1811) 
sich auf diesem Gebiete eifrig betétigt®). Auch GroBbritannien lieferte 
einige Beitrige zu dieser Literaturgattung. So lieB A. Rees*) (1793 
-bis 1825) die altere Sammlung von Chambers”) neu aufleben. In 
zwei starken Binden lie8 Ch. Hutton (1737—1823) ein mathematisch- 
physikalisches Lexikon®) erscheinen; und eben derselbe hat auch fiir 
die mathematischen Unterhaltungsschriften durch Herauagabe der wohl 
bedeutendsten Probe®) dieser — in neuester Zeit durch E. Lucas, 


oS 


') Bisch, Enzyklopadie d. histor., philosoph. und mathem. Wissensch., Ham- 

burg 1776. *) Ensyklop&die oder zusammenhingender Vortrag d. gemeinnitzigsten 
Kenntnisse, Berlin 1782—1784, *) Gehler, Physikalisches Worterbuch,. Leipzig 
17871795. ‘*; Davon, da8 dieses Nachschlagewerk seinen Zweck erfilite, legt 
am besten die Neubearbeitung Zeugnis ab, welche bedeutend sp&ter von Brandes, 
Muncke, Horner, L. Gmelin, C. H. Pfaff and J. J. v. Littrow unternom- 
men ward (Leipzig 1825—1844) and nunmehr statt der finf Bande des Originals 
(daranter ein Supplementband) deren zwanzig in Ansprach nahm. ‘) Lacombe, 
Dictionnaire encyclopdédique des amusante des sciences mathématiques et phy- 
siques, Paris 1792. Poggendorff (Biogr.-Liver. Handworterb. I, Sp. 1889) sagt 
von ihm, es umfagee die auf ein &hniich beschaffenes Ziel gerichteten Werke 
von Macquer, Nollet, Ozanam, Guyot, Decremps und Pinetti. Als 
Nachtrag zum Kapitel der ,mathematischen Ergdteungen“ (diese Vorlesungen II’, 
S. 768ff.; IIl*, S. 108) finde noch ejn anderes Erzeugnis Lacombes hier einen 
Platz: Dictionnaire des jeux mathématiques, Paris 1799. *) Rees, Chambers’ 
Cyclopaedia, new Edition, London 1781—1786. In einer weiteren Auflage, die 
von 1802 an herauskam, sind diese vier Bande auf dreiBig angewachsen. 
") Diese Vorlesungen II[*, 8.510. % Hutton, A Mgthematical and Philosophical 
Dictionary, London 1795—1796. ,,Natural Philosophy“ ist nach  englischem 
- Sprachgebrauche gleichbedeatend mit Physik. °) Hutton, Recreations in Ma- 
. thematics and Nataral Philosophy, London 1808. 
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Schubert, Ahrens u. a. zu nevem Lehen erweckten — Art von 
Seitenzweig der erakten Disziplinen Sorge getragen. ; | 
Wir wenden uns nun denjenigen Arbeiten zu, welche sith in der 
Zeit zwischen 1760 und 1800 mit Hinzelfragen aus dem Bereiche der — 
mathematischen Wissenschaften beschiiftigen. “Anu die Spitze wollen 
wir diejenigen steJien, deren Gegenstand selbst wieder ein historischer 
ist, und es versteht sich von selbst, daB hier auch das biographische 
Moment, dessen Wertschitzung in der zweiten Hilfte des XVILL Jahr- 
hunderts eine immer ausgesprochenere wird, Beachtung finden muB. 
Den Reigen mag L. Dutens (1730—1812) eréffnen, der sich iu drei 
starken Banden‘) bemithte, dem Altertum die Kenntuis so siemlich 
aller gewichtigeren Erfindungen und Entdeckungen der Folgezeit zu- 
guschreiben, der aber — &hnlieh wie Bailly (s. S. 14) — diesem 
seinem Streben die Regeln der Kritik ganz uud gar zum Opfer 
brachte*), Immerhin ein geistvoller Versuch, wie er von dem ersten 
Herausgeber®) der Werke des groBen Leibniz nicht anders zu er- 
\ warten war. Die Schrift steht ziemlich vereinzelt da, wogegen an Lebens- 
beschreibungen und Elogien durchaus kein Mangel ist. Ob die Ubersicht, 
die wir dariiber im folgenden geben, eine vollstindige ist, bleibe dahin- 
gestellt; wichtigere:-Arbeiten dirften wohl kaum auBer acht geblieben sein. 
Bleiben wir vorerst hei Deutschland stehen, so fallt uns suerst 

R. E. Raspes (1786?—1794) Vorschlag*) zu einer Herausgabe der 
Leibnizschen Werke ins Auge, der freilich einstweilen keine Folgen 
hatte. AnSerst eifrig auf diesem far den Historiker immer rvizvollen 
Gebiete erwies sich Kaestner, dem die Gedenkreden auf drei hoch- 
verdiente Lehrer der Géttinger Hochschule zu danken sind®). Das 
Jahr 1783 brachte aus der Feder deutsch schreibender Gelehrter drei 
hierher gehérige Arbeiten, von denen zwei nur als Nekrologe zu 
gelten haben®), wogegen die dritte’) sich als ein tief greifendes, auf 
-eigene Studion sich stiitzendes biographisches Denkmal fir den Martyrer 
*) Dutens, Recherches sur lorigine des ,découvertes attribuées aux mo-_ 
dernes, Paris 1766, 1776, 1812. *) Wir lesen dariiber bei Poggendorff (Ge- 
schichte der Physik, Leipzig 1879, 3.11): ,,Wohl z0 merken ist indef, da6, 
wihrend Dutens in dem Nachweise bekannter Thatsachen bei den Alten so 
tiberaus gliicklich erscheint, er doch nicht vine einzive neue, zu seiner Zeit noch 
unbekannte bei ihnen anfzufinden wei8, wie wenn die Alten genau so viel ge- 
wuBt h&tten und nicht mehr, ais die neveren Physiker im Jahre 1766." °) J. H. G. 
Leibnitit Opera omnia, ed. Dutens, Genf 1769. *) Raspe, Programma 
de edendis Leibnitii Operibts philosophicis et mathematicis, Nova Acta Erudi- 
toram Jsipsiensia, 1762, 3.196. *%) Kaestnor, Elogium Tob. Mayeri, Got 
tingen 1762: Elogium Albr. Lndov. Fr. Meisteri, ehenda 1789; Eloginm G. Ch. 
Lichtenberyi, ebends 1799. *%) Al. David, Das Leben Newtons, Pray 1785; 
N. v. FuB, L'dloge de L. Euler, St. Petersbarg 1783. 7) C. J. Jagemann, Ge- 


schichte dea Lebens und Wer Schriften von Galilaeo Galilaei, Weimar 1783. 
- Camron, Geschichte der Mathematik IV. 2 
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der neueren Naturforschung zm erkennen:gibt'). Der wissenschaft- 
liche Nachruf war damals in erster Linie Sache der Frunzosen, deren 


-anerkenntes Geschick, gemeinverstindlich und zugleich elegant zu 


schreiben, sich besonders geltend machte, wenn es darauf ankam,: mit 
verhaéltnismiSig wenigen Worten viel zu sagen. 3 

Besonders ragte unter ibnen hervor der Marquis M. J. A. N.C. De 
Condorcet (1743—1794), selbst ein Analytiker von Ruf, den aber sein 
Verdienst so wenig wie Lavoisier und Bailly vor dém revolutionaren 
Fallbeile schiitzen konnte, dem er nur durch Selbstmord sich entzog. In 
einer stattlichen Reihe von Banden?) hat er die Taten und Schicksale der 
alteren A kademiker verewigt, unter denen nach damaliger Lage der Dinge 
Mathematiker, Physiker und Astronomen besonders zahlreich sind. Von 
Lalande haben wir eine Lobrede*®) auf seinen unglticklichen Kollegen 
Bailly. Hine reich flieBende Quelle biographischer Nachweisungen liegt 
ferner in der jedem Bande der Pariser Denkschriften beigegebunen ,,Hi- 
stuire“ vor; eine lange Reihe von Namen, die unten. aufgezéhlt werden‘), 


) Darch Jagemann, der sich natirlich vorwiegend die dawals avergi- 


scher einsetzende Forechung Italiens zunutze machte, wo Viviani das Andenken - 


seines groBen Lehrers von den Schlacken der Verdichtigung 1. reinigen suchte, 
wurde auf deutechem Boden das Studium deg Lebens und der Werke Galileis 
erst bégrindet. Man bemerkt bei ihm (K. v. Gebler, Galileo Galilei und 
die Rémieche Kurie, I, Stuttgart 1876, 8.293) schon eino viel tiefere Einsicht in 
die wahren Triebfedern des Inquisitionsprosesses, als bei viel spiteren Schrift- 
stellern.. Doch konnte er noch nicht verwerten dae erst ein Dezennium spiter 


herausgekommene, an Originalmitteilungen reiche, posthame Werk des Senators 


G.C. De Nelli (1661—1726). In ihm (Vita e commercio di Galileo Galilei, Laa- 
sanne 1798) wurde suerst der unerschidpfliche Briefwecheel, den uns jetet A. Fa- 
varos glinzende Nationalausgabe vollkommen zuginglich gemacht hat, in seiner 
groBen Tragweite erkannt. *) Condorcet, Eloge des académiciens francais 
morts depuis 1666 jusqu’en 1699, Paris 1778; Eloge des académiciens morts 
depuis 1771-—1790 (erst nach des Verfassers Tode erschienen), Paris 1799. 
+) Lalande, Eloge de J. S. Bailly, Paris 1768. ‘) Histoire de l’Académie 
Royale des Sciences (avec les Mémoires de Mathématiqne et de Physique). — 
1760, 3.259276. Eloge de M. De Maupertuis (diese Vorlesungen III", 8. 774). 
— 1766, 8. 144-159. Eloge de M. Clairaut (a. a, 0., Il’, 8.778). — 1768, 
8.144—154. Eloge de M. Camus (1699—1768; bekannt ale Kenner der theo- 
retischen Nautik und als einer der Teilnechmer an der lappliindischen Grad- 
measung). — 1768, 8.155 —166. Eloge de M. Deparcieux (a. a. O., III’, S. 688). 
— 1771, 8.89—104. Eloge sur M. De Mairan (a. a. O., I, S. 628 ff). — 1771, 


S. 106-130. Eloge de M. Fontaine (a. a. O., III*,.8, 587). — 1771, S. 148—157. | 


Floge de M. Pitot (a. a. O., III?, 8.445ff.). — 177®, 8.54—70. Floge de M. le 
Comte D'Arcy (1725-—1779; Agtronom und Ballistiker, aber auch der reinen 
Mathematik nicht fremd). — 1782, Eloge de M. D. Bernoulli (a. a. O., Il’, 
S. 631). — 1788, Bloge de M. L. Euler (a. a. O., IM®, 8. 549ff.). — 1788, Eloge 


de M. Bézout (1780—1788; Begriinder unserer héutigen Lehre von den Deter-— 


mipvanten). — 1788, Kloge de M. D’Alembert (a. a. O., If]*, 8.510). — 1788, 
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tritt ans entgegen, und zwar nicht nur in aphoristischer, sondern zum 
Teile in recht ausfithrlicher Schilderung von sachkundiger Seite. Ver- 
dienstliche Beitrage zu dieser in jenen Jahren sehr geschatzten Lite- 
raturgattung lieferten’ ferner auch Italiener. Halten wir uns an die 
*chronologische Reihenfolge, so ,stoBen wir auf Artikel aber Rampi- 
nelli’), Cavalieri?) —: dem der gelehrte Frisi*) auch eine eigene 
Abhandlung‘) widmete — und G. Rocca (1607—1656)°). Mehrere 
lesenswerte Erinnerungsreden haben auch in die Veréffentlichungen 
der Akademie von St. Petersburg Aufnahme gefunden®). GroBbritan- 
nien ist, soweit die wissenschaftliche Biographie in Frage kommt, nur 
durch ein einziges gréBeres Stiick in unserer Periode vertreten, dem 
aber groBer Wert zukommt; es ist ein Essay’) fiber den ebenso 


Eloge de M. Wargentin (1717—1783; bekaunter schwedischer Astronom). -- 
1186, Eloge de M. ' Abbé De Gua (a. a. O., II*, 8.576). 

) Elogio del R. P. Ramiro Rampine}lli Bresciano etc., Giornale de’ 
Letterati, Tomo per gli anni 1758 e 1759, 8. 87 ff. (Rom 1760). Rampinelli, 
der folgeweise in Bologna, Mailand und Pavia Mathematik lehrte, wurde be- 
rihmter, als durch eigene Schriften, durch seize Schillerin Gaetana Agnesi 
(diese Vorlesungen LII?, S. 822 ff). *: Frisi, Klogio del B. Cavalieri, Nuovo 
Giornale de’ Letterati dTtalia, XIV, S. 191 ff. (Modena 1778); Aggiunte all’ Elogio 
del Cavalieri, ebenda, XV, 8. 280ff. (Modens 1778); Risposta a un’ Elogio di 
Bonaventura Cavalieri, ebenda, XXIII, S: 116 ff. (Modena 1781). °) P. Frisi 
(diese Vorlesungen II?, 8. 822) wurde als Schriftsteller fiber astronomische, me- 
chanieche und meteorologische Probleme sehr geschiitzt, hat jedoch in der zweiten 
Halfte seines Lebens auch mathematische Fragen behandelt. ‘ Dieselbe er- 
schien 1778 in Mailand; ihre Uberarbeitung ging, wie wir sahen, in die viel- 
gelesene Zeitschrift tiber. Lobreden auf Galilei und auf Newton sind 
gieichfalls zu nennen. Von Frisis geachteter Stellung zeugt eine auf ihn 
verfaite Gedichtnisschrift: Memorie appartenenti alla vita ed agli studi del Sig. 
Paolo Frisi etc., Mailand 1787. °) Lettere d’Uomini Ilustri nel secolo XVII 
a Giannantonio Rocca, filosofo e matematico Reggiano etc., Nuovo Gior- 
nale etc., XXX, 8. 1ff.; XXXII. 8S. 1f.; XXXIV, S. 1ff.; XXXVI, 8. 1ff (Mo- 
dena 1785, 1786, 1786, 1786). ° Nova Acta Academiae Scieuuaraa Imperiali» 
Petropolitanse. Historia ed annum 1783, N. Fu8, Eloge de M. Léonard Euler, 
S. 159ff. (vgl. S. 17); Historia ad annum 1784, Précie de la vie de M. Lexell, 
8. 16ff.; Historia ad annum 1789, S. 23ff., Précis de la vie de M. Jacques 
Bernoulli. A. J. Lexell (1740— 1784) hat sich durch zahlreiche trigono- 
metrische und andere Arbeiten, 7. B. durch den nach ihm benannten Satz 
der SpbSrik ein dauerndes Denkmal gesetzt: Jakob Bernoulli II (1759 
bis 1789) ist der zeitlich letzte SproB der beriihmten Baseler Mathematiker- 
familie. ") W. Minto, Dav. Stewart's, Earl of Buchan, Account of the Life, © 
Writings and Inventions of John Napier of Merchiston, Edinburgh 1788. Die 
Geschichte der Mathematik scheint von David Stewart nichts weiter zu wissen, 
wahrend scine Namensvettern John (gest. 1766) und Matthew (1717—1785) 
wohl] bekannt sind; vom letzteren (diese Vorlesungen IIT*, 8. 541 ff.) handelt aus- 
fabrlich sein Landsmann John Playfair (1748—1819) (Account of M. Stewart, 
Transact. of the Royal Society of Edinburgh, I, 1 (1788), 8. 57ff.). 

Ind 
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genialen wie abstrusen Lord Napier, iiber dessen eigenartige Auf- 
fassung der Logarithmen in diesem Werk’) eingehend berichtet worden ist. 

In gewissem Sinne darf hierher wohl auch gerechnet werden: die 
Herqgusgabe nachgelassener Schriften hervorragender Zeitgenossen. Das 
»historische Jahrhundert“ hat es nicht an sich fehlen lassen, auch e 
nach der uns hier angehenden Seite hin sich seines Namens wiirdig 
zu erweisen, denn da derartige Sammlungen unter Umetanden dem 
spiteren Erforscher der geschichtlichen Zusammenhinge noch bedeut- 
samere Dienste leisten kénnen, als bloBe-Berichterstattung, wird nicht 
bezweifelt werden kénnen. Der Physiker Lichtenberg brachte einen 
Teil der von einem bertihmten Géttinger Amtsgenossen hinterlassenen 
Abhandlungen an das Licht*). Ebenfalls in Géttingen erschienen unter 
der Obsorge von Wrisberg die groBenteils noch ungedruckten Ar- 
beiten*) des polyhistorisch veranlagten Arztes J. G. Brendel (1712 bis 
1758), die auch in mathematischer Beziehung gar nicht belanglos 
sind“), Endlich wollen wir auch noch kurz die mathematische Uber- 
setzungatatigkeit registrieren, die wir in Michelsen*) und Bul- 
garis®) verkiérpert finden. 

Nunmehr sollen uns die geschichtlichen Untersuchungen ber die 
mathematische Entwicklung in einzelnen Landern noch kurz beschif- 
tigen. Das Land Baden hat sich der Meteorologe J. L. Boeckmann 
(1741—1802) fir eine solche Darstellung’) ausersehen; man wird sich 
nicht wundern, daB darin die Dinge, welche man ehemals als ange- 
wandte Mathematik zusammenzufassen liebte, weitaus tiberwiegen. Aus 
etwas fritherer Zeit liegt-F. J. Bucks (1722—1786) ganz brauchbare 
Charakteristik der hier in Frage kommenden Mathematiker AltpreuBens 
vor®). Viele Daten, die sonst schwer zu erlangen sind, vereinigte 
St. Wydra (1741—1804) in seiner Geschichte der Schicksale, welche 


1) Diese Vorlesungen I[*, 8. 7301ff. *) Tob. Mayeri opera inedita, ed. G. Ch. 
Lichtenberg, Gottingen 1774. *) Joh. Gottfr. Brendelii opera mathematici et 
medici’ argumenti ed. H. A. Wrisberg, Gdttingen 1769—1775. ‘) Betreffs der 
Verwendung, welcher ein von Brendel in die Wissenschaft eingefahrtes Prinzip 
fuhig ist, vgl. Gainther, Parabolische Logarithmen und parabolische Trigono- 
metrie, eine vergleichende Untersuchung, Leipzig 1882. °) Man hat von J. A. 
C. Micheleen (diese Vorlesungen III’, 8S. 700, 8. 749) deuteche Anusgaben Euler- 
scher Werke (Einleitung in die Analysis des Unendlichen, Berlin 1788—1792; 
Differentialrechnung, ebenda 1790—1798; Theorie der Gleichungen nach Euler 
und Lagrange, ebenda 1798). °) Eugenios Bulgarie, dessen Personalver- 
hiltnisse anscheinend im Dunklen geblieben sind, tibertrug in seine griechische 
Mattersprache u.a. Segners ,,lementa arithmeticae et geometriae‘ (Leipzig 
1798) uod Schriften des Englinders Whiston (diese Vorlesungen Ii’, 8. 377, 
$94). °") J.L. Boeckmann, Beitrage sur Geschichte der Mathematik und Natur- 
kande.in Baden, Karlsruhe 1787. *) Buck, Leben der verstorbenen preuBischen 
Mathematiker, Kinigsberg i. Pr. 1764. 
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die mathematischen Diszipiinen in den Landern der tschechischen Sprach- 
gemeinschaft erfahren haben').. Von M. Barbieri wurde eine analoge 
Schrift fiber das Kénigreich Neapel verfaSt*), und mit dieser kénnen 
wir sachlich zusammennehmen die vorzigliche Behandlung, welche 
G@. Piazzi der sizilianischen Astronomie zuteil werden heB*). Wenn 
auch nicht in erster Reihe, so ist doch auch hier wohl am_ besten 
untergzubringe: ein Aufsatz von Johann Bernoulli‘), der schon 
durch seinen Titel") verrit, daB die Zusammenstellung interessanter 
zeitgeschichtlicher Notizen hauptséchlich beabsichtigt war; in griéBerem 
“Stile enthalt solche das astronomische Handbuch®) ebendesselben 
Gelehrten. 

Dieser Zeitraum ist auch aus dem Grunde bemerkenswert, weil 
in jhn der erste Versuch fallt, sich fiber das Wesen der nach und 
nach durch Forschungsreisende und Missionare bekannter gewordenen 
indischen Mathematik zu orientieren. Der Schotte Playfair (s. S. 19) 
hat sich der schwierigen Aufgabe mit Glick unterzogen’); fir den 
Anfang konnte sein redliches Bestreben als ein sehr erfolgreiches 
gelten. Der anerkanntermafen wertvollste Bestandteil des Geschichts- 
werkes von A. Arneth®) geht der Anregung nach auf Playfairs 
Vorarbeit®) zurfick. 


1) Wydra, Historias matheseos in Bohemia et Moravia cultae, Prag 1778; 
eine Art Anhangedazu ist: Vita Josephi Stepling, ebenda 1779. *) Barbieri, 
Notizie istoriche dei matematici e filogofi del regno di Nafioli, Neape) 1778. 
*) Piazzi, Della specola astronomica de’ regj siudj di Palermo, Palermo 1792 
bis 1794, II, Einleitang. Eine sehr ina einzelne gehende Analyse des die Ent- 
wicklungsgeschichte der Wissenschaft auf der Insel darstellenden Abschnittes 
hat v. Zach gegeben (Hindenburgs Archiv der reinen und angew. Mathe- 
matik Il, 8S. 857ff.). ‘) Dieser Enkel des groBen Johann Bernoulli (diese 
Vurlesungen IlI*, S, 325) (1744-1807) hatte sich wesentlich der Astronomie zu- 
gewendet, wenngleich er auch mathematische Fragen ohne Riicksicht auf An- 
wendung gerne in den Kreis seiner Beschiftigung zrog. °) Bernoulli, Anec- 
dotes pour servir a l’histoire des mathématiques, Nouveaux Mémoires de |'Acad. 
de Berlin, 1799-1800 (erschienen 1408), 8.82ff. °) Im ganzen kinnen vier 
Schriften Bernoullis als fiir die Geschichte er Astronomie in der zweiten 
Halfte des XVII. Jahrhunderts bemerkenswert bezeichnot werden, nimlich. die. 
folgeaden: Recueil pour les Astronomes, Berlin 1772—1776; Liste des Astro- 
nomes connus actuellement, ebenda 1776; Nouvelles litéraires de divers pays, avec 
des supplemens pour la liste et le nécrologe des Astronomes, ebenda 1776—1777; 
Lettres ¢crites pendant le cours d’un voyage par l’Allemagne etc., ebenda 1777 
bis 1779. *) Playfair, Remarks on the Astronomy of the Brahmins, Transact. 
of the Royal Society of Edinburgh, I], Abteil. 2; Observations on the Trigono- 
metrical Tables of the Brahmins, ebenda, II; Abteil. 4. *) Arneth, Geschichte 
der reinen Mathematik in ihrer Beziehung zur Entwicklung des menschlichen 
Geistes, Stuttgart 1852,8.140ff. ) Die Verdffentlichungen H. Th. Colebrookes 
(1765--1887) Uber altindieche Mathematik und Astronomie, die weit tber Play- 
fair hinausgehen, gehdren bereits dem XIX. Jahrhundert an. 
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Jene von friither her erinnerlichen, etwas sonderbaren Geistes- 
produkte, welche sich mit einer — schwer definierbaren — biblischen 
Mathematik zu schaffen machen, fehlen auch dem Intervalle 1760 bis 
1800 nicht ginzlich, Ein Dane A. N. Aasheim (1749—1800) hat 
die Nutzbarkeit der GréBenlehre fir die Exegese der Heiligen Schrift 
darzutun versucht’). Vor allem aber war J. E. B. Wiedeburg (1733 
bis 1789) ein eifriger Bearbeiter dieses Grenzgebietes zwischen Theologie 
und Mathematik, auf dem er sich dbrigens.ganz und gar im Geiste 
des herrschend gewordenen Rationalismus bewegte. Sein Buch ), 
welches unvollendet blieb, gibt eine achtungswerte Probe von der 
Gelehrsamkeit des Verfassers, dessen Vater schon fiir diese ,Mathe- 
matica sacra“ Neigung an den Tag gelegt hatte*). Auch kleinere 
Arbeiten dieses Charakters wiirden sich bei fleiBigem Suchen vielleicht 
noch zahlreicher auffinden lassen, als dies in unserer Note‘) zum Aus- 
drucke kommt. . 

Die elementare Arithmetik, Algebra und Zahlenlehre der Ver- 
gangenheit fangen in diesen Jahren, da doch auch die philologisch-. 
antiquarische Forschung sich immer kraftiger zu rtthren und vervoll- 
kommnete Hilfsmittel der Untersuchung zur Verftigung zu stellen 
beginnt, mehr und mehr die Gelehrten m_ beschiftigen an. Den 
Lehrbtichern werden, wie dies vor allem A. G. Kaestners (s. 9. 8) 
mit Recht viel peorahtan mehrbandiges Kompendium®’) in zahllosen 


1) Aasheim, De usu matheseos in explicandis phaenomenis in codice sacro, 
Kopenhagen 1767. *) Wiedeburg, Natur- und GrdSenlehre in ihrer Anwendung 
zur Rechttertigung der heiligen Schrift, I, Nadrmberg 1782. *) Diese Vorlesungen 
Til’, 3.523—524. ‘) Vielleicht ist es gestattet, der einschlagigen kurzen Darlegung 
am vorerwahnten Orte einige Ergiinzungen nachfolgen zn lassen. Besonderer 
Beachtung hatte sich die Gestalt des ,ehernen Meeres“ zu erfreuen (I. Buch der 
Kénige, VII, 23). Schon im XVII. Jahrhundert bildete dieses Sakralaltertum den 
Gegenstand geiehrter Streitigkeiten, an denen sich sogar der geniale Philosoph 
B. Spinoza beteiligte (Tractatus theologico-politicus, Hamburg 1670, S. 22). Aus 
dem laufenden Jabrhundert sind drei bierauf beztigliche Abhandlungen namhaft 
zu machen: Nicelai Clausing, De symmetria maris aenei, Wittenberg 1717; 
L. C. Sturm, Mare aeneum, Nirnberg 1710; Scheibel, Von der Gestalt des 
ehernen Meeres, Leipziger Magaz. f. Math. etc., 1787, 8.477 ff. Die Frage, ob dié 
alten orientalischen Vidlker sich mit der rohen Ann&herang 7 = 8 (diese Vor- 
leaungen I*, S. 100ff.) beholfen h&tten, stand in diesem Falle im Vordergrunde. 
5) Angesichts der wirklich hohen Bedeutung dieser Reihe stufenweise aufsteigen- 
der Lehrbiicher, welche den Studierenden von den allerersten Anfingen bis 
hinauf zu den hichsten Problemen zu fiihren bestimmt waren und welche in 
der Didaktik des XVII. Jahrhunderts die bia dahin fast des Monopoles der 
Alleinherrschaft sich erfreuenden Werke C. v. Wolfs ablisten, gehirt hierher 
ein kurzer bibliographischer Exkurs auf Kaestners Unternehmen. Es sind zu- 
sammen zehn Oktaybandchen: Anfangsgriinde der Arithmetik, Geometrie, ebenen 
und sphiirischen Trigonometrie und Perspektive, Gédttingen 1758, 5. Aufl. ebenda 
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wertvollen Notizen ersehen laBt, geschichtliche Daten nicht bloB als 
gelehrter Ballast, sondern als eine willkommene Unterstiitzung zur 
Anregung und Vertiefung des Unterrichtes beigegeben. Mitnnter fligt 
sich dem theoretischen Lehrgange — éhniich, wie wir dies (s.S.12—13) _ 
bei Bossut und Moennich kennen gelernt haben — auch bei solchen 
Leitfaden, die nur ein engeres Stoffgebiet umfassen, ein zusammen- 
fassender Uberblick fiber die Geschichte der Disziplin an. So machte 
es J. G. Praendel') (1759—1816) bei seiner fiir die kurbayerischen © 
Pagen und Kadetten geschriebenen Algebra. 

Ein tiefgelehrtes, ja bahnbrechendes Werk iiber die Urgeschichte 
eben dieses. Zweiges der Mathematik férderte der in Parma als Hoch- 
schullehrer tatige P. Cossali (1748—1815) zutage”) Es mache, so 
meint der zum Lobe nicht allzu geneigte Nesselmann'), ftir die 
zwischen 1200 und 1589, zwischen Fibonacci und Bombelli liegende 
Periode jede andere Geschichte der Algebra tiberfiiissig und wisse die 
leitenden: Gedanken der Manner, welche sich um die Fortbildung der 
Buchstabenrechnung und um die Auflésung der Gleichungen bemtiht 
haben, ihrem ganzen Wesen nach zu erschlieBen, ohne deshalb die 
antike und arabische Wissenschaft zu vernachlissigen; héchstens kénne 
man ihm vorwerfen, da8 es die friher angewandten Methoden etwas 
za sehr modernisiere. Und M. Cantor rithmt ebenso*) Cossalis 
Gesehicklichkeit in der Klarlegang der verschlungenen Wege, die Car- 
dano und Ferrari bei der Behandlung der Gleichungen vom dritten 
und vierten Grade betreten haben. Steht diese glinzende Leistung 
also auch etwas vereinzelt da, so nimmt doch mit ihr das Jahrhundert, 
dem sie noch angehért, einen im hohen MaBe befriedigenden Ausgang. 

Zur Geschichte der elementaren Rechenkunst lieferte der uner- 
miidliche Kaestner einen Beitrag®), indem er bewies, daB die be- 





1792, 6. Aufl. (posthum) 1800; Fortsetzung der hdheren Rechenkunst, Geome- 
trische Abhandlungen I, 1789; Geometrische Abhandlungen IH, 1791; Anfangs- 
grinde der angew. Mathematik in swei Abteilungen (J, 1759, 3. Aufl. 1781, I, 
ebenso); Anfangsgriinde der Analysis endlicher GréBen, 1759, 8. Aufl. 1794; An- 
fangsgriinde der Analysis des Unendlichen, 1761, 3. Aufl. 1798; Anfangsgriinde 
der hdneren Mechanik, 1765, 2, Aufl. 1798; Anfangsgriinde der Hydrodynamik, 
1769, 2. Aufl. 1797; Weitere Ausfihrung der mathematischen Geographie, 1795. 
Aus diesen simtlichen Bichern kann der Historiker der exakten Wissenschaften, - 
wenn er zu suchen versteht, sehr viel lernen; nur gilt in der Haupteache das 
Na&mliche, was oben (s. S. 12) aiber das groBe Geschichtswerk gesagt worden ist. 
*) Praendel, Algebre nebst ihrer liter’rischen Geschichte, Minchen 1795. 
*) Cossali, Origine, trasporto in Italia, primi progressi in essa, dell’ Algebra, 
Storia critica di nuove disquisizioni analitiche e metafisiche arricchita, Parma 
1797—1799.  ") Nesselmann, a.a.0., 8. 25ff. “) Diese Vorlesungen II’, S. 503; 
8.509. *) Kaestner, Die Kettenregel vor Graumann, Hindenburgs Arch. 
d. reinen und angew. Mathem.,, 2. Band (1796—1797), S. 334ff. 
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kannte Kettenregel, die zur gegenseitigen Umwand!ung von MaBen, 
Gewichten, Miinzen usw. mit Vorteil sngewandt wird, nicht — wie 
man durchweg glaubte — von einem Hamburyer Rechenmeister Grau- 
mann, sondern aus Holland oder Frankreich stamme. Da8 sie noch 
vor J. van Dam, bis zu dem sie Kaestner zurtickverfolgt hatte, 
schon eine gewisse Rolie spielte, zeigte gleich nachher der frither 
(s. S. 12) ‘zitierte Rosenthal’); in Wahrheit ist ihr Alter ein weit 
ehrwiirdigeres*). Wem eratosthenischen Siebe gewidmet ist eine Ab- 
handlung®) von S. Horsley (1733—1806). Die Anfange der Loga- 
rithmeniehre suchte Gehler (s. §. 16) in historische Beleuchtung zu 
rticken*). Auch die Frage nach der Existenz der Logarithmen nega- 
tiver Zahlen, die tiber ein Halbjahrbundert lang vielfach erirtert worden 
war’), fand eine zusammenfassende Bearbeitung*). Als Bestrebung, 
sich in die Denkweise vergangener Zeiten zu versetzen, soll auch eine 
Spekulation iiber die Cardaniache Regel, d. h. aber den bei deren 
Auffindung vollzogenen gedanklichen ProzeB, ihre Stelle finden;. F. Ma- 
séres (1731—-1824), der sich so in einer ,Divination“ versuchte’), hat 
auch sonst Sinn fiir geschichtlich-mathematische Studien an den Tag 
gelegt®), z. B. in einer Monographie tiber Jak. Bernoullis wissen- 
echaftliche Begriindung der Permutationslehre und in seinem Loga- 
rithmenwerke. Wegen eines kurzen Schaltkapitels tiber das Auf- 
kommen der negativen GréBen, als emer mit der positiven gleich- 
berechtigten Zahiform, wollen wir auch eine im fibrigen andere Zwecke 
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) Rosenthal, Die Kettenrege) vor Jan van Dam, Hindenbargs Arch. 
d. reinen u. angew. Mathem., 3. Band (1799), 8. 81ff. *) Man kann (diese Vor-, 
lesungen II’, S. 15 ff.) deu Kettensatz bis auf das XU. Jabrhundert surtickfiihbren; 
-Lionardo Pisano kennt dieses Auskunftsmittel, wennschon niclit ganz in der 
uns jetst geliufigen Form, als ,figura cata‘. Apch er ist jedoch nicht Erfinder, 
sondern gibt, wie hiufig, aralische Errungenschaften wieder. Spiiterhin begegnet 
man jenem wieder (diese Vorlesungen II, S. 288, 899) bei J Widmann von Eger 
und bei Chr. Rudolff. Hdchstens die tibliche Manier, die zusammengehdrigen 
Zahien durch einen Vertikalstrich voneinander zu trennen, also eine blioB suBer- 
liche Veranschaulichung der Rechnungsprozedur,, kann man somit als das Kigen- 
tum einer spiiteren Zeit in Anspruch nehmen, und sowohl Kaestner als auch 
Rosenthal haben die Erfindung vie] zu spit angesetzt. *) Horsley, The Sieve 
of Eratosthenes, Philosophical Transactions, LXII (1772), 8. 827ff. ‘) Gehler, 
Dissertatio historiae logarithmorum naturalium primordia sisteus, Leipzig 1776. 
- 8 B. F. Thibaut@Dissertatio historiam controversiae circa numerorum negasti- 
vorum et impossibilium logarithmos sistens, Gdttingen 1797. °) Vgl. diese Vor- 
lesungen III?, 8. 367ff., 722ff. “ Masétres, A Conjecture concerning the Method 
' by which Cardan’s Rule for resolution of the Cubic Equation 2*°+-qr=—r... 
were probable discovered by Scipio Ferreus, Phil. Transact., 70. Band (1780), 
8, 221ff. *) Masé@res, James’ Bernoulli’s Doctrine of Permutaiion eto., London 
1795; Seriptores logarithnnici or a Collection of several curious Tracts on the 
Nature and Construction of Logarithms, 6 Bande, London 1791—1807. 
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verfolgende Abhandlung’) W. Greenfields anftthren. Zur Geschichte 
der unbestimmten Analytik gehért, daB kein geringerer als G. EH. 
Lessing, der allerdings auch sonst sich ftir das Wissen und Kénnen 
der Antike interessierte und z. B. nach Spuren praktischer Dioptrik 
bei Griechen und Rémern suchte, jenes seitdem-viel besprochene 
arithmetische Epigramm dem Staube der Vergessenheit entrif*), welches 
den spateren Mathematikern als ,Problema bovinum“ bekannt ge- 
worden ist’). Die Auflésung, welche der von Lessing zu Hilfe 
gerufene, von fachmiinnischer Seite aber noch gar nicht gewiirdigte 
C. Leiste von der Aufgabe gab, war nach dem Urteile Nessel 
manns‘) eine ganz beftiedigende. : 

Als K. F. Hindenburg (1741—1808) die kombinatorische Ana- 
lysis geschaffen hatte, deren Wert viele Zeitgenossen ebenso zu tiber- 
treiben, wie manche Epiyonen herabzusetzen beeifert waren, ging er 
selbst darauf aus, festzustellen, welche Anklinge an sein neues System 
sich schon bei einzelnen dlteren Analytikern vorfanden®). Es war 
ihm méglich, zu erweisen, daB zumal bei der Ermittlung der Nahe- 
rungswerte eines Kettenbruches D. Bernoulli und Lambert dem, - 
was man nachmals ,kombinatorische Involution* genannt hat, ziem- 
lich nahe gekommen waren®). Auch in dem von Hindenburg ver- 
anstalteten Sammelwerke"). stéBt, wer sich mit der Vorgeschichte des 
zwar ephemeren, aber darum doch keineswegs wirkungslos wicder 
verschwundenen Wissenszweiges®) beschiiftigen will, auf viele fiir ihn 
sehr brauchbare Einzelheiten. 


') Greenfield, On the Use of Negative Quantities in the Solution of Prob- 
lems by Algebraic Equations, Transact. of the R. Soc. of Edinburgh, II, 1.(1783), 
8. 181ff. *) Lessing, Zur Geschichte der Literatur, I, Berlin 1778, S. 421ff. 
*) Waa iiber das dem Archimedes filschlich zugeschriebene Ratsel geschrieben 
ward, haben, zusammen mit eigenen Untersuchungen, zusammengestellt Krum m- 
biegel und Amthor (Zeitechr. f. Math. u. Phys., Hist.-lit. Abt., 26. Band (1880], 
S.121ff., 153ff.). Vy. aaith diese Vorlesungen [*%, S. 297. *) Nesseltmann, 
a. a. O., 8. 482. *) Hindenburg, Mehrere groBe Mathcematiker sind der Er- 
- findung der kombinatorischen Involutionen ganz nahe gewesen, Arch. | reinen 
u. angew. Matbem., I (1795—1796), S.319ff. °) Genauer kann diese Sache, die 
zugleich fir die Vorgeschichte der kombinstorischen und der modernen nicderen 
Analysis in Betracht kommt, verfolgt werden bei Giinther (Darstellung der 
N&herungswerte von Kettenbriichen in independenter Form, I, Erlangen 1878, 
8.1ff.). ') Hindenburg, Sammlung kombinatorisch-analytischer Abhandlungen, 
Leipzig 180v. Vorgearbeitet hatte der Leipziger Mathematiker einer Geschichte 
der von ihm eingeleiteten Nenernng bereits durch eine Mithere Verdffentlichung 
(Kritisches Verzeichnis aller die kombinatorische Analysis Letreffenden Schriiten, 
Archiv etc., I, 8.857 f.). *) Dankt man eben diesem Werke doch die systemati- 
schen Anfange des Rechnens mit Determinanten ca er, Lehrbuch der De- 
terminantentheorie, Erlangen 1877, S. 14 ff.). 
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Auch fir die Gesehichte der héheren Analysis hat der in Rede 
stehende Zeitraum einige Frichte getragen. Indessen wird vom 
Standpunkte der Gegenwart aus nur noch Murhards Charakteristik *) 
des ersten halben Jahrhunderts der Variationsrechnung hoher gewertet 
werden kénnen. Kaestners aunichst theoretische Beleuchtungen des 
Infinitesimalbegriffes*) berticksichtigen, wie bei ihm selbstverstandlich, 
auch das geschichtliche Element. Die Entstehungsgeschichte des 
héheren Kalkuls hat mehrere Bearbeiter gefunden, von denen zwei, 
J. W. Christiani®) und L. H. Tobiesen*‘) (1771—1839), eben auch 
von Kaestner, nach dessen eigener Aussage®), zu diesem Thema hin- 
geleitet waren; er selbst fihrt seine Auffassung des Prioritatestreites 
ziemlich umstindlich bei dieser Gelegenheit aus und entscheidet sich 
dahin, Leibniz und Newton wiren als vollkommen gleichberechtigt 
anzuerkennen®). J.J. Meyer andererseite tritt uns als Kampe des 
deutschen Bewerbers entgegen’). Christianis Dissertation war eine 
Beantwortung der 1782 von der Universitét Gdéttingon gestellten 
Preisfrage, inwieweit die: Rechnung des Unendlichen ihre Wurzeln im 
‘Altertum habe, und dementsprechend ging der Autor hauptsiichlich 


darauf aus, die groBen Geometer des Altertums auf Andeutungen im - 


gedachten Sinne zu priifen. Anhangsweise mag auch hier der Tat- 
vache Erwihnung getan werden, daB De L’ Hopitals Lebrbuch, das 
— ob ganz selbstindig oder mit starken Entlehnungen aus Job. Ber- 
noulli I entstanden®) — jedenfalls der Einbtirgerung der neuen Metho- 
den michtigen Vorschub geleistet matte, zweimal Kommentatoren ge- 
funden hat t”). ; 


| Murhard, Specimen historiae atque principiorum calculi quem vocant 
variationum sistens, Gottingen 1796. *) Die einschligigen Abhandlungen enthilt 
ein Sammelband: Dissertationes mathematicae et physicae, Altenburg 1771. Dort 
‘finden sich: De vera infiniti notione, 8. 85 ff.; De lege continui in natura, 8. 142 1f. 
*) Christiani, Commentatio, qua explicantur fundamenta calculi, quem ab in- 
finito nominamus, et ostenditur, quomodo iis, quae tradiderunt Euclides, Archi- 
medes, Apollonius Pergaeus, innitatur calculus infiniti, Gdttingen 1792 (auch 
in deutscher Sprache herausgekommen). Dem schloB sich an: Disputatio inaugura- 
lis exhibens supplementa ad commentationem de fandamentis calculi, quem ab 
infinito nominamus, Kiel 1793. “) Tobiesen, Principia atque Historia inventionis 
calculi differentialis et integralis nec non methodi fluxionum, Q@dttingen 1798. 
5) Ksestner, Anfangsgr. d. Anal. unendl. GrdBen, S. 59. °%) Ebenda, S. 49 
»Das billige Urteil ist! Jeder sey auf seine Methode ftir sich gekommen, su- 
langlich war hiebey Nachdenken iiber das Verfahren vorhergehender Mathema- 
tiker. Sc urteilt auch Hduard Waring Meditationes analyticae, Cambridge 
1785; man s. meine Rézension Gitt. gel. Anz. 1786, S. 700.“ 7) Meyer, De 
fluxione fluxa sive de Leibnitio primo calculi infinitesimalis inventore, Stettin 
1778. Im gleichen Geiste ist selbstredend die nachstehend bezeichnete Schrift 
gehalten: Leibnitii elogium, ebenda 1777. °) Diese Vorlesungen III*, S. 244 ff. 
*) A. H. Paulian, Commentaire sur l’Analyse des infiniment petits de l'Hdpital, 
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Indem wir zvr Geometrie tibergehen, dirfen wir wohl mit ciner 
an der Grenzacheide stehenden Schrift von Z. Nordmark*) den An- 
fang machen, welche, ahnlich wie Christiania Arbeit (8. 0.), Be- 
ziehungen zwischen sonst und jetzt aufzudecken sich vorgesetzt hat. 
Die Geschichte der Elementargeometrie hat zunachst Akt zu nehmen 
von jenen literarischen Erscheinungen, welehe sich. mit der Kritik 
der Parallelentheorie befassen. Denn anders als auf historischem 
Wege konnte da nicht vorgegangen werden, und so ist 1m Laufe der 
Jahre eine gar nicht unbetrachtliche Literatur fiber dieses anscheinend 
s0 wenig ausgedehnte Gebiet erwachsen. Zeitlich steht an der Spitze 
Derer, die sich ihm zuwandten, G. 8. Kliigel (s. 8. 16), dessen Schrift?) 
wiederum Kaestners Rate*) ihre Entstehung zu danken hatte. Nicht 
weniger als 28 Versuche, das elfte euklidische Axiom als beweis- 
bedtirftig und beweisfahig hinzustellen, wurden gewiirdigt und aus- 
nahmslos als unzureichend erkanut. Etwas spiter hat dann C. F. M. 
M. Castillon‘) die Begrindung der Planimetrie auf den von Euklid 
aufgestellten, zweifelhaften Grundsatz auf das eingehendste untersucht’). 
Zur Stereometrie ist nur weniges zu bemerken. Kaestner, dessen 
Berechnung fremder HohlmaBe*) des antiquarischen Interesses nicht 
entbehrt, hat als der erste die Flichenbestimmung des Kugeldreieckes 
in ihren geachichtlichen Phasen studiert’) und dabei auch betont, wie 
man nach und nach, vom ebenen Winkel ausgehend, auch den Be- 
griff des kérperlichen Winkels sich klar zu machen lernte; er lehrte 
uns da auch den Polen Broscius*) als einen selbstindigen Denker 
kennen. Die Beschaffenheit sowohl wie die Herstellung der Agyp- 
-tischen Pyramiden’) besprach der Géttinger Mathematiker A. L. F. 
Meister (17241788), dem wir noch Sfter als einem auf seinem 
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Nimes 1768; L. Lefévre-Gineau, L'Hépital, Analyse des infiniment petits avec 
des notes, Paris 1741. Das zuerst 1696 gedruckte Werk war nach des Autors 
(1661—1704) frihem Tode noch dreimal aug, 1720, 1768) wieder autgelegt 
worden. 

') Nordmark, De scriptis veterum analyticis dissertatio, Upsala 1776. 
7) Kligel, Conatuum praecipuorum theoriam parallelaram demonstrandi recensio, 
Gottingen 1763. *°) Kaestner, Anfangsgriinde der Arithmetik und Geometrie, 
Vorrede sur ersten Auflage. ‘) Diese Vorlesungen III*, S.508ff. *) Castillon, 
Premier mémoire sur les paralléles d’' EuclIide, Nouv. Mém. de l’Acad. de Berlin, 
1792, S. 288 f.; Second mémoire sur tes parallélea d’Euclide, ebenda, 1798, 9. 171 ff. 
* Kaestner, Bestimmung des sil eae KornmaBes, Deutsche Schriften d. 
K. Sos. d. Wissenseh. zu Gittingen, I (1771), S.142ff. Zuniichst handelt es sich 
um ein Modell, welches C. Niebubr aus Agypten von seiner groBen Orientreise 
mit zurickgebracht hatte. ‘) Kaestner, (teometrische Abbandlungen II, 8. 415ff. 
*) Diese Vorlesungen I, 8.651. ° Meister, De pyramidum Aegyptiacarum 
fabrica et fine, Novi Comment. Gotting.,. V (1775), 8. 192 ff. 
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eigenen Wege wandelnden Schrittsteller begegnen werden. Die Ele- 
menturgeometrie als Ganzes ist endlich Kaestner daftr verpflichtet, 
daB er die ,Geometrieé Gerberts, dieses merkwtirdige Denkmal 
altersgrauen Mittelalters'), emem gréBeren Leserkreise zuginglich ge- 
macht und in ihrer historischen Bedeutung festzulegen getrachtet 
hat?), mag ihv auch die damals noch allgemein vermiBte Erkenntnis 
des Wesens einer lingst vergangenen Zeit nicht zu ganz triftigem 
Urteile haben kommen lassen. Die Trigonometrie verzeichnet J. Ber- 
noullis [0. (8. 8.21) Bemerkungen*) tiber die groBen Tafelwerke 
des XVI. Jahrhunderts. J. M. Matsko (1721—1796) war auf die 
Richtigstellung anderweiter Angaben iiber den ersten Gebrauch der 
zogenunnoten Prosthaphaeresis bedacht‘) Und vor allem verdient 
ehrende Erwabnung C.F. v. Pfleiderer (1736—1821), dessen Auf- 
sitze*) héchste Vertrautheit mit den Originalschriften bekunden. 

Die héhere Geometrie kommt fir uns in Betracht mit einer Ab- 
handlung®) des schwedischen Mathematikers D. Melanderhjelm 
(1726—1810) itber ‘Newtons Quadrierungsmethode und mit einer 
noch jetzt recht hinfig zitierten Dissertation’) von N. Th. Reimer 
(1772—1832), welch letaterer sich uachher eine selbstaindige Schrift 
liber den gleichen Gegenstand®), das Delische Problem®), anschloB '®). 
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1) Diese Vorlesungen I?, S. 309ff. *) haestner, Geometrische Abhandlgn. I, 
3.1 *% J. Bernoulli, Analyse de Opus Palatinum de Rheticua et du The- 
saurus Mathematicus de Pitiscus, Norv. Mém. de |’Acad. de Berhn, 1788, 8S. 10ff. 
*) Matsko, Progroamma, quo prosthaphaeresis inventori suo Chr. Rottmanno 
vindicatur, Rinteln 1781. Vgl. dazu Kaestner (Gesch. d. Math. I, 8.566; I, 8. 374) 
und A. v. Braunmihl, Vorlesungen itiber Ceschichte der Trigonometrie I, 
Leipzig 1900, S. 185ff.), wo die Auffindung dieses fiir die logarithmenlose Zeit so 
wichtiven Rechnungsvorteiles ausfiihrlich behandclt wird. °) v. Pfleiderer, 
Geschichte der ersten Einftihrung der trigonometrischen Linien, Titbingen 1785, 
*1790. Aus dieser Einieitung heraus entstand jenes wertvolle Work (Ebene Tri- 
gonumetrie mit Anwendungen und Beitrigen zur Geschichte derselben, Taibingen 
1802), welches zwar, wenn das strenge chronologische AusmaS zur Anwendung 
gelangt, nicht mehr in den Rahmen dieses vierten Bandes gehdrt, als reife Frucht 
jener Erstlingsachriften aber doch nicht ungenanut bleiben kann. Es wird von 
mnabzebeoder Seite (diese Vorlesungen I]?, 8. 182) betont, da8 es ,,allzu selten zu 
Rate gezogen werde; in diesem Worte mag die Entschuldigung der .ULer- 
w hreitung der Zeitgrenze gesucht werden. °* Melanderhjelm, Isaaci Newtoni 
tractatus de quadratura curvarum ... illustratus. Stockholm 1762. °) Reimer, 
Daissertatio exhibens specimen libelli tractantis historiam problematis de cubi 
duplicatione, Gdttingen 1796. ° Uber die Frage, mit welchem Rechte die 
Wiirfelverdoppelung den hekannten Beinamen erhielt, verbreitet sich v. Wi- 
lamowitz-Moellendorff (Ein Weibgeschenk des Eratosthenes, Gé8tt. Gel. 
Nachrichten, 1494, Nr. 1). *, Diese Vorlesungen 1*, S. 198ff. ‘°) Reimer, 
Historia problematis de cubi duplicatione, Cdttingen 1798. Nur als Playiat 
davon kann gelten: Biering, Historia problematis cubi duplicandi. Kopenhagen 
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Mit Umaicht und mit arfolpeeiehiens Streben nach Volletandigkeit hat 
Reimer so ziemlich alles zusammengebracht, was sich auf die ange- 


naherte Darstellung von {/2 inittels mechanischer Hilfsmittel oder 
mittels Kurvenkonstruktion bezieht. Einen recht brauchbaren Beitrag 
zur Geschichte der krummen Linien bietet auch eine Preisschrift’) 
von J.H.M. Poppe (17i6—1884), welche allerdings nur die Ver- 
wertung dieser Gebilde fiir praktische Zwecke sich zum Ziele gesetzt 
hat, dabei aber natirlich doch nicht umhin kann, auch der Wissen- 
schaft als solcher ziemlich umfassend Rechnung m tragen. Kine 
musterhafte Lésung der Aufgabe, mit modernen Hilfemitteln in den 
schwer verstindlichen Sinn des (Gredankenganges eines alteren Schrift- 
stellers einzudringen, stellt sich uns dar in v.Pfleiderers?) Erlau- 
terung der von Kepler in der ,,Stereometria doliorum“ (diese Vor- 
lesungen IJ, S. 750 ff, S. 774 ff.) vorgenommenen, verwickelten Kusa- 
turen. 

Nicht wenige und teilweise- auch bedeutende Arbeiten brachte 
unser Zeitraum auf dem Felde der Geschichte der Mechanik, der theo- 
retischen sowohl wie nicht minder der praktischen. Es ist bekannt, 
daf J. L. Lagrange (1736—1813) jedem Kapitel seines Hauptwerkes 
»iécanique analytique“ (1. Aufi., Paris 1788), aber auch jeder seiner 
Abhandlungen geschichtliche Einleitungen voranschickte, die zu dem 
Besten gehéren, was hierin geleistet worden ist. Obwohl A. Biirja 
(1752—1816) nicht bloB diese Disziplin, sondern auch die reine Mathe- 
matik im Auge hatte, als er das Mathematische bei Aristoteles einer 
kritischen Besprechung unterzeg*), so spielt doch bei ihm die Mechanik, 
die immerhin auf den Stagiriten als den ersten Systematiker des Alter- 
tums zurtickgeht, die Hauptrolle*). Von des Giéttinger Naturphilosophen 
S. C. Hollmann (1696—1787) Versuche iiber die Massenanziehung’) 
wollen wir nur im Voriibergehen sprechen; weit mehr leisteten fir die 
selbst nach 100 Jahren noch nicht zum Gemeingute der Gelehrtenwelt 
gewordenen klassischen Werke Newtons und deren Verbreitung der 


4844. Dagegen ist es bei der Seltenheit der erstgenannten Schrift erfreulich, 
daS 0. Terquem einen alles Notwendige enthaltenden Auszug aus ihr in die 
von ihm herausgegebene Zeitschrift (Bulletin de bibliogr. et d’hist. des mathéma- 
tiques, II, S. 20ff.) aufgeuommen hat. 

1) Poppe, Geschichte der Anwendung der Kreis- und anderen krummen Linien 
in den mechanischen Kiinsten und in ‘der Bauktnst bis auf Descartes, Géttingen 
1800.  *) v. Pfleiderer, Kepleri methodus solida quaedam sua dimetiendi illn- 
strata etc. Tiibingen 1795. *) Biirja, Sar les connaissances mathématiques d’Ari- 
stote, I, Il, Mém. de l'Acad. de Berlin, 1790—1791, S. 2571f., 266ff. * *) Diese Vor- 
lesangen I’, 8. 240ff. Vgl. auch Poselger-Riihlmann, Aristoteles’ Mechanische 
Probleme, Hannover 1881. °) Hollmann, De attractionia historia, Comm. Soc. 
Gott., 1795, S. 271 ff. 
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Béhme Tessanek!) (1728—1788) und der Englander W. Emer- 
son*) (1701—1782). Die zum Gfteren bestrittene ‘Begrindung der 
Lehre von der Bewegung fiiissiger Kérper, wie sie Joh. Bernoulli I*) — 
gegebene hatte, suchte gegen die Angreifer Kaestner*) zu verteidigen. 
Gewisse Maschinerien der Vorzeit auf Grund einer nicht immer durch- 
sichtigen Beschreibung ihrer Wirkungsweise nach aufzukliren, lieB 
sich Meister (s. 8. 27) -angelegen sein®), der auch, wohl als’ der erste, 
die von Porta®) nur ungeniigend abgehandelte Technik der Alten, 
den Wasserdampf als Triebkraft auszunutzen, eingehender Prfifung 
wirdigte.*) Im Anschlusse an eime iltere franzésische Publikation®) 
beschaftigte sich J. E. Silberschlag®) (1721—1791) mit der antiken 
Artilleriemechanik. Auch wollen wir nicht darauf verzichten, des 
uns schon bekgnnten Poppe Studien fiber die Geschichte der Uhren "*) 
als einen guten Ratgeber ftir diesen Teil der maschinellen Praxis mit 
aufzunehmen. Auch die deutsche Bearheitung eines franzdsischen 
Werkes tiber die Uhren’’) ist wegen historischer Nachweisungen 
schatzbar. : 

Die antike Optik nennt wiederum Meister") als Objekt einer 
seiner gelehrten Untersuchungen; indessen kommen hauptsachlich die 
Perspektive und deren kiinstlerische Anwendung hier zur Geltung. In 
dem selbst heute noch lesenswerten Werke von J. Priestley '*®) (1738 
bis 1804), welches Kliigel (s. S. 16) mit voller Sachkunde be- 
arbeitete'*), wird auch Altertum und Mittelalter nicht vernachlissigt, 


— -—ee ee 


') Tessahek, Philosophiae naturalis principia mathematica auctore Isaaco 
Newton illustrata commentationibus, I, I, Prag 1780, 1785. * Emerson, 
A short Comment to Sir J. Newton's Principia, London 1770. Vgl. auch C. L. 
Schibler, Newtons Scharfsinn, vor allem dessen Sagacitat in der Analysis, 
Leipzig 1794. °) Bernoulli, Hydraulica, Opera omnia, IV, Lausanne 1742, 
Nr. 186. -‘) Kaestner, Pro Jo. Bernoulli contra Da. D’Alembert objectiones, 
Novi Comm. Gott., I (1771), 8. 46ff.; Antangsgr. d. Hydrodynamik, S. 465ff. 
*) Meister, Dissertatio de torculario Catonis.. ., Gdttingen 1768; De vete- 
ram hydraulo, Novi Comm. Gott, II (1775), 8. 152ff. Die erstgenannte Vorrich- 
tung ist eine Weinpresse (Kelter), die andere ein Wasserhebewerk. °) Porta, 
Pneumaticorum libri III, Neapel 1601. ") Meister, De Heronis fonte educendis 
ex puteo aquie adhibito ..., Novi Comm. Gott., IV (1774), S. 169ff. °% Opera 
veterum mathematicorum, Paris 1698. °) Silberschlag, Sur les trois princi- 
pales machines de guerre des anciens, savoir ia Catapulte, la Baliste et l’Onagre, 
Berlin 1760. ') Poppe, Geschichte der Entstehung und der Fortschritte der 
theoretischen und praktischen Uhrmicherkunst, Leipsig 1797. 1) J. Alexandre, 
Traité des ‘horloges, Paris 1784; deutsch von C. Ph. Berger, Lemgo 1758. 
12) Meister, De optica veterum pictorum, sculptorum, architectorum sapientia 
_... pars prior, Noyi Comm. Gott., V (1775), 8. 141ff.; pars posterior, ebenda, VI 
(1776), S. 129ff. 4%) Priestley, History and present State of Discovery relating 
to Vision, Light and Colours, London 1773. '*) Kliigel, Geschichte und gegen- 
wirtiger Zustand der Optik, nach d. Englischen Priestleys bearbeitet, Leipzig 1776. 
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und insonderheit findet die Geschichte des Regenbogens, welche 
Scheibel (s,8.15) mit neuen Wahrnehmungen bereichert hatie'), 
eine ausgiebige Berticksichtigung. Uber den archimedischen Brenn- 
spiegel hat Dutens*) (s. S. 17) eine besondere Abhandlang ge- 
schrieben. 

Von der @lten Asisonomie hetidelt F. Meinert (1757—1828) 
in emer Monographie") , die auffallig wenig in das Publikum ge- 
drungen zu sein scheint. Sehr wertvolle Aufschliisse tiber geschicht- 
liche Dinge finden sich in dem bertthmten gemeinverstandlichen 
Werke des groBen P.S. Laplace; die erate Anflage desselben gehort 
noch dem XVIII. Jahrhundert an‘). Gegen einige astronomisch-chrono- 
logische Noten von Costard (s.S.15), welche in den ,,Phil. Trans- 
act.“ der vierziger und finfziger Jahre stehen und von einer Schrift®) 
tiber die Meteorsteinfallprognose®) des Anaxagoras gefolgt wurden, 
nahm J. Bernoulli III Stellung’). Zur kometarischen Astronomie 
der Vergangenheit duBerte sich Ch. Burney*) (1726—1814), zur 
arabischen Astrognosie F. W. V. Lach®) (1772—1796), der sich haupt- 
sichlich auf eine unlangst ans Licht getretene Beschreibung") einer 
kanstlichen Himmelskugel mit arabischen Schriftzeichen stiitzte. Apch 
die antike Gnomonik hat sich in H.G. Martini™) einen Liebhaber 
erworben, den jedoch J. F. van Beek-Calcoen*) weit fiberragte. 

Das ganze Mittelalter hatte, nachdem’ bereits die Griechen diese 


_ 4) Scheibel, De J. Floischeri Vratislaviensie in doctrinam de iride meritis, 
Breslau 1762. * Dutens, Du miroir ardent d'Archimdde, I, Paris 1775, I, 
ebenda 1778. *) Meinert, Uber die Geschichte der &lteren Astronomie, Halle a. S. 
1785. .Wir fanden das Buch nur ein einziges Mal zitiert, und zwar bei R. Wolf 
(Gesch. d. Astron.) 8. 785. ‘) Laplace, Exposition du systéme du monde, Paris 
1796. °) Costard, Use of Astronomy in Chronology and History, Oxford 1764; 
eine Schrift, deren Tendenz sehr zu billigen ist, da in der Tat die alte Geschichte 
gar oft einzig und allein darch Nachberechnung gesicherter astronomischer Vor- 
kommnisse = einer gewissen Festigkeit ihrer Ergebnisse durchdringen kann; 
das Hauptbeispiel ist allerdings nicht gerade gliicklich gewithlt. °) Vgl. hierzu - 
R. Wolf, a. a. O., 8. 187; J. H. Maedler, Geschichte der Himmelskunde von 
‘der ltesten bis auf die gegenwirtige Zeit. I, Braunschweig 1878, S. 87. 
7) Bernoulli, Examen des remarques de M. Costard sur les éclipses d’Ibn- 
Jounes, Nouv. Mém. de l’Acad. de Berlin, 1784, 8. 293ff. * Burney, An Essay 
towards the History of Comets, London 1769.. °) Lach, Anleitung zur Kenntnis 
der Sternnamen mit Erliuterungen aus der arabischen Sprache und Sternkunde, 
Leipzig 1796. 7°) Globus coelestis cufico-arabicus Veliterni Musei Burgiani a. 8: 
Assemano iliustratus, Pédua 1790. J. 8S. Assemani.(1687—1768) hatte wahr- 
acheinlich diesen Globus erworben; sein Neffe Simon (1752-1821) lieferfe die 
genannte Monographie. Vgl. such Fiorini-Ginther, Erd- und Himmelsgloben, 
ihre Geschichte und Konstruktion, Leipzig 1895, 5. 15ff. ‘'')Martini, Abband- 
lung von den Sonnenuhren der Alten, Leipzig 1777. 3%) van Beek-Calcoen, 
Tractatus de gnomonica veterum, Utrecht 1797. 
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Anschauung vertreten, die Musik als eine mathematische Wissenschaft 
betrachtet'), da durch Boethius und Cassiodorius das ,Quadru- 
vium“ als Kanon menschlichen Wissens zu beherrschender Stellung 
erhoben worden war’). So méchten wir denn auch an den wertvollen 
Quellenwerken*®) Burneys und Forkels (s. 0.) fiber Geschichte der 
Musik bei dieser Veranlassung nicht schweigend vorif@ergehen. 
Damit ist dann ein wichtiger Teil unserer Aufgabe zum Abschlusse 
gelangt, und es verbleibt uns dem Programme gem&B8 noch die Be- 
sprechung alfer derjenigen literarischen Erzeugnisse, welche sich mit 
dem unmittelbaren Studium der antiken Schriftwerke. zu schaffen 


machen. Dieselben kénnen fibersetzt, erliutert oder im gereinigten . 


Texte der Urschrift neu herausgegeben werden; dazu tritt aber im 
gegenwartigen Zeitraum weit entschiédener denn, frither eine vierte 
Form gelehrter Arbeit, der Wiederherstellungsversuch. Sind uns 
doch leider so viele grechische Schriften — ftir die rémischen trifft das 
aus nahe liegenden Griinden weit weniger za — nur in Bruchstiicken 
oder gar nur im nackten Titel erhalten geblieben; da war der Anreiz 
gegeben, den Inhalt auf Grund der freilich oft nur sehr unsicheren 
Andeutungen zu erraten, welche man von da und dort verstreut in der 
Literatur antraf. Die gewaltige Entfaltung des philologisch-archiéolo- 
gischen Wissens in dieser durch die Namen Lessing, Winckel- 
mann, F. A. Wolf, G@. Hermann gekennzeichneten Epoche muBte 
solehen Bestrebungen sehr zu statten kommen. Wir werden nach- 
stehend den vorhin aufgestellten Normen folgen: Ubersetzung, Kom- 
mentar, Textausgabe mit oder ohne solchen und Rekonstruktion sollen 
nacheinander an die Reihe kommen. Auffallen kann einigermaBen, dab 
fast einzig und allein das klassische Dreigestirn Euklid, Archimedes, 
Apollonius die fiir die Antike begeisterten Mathematiker beschiéftigt. 
Von ihnen abgesehen, ist es anscheinend allein der Byzantiner Anthe- 
mius, der gelegentlich einiger Beachtung gewirdigt wird*). 

Halten wir uns zuerst an die Ubertragungen in unsere deutsche 
Sprache, so kénnen wir ein paar recht gélungene, heute noch ebenso- 





1) Diese eigentimliche Erweiterung der Mathematik, von weicher sich die 
Neuzeit sehr mit Recht losgesagt hat, die aber von jedem, der den wissenschaft- 
lichen Betrieb des Mittelalters erkunden will, wohl zu. bericksichtigen ist, suchte 
in diesem Sinne zu skizzieren Gunther (Geschichte des mathematischen Unter- 
richtes im deutechen Mittelalter bis sum Jahre 1525, Berlin 1887, S. 110ff.). 
*) Diese Vorlesungen I? 8, 6201f. *) Burney, Genii History of Music from 
the earliest Ages to the present Period, London 1777—1789; J. N. Forkel, 
Allgemeine Geschichte der Musik, Leipzig 1788—1801. ‘ Dupuy, Fragment 
d'un ouvrage grec d'Anthemius, Paris 1777. Obersetsuang und Erléuterungen 
sind beigogeben. Vgl. diese Vorlesungen I’, S. 468 und Gilbert, Annalen der 
Physik, LI, S. S48ff., sowie auch Poggendorff, Geach. d. Phys., S. 22, 527. 
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gut. wie damals verwendbare Leistungen vorfithren. J. F. Lorenz 
(1738—1807) gab zwei deutsche Euklidiibersetzungen heraus; zuerst 
nur einen Teil"), nachher aber das vollstindige Werk*). Geschatzter 
Kompendiograph, wuBte er den Ausdruck wo nicht elegant, so doch 
klar und deutlich zu wihlen. Die ersten sechs Biicher der Elemente“, 
welche nach lange gehegter Ansicht sozusagen den eisernen Bestand 
des in das Studium der Mathematik eintretenden Jtinglings darstellten, 
verdeutschte auch J. K. F. Hauff*) (1766—1846). Erfreulich war, 
daB unser Volk auch die ,,Data“‘) in bequemer Form zuginglich ge- 
macht erhielt. Allerdings hatte J. C. Schwab (1743—1821), der 
sich dieses Verdienst erwarb, nicht den Urtext vor sich, sondern er 
hielt sich®) an die englische Bearbeitung des R. Simson‘). DaB er 
von der starren Beibehaltung der griechischen Ausdrucksweise, wie sie 
der britische Geometer fiir nétig erachtet hatte, sich frei machte und 
mit den Proportionen so operierte, wie es uns nun einmal geliufig 
ist, wird man nur billigen kénnen. Doch ist zu bemerken, da8 
Schwab nicht sowohl dem Eindringen in die Kigenart-des griechisch- 
geometrischen Geistes entgegenkommen, sondern mehr nor ein prakti- 
sches Hilfsbuch fiir die geometrische Analysis liefern wollte’). Kin ftir 
den Elementarunterricht besonders ntitzliches Werk des Archimedes 
wurde von K. F. Hauber®) (1775—1851) deutsch wiedergegeben. 
Kinen englischen Euklid besorgte J, Bonnycastle’) (?— 1821), eine 
in der gleichen Sprache gehaltene Ausgabe der archimedischen ,,Sand- 
rechnung~ G. Anderson”) (1760—1796). 

Kine sehr gute, vollstiindige Ausgabe der ,,oro:zete rihrt von 
dem Wittenberger Professor G. F. Baermann™) (1717—1769) her?4), 
Die penemusonen Gelehrten petatigcen in dieser Zeit einen ganz 


1) Lorenz, Euclids sechs erste Biicher ... aus dem Griechischen, Halle 
a.§. 1778. *) Ders., Euclids Elemente, finfzehn Biicher aus dem Griechischen, 
ebenda 1781, *) Hau ff, Euclidis Elementa, I—VI, aus dem Griechischen, Mar- 
burg i. H. 1797. Sp&ter folgten (ebenda 1807) auch das elfte und awdlfte Buch 
(d. h. die Grundlehren der Stereometrie), ‘ Diese Vorlesungen I*, S, 268 ff. 
*) Euklids Data, verbessert und vermebrt von Robert Simson, aus dem Eng- 
lischen fibersetzt, und mit einer Sammlung geometrischer, nach der Analytischen 
Methode der Alten aufgeldster Probleme begleitet von J. C. Schwab, Stutt- 
gart 1780. °) Diese Vorlesungen III’, 8. 509. ‘°) Die Vorrede des Schwabschen 
Werkchens laBt- diese Absicht in vollster Deutlichkeit erkennen. *) Hauber, 
Archimeds zwei Bticher fiber Kugel und Cylinder . . ., Tibingen 1793. ° Bon- 
nycastle, Euclids Elements of Geometry, London 1789. ') Anderson, The 
Arenarivs of Archimedes, translated, London 1784. *") Baermann, Elemente- 
rum Enclidis libri XV, Leipzig 1743. '*) Es ist nicht ohne Interease, Kaestners 
Urteil tiber dicse Edition kennen zu lernen. Nachdem er diejenige Barrows 
(Cambridge 1675, Osuabriick 1676) gertihmt, fahrt er fort (Anfangsgr. d. Arithm. 
u. Goom., 8. 445i): ,,.Da Barrows Ausgabe in Deutschland doch nicht so hiuig 
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besonderen Kifer in Herausgabe und Ubersetzung, doch sind ihre 
Werke au8erhalb ihres Landes nur zum kKleineren Teile einigermaSen 
bekannt geworden. Wir bescheiden uns damit, in einer Note) nach 
Riccardis mustergiiltiger Zusammenstellung*) die Namen der Bear- 
beiter und die Erscheinungszeiten anzugeben. Hingegen ist von Ar- 
chimedes nur eine einzige Ausgabe namhaft zu machen, diejenige 
von G. Torelli*) (1721—1781). Wher sie berichtet Poggendorff*): 
yl orelli hinterlieS handschriftlich Archimedes’ Werke, griechisch 
und latemisch, mit einem Zusatz von sich De conoidibus et sphaeroi- 


zu haben ist, so. verdient als Handausgabe G. F. Baermanne gebraucht su 
werden ... DaS Baermann ein Schiller von Ernesti war, empfiehlt sie auch 
wegen Iritischer Richtigkeit.“ Der hier genannte Leipsiger Philologe (1707—1781) 
besaB auch volles Verstindnis fiir guten mathematischen Schulunterricht, wie sein 
viel gebrauchter Lehrbegriff beweist (Initia doctrinae solidioris: pars prima, arith- 
meticam, geometriam, psychologiam et ontologiam complectens, .Leipzig 17384), 
der noch 1783 einer siebenten Auflage sich erfreuen durfte. Kaestner erinnert 
(a.a.0., 8.446) auch an die wenig bekannte Euklid-Ausgabe von J.J. Hench 
(Philosophia Mathematica complectens methodum cogitandi ex Kuclide restitu- 
tam ..., Leipzig 1756), welche auch die-ersten -sechs Biicher enthiilt, dieselben 
jedoch nicht sowohl deshalb aufgenommen hat, um die geometrische Unter- 
weisung zu fdrdern, sondern vielmehr zu dem Zwecke, daS der Lernende sich 
an diesen -Musterbeispielen formalen Denkens in Logik und Metaphysik tbe. 

1) Riccardi,a.a.0. 0, 8.44ff. *) Es sind dfe folgenden Ausgaben und Ober- 
setzungen vorhanden: 0. Cametti (1760), L. Ximenes (1762), O. Cametti 
(1762), G. Accetta (1768), E. Ventretti (1766), O. Cametti (1767), G. A. 
Ferrari (1767), G. Grandi (1767—1768), V. Caravelli (1770), 0. Cametti 
(1772), G. F. Marquis De Fagnani (1778), F. Ventretti (1775), G. Grandi 
(1780), A. N. Silicani (1782), J. Calisti (1785), A. Tamberlicchi (1789), 
D. Paccanaro (1791), F. Ventretti (1792), F. Domenichi (1798), J. Calisti 
(1797). Auch ein posthumes Werk des letzten Galilei-Schilera V. Viviani liegt 
vor (1796). Unter diesen Schriftatellern sind nur einige, die sich auch sonst in 
der Geschichte der Mathematik einen Platz gesichert haben. Was zuerat G. 
Grandi (diese Vorlesungen lII?, 8. 865 ff.) anlangt, so hat man es ebenfalls bloB 
mit einem Stiick seines literarischen Nachlasses zu tun. Cametti (? — 1789) 
schrieb fiber Hydrodynamik; Ximenes (1716—1786) war ein geachteter Astronom; 
von Caravelli (1724—i800) besitzt man noch eine einigermaBen hierher gehdrige 
‘Schrift (Thcoremata Archimedis de dimensione circuli, sphacra et cylindro, faci- 
liori methodo demonstrata, Neapel 1750). Der Marquis Fagnani, Sohn eines weit 
berihmteren Vaters, war gleichfalls ein tfichtiger Forecher, von dem man lange- 
zeit gar keine biographischen Daten sur Verfigung hatte (Poggend orff, Biogr.- 
liter. Handwérterbuch, I, Sp. 715). Exst First B. Boncompagni brachte hier, 
wie in so vielen anderen Dingen, die Aufhellung (Memorie concernenti il Marchese 
Giulio Carlo de’ Toschi di Fagnano, Bull. d'istoria e di bibl. delle scienze 
mat. e fis., Ill [1870], S. 10ff.). Nunmehr kennt man angen&hert die Lebenszeit 
(1715—1797) von Marquis Gianfranoesco di Fagnano (oder Fagnani), Ar- 
chidiakonus in Sinigaglia. *) Archimedis quae supersant omnia, cum Eutooii 
Ascalonitae commentariis, ex recensione Jos. Torelli, Oxford 1792. ‘) Poggen- 
- dorff, a. a. O. H, Sp. 1117. ) : 
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dibns, welches Manuskript von der Universitat zu Oxford gekauft und 
daselbst unter Aufsicht von A. Robertson gedruckt wurde.“ LEiner 
der besten Sachverstandigen, E. Nizze, stellt) der Tatigkeit Torellis 
ein sehr, derjenigen des eigentlichen Herausgebers dagegen ein minder 
gtinstiges Zeugnis aus. Immerhin war bis Heiberg (1880), also fast 
hundert Jahre lang, wie auch von Poggendorff*) bestitigt wird, 
dieser oxonianische Archimedes der beste, tiber den man verfigte, 
auf den jedermann, der das Original zu verwenden gehalten war, zu- 
rlickgreifen muBte. 

Als Kommentator des’ Euklid hat sich v. Pfleiderer ausge- 
geichnet, der in einer ganzen Anzahl] von Schriften®) die von ihm bei 
dem grofen Systematiker wahrgenommenen Dunkelhviten aufzuhellen 
bestrebt. war. Alle diese Arbeiten verfolgen neben dem geschicht- 
lichen auch einen ausgesprochen pidagogischen Zweck, der am be- 
stimmtesten in der Bearbeitung des ftnften Buches, deren soeben 
Erwahnung geschah, autage tritt. 

Wiahrend die ,Kegelschnitte“, aas Hauptwerk des Pergiers, in 
unserem Zeitabschnitie nicht naber betrachtet wurden, richtete sich 
mehrseitiges Augenmerk auf dessen tibrige, nur in ganz fragmenta- 
rischem Zustande zu uns herabgelangte’® Schriften‘). Dem Traktate 
»Von den Neigungen“ galten diejenigen von S. Horsley®) (s. 8. 24) 
und R. Burrow®) (1747—1792); aus den uns gebliebenen Andeutungen 
suchten die Schrift ,Vom bestimmten Schnitt“ wieder aufzubauen . 
W. Wales‘) (17341798) und R. Simson’). Auch P. Giannieri 
versuchte in seinen Opuscula mathematica (Parma 1773) als Op. Dl 


1) Nigze, Archimedes’ von Syrakus eimtliche Werke tibersetzt und er- 
klart, Stralsund 1824, Vorrede. *) Poggendorff, a.a.Q. I, Sp.56. %)v. Pflei- 
derer, Expositio et dilucidatio libri V elementorum Euclidis pars I, Tibingen 
1782, pars II, ebenda 1790; Scholia in librum Il elementoram Euclidis, pare I, 
ebenda 1797, pars Il, ebenda 1798, pars III, ebenda 1799; Scholia in libram VI 
elementorum Euclidis, pars I, ebenda 1800, para I, ebenda 1801, pars III, 
ebende 1802. Dazu gehdrt ein Exkurs tiber die euklidische Proporticnenlebre 
(Hindenburgs Arch., II [1798], 8. 257ff., 8. 440ff). Erwihneygswert sind noch 
folgende Schriften Pfetderers: De dimensione circuli P. I (Tubingen 1787), 
P. II (Tabingen 1790), Propositionum de rationibus inter se diversis demonstra- 
tiones ex solis Libri V. Elementorum definitionibus et propositionibus de- 
ductae (Tibingen 1798). *) Vgl. -diese Vorlesungen I?, S. 827 ff; H. G. 
Zeuthen, Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter, Kopen- 
hagen 1896, 8. 212ff. ° Horsley, Apollonii Pergaei inclinationum libri duo, 
London 1770. ° Burrow, Restitution of the Geometrical Treatise of Apol- 
lonius Pergaeus on Inclination, London 1779. ‘) Wales, The two Books of 
Apollonius concerning Determinate Sections, London 1772. °) Bei Lebzoiten lieB 
Simson (diese Vorlesungen III’, 8. 509) nichts hierdiber erscheinen. ,,I[m Jahre 
1776 lieB Graf Stanhope“ — 17583—1816 — ,nachfolgende von Brmion 
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eine Wiederherstellung des Buches des Apolloniys vom bestimmten 
Schnitt. Noch am ersten diirfte die schwierige Restitutionsarbeit ge- 
glitckt sein bei der Abhandlung ,,Uber die Bertihrungen“, der gegen- 
fiber die Divinationstitigkeit am meisten festen Boden unter den FiiBen 
fahlen mochte. J. Lawson und J, G@. Camerer, (1763—1847), deren 
Verdienst es ist, hier vorangegangen zu sein’), diirfte deshalb ihrem 
Ziele vielleicht am nichsten gekommen sein. 

Die Porismen des Euklides, tiber deren wahre Natur auch jetzt 
noch die Akten nicht als ganzlich geschlossen gelten kiénnen*), haben 
von jeher die Aufmerksamkeit der mit der Geometrie der Alten ver- 
trauten Mathematiker auf sich gezogen. A. Girard, P, Fermat u.a 
wagten sich daran, auf wenige schwache Spuren hin das versthiittete 
 Gebiiude wieder auszugraben®). In die FuBtapfen des letztgenannten 
trat jener jiingere Marquis G. Fagnani‘*), der uns weiter oben als 
Kenner des Euklides bereits begegnet ist. — | 

Unsere Ubersicht hatte in gebotener Ktirze von eimer statilichen 
Reihe literarischer Arbeiten Notiz zu nehmen, welche mittelbar oder 
unmittelbar der Geschichte der exakten Wissenschaften Dienste zu 
leisten bestimmt waren. Die vier Jahrzehnte, auf die sich die Nach- 
forschung zu beschranken hatte, lassen eine erfreuliche Fortentwick- 
lung des schon. friher erwachten Geistes gerade auch auf diesem an 
sich spréderen Gebiete erkennen. | 


hinterlassene Aufsiitze drucken: 1) Apollonius Determinate Section; 2) A -Trea- 
tise on Porisms; 8) A Tract on Logarithms; 4) On the Limits of Quantities and 
Ratios; 5) Some Geometrical Problems‘ (Poggendorff, a. a. O. I, Sp. 988). 

. ') Camerer, Apollonii De tactionibus quae supersunt, ac maxime lem- 
mata Pappi in hos libros graece nunc primum edita a codicibus msoptia, 
cum Vietae librorum Apollonii restitutione, adjectis obaervationibus, compu- 
tationibus, ac problematis Apolloniani historia, Gotha-~-Amsterdam 1796 (die 
Jahresangabe bei Poggendorff [a.a. 0. II, Sp. 6] iat nicht richtig). Nach 
eigener Aussage war fir Camerer von groBem Werte eine Schrift des sonst 
- recht wenig bekannten Englinders Lawson: The two Books of Apollonius Per- 
-gaeus, concerning Tangencies etc., London 1771, Bezugnehmend auf Vieta, 
Ghetaldi, Fermat und Th. Simpson kleidete Lawson die Hauptaufgabe 
folgendermafen ein: Wenn von Punkten, Geraden und Kreisen irgend ‘zwei in 
der nimlichen Ebene gegeben sind, so soll man den geometrischen Ort des 
Kreises angeben, der durch beide Punkte geht oder durch einen dieser Punkte 
geht und cine der dbrigen Linien bertibrt oder endlich je zwei der genannten 
Linien beriihrt. 7) Diese Vorlesungen I?, S. 264, 267, 392, 428, Chasles- 
Sohncke, Geschichte der Geometrie mit besonderer Berticksichtigung der neueren 
Methoden, Halle a. S. 1839, Note TL *} Diese Vorlesungen Il?, 8, 656ff. 
*) J. F. De Fagnano, Porismata Euclidea, immo Fermatiana, demonstrata, Acta 
Eruditorum, 1762, 8S. 481 ff, 
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Die zweite Halfte des 18. Jahrhunderts war fir Frankreich eine 
Zeit der Aufklirung, in welcher kiithne Schriftsteller neue Ideen ent- 
falteten. Die franzésische Revolution zerstérte die Feudalinstitute 
des Mittelalters in allen Gebieten der weltlichen Kinrichtungen. Die 
Wissenschaften und das Schulwesen wurden von diesen welthistori- 
Schen Ereignissen tiei beeinfluBt. Die Schriften von Rousseau und 
Condillac, von den Enzyklopadisten und von Condorcet brachten 
neve Gedanken, nicht nur fiber philosophische Sachen im allgemeinen, 
sondern auch fiber die Erziehung und Mathematik im einzelnen. Ihr 
Einflu8 auf dep Elementarunterricht in der Mathematik wurde gegen 
das Ende des Jahrhunderts tiberwiegend. Diese Zeit weist in Frank- 
reich neue Rechenbiicher auf, deren Autoren sich auch mit der 
héheren Mathematik beschiftigten. Dennoch finden wir, daB hier, - 
wie auch in anderen Lindern, veraltete Rechpnbiicher noch groBen 
Absatz fanden. Das bekannteste unter den letzteren war L’Arith- 
métique du S' Barréme .. augmentée .. de plus de 190 pages. 
par N. Barréme, Paris 1764, Rouen 1779. Die erste Auflage von- 
Francois Barréme erschien 1677. Nicolas Barréme war ,,ein 
Nachkomme des Autors“, wie wir aus der Auflage von 1713 ent- 
nehmen, welcher den Umfang dieses populiren Werkes verdoppelte 
und deshalb erwahnt zu werden verdient. 

Ein zweites Werk dieser Art war L’Arithmétique en sa 
perfection..par F. Le Gendre, arithméticien. Die erste Auf- 
lage erschien in Paris 1646, eine zehnte 1691. Wihrend des ~ 
18. Jahrhunderts wurden wenigstens sieben gedruckt. Eine erschien 
zu Paris 1774, eine andere zu Limoges 1781. Eine Vergleichung 
der Ausgabe von Lons le Saulnier 1812 mit denjenigen von 1774 und 
1705 zeigt, daB die drei sich nur im Anhang voneinander unter- 
scheiden und daf der Hauptteil waihrend mehr als 100 Jahren ohne 
nennenswerte Abiinderungen bebarrte. Ein solches Beharren beim 
Alten in diesen und anderen Schulbtichern wirft ein ditsteres Licht 
auf die Schulverhiltnisse damaliger Zeit. 
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Weder in Barréme noch in F. Le Gendre findet man Dezimal-. 
briiche; dieselben wurden, soweit wir ermitteln kénnen, in praktischen 
franzésischen Rechenbiichern der Zeit beinahe ganz vernachlassigt. 
Nur gegen Ende des Jahrhunderts, als das metrische System Auf- 
nahmé fand, wurden Dezimalbriiche auch in Werken fir Geschifts- 
leute eingefihrt. Citoyen Blavier verdffentlichte 1798 in Paris 
ein Barréme décimal*) und die spateren Ausgaben von F. Le 
Gendres Biichlein enthalten einen Anhang iiber Dezimalbritche. . 

Ein Werk, welches in den héheren Schulen in Frankreich, und 
durch Dbemetunren auch in anderen Lindern, wahrend der zweiten 
Halfte des Jahrhunderts weite Verbreitung erhielt, waren die 1741 
in Paris gedruckten Lecons é6lémentaires de mathémaciques 
des Astronomen Nicolas Louis de La Caille*) (1713 --1762). Der 
erste Teil enthalt eine kurzgefaBte, theoretische Arithmetik. Eine 
verbesserte und erweiterte Ausgabe des La Cailleschen Werkes 
wurde 1770 zu Paris von Abbé Marie, Professor der Mathematik art 
dem collége Mazarin, veranstaltet. 

Unter den neu verfaBten arithmetischen Werken dieser Zeit sind 
diejemigen der bedeutenden Mathematiker Bézout, Bossut und La- 
croix hervorzuheben. Etienne Bézout (17301788) wurde 1763 
zum ,examinateur des .gardes de la marine“ ernannt. Man hat von 
ihm zwei mathematische Schulbticher, Cours de mathématiques & 
' usage des gardes du pavillon et de la marine, Paris 1764 | 
bis 1769, und Cours de mathématiques & l’usage du corps de 
Vartillerie, Paris 1770—1772, die jn mehreren Auflagen erschienen. 
und weite Verbreitung fanden. Der arithmetische Teil letzteren 
Werkes ist demjenigen des ersten, mit Ausnahme einiger ausgelassener 
Parayraphen, Wort fiir Wort gleich. -Er wurde auch separat gedruckt. 
Auf das kaufminnische Rechnen legt Bézout wenig Nachdruck; er 
gibt sich viel Miihe, die theoretischen Teile klar zu machen, ohne den 
Schiller durch schwerverstindliche Beweise abzuschrecken. 

Charles Bossut (1730—1814) verfaBte einen Cours complet 
de mathématiques, dessen erster Teil, ein Traité élémentaire 
d’arithmétique, 1772 erschien. Er -enthalt eine Vorrede tber 
die Grandideen der Arithmetik und der Algebra. Diese Arithmetik ist 
in gedringtem Stile geschrieben und enthalt nur weniges iiber Ge- 
schiftsrechnung. Daher fand es auch nur geringe Verbreitung. 

Wihrend in franzésischen Werken fiber das praktische Rechnen 


ee ee ee 


1) A. De Morgan, Arithmetical Books, London 1847, p. 75. *) Val. 
»lutorno ad un’ opera dell’ Abate Nicold Luigi de La-Cailleé in B, Boncom- 
pagnis Bullettino, Tomo V, Roma 1872, p. 278—298. 
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Dezimalbriiche vernachlassigt oder ganz weggelassen werden, erhalten 
sie in Kompendien der Mathematik gehérige Beachtung. So gibt 
sich Lemoine in seinem Traité élémentaire de mathématiques 
pures, Paris 1790 (3° éd. 1797), Mithe dieselben gleich von Anfang 
aufzunehmen und die Grundoperationen fir ganze Zahlen und Dezi- 
malbrtiche nebeneinander zu entwickeln. Edmé Marie Joseph Le- 
moine (d’Essoies) (1751—1816) war vor der Revolution Advokat, 
Lehrer des jungen Adels und Professor der Mathematik und Physik. 
Das obige Elementarwerk war ftr Schiller bestimmt, die Bézouts 
Werke zu umfassend fanden. 

Weitreichenden EinfiuB auf das Studiam aller mathematischen 
Facher hatte Sylvestre Francois Lagroix (1765—1843), welcher 
groBen Anteil an der Organisation der Sffentlichen Erziehung und an 
der Vorbereitung passender Schulbiicher hatte. Im Jahre 1797 erachien 
zu Paris sein Traité d’arithmétique, welcher ftir den Gebrauch | in 
der école centrale bestimmt war. 

Gegen Ende des Jahrhunderts erschienen einige Arbeiten, welche 
neue Gedanken philosophischer Natur iiber arithmetische Operationen 
und die Sprache der Arithmetik und Algebra enthielten. Der erste 
uns bekannte Versuch, neue Grundoperationen einzufahren, ist von dem 
Marquis Fortia (1756—1843). Mit den Einschrinkungen der 
gewohnlichen Arithmetik nicht zufrieden, sucht er in seinem Traité 
@arithmétique'), Avignon 1781, den Operationen der Addition, 
Subtraktion, Multiplikation und Division eine unendliche Anzahl 
héherer Operationen anzuschlieBen. Die sukzessive Multiplikation 
einer Zahl mit sich selbst nennt er puissancistion. Soll die 
Summe von 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 gefunden werden, nennt er 1 den 
multiplicande, 8 den multiplicateur, die Summe das produit, 
mit dem Wort second hinzugefiigt, um die multiplication 
seconde von der gewéhnlichen zu unterscheiden. Die multiplication 
seconde gibt hier das produit 36. Dasjenige von 3 mit 8 gibt 
108 (= 3+6+4+9+12+4 15+ 18+ 21 +424). Ein Beispiel einer 
-puissanciation seconde hat man in der Auffindung des Produkts 
der Zeahlen 2, 4, 8, 16, 32, 64, welches sich als das Produkt der 
ersten und letzten Zahl, puissancié dyrch die Halfte der Anzahl 
von Zahlen, ergibt. Wenn in einer arithmetischen Progression 
a+(a+d)+(a+2d)+---+(4+@—1)d) nicht nur a—d, 
sondern auch a= ist, gelangt man zur multiplication troisiéme. 
Das produit troisidme, von 5 mit 2=5+ (5+ 10 + 15+ 20+ 25) 
= 80, von 5 mit 3=5+(5+4 10+ 15+ 20+ 25) + (54+10+--+50) 


*) Uns liegt die zweite Auflage von 1790 vor. 
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= 5 + 75 -+- 275 = 355 = 5 + produit second von 5 mit 5 + pro- 
duit second von 5 mit 10. 

Man kéune so fortfahren zu Operationen noch hdherer Grade. J ede 
derselben habe ihre umgekehrte Operation. Fortia definiert nun 
eine numération seconde, worin die Kinheit complexe und con- 
tinue ist, complexe, weil sie aus Teilen bestehe, und continue, 
weil die Anzahl dieser Teile unendlich sei. Mit sich selbst multipli- 
ziert gebe die Kinheit die Zahl 2; 2 mit 1 multipliziert gebe 3 usw. 
Wenn die Einheit der nombres continus 2 ist, dann ist der nombre 
continu. 2 gleich 4 und der nombre continu 3 gleich 8. Die eix- 
fachste Operation der numération seconde ist die Maultiplikation, 
welche der Addition in der gewdhnlichen Numeration entspricht. 
Sollen die nombres continus 481 und 1321 miteinander multipli- 
ziert werden, so ist das Resultat 1802. Abhnliches fir die Division. 
$421 -:.- 2212 = 1209. Besteht die Einheit der nombres continus aus 
3 gewohnlichen Hinheiten, dann ist der nombre continu 2 = 9, der 
nombre continu 3== 27 usw. Wird nun 2 puissancié durch 3, so 
erhalt man den nombre continu 6=— 729. In diese numération 
seconde kénne man auch puissances secondes usw. einfihren. 
Fortia gibt dann weitere Auseinandersetzungen von nombres conti- 
nus, deren Kinheit 2 ist, und von hdheren Numerationen. Es ge- 
lingt ihm aber nicht, dem Leser die Vorztige seiner neuen Operationen, 
deren Formeln er der gewdhnlichen Algebra entlehnt, und seiner neuen 
Sprache ttberzeugend darzulegen. 

Eine Schrift tiber Arithmetik und Algebra, welche. ein Versuch 
-einer Philosophie dieser Wissenschaften ist, wurde von Etienne 
Bonnot de Condillac (1715—1780) verfaBt. De Condillac war 
ein scharfsinniger Philosoph, ein Freund von Roussesu und Diderot. 
Durch ihn fand der Senrsualismus des englischen Freidenkers John 
Locke KHingang in Frankreich und, tber diesen hinausgehend, 
weitere Ausbildung. Alle Theorien von angeborenen Ideen verwerfend, 
nahm Condillac nur die Wahrnehmungen der finf Sinne fir Wahr- 
heit an. Er erklirte die Funktionen des Denkens als Arten des 
Empfindens, die durch Ubung vervollkommnet werden, und fahrte alle 
Verstandestiitigkeit auf dgs Sprachvermégen zurtick. Ohne W6Orter 
kénnte man keine abstrakten Ideen haben. Uns interessiert sein La 
Langue des Calculs, & Paris, An VI (1798), welches achtzehn 
Jahre nach seinem Tode verdffentlicht wurde. Seine metaphysischen 
_Lehren sollten hier auf Arithmetik und Algebra Licht werfen. ,,Un, 
deux, trois usw., dies sind also die abstrakten Ideen der Zahlen; 
denn diese Worter stellen die Zahlen dar al. auf alles anwendbar 
und als auf nichts angewandt.... Wenn zum Beispiel, nachdem wir 
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un doigt, un caillou, un arbre haben, wir un sagen, ohne 
etwas hinzuzuftigen, haben wir in” diesem Worte un die abstrakte 
Einheit. Wenn Sie glauben, daB abstrakte Ideen etwas anderes als 
Namen seien, bitte sagen Sie, wenn Sie kdnnen, was ist dieses 
andere?!) Sprachen sind nicht Sammlungen zufiallig aufgenommener 
Ausdrticke.... Wenn der Gebrauch jedes Wortes eine Konvention 
voraussetzt, setzt diese Konvention eine Ursache fir die Annahme jedes 
Wortes und eine Analogie voraus, die das Gesetz angibt, ohne welches 
es unmdglich wire dasselbe wahrzunehmen und welches keine absolut 
willktirliche Wahl zulaBt.“*) In der Sprache des Rechnens zeigt sich 
die Analogie klar. Das Zahlen lernt man mit Hilfe der Finger. Man 
zshit bis 10, nimmt dann 10 als héhere Einheit an, fahrt dann fort 
bis 100 usw. ,,Wenn wir uns aber nicht verirren wollen, miissen 
wir die Zahlenreihen durch Namen bezeichnen, weshalb die Namen 
im Rechnen so notwendig sind wie die Finger selbst.“*) Das Nume- 
rationssystem, welches uns die Natur darbietet, zeigt uns jedesmal 
wie eine Zahl zusammengesetzt ist. Unsere Sprachen haben aber die 
Analogie nicht befolgt. ,Zum Beigpiel, wir sagen, soixante et 
douze; die Finger sagen aber sept dix plus deux, ein Ausdruck, 
den wir vorziehen, um der Analogie der von der Natur gegebenen 
Sprache zu folgen.“*) Condillac betrachtet die Operationsarten in 
Arithmetik und Algebra im Lichte seiner Theorie von den Analogien. 
Er findet, daB die Algebra nichts anderes als eine Sprache sei®). 
Diese Ansicht ‘hatte schon friher Clairaut in seinen Elémens 
d’Algébre 1746 geiuBert, und auch 8S: F. Lacroix stimmt®) der- 
selben bei. Condillac behauptet, da8 die Erfindungsmethode nichts 
anderes als die Analogie selbst sei”). 

Wie das besprochene Werk die letzte (unvollendete) Arbeit Con- 
dillacs: war, so ist das Biichlein Moyens d’apprendre & compter 
surement et avec facilité, par Condorcet, & Paris, 1799), 
die letzte Schrift dieses berithmten Philosophen und Mathematikers. 
Es wurde in den letzten Tagen seines Lebens geschrieben, als er, in 
den Sturz der Girondisten verflochten, in der Nihe von Paris eine Zeitlang 
umherirrte, bis er erkannt und verhaftet wurde. Condillacs philo- 
sophische Studien trugen dazu bei, die Lehrmethode in neue Bahnen zu 
leiten. Das Biichlein von Condorcet erzielte Ahnliches durch eine 
klare, unkonventionelle Erklarung unseres Numerationssystems und 


1) Condillac, La Langue des Calculs, 1798, p. 50. *) Ebenda, S. 1. 
*) Ebenda, 8.11. ‘) Ebenda, 8.18. °) Ebenda, 8. 47. ° S. F. Lacroix, 
Essais sur L’Enseignement en Général et sur celui des Mathématiques en parti- 
culier, 4 Paris, An XIV, 18056, p. 285. 7° Condillac, p. 282. °) Zweite Auf- 
lage erschien 1800. 
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der vier Rechnungsarten. De Morgan’) beschreibt das kleine Werk 
als eine der einfachsten Erkliftngen der elementarsten Arithmetik, 
_ die je erschienen ist“: Das Werkchen besteht aus zwei Teilen. Der 
erste ist in leicht verstaéndlicher Sprache fiir Kinder geschrieben. Der 
zweite Teil enthalt philosophische und padagogische Anweisungen 
fir Lehrer. Manche seiner Ideen stimmen mit denen Condillacs 
fiberein. Fir vingt setzt er duante und, um die Analogie nicht za 
brechen, fihrt er die alten Bezeichnungen septante, octante und 
nonante ein. Eine englische Ubersetzung des Biichleins wurde 1813 
' von Elias Johnston in Edinburgh veréffentlicht. Hine dritte eng- 
lische Ausgabe erschien -dort 1816. 

Das Studium der praktischen Rechenkunst sollte ai nach und 
nach durch die Einftihrung des metrischen Systems bedeutend ver- 
einfachen.. Als um die Zeit des Ausbruchs der franzésischen Revo- 
lution der Drang nach Neuerungen in allen Richtungen immer starker 
wurde, machte man 1788 den Vorschlag, auch die Gewichts- und 
MaBsysteme einer radikalen Umformung zu unterwerfen. Viele Stiadte 
Frankreichs hatten durch ihre Deputierten um ein gemeinsames Ma8 
fiir das ganze Land gebeten. °In der Sitzung der Pariser Akademie 
vom 14. April 1790 schlug Brisson vor, ein neues System auf eine 
natiirliche Lange zu grtinden, die immer wieder leicht aufgefunden 
werden kénne*), Nach einem Antrage von Talleyrand legte die 
Nationalversammlung am 8. Mai 1790 dem franzdsischen KGnige die Bitte 
vor, den Kénig von England einzuladen, bei der allgemeinen Mab- 
reform mitzuwirken und Kommissare zu ernennen, die in Gemeinschaft 
mit den franzésischen die Reform durchfihren sollten. Die National- 
versammlung beauftragte zugleich die Pariser Akademie, die franzési- 
schen Kommissare zu waihlen und die Lange des Sekundenpendels 
‘unter dem 45. Breitengrade als natiirliche Grundlage des MaBsystems 
anzunehmen. Die Idee eines natiirlichen Grundmafes soll sich zuerst 
in einem Werke Gabriel Moutons des Jahres 1670 finden®). 

Durch die Mitwirkung Englands hofften die Franzosen zu er- 
zielen, daB ein neues System in anderen Landern bessere Aufnahme 
finden wiirde. Diese groBen kosmopolitischen Ideen sollten aber nicht 
so bald auslaindischen Beifall finden. England lehnte, wahrscheinlich 
wegen der Hilfe, welche Frankreich den amerikanischen Kolonien in 
ee Pr oeeempte geleistet hatte, das gemeinsame Vorgehen ab. 


1) De Morgan, op. cit. S. 82. *) F. Rosenberger, Geschichte der 
Physik, Dritter Teil, Braunschweig 1887, 8. 94. *) Gabriel Mouton, Ob- 
servationes diametrorum solis et lunae apparentium etc., Lugd. 1670. V. De- 
lambre, Base du systéme métrique décimal I, 11 und Rudolf Wolf, Geschichte 
der Astronomie, Miinchen 1877, 8S. 628. 
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Frankreich muBte allein an die Arbeit, Die franzésische Akademie 
unternshm es zwei Hauptfragen zu entscheiden: 1) Welche nume- 
rische Skale sollte als Verhiltnis sukzessiver Ober- und Unterein- 
heiten dienen, 2) welche unverinderliche GrdBe aus der Natur sollte 
als Einheit gewahlt werden. Wher die erate Frage stattete die fol- 
gende Kommission am 27. Oktober 1790 Bericht ab: Borda, La- 
grange, Lavoisier, Tillet und Condorcet’). Fir die Unter- 
suchung der zweiten Frage ernannte die Akademie als Kommissions- 
mitglieder Borda, Lagrange, Laplace, Monge und Condorcet?). 

Was numerische Skalen anbelangt, hatten Schriftsteller seit 
Leibniz dfters dem Binir-System Aufmerksamkeit geschenkt. 
In der zweiten Hialfte des achtzehnten Jahrhunderts findet man in 
vielen Rechenbiichern kurze Besprechungen desselben. Georg Frierl- 
rich Brander schrieb zu Augsburg 1767 (2. Aufl. 1775) eine 
Arithmetica binaria. Nicht selten findet man auch Angaben fiber 
das von Erhard Weigel (Bd. III, S. 39, 40) hochgeschitzte tetra- 
basische System. Das Duodezimalsystem hatte auch seine Anhinger, 
wie zum Beispiel Comte de Buffon, der dasselbe in seinem Essai 
d’Arithmétique morale*) (um 1760 geschrieben). bespricht. 

Die franzdsische Kommission hatte nattirlich, mit Verdande- 
rungen des Zahlensystems nichts zu tun. Selbst die franzésische 
Revolution vermochte das dezimale Zahlensystems nicht umzu- 
stirzen. Wohl aber muBSte die Skale fiir das neue MaSsystem 
erwogen werden. Obschon die dezimale Hinteilung leicht den Sieg 
' davontrag, weil dieselbe dem Numerationssystem zugrunde liegt, 
scheinen die Mitglieder der Kommission darfiber nicht ganz in Kin- 
klang gewesen zu sein. Es ist wohlbekannt, daB Lagrange einer 
der eifrigsten Verteidiger der reinen Dezimaleinteilung war. ,,Er 
wollte“, sagt Delambre*), ,das Dezimalsystem in seiner ganzen Rein- 
heit haben; er konnte es Borda nicht verzeihen, daB dieser die Ge- 
falligkeit gehabt hatte, Viertelmeter machen zu lassen. Er legte auf 
den Einwand, daB die Basis des Dezimalsystems so wenige Theiler 
habe, keinen Werth. Er bedauerte beinabe, daB sie keine Primzahl 
sey, wie 11, weil dann nothwendig alle Brfiche einerley Nenner be- 
kommen hitten. Man kann Dieses, wenn man will, fir eine Uber- 
treibung halten, die wohl dem besten Kopfe im Eifer des Streits be- 


— 


") Hist. de l’Acad. pour 1788, Hist. p. 1—6. Vgl. G. Bigourdan, Le 
Systéme métrique des poids et mesures, Paris 1901, p.17. *) G. Bigourdan 
op. cit. p. 17.  *) Buffon, Suppl. a l’Hist. nat. 4, Paris 1777, p. 116. 

*) , Nachricht von Lagranges Leben und Schriften: in J. L. Lagranges Math. 
Werke, deutsch herausgegeben von A. L. Crelle, 1. Bd., S. XLIX. 
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gegnet: aber er fahrte die Zahl 11 nur an, um die Zahl 12 abzu- 
wehren, welche die kihneren Neuerer statt der 10 einfthren wollten, 
die liberal die Basis des Zahlensystems ist.“ Lagranges Vorliebe 
fir die Zahl 10 und ihre Potenzen zeigte sich schon in Berlin, als 
er J. C. Schulze mitteilte, ,daB es villeicht noch besser gethan seyn 
wiirde, wenn man, statt die trigonomischen Linien und ihre Logarith- 
men ftir Grade, Minuten und Secunden zu geben, dieselben in Graden 
und deren tausendste Theile nach Gellibrand Trigonometria Britannica 
an. 1633 berechnet lieferte“.*) 
_ Die Kommission fir die. Wahl einer Lingeneinheit stattete am 
19. Marz 1791 ihren Bericht ab. Sie entschied nicht fir das von 
der Nationalversammlung vorgeschlagene Sekundenpendel als Einheit, 
sondern schlug vor, einem 1790 gemachten Vorschlage des Ingenieur- 
Geographen Bonne folgend*), den zehnmillionsten Teil des Erd- 
quadranten als UrmaS zu wahlen. Die Pendellange wurde verworfen, 
weil sie von zwei ungleichartigen Elementen, der Schwere und der 
Zeit, abhinge. Line dritte Einheit, der Quadrant des Erdaquators, 
wurde von der Kommission auch besprochen, wurde aber wegen der 
Schwierigkeit der Messung in unwirtlichen Gegenden von. Afrika und 
Amerika unpassend gefunden. 

Am 30. Marz 1791 wurde von der Nudiondlvereaumlong der 
zehnmillionste Teil des Erdmeridians als MaBSeinheit festgesetzt. 
Méchain und Delambre begannen sogleich die hierzu nétige Grad- 
messung zwischen Dinkirchen und Montjouy (nicht weit von Bar- 
celona).®) Die Arbeit wurde 1792 durch Aufhebung der Akademie 
eingestellt, aber bald wieder durch Ernennung einer neuen Kommission, 
bestehend aus Laplace, Lagrange, Berthollet, Borda, Brisson, 
Coulomb, Delambre, Hauy, Méchain, Menge, Prony und 
Vandermonde, fortgesetzt. Die UrmaSfe wiarden angefertigt und 
1799 dem Archiv der Republik einverleibt*). Dag Meter war nun 
gleich 3 FuB 11,296 par. Linien, oder etwas kiirzer als der 1795 vor- 
laufig angenommene Wert von 3 Fud 11,44 par. Linien. 

Um das neue System auch anderen Vélkern annehmbar zu 
machen, wihlite man ftir die Ober- und Unterabteilungen Namen, die 
nicht der franzésischen, sondern den neutralen griechischen und latei- 
nischen Sprachen angehGren. 

Von groBbem Interesse sind die Elementarvortrige, welche 1795 





’) Johann Carl Schulzes Neue und Erweiterte Sammlung Logarithmi- 
scher .. . Tabellen, I. Bd., Berlin 1778, Vorrede. *) Rosenberger, op. cit. 
S. 94. 5) G. Bigourdan, op. cit. p. 109—155. *) Rosenberger, op. 
cit. 8.94. 
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auf der Ecole normale in Paris von Lagrange und Laplace’) ge- 
halten wurden. Die finf Vorlesungen von Lagrange behandeln nur 
die Arithmetik und Algebra; Laplace berihrt auch die Geometrie. 
“Beim Nachlesen dieser Vortrage kann man leicht verstehen, wie die 
jéngeren Zuhérer auf der Ecole normale denselben nicht immer 
folgen konnten, wahrend Manner, wie S. F. Lacroix, der damals 
schon selbst als Lehrer beriihmt war, denselben mit Begeisterung zu- 
hdrten. Schon in der ersten Vorlesung erklirt Lagrange die Ketten- 
briiche. Nachdem er im zweiten Vortrag die arithmetischen 
Operationen auseinandergesetzt, schreitet er in den fbrigen zur 
Lisung der Gleichungen dritten und vierten Grades und der nuameri- 
schen Gleichungen, und zur Verwendung der Kurven bei der Lésung: 
ger Probleme vor. Der Name ,arithmetische Proportion“ scheint ihm 
sehr ungeeignet, weil der Begriff der Proportion durch den Sprach- 
gebrauch nur fiir geometrisehe Proportionen paBt. Man kénnte 
Zahlen wie. 3, 5, 7, 9 aquidifferent nennen, ein Ausdruck, den La- 
croix in seine Arithmetik und Algebra aufnahm. 

Die Ideen von Rousseau, Condillac, Condorcet und La- 
grange fanden Ausdrack in der Arithmétique d’Emile, Paris 
1795 (2. Aufl. 1802) des Schweizers Isaac Emmanuel Louis De- 
veley*) (1764—1839). Er war aus Bretonniére bei Payerne gebiirtig, 
studierte in Genf und war spater Professor der Mathematik ‘auf der 
Akademie zu Lausanne. Das obgenannte Werk enthielt sorgfiltige 
Erklarungen der Grundprinzipien und das metrische System. Es 
wurde 1799 von der franzéeischen Regierung in die Liste von Ele- 
mentarwerken fir den Schulgebrauch gesetzt. In der zweiten Auflage 
verweist es auf Schriften von Lagrange, Condillac und Condor- 
cet. Das Werk enthalt. keine Aufgaben zur Ubung.. 

In Italien sind ftir die Periode 1759-1799 keine nennenswerten 
Fortschritte in der Methode des Rechenunterrichts aufzuzeichnen. In 
kaufminpnischen Werken wird nach gegebenen Regeln operiert. Die 
besten Erklarungen der Arithmetik findet man in den Kompendien 
der Mathematik von Odoardo Gherli®) und De la Caille. Wie 
friher angegeben, erschienen die Legons é6lémentaires de mathé- 
matiques von De la Caille 1741 zu Paris. Mehrere Ubersetzungen 
dieser Arbeit wurden in Italien verdffentlicht. Im Jahre 1772 wurde 


*) Journal de l’école polytechnique, tome II, Paris 1812, p. 173—278 
(Lagrange), p.1—172 (Laplace). *) L. Isely, Histoire des sciences mathé- 
matiques dans la~Suisse Francaise, Neuchftel 1901, p. 174. *) Gli elementi 
teorico-pratici delle matematiche pure del Padre Odoardo Gherli, Domenicano, 
professore di Teoldgia Dogmatica nell’ Université di Modena. Resi pubblici da 
Domenico Pollera, Tomo I, Modena 1770. 
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za Venedig eine inteinischs Ausgabe dieser Lectiones ,ad quintam 
editionem Parisinam denuo exactae a C.8. e 8. J.“ (= Carolo 
Scherffer, S. J.) herausgegeben. Ausgaben in italienischer Sprache 


erschienen in Neapel 1761 und 17761), in Venedig 1775 und 1796 


als eine Bearbeitung von Ruggero Giuseppe Boscovich, in Florenz 
1781, 1782, 1787, 1791, 1796 und noch spiter, Selten hat ein aus- 
landisches Werk gréBere Gunst genossen als La Caille in Italien. 

Da8 Spanien und Portugal in engerem intellektuellen Verkehr 
mit Italien und anderen Landern als mit Frankreich standen, ersieht 
man aus der Mathematik. Zum Beispiel im Lesen der Zahlen findet 
die franzésische Definition der billion und trillion keine Gunst. 
Nur gegen Ende des Jahrhunderts findet man Spuren franzdsischen 
Hinflusses. Ich habe nur einen spanischen“) und einen portugiesi- 
schen®) Schriftsteller vorgefunden, welche im Zahlenlesen die drei- 
zifterigen Perioden wiahlen. 

Das im 18. Jahrhundert hervorragendste unter den dlteren spani- 
schen Rechenbiichern ist die Aritmetica practica y especulative 
von Juan Perez de Moya, eihém Mathematiker des 16. Jahrhunderts. 
Die 13. und 14. Auflage dieses Werkes erschienen zu Madrid 1776 
und 1784, Die 13, Auflage ist mit der zu Salamanca 1562 . heraus- 
gegebenen Wort fiir Wort identisch. Das Werk ist ein Beispiel der 
langen Beveneaaner, welche manche arigimenscne: Schriften genossen 
haben. 

Unter den neueren Rechenbiichern ist die Meiaine tion para 
negociantes von Don Benito Bails, Madrid 1790, nennenswert. 
Don Bails wurde 1743 zu Barcelona geboren, war Lehrer der 


Mathematik an der Akademie von San Fernando und Mitglied der | 


Akademie der Wissenschaften und Kfinste zu Barcelona. Sein be- 
deutendstes mathematisches Werk sind die Principios de mate- 
matica, deren zweite Auflage 1788 zu Madrid erschien. Seine 
Werke scheinen in Mexiko Hingang gefunden zu haben, denn 1839 
‘ wurden in der Stadt Mexiko die Principios de arismética von 
D. Benito Bails gedruckt. Bails war auch als Komponist bekannt. 

Gegen Ende des 18. Jahrhunderts findet man in Portugal gréBere 
mathematische Tatigkeit als in Spanien. Im Jahre 1772 wurde an der 
Universitét in Obimbra durch die Tatigkeit von José Monteiro da 
Roche (1735—1819) und José Anastacio da Cunha (1744 bis 
1787?) neues Leben in den mathematischen Unterricht gebracht*). 


1) Ballettino Boncompagni, Tomo V, Roma 1872, p. 278—298. 
*) Juan Gerard, Tratado completo de aritmética, Madrid 1798. *) José 
Anastacio da Cunha, Principios Mathematicos, Lisboa 1790.  R. Gui- 
mardées, Les mathématiques en Portugal au XIX° siécle. Coimbre 1900. 
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Ersterer gab sich mehr mit Astronomie ab, iibersetzte aber aus dem 
Franzésischen mathematische Werke von Bézout und mechanische 
Schriften von Bossut und Marie. Da Cunha lehrte an der Uni- 
versitat bis 1778, 2u welcher Zeit er wegen Anklagen des Inquisitions- 
tribunals: die Universitét verlassen und zwei Jahre im Gefangnis zu- 
bringen mu8te. Er wurde dann Direktor des collegio de Sao 
Lucas und schrieb seine Principios mathematicos, Lisboa 1790, 
deren letzte Druckseiten er am Abend vor seinem Tode korrigierte’). 
‘Demnach wire er 1790 gestorben. Eine franzésieche Ubersetzung 
wurde von seinem Schiiler, J. M. D’Abren, zu Bordeaux 1811 heraus- 
gegeben. Dieses Werk von nur 302 Seiten enthalt in sehr gedrangter 
Form Arithmetik, Geometrie, Algebra und Infinitesimalrechnung. 
Uherall sucht der Verfasser strenge Beweise einzufihren. Seine Er- 
klrangen enthalten dfters neue und frische Ideen. 

Ein Schiller von Da Cunha und Monteiro da Roche, namens 
José Maria D’Antas Pereira, verdffentlichte zu Lissabon 1798 ein 
Curso de estudos para uso do commercio, e da Fazenda. 
Das Werk ist eine ,arithmetica uhiversal“ im Newtonschen Sime, 
welches Rechenkunst und Algebra lehrt Hauptsichlich von franzé- 
sischen Werken beemfiu8t, hat Pereira ein ganz verdienstvolles Buch 
verfaft. Wihrend Da Cunha eine Billion als 10° definierte, nimmt 
Pereira daftir den in Portugal damals gebrauchlichen Wert 10 an. 

In Danemark und in “Norwegen, letzteres damals eine dinische 
Provinz, fand das 1680 in Kopenhagen veréffentlichte Rechenbuch 
von 8. Mathissen, Compendium arithmeticum eller Wegviser 
hvor ved mand paa korteste og netteste maade kand ledsages 
til Regnekonstens rette brug, grofen Beifall. Wihrend des 
18. Jahrhunderts folgten mehrere Ausgaben davon’). 

Ein verdienstvolleres Werk wurde von Ole Andersen Borreby 
zu Kopenhagen 1765 unter dem Titel Mathesis puerilis eller 
Dansk skole mathematik herausgegeben. Nur der erste Teil 
wurde verGffentlicht, woraus man schlieBen darf, daB die im Buche 
enthaltenen neven Ansichten geringen Anklang fanden. Der Autor 
widerspricht den alten mechanischen Lehrmethoden, macht an die 
Denkkraft der Schiller einigen Anspruch und sucht das Prinzip der 
Anschauung zor Anerkennung zu bringen. Sein Buch enthalt aber 
keine Aufgabensammlung’). 

_ Unter den alteren Rechenbiichern, welche in Holland mu dieser 


1) Edinburgh Review, Vol. 20, 1812, p. 425; auch Fréres-Hoefer, Nouv. 
Biogr. Générale. *) 8. A. Christensen, Matematikens Udvikling i Danmark 
- og Norge i det XVII Aarhundrede, Odense 1895, 8. 14—16. *) Ebenda, 
S. 80, 31. . 

Cawron, Geechichte der Mathematik IV. 4 


50 Abschnitt XX. - 


Zeit weite Verbreitung fanden, war De vernieuwde Cyfferinge 
von Willem Bartjens') (1584—1645), vermehrt und _ verbessert 
von Jan van Dam und von ,weiteren Mangeln gereinigt“ durch 
Klaas Bosch. Wir haben Ausgaben dieses Bichleings von 1771, 
1779, 1792, 1794 angetroffen. Es werden darin das Ubersichdividieren 
und andere alte perations- und Lehrmethoden angegeben. 

Von neuen Werken verdienen besonders hervorgehoben zu 
werden die Eerste Beginzelen der Reeken-Kunde, Rotterdam 
1769, 1782, 1790, und die Institution du caleul numérique et 
littéral, Haag 1770, von Jean Jacques Blassiére (1736—1791), 
dem zu Haag geborenen Mathematiker und Schiller von Johann 
Frederich Hennert, dem Autor der Elementa matheseos 
purae, Trajecti ad Rhenum 1766—68. 

Es war das Ziel Blassiéres, die Theorie und Praktik der 
_ Arithmetik zu vereinigen. Sein letztgenanntes Werk ist eine Uni- 
versalarithmetak, deren zweiter Teit ganz der Algebra gewidmet ist. 
Die Proportionenlehre wird sorgfaltig entwickelt. Der Hauptsatz, 
da8 das Produkt des ersten und letzten Gliedes demjenigen der zwei 
mittleren Glieder gleich sei, wird so bewiesen: In A: B=C: D ist 
bewiesen, daB man homologe Glieder mit der gleichen Zahl multipli- 
gieren darf, wodurch man A=<B:B=C>xB:D, und dann 
AxB:A>x<B=C>xB:A><D erhilt, Da nun die zwei ersten 
Glieder einander gleich sind, mfissen es die zwei letzten auch sein. 
Die Regeldetri und Gesellschaftsregel werden auf die Proportionen- 
lehre gegriindet und nach dem Reesschen Mechanismus gelehrt. 
Der Reessche Ansatz hat also im Lande seiner Geburt auch Freunde 
gefunden. - ; 

Im Reekenboek vor de Nederlandsche Jeugd, Leyden 1794, 
von Henri Aenéae (1743—1812) wird: die ,,Ketting-Regel“ ausein- 
andergesetzt. Aenene war ein Frieslinder von Geburt, studierte 
auf der Universitit Leyden und war 1795 Mitglied der internationalen 
Kommission fiir die Refurm der Ma8- und Gewichtssysteme. 

DaB unter hollindischen Lehrern bedeutendes Interesse fiir die 
Mathematik herrschte, ersicht man aus der Tatsache, da8 in Holland 
_ das erste Journal der Elementar-Mathematik verdffentlicht wurde. 
Die Maandelykse mathematische Liefhebbery wurde von 1754 
bis 1765 von Jakob Oostwoud (einem Lehrer zu Oost-Zaandam, 
in der Néhe von Amsterdam) zu Purmerend herausgegeben und von 


ee ee ey 


1) B. Boncompagni, Bullettino, Tomo. 14, Roma 1881, p. 538. Man findet 
eine ,,bibliographie Neerlandaise Historico-Scientifique“ im Bullettino, Tomo 14, 
p. 5283—680; Tomo 15, p. 225—812, 855—440; Tomo 16, p. 393—444, 687—718. 
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Louis Schut bis 1769 fortgesetzt. Im ganzen erschienen 17 Bande, 
die hauptsachlich der Algebra gewidmet sind. Mathematische Auf- 
gaben werden gestellt und aufgeidst. Diese Aufyaben wurden spiter 
in drei Serien herausgegeben'). Es war auch Jakob QOostwoud, 
welcher in den Niederlanden Interesse fiir die 1690 gegrtindete Ham- 
burger Mathematische Gesellschaft erweckte. Von 1766—1790 traten 
viele hollindische Lehrer dieser Gesellschaft bei. Die Aufliésung 
dieser Beziehungen ist hauptsachlieh der Griindung der Mathemati- 
schen Gesellschaft in Amsterdam 1778 zuzuschreiben. Den AnstoB 
hierzu gab Arnoldus Bastian Strabbe (1740—1805), ein Lehrer 
und Staatseichmeister in Amsterdam %), ‘welcher seit 1775 Mitglied der 
- Hamburger Gesellschaft war. 7 

Wie schon frither (Bd. III?, 8. 513) hervorgehuben, hatten wah- 
rend unserer Zeitperiode die Philanthropen in Deutschland einen groBen | 
Einflu8 auf das Schulwesen. Von den Schriften Rousseaus stark 
beeinfluBt, wirkte Basedow in Dessau unermiidlich an der Verbesse- 
rung der deutschen Erziehung. Zu seiner Zeit wird es tblicher, 
Rechenbiicher herauszugeben, die nicht allein fir’den Kaufmann, 
sondern hauptsichlich fiir die Schulen bestimmt sind und die Schir- 
fung des Verstandes bezwecken. Im Jahre 1763 erschien Basedows 
Uberzeugende Methode der auf das btirgerliche Leben an- 
gewandten Arithmetik zum Vergniigen der Nachdenkenden 
und zur Beférderung des guten Unterrichts in den Schulen, 
und 1774 sem Werk Bewiesene Grundsitze der reinen Mathe- 
matik (Leipzig), dessen erster ae der Zahlenkunst und Algebra 
gewidmet ist. ; 

Um die beweisende Lehrart zu betonen, suchte er den Ketten- 
satz und die Reessche Regel, welche zur einfachen Beweisfithrung 
fir Elementarschulen nicht angelegt waren, durch eine neue Regel — 
zu ersetzen. So entstand die ,Basedowsche Regel“. Wir benutzen 
diese Gelegenheit, zu bemerken, daB die Reessche Regel (Bd. III’, 
S. 519, 520) in Deutschland, besonders im stidlichen Teil, giinstig 
aufgenommen wurde. Joseph Tanzer glaubte, ,daB die Reessche 
Rechnung die gréBte Erfindung der gemeinen Arithmetik sey‘). 
Aligemeinen Beifall genoB aber weder diese Regel, noch der Ketten- 
satz. J. F. Lorenz, Professor an der Schule des Stifts und Klosters 


——— 


") Festschr. herausgeg. v. d. Mathem. Gesellschaft in Hamburg, Erster Teil, 


Hamburg 1890, 8. 79, 80. _ %) Ebenda, 8. 48, 81, 82. Vgl. D. Bierens de 
Haan, Bouwstoffen voor de geschiedenis der Wis- en Naturkundige Weten- 
schappen in de Nedarlanden, 1878, S. 683—81. *) Joseph Tanzer, Mathe- 


matisches Lehrbuch zum Gebrauche der churfiirstlichen Lyceen, Erster Teil, 
Miinchen 1780, S. 142. 
4* 
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Berge, drtickt sich folgendermafen dartiber aus‘): ,Die gemeinen 
Rechenmeister pflegen iberhaupt auch alle Proportionen, deren Lehre 
gar nicht ihre Sache ist, nach Ahnlichkeit ihres Kettensatzes, mittelst 
einer mechanischen Manier zu behandeln, welche unter dem Namen 
der Reesschen Regel nur gar zu bekannt und gemein ist.“ J. G. 
Prindel*) benierkt, daB die Reessche Revel ,auch wirklich in 
Deutschland eine geraume Zeit bei Geringkdpfen viel Aufsehens 
machte“. In Holland wurde sie wenig gebraucht; in Frankreich und 
England haben wir sie nicht angetroffen. 

Die Basedowsche Regel erforderte einiges Nachdenken. Wenn’) 
1200 Mann 2400 Zentner Mehi in 4 Monaten verzehren, wieviel Maun 
kommen mit 4000 Zentner 3 Monate aus? Nach dem Basedow- 
schen Verfahren schreibe man 

1200 Mann 2400 Zentner 4 Monate 

> , 400 , 8 , 
und entscheide, ob die Glieder der zweiten Zeile zu Multiplikatoren 
oder Divisoren werden. Es folgt das Schema: 


? 1200 
2400 4000 
8 4 


Unger hebt hervor, daB diese Regel den Ubergang zu dem im 
19. Jahrhundert beliebten Bruchsatz bildet. 

Um die beweisende Rechenkunst zu férdern, gibt Johann 
Tessanek in einer Betrachtung aber die arithmetische Regel 
zweyer falschen Satze‘) algebraische Beweise fir diese allgemein 
“ohne Demonstration angefithrte Regel, und hebt hervor, daB die 
Methode auf Aufgaben héherer Grade unanwendbar sei. 

Dem Mi8brauch, die Erfindung des grdéBten gemeinschaftlichen 
‘MaBes zweier- ganzen Zahlen in Lehrbtichern ohne allen Beweis an- 
zufthren, hat Karsten durch einen kurzen und biindigen Beweis 
abzuhelfen gesucht®), wghrend J. Pasquich einen zweiten Beweis 
lieferte‘). | 

Die Philanthropen Christian Trapp (1745—1818) und Gott- 
lieb Busse (1756—1835) betonten die Auschauung im Rechenunter- 


1) Johann Friedrich Lorenz, Grandrif d. rein. u. angew. Mathematik, 
Erster Teil, Helmst&idt 1798, S. 111. *) Johann Georg Prindels Arith- 
metik nebat einer kleinen Globuslehre, Miinchen 1796, 8. 286. *) F. Unger, 
Die Methodik der Praktischen Arithmetik in historischer Entwickelung, Leipsig 
1888, S. 171. *) Abhandlangen einer Privatgesellschaft in Bdhmen, 1. Bd., 
Prag 17765, 8. 125—140. ®) Lehrb. d. ges..Math., 1. Teil, | *%) Leipziger 
. Magazin f. reine u. angew. Math., 1. Stick, 1787, S. 97—108. 
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richt so nachdrticklich, da8 man sie als Vorléufer der Pestalozzi- 
schen Periode ansehen darf. Trapp sagt in seinem Versuch einer 
Padagogik*), 1780: ,Addieren und Subtrahieren kann man schon 
kleine Kinder an Niiesen usw. lehren, ohne da8 sie Zahlen kennen; 
bis auf einen gewissen Grad auch Multiplizieren und Dividieren“. In 
Busses Gemeinverstindliches Rechenbuch fir Schulen, 1786, 
und seiner Anleitung zum Gebrauche meines Rechenbuchs, 
1786, werden qualitétslose Anschauungsmittel (Punkte, Striche) den 
sinnenreizenden Gegenstinden (Niiese, Apfel) vorgezogen. Kinsteleien 
und das Streben nach einer Universalregel, wie die- Reessche, halt 
er fir unerlaubt. Unger*) nennt Busse den geschicktesten Rechen- 
methodiker des 18. Jahrhunderts. Von weitreichendem Einfilu8 suf 
die Reform des Dorfschulwesens war Eberhard Freiherr von 
Rochow (1784—1805), der in seiner berfhmten Schule in Rekahn 
die Zahlenkunst ale eine Verstandesiibung lehrte, sowie Peter 
Villaume (1746— 1806), der nicht nur die Anschauung betonte, 
sondern auch die Beschrinkung des Lehrstoffes und die Hinfihrung 
des Kopfrechnens forderte*). Das Kopfrechnen wurde unter anderen 
auch von Friedrich Kéhler in seiner Anweisung zum Kopf- 
rechnen, 1797, empfohlen. 

Von der alten Darstellungsweise verschieden waren auch die 
Versache in Socratischen Gesprachen tiber die wichtigsten 
Gegenstande der Arithmetik von Johann Andreas Christian 
Michelsen, Berlin, Erster Band 1784, Zweyter Band 1785, 
Dritter Band 1786. Michelsen (1749—-1797) war Professor der Mathe- 
matik und Physik am Vereinigten Berlinischen und Kélnischen Gym- 
nasium, hatte groBen Erfolg*als Lehrer und beférderte die Wissenschaft 
durch die Ubersetzung einiger Eulerschen Werke. Seine Socratischen 
Ges priache sind weitliufig, zeigen aber einen groBen Fortschritt gegen- 
tiber von bloBen Regelsammlungen, die in unserer Periode noch viel- 
fachen Absatz fanden. Michelsen fahrt hier und dort algebraische Sym- 
bole und algebraische Auseinandersetzungen ein. Diesen Versuch, 
fir altere Schiller die Arithmetik und Algebra miteimander zu ver- 
schmelzen, findet' man in mehreren deutschen Anleitungen zur Mathe- 
matik, und derselbe darf gewiB als ein Fortschritt in der Methodik 
bezeichnet werden. Die Lehre von den Verhiltnissen und der Regel- 
detri in der gemeinen praktischen Arithmetik halt er ,nicht nur 
fir tiberfliissig, sondern auch fir zweckwidrig“, weil man durch die 


ee 


1) Wir sitieren nach E. Jinicke und G. Scharig Geschichte des Unter- 
richte in den math. Lehrfachern in der Volksschule, Gotha 1888, S. 44. 
*) Unger, op. cit. S. 166, 167. *) E. Jinicke und G. Schurig, op. cit. 8. 51- 
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welsche Praktik ohne sie fertig werden kann, und weil sie nur durch 
Umwege zum Ziele fihrt. Wihrend Michelsen die Verhiltnislehre 
fiir den Elementarunterricht abschaffen méchte, sucht Johann Georg 
Bisch in seinem Versuch einer Mathematik zum Nuzzen und 
Vergniigen des biirgerlichen Lebens, Hamburg 1773 (dritte 
Auflage 1790, vierte 1798) neue Definitionen einzufiihren. ,Die Art, 
wie Zahlen und GréSen auseinander entstehen, ist ihr Verhiltnis.“ 
Es gibt zwei. Arten. ,,Die erste Art, wenn aus einer Zahl durch 
Hinzusetzung oder Wegnehmung einer andern Zahl eine neue Zahl 
entsteht, ist das Arithmetische Verhiéltnis“; ,Die zweite Art, wenn 
eine Zahl durch wiederholte Zusammensetzung einer andern oder 
eines Teils derselben entsteht, ist das Geometrische Verbiltnis.“ Aus 
der Lehre von den Verhiltnissen kénne man die Bruchrechnung licht- 
voll erliutern. Seine fritheste Schrift dartiber, so erzahlt er im Jahre 
1798, sei eine Probeschrift des Jahres 1756, er kenne aber kein 
Rechenbuch, in ‘welchem seine Verhaltnislehre ganz angenommen und 
daraus die Bruchrechnung und die Regeldetri hergeleitet wiiren*). 
Biisch (1728—1800) wurde 1756 Lehrer der Mathematik am Ham- 
burger Gymnasium und bekleidete diese Stelle 44 Jahre lang bis zu 
seinem Tode. Er errichtete eine Handelsakademie in Hamburg und 
zeichnete sich durch gemeinniitziges Wirken und unermiidliche schrift- 
stellerische Titigkeit aus. Unter den begeisterten Jiinglingen, deren 
Studien er in die rechten Bahnen zu lenken wuBte, war der Astronom 
J. Ek. Bode. 

Wir werden die Entwicklung methodischer Ideen ftir den Rechen- 
unterricht in Deutschland nicht weiter verfolgen, bemerken aber, 
daB gegen Ende des Jahrhunderts in dieser Hinsicht hier gréSere 
Tatigkeit herrschte als in anderen Lindern’). 

Biisch wurde im Jahre 1790, bei Gelegenheit der 100 jahrigen 
Jubelfeier der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg (Bd. II, 8. 799), 
zum Ehrenmitglied dieser Gesellschaft ernannt®). Seit 1751 war 
Johann Reimer (1731—1803) Mitglied der obigen Gesellschaft, 
dessen schriftstellerische Tatigkeit wir kurz erwahnen. Bis 1783 er 
hielt jeder Eintretende einen Beinamen, und Reimer hieB ,der Re- 
creirende“. In den Jahren 1767—1769 gab Reimer eine Wochen- 
schrift Der gemeinnitzige mathematische Liebhaber heraus. 


1) Bisch, Mathematik zum Nutzen usw., 4. Aufi., 1798, 5. 29, 30. 
*) Weitere Auskunft fiber den Rechenunterricht in Deutschland findet man in 
den oben angofiihrten Werken von Unger und Jinicke und Schurig, sowie 
in M. Sterner, Geschichte der Rechenkunst, Minchen und Leipzig 1891. 
*) Festschr. herausg. v. d. Math. Gesellsch. in Hamburg a. i. 200 jibrigen Jubel- 
festes 1890, Leipzig 1890, 8. 50. | 
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Diese hing mit der Gesellschaft nicht weiter zuzammen, als daB der 
" Herausgeber ihr angehérte und daB andere Mitglieder sich anfangs 
fiir die Schrift interessierten. Reimer begriindet das Aufhéren der 
Wochenschrift im Jahre 1769 mit dem mangelnden Interesse vieler 
Mitglieder. Diese Wochenschrift- ist unseres Wissens die zweite ele- 
mentar-mathematische Zeitschrift in der Welt. Nur Oostwouds 
Monatsschrift war friiher erschienen. 

Die Wochenschnft war teils in deutscher, teils in hollandischer 
Sprache abgefaBt und enthielt Aufgaben und deren Aufldésungen. 
Diese waren durchweg sehr elementar, und meistens der Algebra, aber 
auch der rechnenden Geometrie sowie der Astronomie entnommen. 
Au8erst wenige waren originell. Die meisten sind aus Paul Halckes 
Sinnenconfect (Bd. Ii, 8. 412) abgeechnieben: Anderes ist a 
lichen Werken entliehen. 

Die Hamburger Gesellschaft hatte mehr auswirtige Mitglieder 
als einheimische. Im Jahre 1760 gab es ffeben 5 einheimischen 20 
auswartige Mitglieder. Im Jahre 1790 war die Zahl der auswirtigen 
auf 32 gewachsen, welche von Regensburg bis Stockholm und von 
Prag bis Amsterdam zerstreut waren. Von diesen waren 28 Hollander. 
Nach 1790 nahm letztere Zahl schnell ab, was einerseits den da- 
maligen Kriegsunruhen und andererseits der 1778 erfolgten Griindung 
der Mathematischen Gesellschaft in Amsterdam zuzuschrei- 
ben 1st). : 

Die Arithmetik des Leontius Philippovisth Magnitzky 
(1669—1739) war beinahe das einzige Rechenbuch, welches wihrend 
der ersten Hialfte des 18. Jahrhunderts in russischen Schulen ge- 
braucht wurde*). Ks erachien 1703 und enthielt auch etniges . iiber 
Algebra und Geometrie. Wéahrend der Bliitezeit des Regelrechnens 
geschrieben, machte es keine Anspriiche an die Denkkraft der Schiiler. 
In der zweiten Hilfte des Jahrhunderts wurde es allmahlich von 
anderen Werken verdringt. In der ersten Hilfte war das Gymnasium 
der Akademie der Wissenschaften in St. Petersburg der einzige Ort, 
wo neue Ideen fiber den Rechenunterricht aufblihten. Dort wurde 
1740 die Adodouroffsche Ubersetzung des ersten Teiles von Leon- 
hard Eulers Hinleitung zur Rechen-Kunst, zum Gebrauch 
des Gymnasii bey der Kayserlichen Academie der Wissen- 
schaften in Saint-Petersburg (erster Teil 1738; zweiter Teil 


*) Festechr., 8S. 47, 48. *) V. V. Bobynin, ,,L’Enseignement mathématique 
en Russie‘ in L’Enseignement Mathématique (C. A. Laisant et H. Fehr, Direc- 
teurs), 1¢r¢ année, 1889, p. 81. Unsere Angaben tiber die Rechenkunst and Al- 
gebra in RuBiand sind dieser Arbeit und der Russkaia Fiziko-Matematiches- 
kaia Bibliografiia, costavil V. V. Bobynin 1886—1900 entnommen. 
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1740) herausgegeben und im Gymnasium studiert. Der zweite Teil 
dieses Werkes, von Vasilii Kouznetzoff tibersetzt, erschien 1760. 
Es war Eulers Absicht, alles recht deutlich zu erkliren und zu beweisen. 
Obschon der mathematische Unterricht auf dem St. Petersburger 
Gymnasium unter der Lehrtatigkeit-von Georg Wolfgang Krafft 
(1701—1754) und Vasilii Evdokimovich Adodouroff (1709 bis 
1778) eine durchgreifende Erneuerung erfuhr, erwirkte derselbe doch 
nur geringen Hinflu® auf andere Schulen RuBlands. 

Ein anderes Werk, welches die alten dogmatischen Methoden 
durch eine beweisende Lehrart zu ersetzen suchte, war die 1752 er- 
echienene Algebra von dem Ingenieur Kapitdn-Lieutenant Nicolas 
Mouravief (1721—1770). Es war das erste Werk in russischer 
Sprache ganz diesem Fache gewidmet. Dann erschien ein Buch, 
welches der alle Beweise vermeidenden Darstellung folgte und viel 
groBeren Beifall als das Mouraviefsche Werk geno8. Dies war die 
Universelle Arithmetik von Nicolas Kourganof (1725—1796), 
Professer der Mathematik und Navigation am Korps der adeligen 
Marinekadetten. In dieser Schule verdriingte dieses Werk die alte 
Arithmetik von Magnitzky. 

Wiihrend der zweiten Hialfte des Jahrhunderts wurden haupt- 
sichlich deutsche mathematische Werke gelesen. Dimitri Sergie- 
vitch Anitchkof (1740—1788), ein Lizentiat der 1755 gegriin- 
deten Universitét von Moskau, wurde 1762 als Lehrer an der 
Universitit und den dazu gehérigen Gymnasien angestellt. Er gab 
1765 eine Ubersetzung aus der lateinischen in die russische Sprache 
der verschiedenen Teile von Weidlers Institutiones Matheseos.., 
editio quinta, Vitembergae 1759, heraus. Uns interessieren hier 
nur zwei Teile, die Theoretische und Praktische Arithmetik, 
deren zweite und dritte Auflage 1787 und 1795 erschienen, und die 
Algebra, welche 1778 in zweiter Auflage herausgegeben wurde. 
Diese Werke, sowie diejenigen, welche von Anitchkof selbst nach 
dem Vorbilde der Weidlerschen und Wolffschen Werke geschrieben 
wurden‘), brachten in russischen Elementarwerken der Mathematik 
die demonstrative Methode in den Vordergrund. 

In GroBbritannien ist die Methodenentwicklung fir den Rechenunter- 
richt langsamer fortgeschritten als in Deutschland. .Das Anschauungs- 
prinzip kam gar nicht in Betracht, wohl aber wurde die Beweisfihrung 
in den neueren Bfichern dem bloBen Regelrechnen vorgezogen. Englische 
Rechenbicher unterscheiden sich von denen des Festlandes hauptsach- 


ed 


1) Theoretische und Praktische Arithmetik (Auflagen: 1764, 1775, 1786, 
1793); Elemente der Algebra, oder litterale Arithmetik (1787). 
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lich darin, daB erstere den Dezimalbritchen und der Sammlung von 
Ubnngsaufgaben viel gréBere Aufmerksamkeit schenken. Englische 
Bucher operieren mit gréBeren Zahlen. Ein Verfasser gibt z. B. eine 
Aufgabe, welche die Berechnung von 2 erfordert, und diese wird 
mit 44 Ziffern durchgefthrt’). 

Zu dieser Zeit fanden Auflagen von den &lteren Werken von 
Edward Cocker, Thomas Dilworth, John Hill und Edmund 
Wingate noch immer Absatz. Unter den verschiedenen Auflagen 
von Cockers Arithmetik*) erschienen zwischen 1725 und 1767 
mehrere von Mrs. Slack unter dem Namen ,,George Fisher“ beraus- 
gegeben*). Mrs. Slack -hat unter dem Pseudonym ,George Fisher“ 
auch eine eigene Arithmetik geschrieben. Sie ist unseres Wissens 
die erste Frau, welche arithmetische Bicher zu verfassen unternahm. 

1760.gab James Dodson eine Ausgabe der ungefihr 1629 
zuerst erschienenen Arithmetik von Wingate heraus. De Morgan 
erklirt, daB Wingate, nach den in verschiedenen Auflagen vorge- 
nommenen Abfnderungen, sein Werk nicht wieder erkannt haben 
kénnte*). Dodson war Lehrer der Mathematik zu Christ’s Hospital, 
ein Freund De Moivres und ein Mitglied der Royal Society. Er ist 
ein UrgroBvater August De Morgans’'). 

De Morgan zahit dreiBig Rechenbiicher auf, welche in GroB- 
britannien wihrend der Periode 1759—1799 geschrieben wurden‘). 
Hervorragend unter diesen war A complete treatise on Practical 
Arithmetic and Book-Keeping von Charles Hutton. Die 
5. Auflage soll 1778 gedruckt -worden sein; die 8. erschien in London 
1788. In diesem kurzen Werke wird der Dezimalpunkt gegen den 
oberen Teil der Ziffer gesetzt, wie in 1:3, damit er nicht mit Satz- 
zeichen verwechselt werden kénne. Hutton bemerkt, daB er den 
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) John Hill, Arithmetic, 1772, p. 144. *) Die erste Auflage, erschien 
1678, ,.perused and published by John Hawkins“, Wenigstens 112 Auflagen 
sollen herausgegeben worden sein [V. Dictionary of National Biography]. Cockers 
Werk hatte vor dem 1661 erschienenen Rechenbuch des James Hodder den 
Vorsug, daB es Untersichdividieren, statt Ubersichdividieren lehrte. 
Beide Bicher gaben Regeln ohne Beweise. Beide genossen weite Verbreitung. 
Naheres Uber Cocker findet man in De Morgans Arithmetical Books, S. 56 
bis 62. Wohl zu verwerfen ist De Morgans Ansicht, da6B Cockers Arithmetic 
nicht von Cocker, sondern von John Hawkins geschrieben wurde, da8 Haw- 
kins, um grdBeren Absatz zu erlangen, sich den Namen Cockers beilegte. 

5} G. Valentin, ,,Die Frauen in den exakten ,Wissenschaften", Bibliotheca 
Mathemutica, N. F., 1895, S. 75. ‘) A. De Morgan, op. cit. p. 73. 

*, Memoir of Augastus De Morgan by his wife, Sophia Elizabeth De 
Morgan, London 1882, p. 288, 284. *) De Morgan, op. cit. p. 78—82. 
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Wink fir diese Schreibweise aus Tabellen von Newtons Optics er- 
halten habe. | | 

_ Ein anderes Werk war The Scholar’s Guide to Arithmetic, 
London 1780 (6, Auflage 1795), von John Bonnycastle (1750 [?] 
bis 1821). Man findet darin Beweise fiir die Regeln, welche in 
einigen Fallen in algebraischer Sprache dargestellt sind, aber immer 
in kleinerem Druck in der Form von Anmerkungen, so daB sie ganz 
bequem iibergangen werden konnten. 1851 erschien die 18. Auflage 
dieses Werkes. Bonnycastle war ein Autodidakt, stand einer Aka- 
demie in London vor und wurde ungefaébr 1782 Professor der Mathe- 
matik an der kéniglichen Militérakademie bei Woolwich. 

In Schottland stand die Arithmetic, Rational and Practical 
von John Mair in groBer Gunst. Die erste Auflage soll 1766 er- 
schienen sein’), die fiinfte wurde 1794 in Edinburgh herausgegeben. 
Dies ist ein weitlaufiges, vollstiindiges Werk, verstindlich geschrieben, 
obschon das Versprechen alles griindlich 2u beweisen, nicht tiberall 
durchgefilhrt <st. Mair war Lehrer in Ayr, spiter Rektor an der 
Perth Akademie und Verfasser von Schulbiichern fiber yerschiedene 
Facher. 

In Irland erschien 1759 die Practical Arithmetic von eimem 
Quaker John Gough (1721—1791), Schriftsteller und Lehrer in 
Cork und Dublin. Das Rechenbuch enthilt Fragen und Antworten, 
einige davon in Versen: ,Q. What is subtraction? A. Subtraction 
from a greater takes a less, and thereby shews the difference or 
excess“, Nach De Morgan®) *\ soll die zweite Auflage groBe Erwei- 
terungen erfahren haben, rabrerid die spateren fiir Schulzwecke wieder 
reduziert wurden. Der Name des Schriftstellers wurde in Irland ein 
Synonym der Arithmetik, und als gegen Mitte des 19. Jahrhunderts 
Thomsons Werk Eingang fand, erhielt es den Namen ,,Thomson’s 
Gough*“°). 

Kines der brauchbarsten Biicher damaliger Zeit war The Tutor’s 
Assistant von Francis Walkingame, dessen 28. Ausgabe in Lon- 
don 1798 gedruckt wurde. Hine Ausgabe davon erschien*) in Lon- 
don 1844. 

Englische Rechenbticher legen groBes Gewicht nicht nur auf 
Dezimal-, sondern auch auf Duodezimalbrtiche. Kin Werk, The 
Measurer’s Best Companion; or Duodecimals brought to Per- 
fection, von Thomas Sutton, 1785 in Great-Yarmouth gedruckt, 
erklart diesen Gegenstand mit groBer Vollstindigkeit. Kis wird erz&hlt, da8 





1) Allibones Dictionary of Authors. *) Ebenda, 8. 79, 80. °) Ebenda, 
8.80.  ‘*) Ebenda, S. 80. : 


Arithmetik. 59 


ein Lehrer am Pembroke College auf der Universitat Cambridge einem 
Studenten ¢inmal folgenden Rat gab: ,,Vernachlissigen Sie keineswegs 
die Duodezimalen. Ich wurde Senior Wrangler 1767 durch meine 
Kenntnis der Duodezimalen.“') 

Das Rechnen mit periodischen Derinalbriichen, welche schon in 
‘alteren englischen Biichern eine hervorragende Stelle erhielten, wurde 
theoretisch 1768 von John Robertson (1712—17%6), damals Biblio- 
thekar der Royal Society, frtther Lehrer der Mathematik in Ports- 
mouth, in einem Artikel erklirt*). Die Werte periodischer Dezimal- 
briiche werden durch Summation geometrischer Progressionen gefunden. 
In einem anderen Aufsatz erliutert er zwanzig Falle in der Zinses- 
zinsrechnung, worin jede der fiinf GréBen (Annuit&t, Zeit, Prozent, 
Betrag, Kapital) auf vier verschiedenen Wegen aus den tibrigen her 
geleitet wird’). Diese Schrift fihrt er als die Vervollstindigung 
einer Arbeit des William Jones vor. Eine andere‘) iiber die Kon- 
struktion der Logarithmen durch HelneuenbwicRiung schreibt er ganz 
diesem William Jones zu. 

Eine mathematische Gesellschaft existierte zu Spitalfields in 
London von 1717 bis 1845. Sie war also jiinger als die Hamburger 
und dlter als die Amsterdamer Gesellschaft. Sie war von Joseph 
Middleton, einem Verfasser mathematischer Biicher, gegriindet und 
hatte Dolland, Simpson, Saunderson, Crossley, Parvissen und 
Gompertz als Mitglieder. Anfangs waren die Mitglieder Arbeiter, 
viele davon Seidenweber. Es wurde von jedem erwartet, daB er seine 
Pfeife, seinen Krug und sein Problem mitbringe®). 

Wihrend des 18. Jahrhunderts gab es in England peas Juurnale, 
welche sich ganz der Mathematik widmeten, wohl aber mehrere, 
welche Abteilangen ftir Elementarmathematik enthielten. Die be- 
rihmtesten unter diesen waren The-Ladies’ Diary, gegrindet 1704, 
und The Gegtleman’s Diary, welche 1840 vereinigt wurden. 
Thomas Simpson war Herausgeber der Ladies’ Diary von 1754 bis 
1760, und er rihmte von dieser Jahresschrift, sie hatte mehr zum 
Stadium und Fortschritt der Mathematik beigetragen als die Hilfte 
der Biicher speziell fiir diesen Zweck geschrieben‘*). 


1) C. Wordsworth, Scholae Academicae, 1877, p. 73. *) Philosophical 
‘Transactions (London), Vol. 58, for the year 1768, p. 207—213. *) Ebenda, 
Vol. 60, for the year 1770, p. 508—517. *) Ebenda, Vol. 61, for the year 
1771, p. 455—461. 5) A. De Morgan, Budget of Paradoxes, p. 80, 282, 451; 
S. E. Morgan, op. cit. p. 128; P. A. Mac Mahon, Address before Section A, 
British Asia, Report 71, 1901. *) Andere periodische Schriften, welche sich 
teilweise der Elementarmathematik widmeten, waren The Palladium, 1749—1777 
von Robert Heath als ein Rival der Ladies’ Diary verdffentlicht; Miscollanea 
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In den Kolonien von Nordamerike wurden im 18. Jahrhundert 
hauptsichlich Rechenbticher von GroSbritannien importiert'). Die 
erste amerikanische Auflage éines groBbritannischen Werkes, welches 
ganz dem Rechnen gewidmet ist, war die Arithmetick: or, That 
necessary Art made most saute von James Hodder*), Boston 
1719. 1779 erschien in Philadelphia ein Neudruck des popularsten 
englischen Werkes des 17. Jahrhunderts, nimlich Edward Cockers 
Arithmetick. Weitere Verbreitung als diese zwei hatte Thomas 
Dilworths Schoolmaster’s Assistant, wovon wenigstens acht 
amerikanische Auflagen gedruckt wurden®). Es wurden hier auch 
die Rechenbiicher von Daniel Fenning, John Gough und ,,George 
Fisher“ gedruckt. 

Das erste Werk aus der Feder eines amerikanischen Schrift- 
stellers ist die Arithmetick, Vulgar and Decimal, Boston 1729. 
Das Buch ist anonym, wird aber Isaac Greenwood (1702—1745) 
zugeschrieben*). Ungleich den obengenannten auslandischen Werken 
setzt es die Kenntnis der Grundoperationen voraus und macht einigen 
Anspruch an die Denkkraft der Schiller. Vielleicht aus diesen 
Griinden fand es sehr geringe Verbreitung. Isaac Greenwood war 
Professor der Mathematik und Naturphilosophie an der Universitat 
Harvard von 1727 bis 1738. 
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Scientifica Curiosa, Vol. I, 1766, mit Charles Hutton als Mitarbeiter; The 
Scientific Receptacle, von Thomas Whiting 1791 in London gegrindet; The 
Stockton Bee: or Monthly Miscellany, 1793; The Gentleman's Mathematical 
Companion, von 1798 bis 1804 jihrlich in London gedruckt. Diese Schriften 
standen mir za Washington in der Bibliothek des Herrn Dr. Artemas Martin 
zur Verfiigung. Es gab mehrere andere Journale gleicher Art, . B. The Mathe- 
matical Magazine and Philosophical Repository von G. Mitchell, T. Moss und 
anderen, 1761; Huttons Mathematical Miscellany, The London Magazine, The 
British Oracle. (Vgl. T. T. Wilkinson, Memoir of the Rev. John Lawson, 
Manchester 1854; Bolton, Catalogue of Scientific and Technical Periodicals, 
1665—1895, Washington 1897.) 

') Hollandiesche Einwanderer des 17. Jahrhunderts brachten die Coffer- 
Konst von Pieter Venema (f 1612) mit. Dies Buch war so hoch geschitzt, 
daB 1780 in New York eine englische Ubersetzung davon gedrackt wurde 
(F. Cajori, The Teaching and History of Mathematics in the U. 8., Bureau of 
Education Washington 1890, p. 13). ° ° Die erste Auflage erschien in London 
1661 (August de Morgan, op. cit. p. 46). *) Philadelphia 1769, Hartford 
1786, New York 1793 und 1806, New London 1797, Philadelphia 1805, Brooklyn 
1807, Albany 1824. *) Eine ausfiihrlichere Beschreibung des Werkes findet 
man in ,,Notes on the History of American Text-books on Arithmetic’ by 
James M. Greenwood and Artemas Martin in The Report of the Commissioner 
of Education for 1897—1898, Washington, D.C., p. 802—805; Cajori, op. 
cit. p. 14. 
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Erst tiber fanfzig Jahre spater begegnen wir einem zweiten 
amerikanischen Autor, dem Nitolas Pike, dessen New and Com- 
plete System. of Arithmetic 1788 in Newburyport gedruckt 
wurde. Nicolas Pike (1743—1819) sabsolvierte die Universitat 
Hervard und war wahrend vieler Jahre Lehrer in Newburyport. 
Seine Arithmetik enthielt auch ganz kurze Kapitel tber Logarithmen, 
Trigonometrie, Kegelschnitte und Algebra. 

In der Beweismethode des arithmetischen und algebraischen 
Teils galt ihm Bonnycastle als Vorbild. Alle Beweise egscheinen 


_, als Anmerkungen in kleinerem Drock. Wahrend dreifig Jahren wurde 
das Werk viel gelesen; anfangs diente es als Text ftir den mathema- 


tischen Kursus auf den Kollegien. Es wurde von Professoren mehrerer 
amerikanischen Kollegien empfohlen und Georg Washington sandte 


‘dem Autor einen Brief, worin er seine Anerkennung ausdriickte. 


Als nach dem Revolutionskrieg die Vereinigten Staaten 1789 su 
der Verfassung gelangten, die sie noch heutzutage haben, und die 
Frtchte der erstrittenen Freiheit za genieBen anfingen, erhielt das 
Schulwesen auch neuen Aufschwung. In dem Zeitraum 1789—1799 
erschienen fiber ein Dutzend neuer Rechenbiicher'), von denen The 
Schoolmastar’s Assistant von Daboll, New London 1799, das 
hervorragendste war. Es legt auf Dezimalbriiche viel grdBeres Ge- 
wicht als damals tblich war. Nathan Daboll (ungefabr 1750 bis 
1818) war Lehrer in Connecticut. 

1792 wurde ein neues Miinzsystem oingefthrt Seit dem ersten 
Geprage 1794 verdringten dollars und cents allmihlich -die eng- 
lischen pounds and shillings. Die Rechenbticher schlossen sich 
der neuen Ordnung an. Durch diese Miinzverinderung worden 
die auslindischen Schriftsteller Dilworth und Cocker aus amerika- 
nischen Sehulen allmahlich verdringt. Zu erwihnen ist noch, da8 
The American Accomptant von Chauncy Lee, welches 1797 in 
Lansingburgh erachien, das frithesté Rechenbuch ist, worin das Dollar- 
zeichen $ sich vorfindet*). Nicolas Pike gab 1788 ftir mills, 
cents, dimes, dollars folgende Abktirzungen: m, c,d, D. Lee schreibt, 
ohne weitere Erklirungen, far mill /, cent //, dime ¥, dollar 4. 
In Handschriften von Robert Morris, dem Finanzier der Revolution, 
findet man das Dollarzeichen $ schon 1793. Griindliche Studien 
tiber den Ursprung des Zeichens sind nicht vorgenommen worden; 
man hat aber wenigstens sieben verschiedene Hypothesen dartiber’). 


1) Vide Greenwood and Martin, op. cit. p. 809—814; Cajori, op. cit. 
p. 46, 47. *) Greenwood and Martin, op. cit. p. 812. 5) Vgl. Mal- 
colm Townsend, U.S.; an Index to the United States of America, Boston 
1890, 8. 420. 


62 Abschnitt XX. 


In dem Lesen der Zahlen und in der Ausftthrung der vier Rech- 
nungsarten mit ganzen Zahlen sind Wahrend der zweiten Halfte des 
18. Jahrhunderts keine neuen Methoden erschienen, wohl aber ist ein 
Fortschritt zu gréBerer Ubereinstimmung iaber den relativen Wert 
cer verschiedenen Methoden und ein allmihliches Verwerfen der kom- 
plizierteren derselben wahrnehmbar. Die Wérter Billion, Trillion usw. | 
werden in allen ‘europiischen Landern, auSer Frankreich, sowie 
auch in den Staaten von Nordamerika, als 10", 10% usw. definiert. 
Den Gebrauch dieser Worter im Sinne von 10°, 10% usw. findet man . 
schon jn der Arithmétique von G. Trenchant, Lyon 1566; 
der Gebrauch wurde in Frankreich im 17. Jahrhundert allgemein'), 
DaB hier und dort ein Rechenbueh zu finden ist, welches die Worter 
Billion, Trillion, ja sogar das Wort Million noch gar nicht gebraucht, 

ist nicht auffallend*). Das Alte 1aBt sich nicht so leicht verdringen. 
S. F. Lacroix’) bemerkt, daB man im Handel statt billion das 
Wort milliard brauche. F. Legendre schreibt milliars, Wir 
haben milliard in‘ praktischen franzésischen Rechenbiichern allgemein 
gefunden; Barréme und Pierre Sénebier*) schreiben auch milliasses 
fir trillions. In der Arithmétique aesanse et demontrée, 
welche Leonhard Euler zugeschrieben wird®), heiBt 10° milliard, 


oe ee 





1) Encyclopédie des sciences mathématiques, Ed. Francaise, Tome J, 1904, 

p. 17., 7) Das Wort Million ist z. B. in De Vernieuwde/Cyfferinge van 
Mr. Willem Bartjons, Herstelt, vermeerdert ende verbetert Door Mr. Jan 
van Dam,... Amsterdam 1771, nicht zu finden. Dort ist 1000000 — Dupzend- 
masl-Dupzend. Ahnliches findet man in J. C. Huths Die kirzeste, bequemste 
und leichteste Art zu Rechnen, Halberstadt 1774' (wie wir aus der Geschichte 
des Unterrichts in den mathematischen Lehrfiichern in der Volksschule, bear- 
beitet von E. Jinicke und G. Schurig, Gotha 1888, S.17, entnehmen). In 
dem Abbaco ovvero Pratica Generale Dell’ Aritmetica...esposto da Girolamo- 
Pietro Cortinovis, maestro d’Aritmetica Pratica. Quarta Edizione. Venezia 
1759, wird das Wort Billion nicht gebraucht, und 976000000000000 = nove- 
cento, e settantasei milioni, di milioni. *) Traité élémentaire d’artth- 
metique, Paris 1807, p. 5. *) Sénebier, Traité d’arithmétique, Lausanne 
1774, p. 7. *) L’arithmétique raisonnée et démontrée, oeuvres’ posthumes de. 
Léonard Euler, traduite en francois par Daniel Bernoulli, directeur de 

' |'Observatoire de Berlin etc. Corrigée et considérablement augmentée par M. De 
la Grange.,. Berlin, chez Vosa & fils et Decker & fils, 1792. Man glaubte zu- 
nichst in diesem Werke eine franzésische Ubersetzung von Eulers 1788—40 
erschienenen, jetzt sehr seltenen Kinleitung zar Rechenkunst zu sehen, aber P. H. 
Fu8 and G. Velentin sind der Ansicht, daB hier ein literarischer Betrug vor- 
liegt, und daB Euler, Daniel Bernoulli und Lagrange kein Wort von 
diesem Werke geschrieben haben. Fu fihrt im Bull. Ac. Petrop. Classe math. 
9, 1851, S. 840—341 die ersten Sitze des Werkes von 1738 und desjenigen von 
1792 an und findet keine Ahnlichkeit zwischen beiden. Auch hebt er hervor, 
da8 Daniel Bernoulli nie directeur de l’observatoire de Berlin war und nicht 
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10" billiard, 10% trilliard. Hiatte sich diese Sprachweise erhalten, 
ware man heutzutage von Verwirrung frei; es wiirden 10°, 10%, 10% 
milliard, billiard, trilliard, und 10%, 10%, 10* billion, trillion, qua- 
drillion hei8en. 

Es ist bemerkenswert, daB das seit Anfang des 16. Jahrhunderts 
in Spanien von Ciruelo und Ortega gebrauchte Wort cuento fiir 
10* (siehe Bd. I’, S. 386, 387) sich erhalten hat und von 
Perez de Moya und Bails in ihren von uns friiher angefiihrten 
Werken dem Worte millone vorgezogen wird. Fiir 10” schreibt 
Bails bicuentos und Perez de Moya cuento de cuento. 
~ ‘Die Ausfihrangen der Addition und Multiplikation waren’ mit 
den jetzigen Methoden identisch. Im Multiplizieren fing man allge- 
mein mit der niedrigsten Ziffer des Multiplikators an. EHinige Autoren 
aber machen darauf aufmerksam, daB ‘vorteilhaft mit der hdchsten 
Ziffer des Multiplikators angefangen werden kann‘). Es werden drei 
Arten des Subtrahierens gelehrt. Wenn eine Ziffer im Subtrahend 


der Ubersetzer von Eulers Algebra ist. In der Vorrede des Werkes von 1792 
hei8St es namlich: ,,le fameux Bernoulli, traducteur de l’Algébre de ce savant 
[Euler], a cru rendre service au public, en traduissant un Quvrage.. . 
Valagtin hebt in der Bibliotheca Mathematica N. F. 12; 1898, S. 49 hervor, 
da8 in Quérards La France littéraire III, 1829, p. 238 ein Werk, L’arithmé- 
tique démontrée, opérée et expliquée von C. F. Gaignat de L’Aulnays de 
Nantes, Paris 1770, angefihrt wird, mit der Anmerkung: ,,Cet ouvrage a été 
reimpr. en 1792 comme un ouvrage posthume de Léonard Euler, etc.“ (folgt 
der obige Titel). Wir haben zwei verschiedene Ausgaben der Kulerschen 
Arithmetik vom Jahre 1792 gesehen, die sich aber nur durch das Titelblatt, 
einen Satz in der Vorrede und eine kurze Anmerkung unterscheiden. Der Titel 
der anderen Ausgabe lautet: ,,L’arithmétique raisonnée et démontrée, oeuvres 
posthumes de Léonard Euler, traduite en frangois par Bernoulli, directeur 
de l’Observatoire de Berlin etc. (Berlin, chez Voss & fils et Decker & fils, 1792"). 
Der letzte Satz in der Vorrede der ersten Ausgabe, welcher sich auf Lagrange 
bezieht, wird weggelassen. Auf 8. 616 der zweiten Ausgabe wurde hinzugefiigt: 
..De VImprimerie de Grangé, rue de la Parcheminerie*. Bisher ist es nie- 
mandem midglich gewesen, alle in Frage kommenden Werke einsehen zu kdnnen, 
weshalb die Geschichte des Werkes nicht definitiv bestimmt ist. In den Oeuvres 
complétes en Francois de L. Euler, publiées par M. M. Dubois et Drapiez 
in Belgien wurde die Arithmetik des Jahres 1792 als echt angenommen und 1839 
als dritter Band herausgegeben. Um sie den damaligen Schulbediirfnissen an- 
zupassen, wurde sie so griindlich bearbeitet, da8 sie mit dem Buche des Jahres 
1792 beinahe keine Ahnlichkeit hat. Von nun an werden wir letzteres als 
»buler-Bernoalli“ zitieren. 


1) Z.B. W. J. G. Karsten, Lehrbuch der gesamten Mathematik. Der 
Erate Theil, Greifswald 1767, S. 128; John Mair, Arithmetic, 1794, 8. 69; La- 


grange, Math. Elementarvorlesungen, deutsche Separatausg. von Dr. H. Nieder- 
mifiller, Leipzig 1880, 8. 22, 23. 
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groBer ist als die dariiber stehende, so wird in ungefahr dreiviertel 
der Rechenbiicher eine Einheit von der nachst héheren Ziffer im 
Minuend geborgt und wird dann vielleicht mit einem Punkte be- 
zeichnet, daB letztere sodann um eins weniger gelte. Statt die 
folgende Ziffer des Minuenden um eine Einheit zu verkleinern, wird 
in der zweiten Methode die folgende Stelle im Subtrahenden um eins - 
vermehrt. Diese Erklirung findet man Ofter in franzdsischen und 
italienischen als in deutschen Werken. Manche Schulbticher enthalten 
beide Methoden. In den Vorlesungen von Laplace, 1795 auf der 
Normalschule in Paris gehalten, werden beide Arten erklart’). In 
einem dritten Verfahren, welches selten erscheint, wird, wie frihere | 
bei Riese und Rudolff, die untere Ziffer erst von der geborgten 
10 abgezogen und die obere Ziffer hernach dazu addiert. Michelsen 
gibt noch einen anderen Weg. Man ziehe die Ziffer des Minuenden 
von der Ziffer des Subtrahenden ab, und subtrahiere den Rest von 
neuem von 10, und lasse dann die folgende Ziffer des Minuenden 
eins weniger gelten*), In allen von uns gelesenen Werken sagt man: 
2 von 5 bleibt 3; niemals wird 2 und 38 macht 5 angegeben. Die 
Operation geht beinahe immer von rechts nach links. 

Division ist eine bedeutend schwierigere Operation, wofir zur 
Zeit der Renaissance viele Methoden vorgeschlagen wurden. Gegen 
Ende des 18. Jahrhunderts findet der Sturz der wahrend zweier Jahr- 
hunderte gemeinen Divisionsformen statt und gréBere Uniformitat in 
den Operationen tritt ein. Die Rechenmeister der Zeitperiode 1759 
bis 1799 reden von zwei Hauptmethoden, die um die Herrschaft 
kimpften, 1. das Ubersich- oder Oberwiartsdividieren, oder die 
Turmmethode, 2. das Untersich- oder Unterwirtsdividieren. 
Diese Einteilung der damals bekannten Divisionsformen ist nicht 
fundamental. ‘Die Hauptfrage ist nicht, ob man oberwarts oder unter- 
warts fortschreiten solle; wohl aber, ob man die Teilprodukte sofort. 
abziehen solle oder nicht, ob im Bilden der Produkte man mit der 
héchsten oder mit der niedrigsten Ziffer des Divisors anfangen solle,. 
und was tiberhaupt die anschaulichste Anordnung der Ziffern sei. Die 
verschiedenen Divisionsarten, welche in dieser Zeitperiode gebraucht 
wurden, lassen sich so anordnen, daB man stufenweise von einer ex- 
tremen Form zur anderen fortschreiten kann. Unten machen 
wir dies an folgenden Beispielen klar: : 


) Journal de l'’école Polytechnique ou Bulletin du Travail fait & cette 
école, 7. et 8. cahiérs, Tome IJ, A Paris 1812. Legonus de Mathématiques, 
données & l’école normale, en 1795 par M. Laplace, p. 8. -*) Versuch in - 
Socratischen Gespriichen usw. von J. A. C. Michelsen, I. Bd., 1784, 8, 188. 


_ 
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ABC,)/DEFGH 
a b 3] 
Wir haben hier zwei Anordnungen, ABCDEFGH und abcDEFGH: ' 
Die Divisionsarten a, b, c unterscheiden sich von A, B, C darin, daB 
man in ersterer beim Bilden der Teilprodukte mit der ersten Ziffer 


zor Linken anfangt und nach rechts geht, wihrend in letzterer man 
mit der ersten Stelle zur Reehten anfaingt und nach links schreitet. 





A.. a. 
lt 
: z 
32 | | xs 
$188 ; quotient car 
area | 18 reste 328 197 
aa 78 
$577 BO3SX | 118182 
= 47888 
AA 
& 
F. Le Gendre’), 1774 Christian Pescheck*), 1759 
(6754 : 357). (56331 : 476). 
B. b. 
2 xr 
3237 | 
888532 
OSO254 
Diviseur 469] 387048 846 poanneiy ! 25859411 
Produit 825 2x861 
. 242 
1 
»luler-Bernoulli“, 1792, p.173 Johann Friedrich Heynatz’), 
(387046 : 469). 1780 (89473645 : 346). 


) L’arithmétique en sa perfection, mise en pratique selon l'usage des 
financiers, gens de pratique, banquiers, et marchands.., par F. Le Gendre, 
Arithméticien, Dernitre édition, corrigée..., Paris 1774, p. 50. *) M. Christian 
Peschecks .. Deutliche Erkl’irung derer Kaufmann- und Sconomischen Rech- 
nungen, als da sind: Thara- und Fusti-Rechnung;..., Budissin 1769, 8. 11. 

*) M. Johann Friedrich Heynatz, Rektors su Frankfort an der Oder, Hand- 
bueh ..., Zweiter Theil, welcher ein ausfiihrliches Rechenbuch enthilt. Zweyte 
vermehrte und verbesserte Auflage. Berlin 1780, 8. 106. 
Cauron, Geschichte der Mathematik IV. 5 
® 
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C. c. 


Dividende Diviseur — . ' SBATSBAS 
4787 346 | 5 ve550911 | 298594 
108 Bt O90254 
347 129 558532 
14 32821 
a a 
itn Bernoulli“, 1792, p.165 Johann Friedrich Heynatz, 
(4787°% 37). 1780, S. 106. 
D. | 3 E. 
4 , . 12:2 
203 | | ; 4267 
178x2 | | 34:'72685 2137 
123456 | 233 68 
YOBRAA | 528 34 
1588 102 
ts "238 
Barréme, 1764, p. 227 John Mair’), 1794 
(123456 : 528). (72685 : 34). 
F. a. 
72634 -. 25942 — 
28 
56 | Divisore Dividendo 
166 7980. 1. 7980 | 148431 
28 15960. 2. Quoz: 18 
140 — 28940. 3. 7980 _ 
98 39900. 5. 63840 
252 47880. 6. ‘ . SSS ee 
Se at eee 55860. 7. Residuo 4791 
a 63840. 8. 
112 71820. 9. 
" 2 
Johann Georg Prindel?), 1795 Odoardo Gherli®), 1770 
(72634 : 22). (148481 : 7980). 


') John Mair, Arithmetic, Rational and Practical, Edinburgh 1794, p. 89. 
+ Johaun Georg Fraindels... Arithmetik...Miinchen 1795, 8.47. °) Gli 
Elementi Teorico-l'ratici delle matematiche pure del Padre Odoardo Gnerli, 
Domenicano ... Tomo J, Modena 1770, p. 19. 
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W, | 
753 

5 

53 "apis 

228 

@12 

114 

106 


a 


87 
34 
Etienne Bézout?), 1797 
(15347 : 53). 


In A. und a. werden die Teilprodukte sofort abgezogen, die Reste 
fiber den Dividend geschrieben, der Divisor unter den Dividend gesetzt 
und nach rechts geriickt, und jede Ziffer durchgestrichen, sobald man 
damit fertig ist. A. wird von ,,EKuler-Bernoulli* 1792, von 
Pescheck 1741 und von Barréme 1764 division a l’Espagnole 
genannt. a. heiBt bei Pescheck die gemeine Art, bei Barréme 
die division & la Francoise, bei ,Huler-Bernoulli* & la 
Francoise briéve, bei J. F. Maler*) 1765 das Teutsche Divi- 
dieren. Uber die Divisionen aufwarts sagt Johann Georg 
Praéndel®): ,,hr Aussehen ist sehr geschmeidig; aber sie haben die 
Beschwerlichkeit, da8 sich ein begangener Fehler nicht so leicht ent- 
decken la8t, wie beym Abwértsdividieren, folglich meistens die Opera- 
tion von Neuem angefangen werden muB“. ,Jch bin fiberzeugt,“ sagt 
Heinatz*) 1799, ,daB die meisten Menschen darum nicht ordentlich 
rechnen, weil ihnen die Turmmethode des Dividierens zu viel Schwie- 
rigkeiten macht.“ 

In b. wird der Divisor links und nur einmal geschrieben, wih- 
rend in c. die Reste unten gesetzt werden. Letztere wird von 
Pescheck die welsche Art und von ,,Euler-Bernoulli“ division 
& la Francoise longue genannt. Schon itber 200 Jahre friiher er- 
wahnt Rudolff diese franzésische Manier des Rechnens’). 

In B. wird der Divisor nur einmal geschrieben. Divisor und 


) Cours de Mathématiques, 4 l’usage du corps de l’Artile rie. ° Par M. Bé- 
zout.., Tome Premier, ...a Paris 1797, v. st. An V, p. 44. *) Kurzer und 
dentlicher Unterricht zum Rechnen...Jacob Friderich Maler... zweite 
und verbesserte Auflage, Carlsruhe 1765, S. 62. *) Op. cit. S. 50. *) Janicke 
und Schurig, op. cit. 8. 58, *) Sterner, op. cit. 8, 279. 
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Quotient werden links gesetzt, und die Reste unter den Dividend. 
Bei ,Kiuler-Bernoulli“ heiBt diese Art division & l’italienne 
longue. ,,Diese Art des Dividirens ist die karzeste unter allen, und 
ob sie gleich auch nicht leicht ist, so mu8 man doch um des daraus 
zu hoffenden Nutzens willen die auf ihre Erlernung zu wendende 
Mthe nicht achten.“'). 

C. ist der vorigen Form sehr ahnlich. Der Divisor und Quotient 
stehen rechis, und Ziffern werden nicht durchgestrichen. ,,Kuler- 
Bernoulli“, sowie Barréme, nennen diese Art eminem, & lita- 
lienne briéve. | 

In D. werden die vollstandigen Produkte unter den Dividend und 
die Reste fiber denselben gesetzt. Das sofortige Abziehen findet hier 
nicht statt. ,,.Huler-Bernoulli< und Barréme geben dieser Form 
den Namen division & la Portugaise. 

Hine ganz ahnliche Manier ist E., wo der Divisor links steht und 
Ziffern nicht durchgestrichen werden. 

F’. ist eine mit der heutigen beinahe identische Form, worin der 
Divisor fir jede Multiplikation wiederholt wird. Dieser Divisor wird 
éfters in Klammern gesetzt oder weiter nach links geschrieben, um 
bei der Subtraktion weniger im Wege zu sein. Diese Art wurde in 
- Deutschland viel gebraucht. Barraéme nennt sie division & Lita- 
lienne longue und Pescheck die franzésische Art’). 

In G. wird durch Hilfe der Addition das zweifache, dreifache 
usw. des Divisors gefunden, so daB man die Rechnung ohne Hin- 
maleins, ,ja sogar ohne Neppersche St&ébe‘*) durchfthren und 
den Quotienten ohne Raten finden kann‘). ,,Das Dividiren ohne Ein 
mal Eins nennt man das Indianische“®), 

H, ist eine alte Form, die Ende des 18. Jahrhunderts in den 
besten Werken alle anderen Arten verdrangt hatte. Um Verwirrang 
zu vermeiden, wird nach jeder Subtraktion die nachste Ziffer im 
Dividend mit dieser zum gebliebenen Reste heruntergezogenen Ziffer 
dfters mit einer geraden Linie verbunden; oder die Anzahl Ziffern, 
die noch nicht heruntergezogen sind, wird nach jedem neuen Teil- 
dividend durch Punkte angedeutet®). 


1) Hoynats; op. cit. 8. 114. *) Sterner, op. cit. 8. 880. *) Hey- 
nats, op. cit, 8.116. ‘) Es ist bemerkenswert, daB diese Divisionsart schon von 
Adrianus Romanus (1561—1615) in einer Schrift Nova Multiplicandi, Dividendi, 
Quadrata componendi, Radices extrahendi ratio, mult} quam pervulgata certior, 
favilior, & rhajoripus maximd numeris accommodatio, erklart wurde. [Vide 
H. Bosmans, 8. J.; ,,la Méthode D’Adrien Romain pour effectuer les calculs 
des grands nombres‘‘ in Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, 
T. XXVIOI, 2° partie. ] 5) J. F. Maler, op. cit. 8. 62. *) FF. Maler, op. 
cit. S. 63, nennt diese Methode die Portugiesische, 
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Um genauere Angaben fiber den Gebrauch der verschiedenen 
Divisionsarten zn machen, bemerken wir, daB von den Werken, die 
wihrend der Jahre 1759—1799 gedrackt wurden und dem Ubersich- 
dividieren Aufmerksamkeit schenken; die meisten Ausgaben friher 
erschienener Werke sind. Von 103 mathematischen Biichern, die 
uns zur Kinsicht vorlagen, sind Bartjens und Pescheck die einzigen, 
die das Ubersichdividieren aasschlieBlich benutzen. Die ersten Auf- 
lagen beider Werke erschienen lange vor der Zeit, die wir jetzt be- 
trachten. Nur 16 Bicher erkliren das Oberwarts- sowohl als das 
Unterwirisdividieren. Die tibrigen. — ungefahr ftnfsechstel der. 
ganzen Anzahl — erkléren das Unterwiirtsdividieren, nimlich eine 
oder mehrere der Formen C, F, G, H; gewdhnlich ziehen sie eine der 
Arten F, G, H der Form C vor. 

Bei Dezimalbrtichen werden von etwa einviertel der Schriftsteller ° 
dieser Zeit die abgekfirzten Multiplikations- und Divisionsmethoden 
erklirt. Die abgektirzte Multiplikation wird theoretischer- und prak- 
tischerseits in einer Abhandlung von Isidoro Bernareggi (1735 
bis 1808), Priester und Professor der Mathematik an der kéniglichen 
Schule zu Lodi, behandelt'). Bernareggi untersucht die Anzahl der 
Dezimalstellen in den Faktoren, welche notwendig sind, damit der 
Fehler im Produkte eine vorgélegte Grenze nicht ibersteige. In 
der Ausfihrung der Multiplikation schreibt-er die Ziffern des’ Multi- 
plikators in entgegengesetzter’ Reihenfolge. In seiner Aritmetica 
riformata, Milano 1797, werden diese Ideen far Schulzwecke dar- 
gestellt. 

Ein anonymes Werkchen iiber den gleichen Gegenstand, Essai 
sur les nombres approximatifs, Paris, an VIL— 1799; wird 
Jean Antoine Francois Massabijau (1765—1837) zugeschrieben*) 
welcher ein eifriger Anhanger der Prinzipien von 1789 war und 1795 
die Normalschule in Paris besuchte. In diesem Aufsatze stellt or 
sich die Aufgabe, allgemeine Formeln fir die durch Kombination an- 
nahernder Zahlen entspringenden Fehler herzuleiten. Soll z. B. eine 
solche Zahl N durch eine andere N’ dividiert werden, wo Q und @Q - 
beziehungsweise die genauen Werte darstellen, so daB Q@ = N+ e und 
Q=—N +e, dann wird der Fehler (+ N’e + Ne): N’ (Nt @). 
Von den vier Werten, welche dieser Ausdruck annehmen kann, ist 


(N’e + Ne’}: N’(N’ —e’) der gréBte. Wenn e=e = , (10-"), und 
+2 die Entfernung vom Dezimalpunkte der héchsten Ziffer im Quotienten 


1) Memorie di matematica e fisica della societa Italiana, Tomo VI, Verona 
(1792, p.1—-70. = ®) Biogr. Universelle (Michaud). 
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N: N’ darstellt, wihrend y dieselbe fiir 10*N’ reprasentiert, dann 
hat man, fir N>WN’, z=r+n+1—y und fir N<N’, 
s=n-+1—y, wo der Fehler im Quotient kleiner als 10°: 2(10*) 
sein soll. Man soll z. B. die Anzahl Dezimalstellen finden, um, in 
der Division von @Q = 63.04545... mit Q = .6666..., den Fehler 
<= (10-*) ga machen. Hier ist = 2, y=n, ¢ =n — 2, folglich 
= 5, die erforderliche Anzahl Dezimalstellen im Dividend und 
Divisor. 

Die Zeichensprache der Arithmetik und Algebra hatte in der 
zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts bedeutende Vollstandigkeit und 
Uniformitat erlangt. Die Zeichen + und — findet man beinahe dber- 
all. In niehreren hollandischen Werken und einem deutschen Werke") 
_ sind wir statt — dem alten Rudolffschen Zeichen — begegnet. In 

der Maandelykse mathematische Liefhebbery, 1754—69, wird 
-- regelmaBig als Subtraktionszeichen geschrieben. Wie unten an- 
gedeutet, galt -- in England als Divisionszeichen und auf dem Fest- 
lande als Symbol einer arithmetischen Progression. In dieser Lief- 
hebbery findet man auch die eigentiimliche Bezeichnung von 


4225 Cor z+ 


(@ + 1) = 294+ 2241. 


Auer in der Proportionenlehre hatte = in allen Gebieten der 
Rechenkunst als Zeichen der Gleichheit sich eingebiirgert. Wah- 
rend der ersten Halfte des 18. Jahrhunderts verschwanden die letzten 
Spuren*) des Descartesschen so. Auch in der Proportionen- 
lehre war = in Deutschland tiblich, Leibniz’ Sprache folgend - 
wurde dort beinahe immer fir geometrische Proportion a:b =c:d 


oder > = < geschrieben, wihrend in Frankreich, Spanien, Portugal, 


Italiea und England das Oughtredsche Zeichen :: allgemeinen Beifall 
genoB und a:b::¢:d die gewdhnliche Bezeichnungsart war. Uber- 
haupt herrschte damals bedeutende Verschiedenheit in der Zeichen- 
sprache fir arithmetische uid geometrische Proportionen und Pro- 


1) Arithmetisches Handbuch fir ‘Lehrer in den Schulen ... von Carl 
Christian Illing,-Dresden-Friedrichstadt 1798, 8. 11. ?) M. Gallimard 
in seiner Méthode Théorique et Pratique D'Arithmétique, D'Algébre et de Géo- 
métrie..., Paris 1758, p. 26, sagt: = signifie est égale a, 30 signifie tout 
_ simplement, égal a, ou qui est égal a. ‘Er schreibt 8. 42: ,,Donc x 50 om 15", 
Odoardo Gherli, op. cit., 1770, Tome I, p. 6, erinnert den Leser daran, da8 
«ll Cartesio in vece di = usa il segno 30“. 
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gressionen. Fir die Regeldetri hatte man in fritheren Jahrhun- 
derten verschiedene Bezeichnungen. Als im 18. Jahrhundert diese 
Regel mehr und mehr als eine Anwendung der Proportion, der Gleich- 
heit zweier oder mehrerer Verhiltnisse, aufgefabt wurde, fand die 
friihere Zeichensprache dieser Regel Sfters Kingang unter den Pro- 
elle guld. elle 
portionssymbolen. Bartjens') 1771 schreibt 4 — 9 —*16. Fir 
das unbekannte vierte Glied gibt er gar kein Symbol. Pescheck 
1759 und viele andere tun desgleichen. Thomas Dilworth?) klagt, 
daB einige Meister lange Striche statt Punkte gebrauchen, um die 
Glieder zu trennen, was nicht recht. sei, weil in @:6::c:d die: 
zeigen, daB die zwei ersten und die zwei letzten Glieder in gleicher 
Proportion seien, wihrend das :: die zwei Paare trenne und zugleich 
zeige, daB das zweite Glied zum dritten sich nicht wie das erste zum 
vierten verbalte. Die Proportion als die Gleichheit zweier Verhalt-— 
nisse ist von Dilworth noch nicht klar erfaBt. Rivard®*) schreibt 


1768 eine geometrische Proportion - = “ oder a.b::c.d. M.VAbbé 


Maries Auflage von De la Caille*) schreibt a@.b::c.d oder 
a@:b::ce:d; wihrend die lateinische Auflage des De la Caille®) 
1762 und die italienische Auflage von Boscovich®) 1796 a:b::¢: 4d, 
a:b=c¢:d, oder a{b\\c|d enthalten. Die lateinische Ubersetzung 
gibt auch a.b::c.d, und die italienische “= -+- 

Die arithmetische Proportion deuteten Rivard, De la Caille 
und Bézont") durch a@.b:c.d an. In deutschen Biichern findet 
man dfters a@.b=c.d oder a—b=c—d. Mit Recht klagt 
Scheibel*), daB wenn a.b=c.d geschrieben wird, man den Punkt 
mit dem Multiplikationszeichen leicht verwechseln kénne. 

Die geometrischen und arithmetischen Progressionen wurden noch 
immer in die Rechenbticher aufgenommen. Allgemein brauchte man 
-- als das Symbol der geometrischen Progression (+ 1.2.4.8. 16) 
und, mit der Ausnahme von England, dfters — als das Symbol der 


') Bartjens-Jan van Dam, op. cit. 8. 36. * Thomas Dilworth, 
op. cit., unter The Explication of some Marke used in this Compendium. 
5) Eléments de Mathématiques par M. Rivard,. Professeur de Philosophie en 
l'Université de Paris. Sixitme Edition, Revae et augmentée de nouveau par 
YAuteur. A Paris 1768, p. 185. ‘) Lecons de Mathématiques par M. l’Abbé 
de la Caille, avec. des augmentations par M. l’Abbé Marie, Paris 1770, 
p. 148. 5) De la Caille, Lectiones...a C{arolo] S8{cherffer] e 8. J. 
Viennae, Pragae, et Tergesti 1762, p. 76. °) Elementi... del Padre Ruggero 
Giuseppe Boscovich. Editione terza italiana ...in Venezia 1796, p. 116. 
*) Bézout, op. cit., Tome I, p. 128. *) Kinleitung zur Mathematischen Bacher 
Kentnis, Breslan 1781, Bd. I, 8. 679. . 
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arithmetischen Progression (— 3.6.9.12.15). In GroBbritannien 
gilt das ganz ahnliche von J. H. Rahn 1659 zuerst gebrauchte Sym- 
bol -+ statt : als Divisionszeichen; weshalb von Schriftstellern, welche 
fiberhaupt ftir die arithmetische Progression die Notwendigkeit eines 
Zeichens fithlten, = gebraucht wurde. Diese Bezeichnung findet man 
auch mitunter in deutschen Bfichern'), W. Emerson®) bezeichnet 
eine harmonicche Propoftion durch <7. und eine harmonische Pro- 
gression durch —-=—. 





Algebra. 


- Im Studium der Algebra war viel gréferer Vorkehr zwischen 
den verschiedenen Lindern Europas als im Studium der Arithmetik. 
Wegen der Abwesenheit einer streng provinziellen Behandlungsweise 
der Algebra wird es nicht ndtig sein, die Geschichte dieser Wissen- 
schaft in jedem Lande einzeln zu verfolgen. 

Einige Werke tiber Algebra, die wihrend der ersten Hialfte des 
18. Jahrhunderts, und zwar 1740—1748, verfaBt wurden, waren noch 
wahrend der zweiten Hilfte sehr einflufreich, nicht nur im Lande 
ihrer Entstehung, sondern in ganz Europa, wo immer die Wissen- 
schaft betrieben wurde. Von englischen Werken heben wir das Elements 
of Algebra von Nicholas Saunderson (1682—1739) hervor, welches 
1740 zu Cambridge in zwei Banden erschien. Dieser blinde Mathe- 
matiker stand als Jiingling im Briefwechsel mit Sir Isaac Newton 
und war der Nachfolger von Whiston als Lucasian Professor der 
Mathematik an der Universitit Cambridge. Weite Verbreitung in 
England fand der Auszug aus dem Originalwerk: Select parts of 
Professor Saunderson’s Elements of Algebra for the use of 
students at the Universities. Die 3. Auflage davon wurde 1771 
in London veréffentlicht, die 4. Auflage 1776, die 5. von John 
Hellins (?—1827) verbessert, 1792. Das Originalwerk wurde 1756 
in franzdsischer Ubersetzung von Elie de Joncourt 2u Amsterdam 
und Leipzig in zwei Banden herausgegeben. -Eine deutsche Uber- 
setzung rihrt von Johann Philipp @rfison, Professor am adelichen 
Cadettencorps in Berlin, her. (Erster Teil 1798, Halle; zweiter Teil 
1808.) 


eee 


1) Z. B. in der Unterweisung in den philos: u. math. Wissenschaften fir 
die obern Classen d. Schulen u. Gymnasien von Johann Jacob Ebert, Prof. 
d. Math. su Wittenberg. Dritte vermehrte u. verbesserte Auflage, Leipsig 1787, 
8. 187. *) The Doctrine of Proportion, Arithmetical and Geometrical ..., 
London 1768, p. 2. 
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Ein anderer englischer Schriftsteller, den wir erwihnen miissen, 
ist Thomas Simpson (1710—11761), Professor an der kéniglichen 
Militirakademie zu Woolwich. Seine Treatise on algebra warde 
1745 in: London gedruckt; eine dritte Auflage 1767, eine finfte 1782, 
eine achte 1804. Die erste amerikanische Ausgabe erschien 1809 in 
Philadelphia. Eine Ubersetzung in franzésischer Sprache wurde 1771 
in Paris vordéffentlicht. 

Ein drittes Werk wurde von dem schottischen Mathematiker 
Colin Maclaurin unter dem Titel Treatise of Algebra 1748 zu 
London ver@ffentlicht, wovon die 4. Auflage 1779 erschien. 

Die weite Verbreitung von De La Cailles Lecons élémen- 
taires de mathématiques nicht nur in Frankreich, sondern auch 
in Italien, ist von uns schon frtiher hervorgehoben worden (8. 47, 48). 
Eine lateinische Ubersetzung durch ,C. S. e 8. J.“ (= Carolo 
Secherffer, 8. J.) erschien 1762 zu Wien, Prag und Triest. Scherffer 
verfaBte eine Anzahl eigener Lehrbiicher, von welchen die Institu- 
tiones analyticae, Wien 1770, hier Erwahnung verdienen. 

Bas bedeutendste Werk dieser Zeit war aber das nach der 
heuristischen Methode verfaBte Eléments d’algabre des Alexis 
Claude Clairaut, Paris 1746. 

Dieses bertihmte Werk wurde 1752 von Christlob Mylius 
(1678—1754) zu Berlin ins Deutsche fibersetzt und an der Univer- 
sitét Gottingen gebraucht, bis es von Kastners Kompendien ver- 
drangt wurde’). Clairauts Algebra erschien in hollindischer Sprache 
1760 za Amsterdam, von Arnoldus Bastiaan Strabbe tibersetzt. 
_ Hine 5. franzédsische Ausgabe in zwei Banden von S. F. Lacroix er- 
schien 1797 in Paris. Diese enthalt Anmerkungen und Nachtrige 
fiber Gleichungstheorie, Kettenbriiche und Logarithmen, den Vor- 
lesungen von Lagrange und Laplace an der Normalschule ent- 
nommen, und eine einleitende Elementarschrift tber Arithmetik, die 
in der Vorrede als griBtenteils die Arbeit des jungen Jean Baptiste 
Biot (1774—1862). bezeichnet wird. Lacroix schrieb an Pietro 
Paoli von Pisa, diese Ausgabe sei doppelt so umfangreich als die 
friiheren und enthalte Theorien, die vorher nie in Elementarwerken 
erklart worden seien’). Die 6. Auflage (1801 zu Paris) ist vom 
Citoyen Jean Guillaume Garnier (1766—1840)y Professor an der 
Polytechnischen Schule, bearbeitet und enthilt eine arithmetische Ab- 


1) C. H. Maller, ,Stadien z.“Gesch. d. Math....an der Univ Gottingen‘, 
Abh. s. Geach. d. math. Wiss., 18. Heft, Leipzig 1904, 8. 118. Kine zweite Auf- 
lagu, Berlin 1778, enthielt Zusitze von G. F. Tempelhof. *) Memorie della 
regia accademia di scienze, Modena, Serie III, Tom. I, 1898, Sezione di Scienze, 
p. 109. 
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handlung von Charles Marie Simon Théveneau (1759—1821) 
Clairauts Algebra wurde von Mathematikern hoch geschiatszt. 
Lambert schien in- seinen ersten Schriften Forechungsergebnisse, die 
nicht im Clairaut 2u finden waren, als neu und deshalb der Ver- 
6ffentlichung wiirdig anzusehen. 

Im Jahre 1758 erschien in Halle der zweite Teil des Cursus 

mathematici von Johann Andreas Segner (1704—1777), damals 
Professor an der Universitat Halle. Dieser Teil ftihrte den Titel 
Elementa analyseos finitorum und behandelte die Algebra. Ob- 
schon Segner einer der besten Mathematiker und Physiker in 
Deutschland war, fand sein Kursus nicht viele Leser. Segner schrieb 
in Latein und stellte auch an die -Fiihigkeiten seiner Schiller hohe 
Ansprtiche. Von 1735—1754 war er Professor der Naturlehre und 
Mathematik in Gottingen. Sein Nachfolger an dieser Universitat war 
Abraham Gotthelf Kastner, welcher 1760 in Gottingen unter dem 
Titel Anfangsgriinde der Analysis endlicher GréBen ein Werk 
verfaBte, welches den Bedtrfnissen des Universititsunterrichts in 
Deutschland entsprach and zugleich die Lehren der groBen Nathe- 
matiker seiner Zeit so erfolgreich popularisierte, daB es lange Zeit 
das beliebteste Kompendium war. Eine zweite Ausgabe — 1767; 
eine sechste vor dem Schlusse des Jahrhunderis. 
_ Als zweite, wahrend der Periode 1759-—1799 verfaBte Schrift 
nennen wir den algebraischen Teil des schon frither (S. 40) angefiihrten 
Cours de mathématiques & l’usage des gardes du pavillon 
et de la marine, 1764—1769, von Bézout, worin eine elementare 
Darstellung der von Bézout 1764 veréffentlichten beriihmten Ab- 
handlung itber die Auflésung von Gleichungen (S. 98) gegeben ist. 
In seinem. Cours de mathématiques & l’usage du corps de - 
Vartillerie, 1770—1772, wird diese Darstellung weggelassen, wahr- 
seheinlich weil die Sache fir Anfanger zu schwer war. Sonst ist 
die Algebra von 1770—1772 mit der fritheren beinahe identisch. 

Der zweite Teil eines achtbiindigen Werkes, betitelt Lehrbegrif’ 
der gesamten Mathematik von Wenceslaus Johann Gustav 
Karsten (1732—1787), erschien 1768 zu Greifswald) Karsten 
lehrte seit 1760 an der neuen Universitat Biitzow. Durch sein Werk 
erhielten die auf Mittel- und Hochschulen eingeftihrten Kompendien 
von Wolf, Segner, Kastner eine gefahrliche Konkurrenz’). 

Ohne Zweifel das einfluBreichste Buch tiber Algebra im 18. Jahr- 
hundert ist die Vollstandige Anleitung zur Algebra von Leon- 
hard Euler (erste deutsche Ausgabe 1770 in St. Petersburg). Die 


NS A pea 


" Allg. Deutsche Biographie (Art. v. Ginth er). 
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Entstehungsweise des Werkes ist interessant. Euler schrieb in der 
- Gazette litt. de Berlin, 176%, fol. 245, ich ,nehme mir die Frei- 
heit, Ihnen von meinen Arbeiten Nachricht zu ertheilen, mit welchen 
ich mich seit dem Verlust meines Gesichtes beschiftigt habe, der von 
Herrn Krafft und meinem dlteren SShne dadurch ersetzt worden, 
daB sie meine Ideen ausgearbeitet und dfters durch ihre eigne An- 
sichten weiter ausgefiihri haben“‘). Bestimmtere Auskunft findet 
man im Vorbericht zur Ausgabe von 1770: Um das Lehrbuch zu 
verfertigen, ,erwahlte er sich einen jangen Menschen, den er mit sich 
aus Berlin zur Aufwartung genommen hatte, und der ziemlich fertig 
rechnen, sonsten aber nicht den geringsten Begriff von der Mathe- - 
matik hatte: er war seines Handwercks ein Schneider, und gehdrte 
was seine Fahigkeit anlangt, unter die mittelmaBigen Képfe, Dem 
ohngeachtet hat er nicht nur alles wohl begriffen, was ihm sein groBer 
Lehrer vorsagte, und zu schreiben befahl, sondern er wurde dadurch 
in kurzer Zeit in den Stand gesetzt die in der Folge vorkommende 
schwere Buchstaben-Rechnungen ganz allein auszufiihren.“ 

Im Vorbericht der Ausgabe von 1770 wird auch mitgeteilt, daB 
yschon vor zwey Jahren eine russische Uebersetzung zum Vorschein 
gekommen ist“. In etwas kleinerem Druck als die erste deutsche 
Ausgabe erschien 1771 eine sweite, welche als Verlagsort in vielen 
Exemplaren Lund, in anderen St. Petersburg angab. Eine Ubersetzung 
ins Franzdsische wurde von Johann Bernoulli III, Direktor an 
der Sternwarte zu Berlin, angefertigt und von Joseph Louis La- 
grange mit Zusitzen tiber die unbestimmte Analysis versehen. Diese 
bertihmte Ausgabe erschien 1774 zu Lyon. Andere franzésische Aus- . 
gaben erschienen zu Lyon 1795 (an III), St. Petersburg und Paris 
1798, Paris 18017). 

Valentin®) nennt zwei hollandische Ausgaben, Amsterdam 1773, 
Dordrecht 1807. 

_ Kine lateinische Ausgabe, mit den Zusiitzen von Lagrange, 
wurde 1790 in Venedig gedruckt. In den Jahren 1796—1797 ver- 
Sffentlichte Johann Philipp Griison zu Berlin die erste deutsche Aus- 
gabe nach der von 1771, obgleich 1789 ein Auszug von Eulers Algebra 
ven Johann Jacob Ebert, Professor der Mathematik za Witten- 
berg, in Frankfurt am Main geliefert worden. Eine andere deutsche 
Ausgabe erschien in St. Petersbury im Jahre 1802. Es ist auffallend, 


; 1) Scheibel, Kinl. su Math. Bacherkentnis, Breslau 1781, Bd. I, 8. 102. 
%) @. Valentin in Bibliotheca Mathematica, N. F. 12, 1898, 8. 42. *) Ebenda, 
8.42. Hier werden auch @inige andere, von uns nicht angefilhrte Ausgaben an- 
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da8 vor 1797 keine englische Ubersetzung angefertigt wurde. In diesem 
Jahre gab John Hewlett unter der Mitwirkung seines Schtilers — 
Francis Horner zu London eine solche aus dem Franzdsischen, 
wovon die zweite Auflage 1810, die dritte 1822 und die finfte 1840 
erschien. In der zweiten schreibt: der. Herausgeber iberall 2’ statt 
des friher gebriuchlichen 2.2, und 2° statt 2.2.2. Im Jahre 1818 
gab John Farrar, Professor der Mathematik an der Harvard Uni- 
_ versitit su Cambridge in Massachusetts, einen Auszug heraus,; welcher 
den Titel fihrt An Introduction to the Elements of Algebra, 

. Selected from the Algebra of Euler. 

In Italien schrieb Padre Odoardo Gherli 1771 za Modena den 
gweiten Teil des schon auf S. 47 angefiihrten siebenbandigen Kom- 
pendiums, Gli elementi teorico-pratici delle matematiche 
pure, worin die Algebra mit groBer Vollkommenheit erklirt 
wird. In der Vorrede zum letzten Bande wird ein Gratulations- 
schreiben von Lagrange an Gherli angeftthrt, worin Lagrange 
den Autor auch auf seine eigenen Abhandlungen tiber die Auflésung 
von Gleichungen in den Berliner Memorien der Jahre 1770 und 1771 
(veroffentlicht 1772 und 1773) -aufmerksam macht. Es folgt dann 
ein Auszug dieser Abhandlungen. Gherlis Bticher fanden in Italien 
nur geringen Absatz, was vielleicht ihrem unpassenden Quartoformat 
zuzuschreiben ist. 

Pietro Paoli, Professor an der Universitat Pisa, gab 1794 
ein Werk mit dem Titel Elementi d’algebra in drei Banden 
heraus, deren erster der Algebra von endlichen GréBen gewidmet ist. 
Obschon die Elementarteile eher kurz gefaft sind, wurde das Werk 
von Mathematikern hoch geschitzt. : 

Im Jahre 1799 (an VIL) erschien in Paris die erste Auflage der 
Elémens d’algébre von Sylvestre Frangois Lacroix, ein 
Werk, welches nicht nur in Frankreich, sondern in ganz Europa und 
" in den Vereinigten Staaten groBen KinfluB auf den Unterricht aus- 
tibte. Im gleichen Jahre veréffentlichte James Wood in Cambridge 
seine Elements of Algebra, die auf den englischen Universititen 
lange Zeit als ,,standard work“ galten'). 

Nachdem wir nun die bedeutenderen Lehrbiicher tiber Algebra, 
welche wahrend der Zeit gedruckt wurden, aufgezihlt haben, werden 
wir die damalige Darstellung von Grundprinzipien dieser Wissenschaft 
unserem Studium unterziehen, Wie wurde der Zahlbegriff aufgefaBt? 
Inwieweit wurde die Algebra logisch entwickelt? Wir machen die 
einleitende Bemerkung, daB die Mathematik noch allgemein als die 


1) W. W. RB. Ball’s Mathematics at Cambridge, 1889, p. 110. 
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Wissenschaft von der GréBe definiert wurde. Man findet diese De- 
finition z. B. in den Werken von Christian Wolff'), Kistner”), 
La Caille®*), Sauri (1741—1785)*), Bézout®), D'Alembert®), Abel 
Birja’), Georg Vega (1756—1802)*), Johann Georg Bisch’), 
Johann Friedrich Lorenz”), Georg Metsburg"), Johann 
Heinrich Voigt"), Pietro Paoli’), In keinem Lehrbuch sind 
wir einer wesentlich verschiedenen Definition begegnet. Sie ist alt, 
kann aber kaum griechischen Ursprungs sein, denn die Griechen 
hatten eine Geometrie, worin Probleme vorkamen, wie dasjenige, zu 
entscheiden, ob vier Punkte auf emer Ebene liegen. Solche Probleme 
hatten mit GriSenbestimmungen nichts zu tun. Im 17. und 18, 
Jahrhundert fand der Ausdruck, Mathematik ,die Wissenschaft von 
der GréBe“, wenig AnstoS. Immanuel Kant war mit demselben 
nicht einverstanden. LEinige Ideen von Lagrange, die in seinen 
Untersuchungen fiber Gleichungen enthalten sind und die Keime der 
- Substitutionstheorie sind, passen in diese Auffassang der Mathematik 
nicht hinein. Dennoch war sie bei Mathematikern beinahe universal. 

Wenn sber Mathematik die Wissenschaft von der GrédBe ist, 
dann muf der einfachste mathematische Akt — das Zahlen — not- 
wendig als eine Messung und die Zahl als ein Verhiltnis angesehen 
werden. Dieser SchluB wurde aber unseres Wissens in Wirklichkeit 
nicht gezogen, obschon viele Autoren dem Beispiel von Newton 
folgten und die Zahl als ein Verhiltnis betrachteten. An den Begriff 
der meBbaren Gré8en ankntipfend, driickt sich Christian Wolff so 
‘aus: ,Zahl ist dasjenige, was sich zur Kinheit verhalt wie eime gerade 
Linie zu einer gewissen anderen Geraden“). Bei Ausmegsungen 
kommt es darauf an, sagt Leonbard Euler”), ,daB man bestimme, in 
was fair einem VerhialtniB die vargegebene GréBe gegen dieses | Kinheits-] 
MaaBS stehe, welches jederzeit durch Zahlen angezeigt wird, so dab 


") Mathemat. Lexicon, Leipzig 1716, Artikel ,Mathematik“. *) Anfangsgriinde ° 
d. Arithmetik, Geometric usw., Gdttingen 1758, 8S. 8. Dieses Werk wurde epiter 
mit neuen Teilen unter dem Titel Anfangsgrinde der Mathematik susammen- 
begriffen. *°) Legone élémentaires de mathématiques, Paris 1770, p.1. *) Cours 
complet de mathématiques par M. l’Abbé Saur1, ancien professeur de philosophie 


en l’aniversité de Montpellier, T. I, Paris 1774, p. 1. 5) Cours de mathéma- 
tiques & l’usage du corps de l’artillerie, Paris 1797, p. 1. %) Encyclopédie 


méthodique, ,,.Mathématique’. - ") Der selbstlernende Algebriat, I. Teil, Berlin 
und Iubeu 1786 (Vorrede). ®) Vorles. ii. d. Mathematik, I. Bd., 3. Anfi., Wien 
1802, 8.2. % J.G. Bisech, op. cit. 8. 1. 1¢) J. F. Lorens, op. cit., Bd. I, 
1798, 8.10. **) Anleitung sur Mathematik, I. Teil, Wien 1798, 8.1. 7%) Grund- 
lehren d. reinen Math., Jena 1791, S. 1. 18) Paoli, op. cit. T.], 8. 1. 

*) Elementa matheseos universae (Elementa arithmeticae) Halae 1710, art. 10. 
1%) Anleitang zur Algebra, J. Teil, St. Petersburg 1770, §. 5. 
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eine Zahl nichts anders ist als das Verhaltni®, worinnen eine GréBe 
gegen eine andere, welche fir die Einheit angenommen wird, steht. 
Hieraus ist klar, daB sich. alle GréBen durch Zahlen ausdriicken 
lassen, und also der Grund aller mathematischen Wissenschaften darin 
gesetzt werden muB, daB man die Lehre von den Zahlen ... genau in 
Erwegung ziehe, und vollstiindig abhandele.“ Hier ist der Gedanken- 
gang dem von uns oben angedeuteten entgegengesetzt. Die quanti- 
tative Idee wird der Zahl zugeschrieben und daraus der Schlu8 ge- 
zogen, daB Mathematik die Wissenschaft von der GréBe sei. Dann 
und wann findet man auch in anderen Lehrbiichern dieser Zeit die 
Zah] ausdriicklich als ein Verhiltnis erklirt. ,,Das 1 selber ist eine 
Zahl: denn 1 hilt eine Verhaltnuss zu eins“, sagt einer‘). ,,Das Ver- 
hiltnis irgend einer Gréfe zu einer gleicher Art, die als Einheit er- 
wahlt ist, wird eine Zahl] genannt, und mai nennt Arithmetik die 
Wissenschaft von solchen Verhiltnissen“*). Gewéhnlich wird aber 
der Begriff des Verhiltnisses oder des Messens nicht so scharf her- 
vorgehoben, so daB man im Zweifel ist, ob das Zahlen als ein wirk- 
liches Messen aufgefaBt wurde. ,,Kine Menge von Dingen einer Art 
heiBt eine ganze Zahl“, sagt Kiastner®). Diese Definition der Zahl 


' ist der Euklidischen, ,eine aus Kinheiten . bestehende Menge“, ganz 


fhnlich upd hat keine notwendige Verknipfung mit Verhiltnissen. 
Bei Euklid waren Verhiltnisse keine Zahlen. Bei Bézout*) scheint 
der MeBbegriff vorzuherrschen, denn er sagt: ,le nombre exprime de 
combien d’unités, ou de parties d’unités, une quantité est composée“ 
und ,.’unité est une quantité que l’on prend .. pour servir de terme ~ 
de comparaison 4 toutes les quantités d’une méme espéce“. Andere 
Schriftsteller ftthren unbedeutende Wortinderungen ein. ,,Mehrere 
gleichnamige Einheiten machen eine Zahl aus"). ,Mehrere solche 
zusaminengestellte Hinheiten geben eine ganze Zahl“*). Ob bei diesen 
und ahnlichen Ausdriicken, die in Lehrbiichern allgemein vorkommen, 


‘die Zahl ausschlieBlich als ein Verhaltnis anzunehmen ist oder nicht, 


hiingt davon ab, ob die Schriftsteller stillschweigend den Gedanken- 
gang von Newton und Wolf oder von Euklid befolgten. 

J. F. Heynatz’) macht die Bemerkung: ,,Hinige leugnen, daB 
Eins oder die Hinheit eine Zahl sey, und lassen nur das, was durch 
die Wiederholuug der Hinheit herauskémmt .. fir eme Zahl gelten“. 


') Jacob Friederich Maler, Unterricht zum Rechnen, Carlsrahe 1765, 
8. 23. ) E. Develey, Arithmctique D’Emile, 2. Fd., Paris 1802, p. 2. 
*) Kastner, op. cit.S. 21. *) Bézout, op. cit. T.I,p.2. ) Matthias HauSer, 
Analytische Abhandlung der Anfangsgriinde d. Mathematik, I. Teil, Wien 1778, 
8. 1.. *, Johann Georg Prindels Arithmetik, Miinchen 1795, 8S. 8. 
") Heynatz, op. cit. 8. 3. 7 
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Condillse’) hebt hervor, daB wenn eine Zahi als eine Menge von 
KEinheiten angenommen wird, 1 keine Zahl sei.. Gherli®) sagt aus- 
drticklich: ,!’unité non @ numero“. 

Kastner nennt emen Bruch eine ganze Zuhl, deren Einheit ein 
Teil der urspriinglichen Einheit ist und so viele Kimheiten hat, als 
der Zahler anzeigt. Irrationalzanlen oder surdische Zahlen lassen sich 
nach Kastner ,weder durch ganze HKinheiten noch durch Theile der 
Emheit vollkommen richtig ausdricken“). 

Einen ganz neuen Zahlbegnff, welchem die Mathematiker des 
18. Jabrhunderts gar keine Aufmerksamkeit schenkten, gab Immanuel 
Kant 1781 in seiner Kritik der reinen Vernunft‘), worin er sich 
so ausspricht: ,,Das reine Schema der GrdBe aber (quantitatis), als eines 
Begriffes des Verstandes ist die Zah], welche eine Vorstellung ist, die 
_die successive Addition von Einem zu Einem (gleichartigen) zusammen 
befaBt; also ist die Zahl nichts anderes als die Kinheit der Synthesis 
des Mannigfaltigen einer gleichartigen Anschauung iiberhaupt, dadurch 
da8 ich die Zeit selbst in der Apprehension der Anschauung erzeuge“. 
Erst im 19. Jahrhundert wurde dieser auf die Vorstellang der Zeit 
gegrtindete Zahlbegriff von einigen Mathematikern (z. B. W.R. Hamil- 
ton) freundlich aufgenommen. 

Die Erweiterung des Zahibegriffs durch die Einfiihrung negativer 
Zahlen war die Folge des Bediirfnisses, die Subtraktion allgemein aus- 
fihren zu kénnen. Eine solchc Allgemeimheit wurde in der Ent- 
wicklung der Algebra schon friih als eme groBe Bequemlichkeit er- 
kannt. Zur Hinfibrung negativer Zahlen durch die Not gedrungen, 
war es den Mathematikern nie gelungen, die Theorie derselben von 
stérenden Paradoxien zu befreien. In der zweiten Hilfte des Jahr- 
hunderts wurden die allgemeinen Erkliérungen negativer Zahlen und 
ihrer Operationsregeln allmablich als unzureichend erkannt, ohne daB 
aber 1m 18. {ahrhundert eine strenge Entwicklung der loyischen Vor- 
aussetzungen erreicht wurde.. Gegen Ende des Jahrhunderts begegnet 
man Forschern da und dort, die den Zahibegriff auf positive Zahlen 
beschrinken méchten, um dadurch die ,,Pfuschereien“ in der. Mathe- 
matik zu vermeiden. Der Kinwand gegen imaginére Zahlen war noch 
stirker als gegen die negativen, obschon alle Mathematiker ersten 
Ranges von beiden ohne. Bedenken bestindigen Gebrauch machten. 

Ein Schriftsteller, welcher wihrend der letzten vierzig Jahre des 
Jahrhunderts in England eime Reaktion gegen den Gebrauch von 


1) La langue dea calcula, p.42. * Gherli, op. cit.T. I, p.2. % Kastner, 
op. cit. 8. 102. *) Kante simtl. Werke, herausgeg. von Hartenstein, ‘III, 
8. 144. : 
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negativen und imaginiren Gréfen in der Algebra hervorzurufen 
suchte und bei einigen gewissenhaften Mathematikern nicht ersten 
Ranges such Anerkennung fand, war Francis Maseres (1731 bis 
1824). Schon friher hatte Robert Simson, welcber 1711 sum Pro- 
fessor der Mathematik an der Universitat von Glasgow ernannt wurde 
und wahrend beinahe finfzig Jahren diese Stelle bekleidete, negative 
Zahlen in der Algebra verworfen'). Maseres schrieb 1758 zu 
London eine in der Gleichungstheorie weiter zu besprechende Dis- 
sertation on the use of the negative sign etc. Er war damals 
fellow of Clare-Hall“ in Cambridge. In dieser und in spiteren 
Schriften sucht er negative, sowie imaginére GrdBen aus der Algebra 
zu verbannen, durch welche die sonst klare und elegante Wissenschaft 
bew3lkt worden sei. Eine negative GréBe definiert er als eine Zahl, 
die von einer gréBeren abgezogen werden soll. Der Ausdruck a —b 
habe keinen Sinn, wenn b> a ist; (— 5)(— 5) =-+ 25 bedeute nur, 
daB 5>< 6 —= 25, ohne Riicksicht auf Zeichen, oder es sei lauter 
Unsinn. So lange er nur im Bereich der positiven Zahlen zu rechnen 
unternshm, muften natirlich alle wirklich negativen Zahlen sinnes- 
widrig erscheinen. 

Die Anfangsgrtinde der Arithmetik, Geometrie und 
ebenen und sphiarischen Trigonometrie von A. G. Kastner, 
welche im gleichen Jahre (1758) zu Gottingen erschienen, enthalten 
eine wirkliche Erweiterung des Zahlbegriffs, obschon die Exposition 
noch immer mangelhaft ist. ,,Entgegengesetzte GrdBen ‘heiBen GréBen 
von einer Art, die unter solchen Bedingungen betrachtet werden, 
daB die eine die andere vermindert“ (L Cap., Art. 90). ,Man kann die ver- 
neinende GréBe als etwas, das von der bejahenden abgezogen werden 
mu8, ansehen, und also mit dem Zeichen — bezeichnen, wenn die 


- bejahende + hat“ (Art. 92). ,,Die verneinende GréBe kann die be- 


jahende tibertreffen“ (Art. 93). ,,Dieses Negative, das tbrig bleibt, 
ist eine wirkliche GréBe, nur der, die. als positiv betrachtet wird, 
entgegengesetzt“ (Art. 94), Die Auffassung, daB eine verneinende 
GréBe ,abgezogen werden muB“, hat bis in das 19. Jahrhundert ge- 
dauert. | 

Von Kastner beeinfluBt, verfaBte Immanuel Kant 1763 eine 
Schrift, Versuch den Begriff der negativen GréBen in die 
Weltweisheit einzufiihren*). ,inander entgegengesetzt ist, wo- 
von Eines dasjenige aufhebt, was durch das Andere gesetzt ist. 


1) C. Wordsworth, Scholae Academicae: Some Account of the Studies at 
English Universities in the 18. Century, 1877, p. 68, 7) L Kant, Sammtliche 
Werke, herausg. v. G. Hartenstein, Bd. Il, Leipzig 1867, 5. 71—79, 
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Diese Entgegensetzung ist zwiefach; entweder logisch durch den 
Widerspruch, oder real, d.i. ohne Widerspruch“ ,Es sind dio 
negativen GréBen nicht Negationen von GréBen, wie die Abnlichkeit 
des Ausdrucks ihn hat vermuten lassen, sondern etwas an sich selbst 
wahrhaftig Positives, nur was dem andern entgegengesetzt ist.“ Seine 
Exposition der Zeichen +. und — ist nicht so gewandt. ,,Da die 
Subtraction ein Aufheben ist, welches geschieht, wenn entgegenge- 
setzte GréBen zusammengenommen werden, so ist klar, daB das — 
eigentlich nicht ein Zeichen der Subtraction sein kénne, wie es ge- 
meiniglich vorgestellt wird, sondern das + und -- zusammen nur su- 
erst eine Abziehung bezeichnen. Daher —4-—5=—-—9 gar keine 
Subtraction war, sondern eine wirkliche Vermehrung und Zusammen- 
thuung von GréBen einerlei Art. Aber +9—5 —4 bedeutet eine 
Absziehung, indem die Zeichen der Entgegensetzung andeuten, daf 
die eine in der anderen, soviel ihr gleich ist, aufhebe.“ 

Um den. Gedankengang in Lehrbiichern in gréferer Ktirze dar- 
stellen 2u kénnen, werden wir die Erklarungen in Eulers Voll- 
stiandige Anleitung zur Algebra (1770) vorfthren und sie kurz 
mit denen anderer Autoren vergleichen. Das Werk ist in populiérem 
Stile geschrieben. Was logische Entwicklung von Grundprinzipien 
anbelangt, kann es aber mehreren anderen Werken dieser Zeit nicht . 
vorgestellt werden. Der Ruhm dieses Lehrbuches scheint uns eher 
dem zweiten Teile, fiber die unbestimmte Analysis, als dem ersten 
Teile zuguschreiben zu sein. . 

In Art. 8 sagt Euler: , Wann zu einer Zahl eine andere hinzu- 
gesetzt oder addiert werden soll, so wird solches durch das Zeichen + 
angedenutet, welches der Zahl vorgesetzt und plus ausgesprochen wird“. 
Art. 11: ,,Wann hingegen von einer Zahl eine andere weggenommen 
werden soll, oder subtrahirt wird, so wird solches durch das Zeichen — 
minus angedentet, welches soyiel als weniger ist, und derselben 
Zahl, welche weggenommen wird, vorgesetzt wird“. Nach dieser Hin- 
fihrung von + und — als Operationszeichen liest man folgendes in 
Artikel 16: ,,Hier kommt also die Hauptsache darauf an, was ftr ein 
Zeichen eine jegliche Zahl vor sich stehen hat; daher pflegt man in 
der Algebra die Zahlen mit ihren vorstehenden Zeichen als einzelne 
GrdBen zu betrachten, und diejenigen, welche das Zeichen + vor sich 
haben, bejahende oder positive GréBen zu nennen, diejenigen aber, welche 
das Zeichen — vor sich haben, werden verneinende oder negative 
GréBen genennet“. Sind nach dieser Erklarung die Zeichen + und 
— noch immer fiberall als Operationszeichen zu betrachten? Hat 
man in den gewdhnlichen Rechenbiichern nicht auch negative Zahlen 
an Stellen, wo das Zeichen — benutzt wird? Kann eine oe Zahl 


Camror, Geechichte der Mathematik IV. 
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zu einer anderen addiert werden? JDartiber gibt der Autor keine 
genilgende Auskunft. 

Die Zeichen + und — in der Algebra immer nur als Operations- 
4eichen ausdrticklich zu erkliren, und sie hernach ohne zulingliche 
Auseinandersetzungen auch zur Bezeichnung positiver and negativer 
Zahlen zu gebrauchen, war ein allgemeines Verfahren in Lehrbtichern 
damaliyer Zeit. Man findet es in den Werken von Clairaut, 
Maclaurin, Thomas Simpson, W. Emerson, William Trail’), 
Bézout, Sauri, Blassitre, Bisch, Birja, .Praéndel,. Karsten, 
Gherli, Paoli, Da Cunha und Bossut. Da bei diesem Verfahren 
die Erschaffung einer neuen Zahlengattung ftir die Verallgemeinerung 
der Subtraktion nicht’ klar hervortritt, ersieht man aus der Bemer- 
kung von Thomas Simpson, daB —a in einem Sinne so unmig- 
lich gei. wie V-— b, da es nicht mdglich sei, a von nichts abzuziehen, 
und der Begriff oder Irrglaube einer GréBe weniger als Nichts sinnes- 
widrig sei. Trail behauptet, eine negative GréBe an sich sei uner- 
klarlich. In einer Pariser Promotionsschrift des Jahres 1774 heibt 
es’): Keine absolute GréBe kann = — a; weshalb die Zeichenregel in 
der Multiplikation nur fir Polynomien gilt. DaB die Moglichkeit 
negativer Zablen von vielen geleugnet wurde, erhellt auch aus einer 
Promotionsschrift gleichen Jahres an der Universitit Kopenhagen, 
worin negative GréBen durch Beispiele erklart werden’). 

In einigen Lehrbiichern werden + und — zuerst zur Bezeich- 
nung entysgengesetzter Zahlen angewandt und dann spiter atill- 
schweigend auch als Operationszeichen gebraucht. Dieses ist z. B. bei 
Saunderson*), Le Blond und Hau8er der Fall. Die zweifache 
Bedeutung von + und — wird aber in einigen wenigen Schriften 
recht sorgfaltig erklart, z. b. in der Traité élémentaire de l’ana- 
lyse mathématique, Paris 1797, von Jacques Antoine Joseph 
Cousin (1739—1800), Professor an dem Collége de France. Das 
Werk wurde von ihm zur Zeit der Schreckensherrschait im SENS: 
nis geschrieven. . 

Bei der Multiplikation ist folgendes bei Euler (Artikel 32) von 
Interesse: » Wir wollen erstlich —a mit 8 oder +3  multipliciren; 

1) Elemente of Algebra for the Use of Students in Universities, 8'¢ Ed. 
1789 (1°* Ed. 1778). Im Dict. of the anonymous and pseudonymous literature 
of Great Britain, by 8. Halkett and J. Laing, Edinburgh 1882, p. 238, wird 
dieses Werk dem Rev. William Trail, Professor der Mathematik am Marishal 
College zu Aberdeen, zugeschrieben. *) Theses mathematicas demonstrabit 
Theodorus Anna Bourrée de Corberon, 1774 ,,Nulla quaatitas absoluta est 
_ ==—a: hine in solis polynomiis obtinet signorum regula". %) 8. A. Chri- 

stensen, op. cit 8. 180. *) Saundersons Algebra, Ubersetet von Griison, 
Halle 1798, I. ‘Teil, S. 102, 123. 





Algebra. 83 


weil nun — a als eine Schuld angesehen werden kann, so ist offen- 
bar, daB wann diese Schuld 3mal genommen wird, dieselbe auch 
3 mal gréBer werden miisse, folglich wird das gesuchte Product — 3a 
seyn.“ Nicht so klar ist der nachste Ausspruch, daB ,wann eime 
positive GréBe mit einer negativen multiplicirt werden soll, das Pro- 
duct negativ werde“, da der Fall, wo +a mit — 6 multipliziert 
werden soll, gar nicht besprochen wird. Euler fahrt fort (Art. 33): 
»yNun ist also noch dieser Fall zu bestimmen fibrig: namlich, wann — 
mit -— multiplicirt wird, oder —a mit —b. Hierbey ist zuerst 
klar, daB das Product in Ansehung der Buchstaben heiSen werde, 
ab: ob aber das Zeichen + oder — dafiir zu setzen sey, ist noch 
ungewiB, so viel aber ist gewis, daB es entweder das eine, oder 
andere seyn mu8. Nun aber, sage ich, kann es nicht das Zeichen — 
seyn? Dann —a mit +6 mult. giebt — ab, und also — «a mit — bd 
mult. kann nicht eben das geben, was —a mit +} giebt, sondern 
es muB das Gegentheil herauskommen, welches nehmlich heiBt, + ab. 
Hieraus entsteht die Regul, — mit — multiplicirt giebt + aha 80 
wohl als + mit +.“ Diese Ausspriiche soll der Leser augenscheinlich 
als einen Beweis der paradoxischen Zeichenregel akzeptieren, obschon 
man dieselben kaum eine Demonstration nennen darf. Euler hatte 
beinahe ebenso gut behaupten kénnen, das Produkt sei — ab,’ weil 
es eben nicht das geben kann, was + a mit + bd gibt; ein SchiuB‘ 
den wir spiter (S. 85) bei Daniel Porro wirklich vorfinden. 
Euler sucht gar nicht zu entscheiden, inwieweit die Operationsregeln 
einfach auf Voraussetzungen beruben und inuwieweit sie wirklich be. 
wiesen werden kénnen. 

Die Beweisfthrungen dieser Regel in anderen Lehrbiichern. 
weichen gewéhnlich von der Eulerschen bedeutend ab. ,Um zu be- 
weisen,“ sagt Saunderson’), ,daB + 4 multiplizirt mit — 3, — 12 
macht, multiplizire man + 4 nach einander mit + 3, 0 und — 3, und 
die Produkte machen eine arithmetische Progression; die zwey ersten 
sind 12 und 0, das dritte also — 12, und das Produkt von + 4 mit 
— § gleich — 12.“ Schreibt man hier ftiberall — 4 und + 12, statt 
+4 und — 12, hat man Saundersons Nachweis, daB -- -— = +. 
Der Leser muB dabei mit dem Satze ,bekannt gemacht worden seyn“, 
daB wenn Zahlen in arithmetischer Progression durch einen Multipli- 
kator, oder wenn eine Zahl durch jede Zahl einer arithmetischen 
Progression multipliziert wird, die Produkie ebenfalls eine arithme- 
tische Progression bilden. Dieser ohne Beweis angenommene Satz 
birgt aber wichtige Voraussetznngen in sich. 


") Saunderson, Aufl. Grison, 179#, I, S. 118. 
&* 
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Die Nachweise von Segner’), Karsten*) und Da Cunha’) ruhen 
auf einem unhewiesenen Satz und setzen zu gleicher Zeit stillschwei- 
gend voraus, daB 1-+b=—+06 und 1-—b=—b ein Teil dessen, 
was die Autoren beweisen wollen. Der Satz lautet: Wenn in einer 
Proportion die zwei ersten Glieder gleiche (oder ungleiche) Zeichen 
haben, miissen ‘die zwei letzten auch gleiche (oder ungleiche) Zeichen 
haben. Es ist 1: a = —b:a(— 6) 1:—a=—b: (—a)b, 
l:a=b:¢.b,1:—a——b:(—a)(— bd). Also miisse + a-— bd und 
—a-+b=—=—ab, aber +a-+b6 und —a-—b=+ ab sein. 

Clairaut betrachtet in seiner Algebra (Art. 43, 44, 45, 60) das 
' Produkt (a — b)(e —d), wo (@ — b) so viel mal zu nehmen ist, als 
in (ce — d) Einheiten sind. Man hat (a —b)c—ac— be. Um aber 
das richtige Resultat zu erlangen, muB man (a —b)d oder ad — bd 
abziehen, wodurch man das wahre Endresultat ac— bc — ad + bd 
erhalt. ,,Es erhellet folglich zugleich, da8 das Glied bd,... das 
Zeichen + hat, da indessen die Buchstaben 5 und d,... das Zeichen 
— haben“ Damit ist aber Clairaut nicht zufrieden. Man muB 
noch sehen,.,ob, wenn zwo negative Gré8en, als — b und — d, keine 
positive GréBe vor sich haben, ihr Produkt noch bd sey“. Zu dem 
Zweck setzt er a=c—O und erhalt —b-— d= +bd. Thomas 
Simpson geht nicht so weit; er betrachtet das Produkt von 
(a — b)(c — d), ohne am Ende a = c =Q zu setzen, und erkennt einen 
Vorzug seines Verfahrens darin, daB Multiplikator und Multiplikand 
beide zusammengesetzte GréBen sind. LEinfache GrdBen, wie —b 
and —c, unabhangig von anderen, seien unmdgliche GréBen, wegen 
der Unméglichkeit, Etwas von Nichts abzuziehen. Es sei deshalb 
licherlich durch - wirkliche Demonstration zeigen zu wollen, was das 


Produkt von —b und —e oder von Y—b und Y—c sein mu, 
wenn man von den Werten der zu multiplisierenden Gréfen keine 
Idee habe. 

William Frend‘) kritisiert das Clairautsche Verfahren a—c =—0 
zu setzen, weil Clairaut das Zeichen — als. Subtraktionszeichen 
definiert habe, und die Subtraktion, in der Abwesenheit eines Minuenden, 
keinen Sinn habe, also —b und —d@ nicht selbstindig existieren 
kénnen. Der Beweis, den‘ wir von Simpson entnahmen, wird von 
Bézout, Sauri, Lhuilier®) und vielen anderen Autoren angegeben. 

Eine zweite weitverbreitete Beweismethode entnehmen wir aus 


ee ee 


1) Segner, op. cit. I 8.48. * Karsten, op. cit. I, §8..77, 79. % Da 
Cunha, Principios mathematicos, Lisboa 1790, p. 101. *) Principles of Al- 
gebra, London 1796, p.514—618. °) Anl zur Elementaralgebra, 1. Teil, Tabingen 
1799, Lhuilier war seit 1795 Professor in Genf. 
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den Vorlesungen von Laplace") 1795. ,,Cette regle, sai er, oe 
sente quelques difficultés.“ Das Produkt von —a mit 6 —.b ist-+ 0, 
dasjenige von —a mit +b ist —ab, weshalb —a-— 6b den Wert 
+ ab annehmen mu8. Diesen Nachweis gaben auch W. Emerson’), 
Maclaurin (5. Auflage), Basedow und Paulus Mako. 

In den zwei letzten Demonstrationen wird dic Natur der still- 
schweigend vorausgesetzten Gesetze leichter wahrgenommen. In beiden 
sollte das distributive Gesetz als logischer Vordersatz angefiihrt sein. 
In allen ,,Beweisen“ der Zeichenregel fir die Multiplikation, welche 
im 18. Jahrhundert gegeben wurden, werden Schliisse gezogen, welche 
auf kein Grundgesetz zurtickgefiihrt werden und deshalb in Wirklich- 
keit keine Deduktionen, sondern blo8 Expositionen einer in der Praxis 
nfitzlich gefundenen Verfahrungeweise sind. 

Ein Werk, welches der Unklarheit in der Auseinandersetzung 
der Grundprinzipien der Algebra seinen Ursprang verdankt, wurde 
von Francois Daniel Porro (1729—1795) von Besangon anonym 
unter dem Titel L’Algébre selon ses vrais principes, & Londres, 
& Paris et & Besancon 1789, veréffentlicht. Friher erschien von ihm 
Exposition du calcul des quantités négatives, Avignon (Be- 
sancon) 1784. Der Autor klagt, in der gewdhnlichen Darstellung 
der Algebra hitten die Zeichen + und — je vier Bedeutungen. Das 
Symbol — bedeute 1) Subtraktion, 2) negative GréBe, 3) Division, 


wie in a’—°, 4) Maltiplikation, wie in ,, = ; , parce que la 





quantité a® précédée du signe —, devient facteur du numérateur en 
changeant son signe“. Auch sei die Multiplikationsregel, —.— gibt +, 
zu verwerfen, denn diese Regel sei die Ursache des Streits tiber 
negative GréBen, Imaginires, den irreduktiblen Fall und Logarithmen — 
neygativer GréBen. Dieses Wbel kénne man dadurch beseitigen, daf 
man annehme +--+ gibt + und —-— gibt —. Diese zwei Prin- 
zipien giben zwei Kalktilssorten, deren jede ihre eigenen Regeln 
hatte. In diesen Schriften hervorzuheben ist wohl der Gedanke des 
Autors, daB Grundoperationen in Algebra hauptsachlich Voraus- 
setzungen sind, und da8 verschiedene Annahmen verschiedene Arten 
der Algebra liefern. 

Die Theorie negativer GréBen wird ‘auch von einem Professor 
der Mathematik an dem Collége national de Toulouse, Gratien 
Olléac, in einer Schrift, Sur des théories nouvelles des 
pombres -opposés, des imaginaires et des équations du 


_— 


) Journal de l'école polytechnique. Septitme et huitidme cahiers. T. Il, 
Paris 1812, p. 80. *) Treatise of Algebra, London 1780. 


> ¢ 


86 Abschnitt XX. | 
troisiome degré, & Toulouse, an II (1794) behandelt. Man solle 
die Wolfsche Idee der Heterogenitét entgegengesetzter Zahlen, der 
zufolge sie miteimander keine Verhaltnisse haben kénnen, als absurd 
fallen lassen und die Descartessche Idee der Realitat der negativen 
sowohl als der positiven Zahlen annehmen. 

An der Universitit Cambridge sowie auch auf anderen Hoch- 
schulen in England hatte Baron Maseres’ arithmetische Auffassung . 
der Algebra gegen Ende des Jahrhunderts viele Nachfolger, denn nur 
durch die Fortschaffang negativer Zahlen glaubte man die Algebra zu 
den auf strenge Beweise gegriindeten Wissenschaften zahlen zu 
diirfen. a 
Uns ist nur eine Schrift bekannt, worin der Standpunkt von 
Maseres kritisiert wird. In einer Schrift On the use of negative 
quantities in the solution of problems by algebraic equa- | 
tions’) beklagt William Greenfield, Pfarrer der St. Andrewskirche 
und Professor der Rhetorik an der Universitat Edinburgh, daB 
Maseres sein Geschick der Umstiirzung, statt der Befestigung, 
der Theorien des Negativen zugewandt habe. Er selber versucht eine 
Erklérung, indem er das Zeichen — immer nur als Subtraktions- 
zeichen ansieht. Wenn ein Problem es erlaubt, eine Unbekannte x 
in zwei entgegengesetzten Lagen anzunehmen, dann wird die Glei- 
' chung, welche die Bedingungen ausdriickt, die z in einer seiner 
Lagen verlangt, und deren positive Wurzeln die Werte von zx fir 
dieselbe Lage geben, zu gleicher Zeit auch, durch ihre negativen . 
Wurzeln, die Werte von x fiir die entgegengesetzte Lage liefern. 
Ahnliches schlieBt ‘Greenfield fir den Fall, wo eine bekannte 
GréBe entgegengesetzte Lagen einnehmen kann. Die Rechtfertigung 
 negativer GréBen beruht also bei Greenfield auf der Kenntnis, da8 
wirklich zwei Probleme auf einmal gelést werden, und man fir beide 
richtige Resultate erreicht. | 

Um den Einflu8 von Maseres auf Lehrer der Mathematik zu 
erkennen, braucht man nar die Lehrbiicher Yon Nicolas Vilant’), 
Professor der Mathematik an der Universitat St. Andrews zu Edin- 
burgh, von, Thomas Manning®) in Cambridge, von W. Ludlam‘), 
_ fellow of St. John’s College“ in Cambridge, zu durchblattern. Be- 
sonders in der Exposition der Gleichungstheorie kommt Maseres’ 
Standpunkt stark zum Vorschein. Ludlam lehrt, daB entgegengesetzte 


1) Trans. of the Roy. Soc. of Edinburgh, Vol. 1, Edinburgh 1788, p. 181 
bis 145. *) Elements of Mathematical Analysis, Edinburgh 1798. *) Intro- 
duction to Arithmetic and Algebra, Cambridge 1796. ‘) Rudiments of Mathe- 
matics dosigned for the use of students at the Universities, 5° Ed., Lon- 
don 1809. 
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GrdBen kein Verh&ltnis hitten. Die Proportion —1:1-«1:—1 werde 
als eine wunderbare Paradoxie angefhrt, da — 1 (eime Zahl weniger 
als 0 und deshalb weniger als 1) zu einer grdBeren sein sollte, wie 
diese gréBere zur kleineren. In diesen Verhiltnissen dtirfe man aber 
nur die absoluten Werte in Betracht ziehen’). 

Nach Maseres war der bekannteste Gegner des Negativen in 
England za dieser Zeit William Frend (1757—1841). Er promo- 
vierte 1780 an Christ’s College in Cambridge als zweiter ,,wrangler“. 
Nachdem er ein halb Dutzend Jahre lang als Tutor der Mathematik 
an der Universitaét gewirkt hatte, wurde er durch die Paradoxien, 
fiber ,Zahlen weniger als Nichts“, tiber —a-—b=—-+ ab, fiber 
imaginire Zahlen, deren Produkt die Einheit ist, zur Verwerfung 
aller negativen und imaginéren Zahlen und zur Vorbereitung eines 
Lehrbuches einer streng arithmetischen Buchstabenrechnung ge- 
fahrt. So entstand sein Werk, Principles of Algebra, London 
1796, mit eimem Oe le tiber Gleichungen von Francis 
Maserca 

Die Argumente, welche diese Gegner der Algebra vorbrachten, 
waren unanfechtbar. Der Ausdruck, negative Zahlen sind ,,weniger 
als Nichte“ oder, nach Newton, ,nihilo winores“, war nicht gehdrig 
definiert und deshalb paradoxisch. Negative Zahlen, definiert als 
solche, die ,abgezogen werden miissen“, waren gewj8 sinneswidrig, 
- sobald der Subtrahend gréBer als der Minuend angenommen wurde. 
Man versuchte in den Lehrbiichern das Unmégliche zu tun, nimlich 
negative Zahien aus positiven Zahlen abzuleiten, ohne die Operation 
der Subtraktion ausdrticklich zu erweitern oder den Begriff ,,weniger 
als Nichts“ zu beleuchten. Eine solche Erweiterung oder Beleuchtung 
hatte die Verallgemeinerung des Zahlbegriffs erfordert. In keinem 
Lehrbuche erschienen aber, negative Zahlen in klarem Lichte, als 
eine willktirliche Erweiterung des Zahlbereichs, oder als eine Annahme 
(Voraussetzung), welche mit der Annahme positiver Zahlen auf 
gleicher Stufe stand und in der Definition selbst die Existenz, nega- 
tiver Zahlen begrtindete. 

Die besprochene Reaktion ist eine eigenttimliche Erscheinung ; in 
der Geschichte der ‘Mathematik. GewiB fehite es dem Robert 
Simson, Maseres und Frend an Einsicht, an einem ins Innere ein- 
dringenden Erkennen. Sonst, statt negative und imaginire Zablen, 
welche nie falsche Resultate lieferten und ‘eine groBe Okonomie im 
mathematischen Arbeiten erzielten, zu verwerfen, wiren sie tiefer in 
die Theorie derselben gedrungen, um ihre logischen Grundlagen zu 


’) Rudiments of Mathematics, 8. 31. 
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entdecken. Der erste, der an der Universitat Cambridge dieses ver- 
suchte und die Opposition gegen die Erweiterung des Zahlbereichs zu ent- 
fernen strebte, war Robert Woodhouse, welcher 1801 in den 
Philosophical Transactions eine Abhandlung fiber Algebra ver- 
Sffentlichte. Eine 1806 dort gedruckte Arbeit aber imaginare Gréf8en 
vom Abbé Buée soll dem Lesen von Frends Algebra seinen Ursprung 
verdanken. Kin Brief von Buée an Frénd fthrt auf diese Ver- 
mutung’*). 

In Deutschland erschien 1795 ein Artikel Uber die Lehre von 
den entgegengesetzten Gréfen*) von Georg Simon Kligel 
(1739—1812), Professor zu Halle, worin der Verfasser nahe daran 
war, einen wichtigen Schritt in der Exposition der Algebra vorzao- 
nehmen. Er fthrt acht Vorschriften fir die gemeinen Operationen 
der Buchstabenrechnung an, welche das distributive Gesetz aus- 
driicken. Z. B. VII: 


(a + b)(c — d) = a(c — d) + b(e— d) = ac — ad + be — bd. 


Es findet sich hier ein Versuch vor, die Formalgesetze der Algebra 
festzusetzen. Ks wird aber angenommen, da in der Formel VII der 
Subtrahend kleiner als der Minuend sei. Jeder Rest und Quotient 
wird ursprtinglich als positiv angesehen. Aus VII erhelle es, daB ein 
Produkt aus zwei Faktoren das Zeichen — erhalt, wenn die I'aktoren 
verschiedene Zeichen haben. 

So lange tiber negative Zahlen keine klaren Begriffe existierten, 
ist nicht zu verwundern, wenn imaginire GréBen allgemein als un- 
méglich angesehen wurden. Euler driickt sich in seiner Algebra 
(Art, 143, 144) so aus: ,,Weil nun alle mégliche Zahlen, die man 
' sich nur immer vorstellen mag, entweder gréBer oder kleiner sind 
als 0, oder etwa 0 selbst; so ist klar, daB die Quadratwurszel. 
von Negativ-Zahlen nicht einmal unter die méglichen Zahlen kénnen 
gerechnet werden.... Von diesen behauptet man also mit allem 
Recht, daB sie weder gréfer noch kleiner sind als nichts; und auch 
nicht einmah! nichts selbsten, als aus welchem Grund sie folglich fiir 
‘ ohnméglich gehalten werden mtissen.“ Hine andere Auffassung findet 
man in einem Werke, Eléments de mathématiques & l’ usage 
des écoles nationales, Toulouse et Paris 1781 (nouv. Ed. Paris, 
an X) von Roger Martin (? — 1811), welcher sich viel Mthe nimmt, 
die Grundprinzipien deutlich darzulegen. Nach Euklid definiert er 
_ die Einheit als den abstrakten Begriff dessen, was irgend ein einziges 


A et ee e 


') A. De Morgan, Trigonometry and Double Algebra, London 1849, p. V. 
*) Archiv d. r. u. a. Math. (Hindenburg), Bd. I, 1795, 8. 809—819, 470—481. 
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Dasein vorstellt, und die Zahl ale eine Menge gleicher Einheiten. 
Irrationale und imaginaére GréBen seien auch Zahlen. Nehme man 


Y— 1 als Einheit, kénne man 2V— 1, 3V— 1 durch Wiederholungen 
erlangen, was fiir den Begriff einer Zahl geniige. ,,Rien n’empéche 
_ done de mettre les imaginaires au rang des nombres.“ 

In einer Schrift, On the arithmetic of impossible quan- 
tities!) gibt John Playfair (1748—1819), der schottische Mathe- 
matiker und* Physiker, eine naive Erklaérung, warum der Gebrauch 
von imaginaéren GréBen zu richtigen Resultaten ftihre. Operationen 
mit imaginéren Schriftzeichen, obschon in sich selbst unsinnig, seien 
Kennzeichen fiir andere, welche Sinn mit sich fithren. Dies werde bei 
der Berechnung von Sinus und Kosinus.in bezug auf den Kreis und 
die. Hyperbel besprochen. Wenn Untersuchungen, die mit imaginaren 
GréBen durchgefiihrt werden, ebenso erfolgreich zur Wahrheit leiten, 
als solche mit reellen GréBen, so kénne dieser Umstand nur einer 
Analogie sugeschrieben werden, welche zwischen den untergchten 
Gegenstinden existiere, eine Analogie, die so eng sei, daB jede Kigen- 
schaft des einen auf den anderen Gegenstand iibertragen werden 
kénne. Demnach kénne jeder Aisdruck, den er beim Kreise abgeleitet 


habe, durch Substitution von Y1 ftir Y— 1, in einen fair die Hyperbel 
giltigen Ausdruck umgeindert werden. Die mit imaginéren Symbolen 
durchgefiihrten Operationen, obschon an sich absurd, dienen als Weg- 
weiser zu solchen, welche verstandlich seien. Diese Abhandlung 
Playfairs machte groBen Hindrack in England, und 1801 fand 
Robert Woodhouse*) es noch nétig, die Unzulanglichkeit dieser 
Erklirung hervorzuheben. 

Eine eigenttimliche Angabe findet man in W. Emersons Trea- 
tise of Algebra, welcher 1780 zu’ London erschien. Auf 8S. 67 heiBt 
es: ,Wenn imaginare Wurzeln miteinander multipliziert werden, geben 
sie immer —, sonst wiirde ein reelles Produkt von unméglichen Fak- 
toren entspringen, was sinneswidrig ware. Also V— a><//— b = V—ab, 
und YW— ax — V—b =— Y— ab, ete. Auch YW—ax)V—a=--a, 
und Y— a> — Y—a='+ a, etc.“ Diese widerspriichlichen Angaben 
werden nicht weiter erklart oder angewandt. Uberhaupt ist die Ent- 
wicklung fundamentaler Begriffe bei Emerson sehr mangelhaft. 

In Huttons Mathematical and Philosophical Dictionary, 
London 1796, wird im Artikel ,Imaginary“ hervorgehoben, da8 man 
fiber die Arithmetik imaginarer GréBen noch keine Ubereinstimmung 


*) Phil. Trans., Vol. 68 for the year 1778, Pt. I, p. 818—843. *) Phil. 
Yrans., 1801, S. 89. 
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erreicht habe. oe schreibe in seiner Algebra (V— 3)*=— 3, 


setze aber V—1-Y—4=—V4=—=2. Wie kénne die Gleichheit oder 
Ungleichheit Pa Faktoren die Zeichen beeinflussen? Er schreibe 


sich 5 - GR -y=i i, woraus Y—1-V—1—Y41 mi sichen 
sei. Uber die Behasuptung von Emezson, daB das Produkt imagi- 
narer GréBen selbst imagmar sein masse, bemerkt Hutton, da8 
die Schriftsteller in ihren Ansichten -hierfiber ziemlich gleich geteilt 
seien. 

Imaginire Zahlen werden in der Geschichte der Gleichungs- 
theorie sehr oft auftreten. Auch spielen sie in der Diskussion itber 
Logarithmen von negativen Zahlen eine hervorragende Rolle. 

Wir lassen nun einige Einzeluntersuchungen folgen. 

Die Zerlegung eines Bruches in Partialbriiche wird von Nicolaus 
FuB in seinen Meditationes circa resolutionem fractionis 
2" /(% @ a)(a — b)(x — c)(a — @) ete. in fractiones simplices, ubi 
simul demonstratio insignis theorematis arithmetici occur- 
rit’) durch einen von dem Verfahren Eulers in seinen Institutiones 
calculi integralis verschiedenen Vorgang ausgefiihrt. FuB sett 
(1), (a /(@ — a)(a — b)(etc.) = a/m —a+ B/x —b +---, multipliziert 
nun mit: (¢ — a) und nimmt z = a, woraus « = a"/(a — b)(a —c)(ete.) 
hervorgeht. Die gleiche Methode ergibt die Werte von £,y,.. 
Multipliziert man beide Seiten von (1) mit z, und setzt 7 = co, hat, 
man l=a+f+---, wenn m-+1 der Anzahl Faktoren » gleich 
ist; wenn aber m+ 1 <n ist, ergibt sch O=a+fPh+--- Letztere 
Formeln enthalten den im Titel angedeuteten arithnstisthes Satz. 

Eine neue Bruchvereinfachangsmethode wurde von Euler in der 
Abhandlung Nova methodus fractiones quasconque rationales 
in fractiones simplices ovener) auseinandergesetzt. Wir 
wahlen das einfache Beispiel eines Bruches 7 ra dessen Nenner den Faktor 


(¢—a)* hat. Man setze a+ und gebe dem Bruch die Form 


B Coa 
ri ostwet 5 =A.(@+ fo rya't--)), 


woraus sich « = ee , f= r oo --- ergibt. Die Methode ist auch 
auf transzendente Pekitans anwendbar. In der Behandlung des 
sin ® 


Bruches 25 — oos® 


werden, im Laufe der Analysis, imaginare 


Acta Acad. scient. imp. Petr. pro anno 1777, pars prior. Petropoli 1778, 
p %1—104 *) Ebends. 1780, pars prior. Petropoli 1788, p. 32—46. 


N 
Algebra. 91 


Winkel eingeftihrt, die von der Unerschrockenheit, mit welcher Euler 
imaginire Grdfen zu gebrauchen gewéhnt war, Zeugnis geben. 

Einen Satz tiber Mittelwerte teilt Johann Nikolaus Tetens 
(1786—1807), Professor in Kiel, in einer Schrift, Beweis eines 
Lehrsatzes von dem Mittelpunkte der Coefficienten in den 
Polynomien') mit. Er sei darauf bei der Berechnung von Leib- 
renten gekommen. Hat man P=a-+bxr+ca'+.---+¢2™" und 
p(at+btet+---+é —b4+2ce+3d+---+ mt, auch = « 
+ But yxri+---12z™, wo v(at+Bt+---+r)=B+2yt---+anr, 
dann hat man in PIT= A+ Ba+---+ Ta", (ut+v)\(A+B+---+T) 
= B+2C:-+.---mnT. Dann folgen Betrachtungen fiber das Durch- 
schnittsglied. . 

Burja’) schlagt fir den Elementarunterricht eine Methode zur 
Logarithmenberechnung vor, welche direkter sei als die dlteren 
Methoden und geringere Kenntnisse voraussetze als die Reihen- 
methode. Sie besteht in der sukzessiven Ausziehung der Quadrat- 
wurzel von 10, der 5. Wurzel dieser Quadratwurzel, der Quadrat- 
wurzel des letzten Resultats usw., um dadurch die Zahlen zu finden, 
deren Logarithmen 0,5, 0,1, 0,05, 0,01, 0,005 usw. sind. Durch Kom- 
bination dieser Resultate kann irgend. ein Logarithmus im Briggschen 
Systeme gefunden werden. In einer anderen Schrift, Essai d’an 
nouvel algorithme des logarithmes*) schlagt er den Logarithmus- 
kalkiil als eine den sechs primitiven Operationen der Arithmetik 
(Addition, Sabtraktion, Multiplikation, Division, Potenzierang, Wurzel- 


ausziehung) anzureihende Operation vor, und bezeichnet mit ¥ = 


eine Zahl a, deren Logarithmus, zur Basis 6, m ist. 

Christian Kramp (1760—1826) entwickelt in eimer Abhand- 
lung, Fractionum Wallisianarum Analysis‘, einen Kalkil fir 
die Berechnung der Werte von Briichen wie der von Wallis ge- 


_ brauchte Ausdruck von = . Kramp schreibt a(a+)(a+2»)--. 

(a+nv—v) 80 a", wo x an dieser Stelle nur als Separations- 

zeichen dient. Er erhalt a"*’ — (a + nv)™*" = a"*” = (a+ my)**” 
: . b—a. b—a 

und, wenn a@+ny=b, a®*” -- $"*" = a” ae (a + my) , 

Nimmt man b — a = @ und m unendlich groB, dann wird a(a +) 

a 


: d 
(a+2y) etc. in inf.—(a+d)(a + d+) ete. in inf. = a?” = (co v)”, 


*) Leipziger Magazin fir r. u. a. Math. Hindenburg), 1787, 8. 65—62. 
*) N. Mémoires de l’acad. roy. des sciences, 1786-1787, Berlin 1792, p. 488—478. 
*) Ebenda, 1788 et 1789, Berlin 1798, p. 8300—825. *) Nova Acad. Elect. 
‘ Moguntinae scient. utilium, ann. 1797—1799, Erfurti 1799, p. 257—292. 
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Nun wird a™*” in die Reithe entwickelt a™(1 + Aa-'» + Ba-'s* + 
etc.,.wo A—m(m + 1) = (m— 1) +-2(m+1), 2B+(m—1)(m+ 1) 


= A(m—1)+2(m+1— =? etc., oder, wenn diese "divergiert, in 
- die Reihe U(1 + Au + Bu?+---), wo w=v~(a+nv) und 
U = a"**(a+ nv)" ~ (a+ myv)"*", Auf den Bruch cae teen 


etc. angewandt, wird dessen Wert gt**.2-4"* berechnet. Wenn 


man in 
snmx mm i—m i+m 2—m 2-+m 


Se 0 ete 


sin nx m 1—n 1l+n 2—n 2+ : 








fiir n, + —n, und fir m, = — m schreibt, hat man einen ahnlichen 


. Bruch, ‘der, far m=, einen Ausdruck fir tan ma liefert, welcher 
Kramp neu zu sein glaubt, da dem bertihmten Pfaff, in seinem Werk 
Beitrage zur Summationslehre, die Herleitung einer solchen 
Form nicht gelungen sei. 

Wichtige Untersuchungen wurden von Waring in England vor- 
genommen. 

Edward Waring (1734—1798)") wurde bei Shrewsbury ge- 
boren, ging 1753 anf das Magdalen College in Cambridge, wo er 1757 
promovierte und ,senior wrangler“ ward. Er wurde 1760, bevor er 
durch Erlangung. der Magisterwtirde sich qualifiziert hatte, zam 
Lucasianprofessor der Mathematik in Cambridge erwihlt. Francis 
Maseres war sein Rivalkandidat. Wegen seiner Jugend fand Warings 
Kandidatur Opposition. Um seine Fahigkeiten zu zeigen, sandte er 
vor der Wahl das erste Kapitel seiner Miscellanea Analytica 
herum, welches von William Samuel Powell wegen einiger unbe- 
deutender Fehler angegriffen wurde. Es erschienen mehrere Streit- 
schriften. Waring wurde in diesem Streite von seinem Freunde, John 
Wilson vom Peterhouse College, unterstiitzt. Seine Miscellanea 
analytica de sequationibus algebraicis et curvarum proprie- 
tatibus wurde 1762 zu Cambridge veréffentlicht, seine Meditationes 
algebraicae 1770, seine Proprietatis algebraicarum curvarum 
1772, seine Meditationes analyticae 1776. Diese Werke ent- 
halten viel Neues, sind aber in der Darstellungsmethode sehr mangel- 
haft. Er soll in Cambridge keine Vorlesungen gehalten haben. Seine 
tiefen Untersuchungen waren zur Mitteilung durch Vorlesungen nicht 
geeignet, sagt Dr. Parr. Wearing soll gestanden haben, daB er in 
Kngland, auBer in Cambridge, von niemandem je gehért habe, der 
seine Schriften gelesen und verstanden habe. Mit Mathematikern des 


1) Dictionary Nat. Biog. (L. Stephen). 
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Festlandes scheint er wenig in Briefwechsel gewesen zu sein. Im 
Jahre 1782 bemerkte er, daB er 1763 ein Exemplar seiner Miscel- 
lanea an L. Euler, und 1770 Exemplare seiner Meditationes 
algebraicae an D’Alembert, Bézout, Montucla, Euler, La- 
grange und Frisi geschickt habe. Aber nur Frisi habe den Empfang | 
des Werkes bestaétigt'). in seinen Schriften erwihnte aber La- 
grange 1771 die Verdienste Warings. -Die Meditationes alge- 
braicae seienein ,ouvrage rempli d’excellentes recherches“*). Waring 
wurde 1763 als Mitglied der Royal Society of London aufgenommen, 
aber schon 1757 schickte er,.wie er selber erzahlt*), einige Unter- 
-suchungen ein, welche er zur Zeit seiner Kandidatur 1759 drucken’ 
lieB. Unter diesen soll eine Methode, die Anzahl imaginérer Wurzeln 
in der Quartic und Quintic und in 2* + Az™+ B=O zu finden, ge- 
wesen sein‘). Es ist wahrscheinlich letztere Mitteilung, welche 1764 
von der Royal Society gedrackt wurde®). Ohne Beweis fihrt er dort 
Satze fiber die Anzahl komplexer Waurzeln der Gileichungen 
+g —rzt+s=0, 24+ q2z'— re +sx—t—0 an. Ist in der 
Quartic der Ausdruck 256s? — 128 q's? + (144 r°q + 16 q*)s — 27 
vr“ — 4r'q® negativ, so existieren zwei imaginare.Wurzeln; ist dieser 
Ausdruck positiv, und entweder — q oder g* — 48 negativ, dann sind 
alle Wurzeln imaginar; verschwindet dieser Ausdruck, und ist ent- 
weder — q oder g* — 48 negativ, so sind die zwei ungleichen Wurzeln 
imaginér. Abmnliche, aber viel weitliufigere Ausdriicke sind far die 
Quintic angegeben®). Waring war der erste, ein solches Kriterium 
fiir die Quintic abzuleiten. Dieses ist durch eie von ihm erfundene 
Transformation erzielt wordén, wodurch eine Gleichung deduziert wird, 
deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeldifferenzen der vorgelegten 
Gleichung sind, um dadurch notwendige, sowie auch hinreichende Be- 
dingungen fir das Vorhandensein imaginaérer Wurzeln zu erhalten. 
In den Miscellanea analytica, 1762, 8.17, werden die drei ersten 
Glieder der allgemeinen transformierten Gleichung ohne Ableitung an- 
gegeben. Wenn die Zeichen detselben bestandig abwechseln, habe 
die vorgelegte Gleichung keine imaginéren Wurzeln. Dieses berthmte 
. Verfahren hat spiiter Lagrange unabhingig ausgearbeitet. In seinen 
nachfolgenden Werken hat er aber Warings Prioritét angezeigt"). 
Waring fiangt in dep Miscellanea analytica mit der Ab- 
") Meditationes algebraicae, Ed. tertia, 1782, p. XXI. . *) Lagrange, 
Ocuvres, T. If, p. 870. 5) Med. alg. 1782, p. XXVIII. 4) Phil. Trans. (London), 
- Vol. 77, 1787, p. 71. Vel. Med. alg. 1782, p. 91. = °) Phil. Trans., Vol. 68. For 
the year 1768, London 1764, p. 294—298. *) Abgedruckt in Med. alg. 1782, 


p. 85, und in Lagrange, De la résol. des équat. num. Note III. ) De la 
résolution des équations numériques, Paris, An VI, Note III. 
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leitung seiner Formel ftir die Potenzsummen der Wurzeln an. Sie 
unterscbeidet sich von den Newtonschen dadurch, daB statt durch 
rekurrierende Darstellung eine Summe s, durch Summen niedrigeren 
Grades, 3,_1, 8,9,--+-, 2u berechnen, sie die Summe ganz unabhingig 
‘von frtiheren Ergebnissen darstellt. Auch fihrt Waring eine Formel 
fir die Darstellung eines Koeffizienten der Gleichung durch die 
Potenzsummen §&,, S,... an. Gleichfalls als Waringsche Formeln - 
bekannt sind diejenigen’), mittels welcher man beliebige ganze sym- 
metrische Funktionen mit Gliedern «*B*,°d*e usw. direkt als Funk- 
tionen der Gleichungskoeffizienten ausdriicken kann. . Er skizziert 
dann das Verfahren, mittels symmetrischer Funktionen eine Gleichung 
za finden, deren Wurzeln irgend eine gegebene Relation zu den. 
Wurzeln einer oder mehrerer gegebenen Gleichungen haben. Durch 


: 1 

die Annahme v= 2%* kénne man dasselbe zur Wegschaffung von 
° 1 

Radikalen 2" anwenden. Um imaginire Wurzeln einer Gleichung 


a?” — pxin-1 4 gzin-? — rain-3 + etc. = 0 zu‘entdecken, gibt er 
ohne Nachweis die Regel 8. 18: Man eliminiere » aus den zwei Glei- 
chungen 2#0*"-! — (2 — 1) pvu?*-* + (2% — 2)qui*-* — ete. = 0 
und ¢?" — po**—* + go?*—? — etc. == w; weun in der resultierenden 
Gleichung w?*-1— Pw**-?+ Qwi"—‘— etc. = 0, P, Q, etc. alle positiv 
sind, habe die vorgelegte Gleichung keine reellen Wurzeln. Um die 
Grenzen von Wurzeln zu bestimmen, transformiert er die gegebene 
Gleichung in eine andere, deren Wurzeln die reziproken Wurzel- 
differenzen 1/(a — B), 1/(@ — y), 1/(@ — 4),. ete. der vorgelegten Giei- 
chung sind. Diese Methode wurde spiter von Lagrange wieder er- 
funden *). ; - 
Waring nimmt Warzelformen wie — 


a=Va+V—e +Va—V—o | 
an, und berechnet durch Wegschaffung der Radikalen die entsprechende 
Gleichung. Mit einer solchen Auflésungsmethode hatte Euler schon 
1732 (Bd. IL’, 8.574) experimentiert. [iir die Quartic machte Waring die 
Annahme’) «= Va+VB+ Vy und leitet die kubische Gleichung 
zur Bestimmung von «, f, y ab. Fir die Quintic macht er die ganz 
Ghnliche Voraussetzung*) <= V/oe41Vp+YVy+Vé und 1a8t dann 
die unklare Bemerkung folgen: ,Ich habe durch Berechnung gefunden, 
daB die biquadratische Gleichung, deren Wurzeln a, B, y, 0 sind, not- 


1, Misc. analyt., p. 8. *) Lagrange, op. cit., Note IIL. 5) Misc. 
analyt., p. 45. *, Ebenda, p. 47. 
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wendig irrationale GréBen habe, und daB die vorgelegte Gleichung 
durch diese Methode nicht auflisbar ist"). Was sollen irrationale 
GrdBen hier bedeuten? Waren nach der® Ansicht des Verfassers 
Irrationale anderer Natur als Radikale? Oder griindete er seinen 
Einwand gegen irrationale Koeffizienten der Quartic auf die schein- 
bare Unmiglichkeit dieselben zu berechnen? Da8 die Auflésung von 
Gleichungen gewéhnlich auf der Lésung von Hilfagleichungen héherer 
Grade beruht, davon hat sich Waring durch seine Beispiele von 
Gleichungen, welche vorgelegte Wurzelformen haben, tiberzeugt’). 
Waring schligt aber noch eine andere Wurzelform vor, welche 
einize Jahre spater auch Euler und Bézout benutzten. Mit lako- 


nischer Ktrze sagt Waring‘): ,Aufzulésen 2=—aVp + dV p? 
+cVpi + dVp*... AVp"-* + BYp*-* + CVp"-? + DVp*-). Man 


rotte die irrationalen Gré8en aus und erhalte 
ao—n>x<aD+bC0+cB+ dA, ete. z"-? + etc. = 0. 


Daraus kann man die Auflésang kubischer Gleichungen entnehmen.“ 
Letztere Lésung wird durchgefithrt. 

Im 18. Jahrhundert beschiftigte sich die Pariser Akademie der 
Wissenschaften dreimal mit der Bestimmung der Anzahl :maginiérer 
Gleichungswurzeln. Das erstemal 1743, als de Gua eine Ab- 
handlung mitteilte; das zweitemal, als Fontwine seine Resultate vor- 
legte, und das drittemal, als 1772 du Séjour seine Studien verdéffent- 
lichte. Die Untersuchungen von de Gua und die erste Schrift von 
Fontaine sind schon im dritten' Band dieser Geschichte besprochen 
worden. Eine zweite Arbeit des Fontaine, L’art de rdsoudre les 
équations, wurde 1764 verdffentlicht‘). Es ist ein langer Aufsatz, 
welcher die Methoden seiner ersten Schrift auch auf Gleichungen 
4. und 5. Grades anzuwenden sucht. Er zahit fir quartische Glei- 
chungen 617 mégliche Falle auf. Sein Verfahren ist fiir praktische 
Zwecke ungeeignet und von theoretischer Seite, wie Lugrange®) her- 
vorgehoben hat, unbefriedigend. 

In emer Abhandlung De functionum algebraivarum integra- 
rum factoribus trinomialibus realibus commentatio®’) nimmt 


Franz Ulrich Theodor Aepinus (1724—1802) die Wurzelexistenz 
stillschweigend an und zeigt, daB, wenn 2 + m+n V—1 ein Faktor 


t) Man sehe auch Meditationes algebraicae, 1782, p. 182, 183. *) Miscel- 
lanea analyt., p.47. *°) Ebenda, p. 44. ‘) Mémoires donnés a l’acad. roy. des 
sciences, non imprimés dans leur temps. Par M. Fontaine, de cette académie, 
Paris 1764, p. 4823—588. °) De la résol. des equat. num., Note VII. ‘°) Novi — 
Comm. acad. Sc. imp. Petropolitause, Tom. VIII, 1760 et. 1761, Petropoli 1788, 
p. 169—180. 
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von 2™+ aa™ti4..., es x+m—nYV—1 atch ist. Dabei wahblt 


er far m + #V— 1 die trigonometrische Form «(cos + sin® V— 1), 
so daB 

x” = a (cosv® + sinyd Y— 1). . 
Durch Substitution des Wertes von zx ergibt sich die Gleichung 
P+@QV—1=0 wd P=Q=0, worauf dann folgt, daB «= 
a(cosd — sind Y— 1) die Relation P— QY—1 liefert und des- 
halb eine Wurzel der vorgelegten Gleichung ist. 

In der Abhandlung De Resolutione aequationum cuiusvis 
gradus‘) macht L. Euler emen seiner Abhandlung*) von 1732 &hn- 
lichen Versuch, die allgemeine Auflésung algebraischer Gleichungen 
zu finden. Wie vor dreifig Jahren, so glaubt er jetzt aus der Tat- 
sache, daB eine quadratische Gleichung durch die Ausziehung von 
Quadratwurzeln, eine kubische Gleichung durch Ausziehung von 
Quadrat- und Kubikwurzeln, und eine Gleichung vierten Grades durch 

- Ausziehung biquadratischer Wurzeln gelést werden kann, annehmen 
zu diirfen, daB sich die Wurzelform einer Gleichung #™ Grades 
durch Radikale nicht héher als #** Ordnung ausdriicken _lasse. 
Statt aber, wie 1732, fiir eine solche (vom zweiten Gliede befreite) 
Gleichung die Wurzelform von n — 1 Gliedern 


c= Vo+VB+Vr+--: 


anzunehmen, stellt er jetzt einen allgemeineren, gewisse Schwierig- 
keiten der alteren Form vermeidenden Ausdruck auf, 


s=wt+AYo+ BYor+---+ QVor-}, 
wo w eine rationale Zahl ist, und ,,A, B,..., Q entweder rationale 
GréBen oder mindestens keine n* Wurzel enthalten“. Er hoffe, da8 
diese Form allen Anforderangen gentige, da die tibrigen Waurzeln da- 
durch bestimmt sind, da8 man fir VY» nacheinander alle Werte von 
V1» einsetzt. Die Voraussetzung, daB A, B,..., Q im allgemeinen 
algebraische Zahlen seien, ist in unserer Zeit als unméglich anerkannt. 
Euler zeigt, daB die Wurzeln der Gleichungen der ersten vier Grade 
sich auf diese Weise ausdriicken lassen. Durch die Tatsache, daf 
alle damals bekannten, auflésbaren Gleichungen diese Wurzelform 
besaBen, ist Euler von der Richtigkeit seiter Annahme itiberzeugt. 
wAus diesen Griinden“, sagt er, ,ist die neue Wurzelferm zur héchsten 
Wahrscheinlichkeit erhoben.“ Bemerkenswert ist es noch, daB Eulers 
Form in etwas praziserer Fassung die Grundlage des Abelschen Be- 


t) N. Comm. Petr, T. IX, pro annis 1762 et 1768, p. 70—98, —*) Diese 
Vorlesungen, Bd. MI, 2. Anfi., 8. 574. 
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weises der Unméglichkeit der algebraischen Auflésungen héherer 
Gleichungen bildet'). In der Auflésung der vom zweiten Ghiede be- 


freiten biquadratischen Gleichung setzt Euter «= AVv + BYot 
+ CYo* und findet dann die Gleichung vierten Grades, welche diese 


- Wurzelform hat. Quadriert man beide Seiten von — BYe = AV» 


+CYe®, so erhailt man 2?—2BrYVv+ Bo = A*Vv+2A4Co. 
+ C's Vv oder 2? + (BF—2AC)o = 2BeVo + (A? + C%e) - Vo. 
bao man abermals, so erbilt man die rationale Gleichung 

= 2(B?+ 2 AC) va? + 4(A?+4+ 0%) Bog +--Ato — Bry? + Cto® + 
tame 2 A?C?y*, Wenn a = Y— 1, b = — 1, c= — V— 1, dann 
sind die ani fibrigen Wurzeln dieser Gleichung 7 = AaYo o-+ Boe 
+CcVo, 2=Abpo+ BY? + CoV, 2=Acfo+ BoYor+ 
Ca Vo. Ist nun die gegebene-Gleichung 2‘ = A'z?+ Bx+C, so kann 
man die Werte von A, B, C,v durch die Gleichungen A’ = 2(B* + 2-4 C)», 
B = 4(A?+ Cv) Bo, C =(A? + C%)*0 — (B89 +2 AC) 0° +8 AB Cot 
bestimmen. Setzt man B= 1, so erhilt man die kubische Gleichung 
fir die Bestimmung yon », namlich, 


oS A + (C+ Ao B= 0. 
Die vier Wurzeln gibt Euler in dieser Form: 
= Vo +—-VB Yo + 2 A'v — 40%, 
2Yo 
2 Vo— 1. VB Vedado ae 
t= — o+sV—B Vo +2A’v — 403, 


Euler wendet diese Methode auf die Gleichung finften Grades 


(= Ae + Boi'+Cx+D an. Die angenommene. -Warzelform ist 


nun ~= AVo + BY a? v+C Vo o> + DV v4 Das obige Verfahren be- 
folgend, bildet er vier Gleichungen fiir die Bestimmung der Werte 
von A, B, C, D, v. Die Elimination von A, B, C, D fihrt er aber 
nicht durch. Er hatte eine Gleichung des vierundzwanzigsten Grades 
in » gefunden. Es folgen nun Bemerkungen, die wir in deutscher 


—— /—— 





*) VgL J. Pierpont, ,,Zur- Geschichte der Gleichung des V. Grades (bis 
1858) in Monatsh. f. Math. u. Phys. VI. Jabrg., Wien 1896, S. 28. 
Canton, Geschichte der Mathematik IV. 1 
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Ubersetzung wiedergeben: ,.Wena nun gegenteilig die GréBen A, JB. 
C, D, sowie der Buchstabe », darch die Koeffizienten 4’, B, C’, D 
bestimmt werden kiénnten, hitte man die allgemeine Auflésung aller 
Gleichungen ftnften Grades. Aber gerade darin liegt die gréBte 


Schwierigkeit, da kein Weg offen steht, die Buchstaben A, B, C, D,. 


von welchen zwar einer nach Willktir angenommen werden kann, 
nacheinander so zu eliminieren, daB eine Gleichung mit einer ein- 
zigen Unbekannten v und den gegebenen Werten 4’ BC’ D’ entstehe, 
die auch keine iiberfliissigen Wurzelzeichen einschlieBe. Wir dfirfen 
gewiB vermuten, daB, wenn diese Elimination richtig durchgefthrt 
ist, man endlich eine Gleichung vierten Grades erhalten wird, welche 


den Wert von v selbst festsetzt. Denn wenn die Gleichung einen - 


héheren Grad erreichte, dann wtirde der Wert von » selbst Wurzel- 
zeichen desselben Grades enthalten, was verstandeswidrig erscheint.“ 
Auf Spezialfille ibergehend nimmt er 1) C = — 0 = und er- 


halt die auflésbare Gleichung 2° = 5 Pa" +5 Qa +2 c+3 ,2)B 


C —Q-an und erhilt die Gleichung 2° = 5 Pz’ — 6 P*z : D, deren 
Auflésung schon friher De Moivre gezeigt hatte, 3) die Koeffizienten 
A’, B, C, D’ als gewisse rationale Funktionen fdnf neuer GréBen 
an und erhilt eine Gleichung, deren Wurzeln bekannt sind. 

Diese Abhandlung wurde 1785 von Graf Franz Schafgotsch’) 
und 1791 von J. A. C. Michelsen”) in das Deutsch tibersetzt. Kin 
mithevoller Versuch ‘Schafgotscha, die von Euler angedeutete Resol- 
vente zu finden, blieb ohne Erfolg. 

Ungefaéhr zu gleicher Zeit erschien eine andere Haevoeragaads 
Arbeit, Sur Plusieurs Classes d’Equations de Tous les Degrés, 
le admettent une solution algébrique’), aus der Feder von 
‘Etienne Bézout. Er geht von der Idee aus, da8 alle binomischen 
Gleichungen auflésbar sind. Wenn es deshalb méglich wiire, alle 
Gleichungen in binomische zu transformieren, hatte man das Ziel er- 
reicht. Er erklairt seine Methode durch kubische Gleichungen und 
nimmt dann das Studium derjenigen n™ Grades auf. Es sei 
2° + pxi+ qz +r =O die vorgelegte Gleichung. Man setze y® +h = 0 
und (c+ b6)y=2+a. Letztere Gleichung wird so gewahlt, daB die 
Elimination von y zwischen den zwei letzten eine kubische Gleichung 
gibt, die mit der vorgelegten verglichen werden kann. Man erhilt 


') Abh. d. Béhmisch. Gesellech. d. Wiss., Prag 1785, S. 177—286, 1. Abteil. 
”) Theorie der Gleich. aus den Schriften der Herren Euler u. de Ia Grange, 
Berlin 1791. *) Histoire de l’Acad. Roy. des Sciences, Année 1762, Paris 1764, 
p. 17—78. 
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| 24 30%h ‘40% a... 
auf diese Weise p= a+ ue q=: sf dati pp a oad Elimmiert 


ith +h? i+-h 
man h, dann hat man p(a+b)—3ab—q und p(a* + ab + B*) 


— 3ab (a+ +b) = 3,y, woraus man weiter erhilt a+ b= 7 und 


c= a _ Es sind nun a und 6 die zwei Warzeln der Glei- 





ab = 


chung q? — 22 — Mai 4) Man hat jetzt y° = — A= ?—*¢ 











= 3 p’—8q 
und 7 = i , Woraus sich endlich 


p— 3b 


t—— P+ GV [Go—2)(b—2) + 4V [@o-—p)(8d—p) 


ergibt. Diese Methode verfolgend, sucht er nun die Bedingungen 
daftr, daB die Gleichung »'™ Grades sich in eine binomische transfor- 
mieren lassa, Er nimmt y* + h = 0 und y = =e an, und eliminiert 


y. Er erhialt eine Gleichung »** Grades in z, worin er das zweite 
Glied gleich Null setut und so h—— ,- erhilt. Alle Koeffizienten 


der resultierenden Gleichung sind rationale Funktionen von a und 8. 
Es kénnen deshalb die zwei Koeffizienten des dritten und vierten 
Gliedes willktrlich angenommen werden, wonach sich alle tbrigen 
als Funktionen dieser zwei ausdriicken lassen. Dies sind die ge- 
suchten Bedingungen. In der Anflésung einer Gleichung »" Grades, 
welche diesen Bedingungen entspricht, lése man anfangs eine quadra- 
tische Gleichung, deren Wurzeln a und 6 sind.’ Dann kénnen } und 
y berechnet werden, sowie xz. Die allgemeine algebraische Auflésung 
von y*+hk=0 kannte Bézout nicht; er verfolgte die De Moivre- 
sche trigonometrische Behandlungsweise. Er untersucht dann die 
Gleichungen, deren Wurzeln die Form x = V/a"-1b + Va"-*b?. n <8, 
haben, und zeigt, da8 der irreduktible Fall, wo a und b imaginir 
sind, fir z reelle Werte gibt. 

Bézout setzt’ seine Untersuchungen in einer zweiten Abhand- 
lung, Sur la résolution générale des équations de tous les 
degrés') fort. Unterdessen ist ihm Kulers Arbeit von 1762 bekannt 
geworden. Sein jetziges Verfahren lé8t sich aus seiner Behandlung 
der biquadratischen Gleichung ersehen. Er setzt yf—1l=—0 und 
ay’ + by +cy+2=0. Multipliziert man letztere mit y, y’,.., 
erhalt man 


1) Histoire de l’Acad. Roy. des Sciences Année 1765, Paris 1768, p. 6383 
bis 552. 


q* 


100 Abschnitt XX. 
ay* + by? + cy +2 =—0, 
by +cy +azyt+ta—0, 
cy +zy'+ay+b=—0, 
ry + ay* + by +e =—0, 


aus welchen sich durch Elimination von y', y’, y eine Gleichung 
vierten Grades in z ergibt. Vergleiclt man-deren Koeffizienten mit 
p,q 7 in + pz*'+qzr+r—=0, so hat-man die Bestimmungsglei- 
ehungen 4ac+2b?=—p, 47> +4b89=—q, a+ —— Zate? 
+ 4ab'c =—r. Sucht man nun a und ¢ zu berechnen, so erhalt 
man eine Gleichung des 24°" Grades; sucht mn aber zuerst b, dann 
hat man eine des 6° Grades, die als eine kubische angesehen werden 
kann. Die Werte von 2 erhalten die Form 


r=—a—b—e, 

tx=+a-—b+4+¢6, 

r=+aVY—1+b—cY—1, 
=—aV—1+b+4cy—1. 


Wenn der Exponent » eine zusammengesetzte Zahl ist, wird ein 
zweites, etwas kiirzeres Verfahren beschrieben. Die Bestimmungs- 
gleichungen fiir den Fall » =5 findet Bézout abschreckend. ,,Ob- 
schon ich diese letzten (Gileichungen auf mehrere Weisen verandert 
und verschiedene Mittel zur Abkiirzung der Elimination gefunden 
habe, bin ich doch noch nicht imstande, die SchluBresultate anzu- 
geben.“ Auch sagt er: ,Durch den Vergleich von Eulers Abhand- 
Jung mit der meinigen sieht man, dab, vubschon beide Methoden zu 
den gleichen Resultaten fiihren, wir voneinander bedeutend abweichen 
in der Schitzung des ‘frades der Gleichung, auf welcher die Auf- 
lisung der vorgelegten Gleichung beruht. Dieser gelehrte Analyst 
wlauht, dieser Grad sci immer niedriger als der der vorgelegten Glei- 
echuny; ich glaube im Gegenteil, er ist immer viel héher, daB aber 
di tr! itumg keine anderen Schwicrigkeiten als jene aller niedrigeren 
(irsd aitaBt“ Der Grad dieser Resolventen sei »(n — 1)---2-1, 
mol Jor Exponent der Unbekannten jedes Gliedes sei ein Vielfaches 
von a, Die (iréBen a, b,c. ... nennt Bézout codfficiens indéter- 
1:1 «t, chee eine Meinung zu auBern, ob sie algebraisch seien. 

['. I'lon'nationsinethode, welche heutzutage die EKulersche ge- 
uinnt weed, ist in seiner Schrift Nouvelle méthode d’éliminer 
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les quantités inconnues des équations’) erklart. Er zeigt den 
Gedankengang zuerst an den speziellen Gleichungen s* + Pz + Q =0 
= (¢ — w)(#-+ A) und 2°+ ps?+qz+ r= 0 = (¢ — w) (87+ a2 + b), 
wo w die gerheinsame Wurzel und A, a, b unbestimmte Koeffizienten 
sind. Daraus folgen 


" (2? + Pe + Q)(e* + as + b) = (2° + ps? + gz +1) (s + A), 


und die Bestimmungsgleichungen P+am=p+A, 9+ Pa+b= 
q+pA, Pb+ Qa=qA+r, Qb=rA, welche durch Elimination 
von A, a, 6 das erwiinschte Resultat liefern. 

Wilhelm Otto Reitz (1702—1768), ein Lehrer in Rotterdam 
und Middelburg, verdffentlichte eine Schrift) tber die Auflésung der 
Quartik, worin er Kunstgriffe angibt, um Falle zu lésen, wo durch 
Addition eines Trinoms a*z?+ 2abx + b® zu beiden Seiten, die Seiten 
Quadratformen annehmen kénnen. 

Bézouts Untersuchungen itber die algebraische Auflésung von 
Gleichungen fihrten ihn zu dem Eliminationsproblem. Er fand, daB 
' Newtons Eliminationsmethode, durch Aufsichung des gréBten ge- 
meinschaftlichen Teilers, dfters fremde Lésungen gibt; daB das Ver- 
fahren von Euler und Cramer, durch symmetrische Funktionen, 
nur auf zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten auf einmal anwend- 
bar ist. Im Falle mehrerer Gleichungen miisse man sie paarweise 
nehmen und die Endgleichung sei héheren Grades als’ notwendig ist. 
In einer Abhandlung Sur le deygré des équations résultantes de 
Pévanouissement des inconnues*) fingt Bézout mit einem 
Lemma an, um die Resultante von » linearen Gleichungen mit -» Un- 
bekannten zu finden. Sind a, b, ¢, d,... die Koeffizienten der ersten 
Gleichung, a, 0’, c’, d,... und a”, b”, c’, d’, ... diejenigen der zweiten 
und dritten Gleichung usw., dann bilde man die Permutationen ab, 
ba und schreihe ab — ba. Mit diesen zwei und ¢ bilde man alle 
méglichen Permutationen und beachte einen Zeichenwechsel, wenn ¢ 
in ab oder ba seine Stelle andert. Man hat abc — ach + cab — bac 
+ bea — cba. Auf gleiche Weise verfahre man mit dem Buchstaben 
d-und den dbrigen Koeffizienten der ersten Gleichung. Setzt man 
den letzten Ausdtuck gleich Null, so hat man die Bedingung, daB die 
vorgelegten Gileichungen simultan seien. Diese Polynomen sind 
Determinanten, die durch eine einfache Regel niedergeschrieben 
werden kénnen. Bézout schreitet dann .zur Elimination zweier Un- 


1) Histoire de l’acad. roy. des sciences, année 1764, Berlin 1766, p. 91 bis 
104. *) Verhandelingen uitgegeeven door de Hollandsche Maatsechappye «er 
Weetenschappen, te Haarlem, [X Deels III. Stuk 1767, 8. 1—48. 5) Histoire 
de l’acad. roy. des sciences, année 1764, Paris 1767, p. 288—838. 
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bekannten aus zwei Gleichungen m* und m’*" Grades, indem er die 
erste Gleichung mit einem Polynom M’2*-!+ N’2*-!4..-. multi- 
pliziert und die zweite mit einem Polynom Mz™-! + Na™-!4... 
und die Produkte addiert. Der Koeffizient jeder Potenz von zx in 
dieser Summe wird nun =O gesetzt. Sind zB. die vorgelegten 
Gleichungen Az? + Bu +C=0, A's? + Ba+C=0, multipliziert 
man beziehungsweise mit Mz + N, M’x+ N’, und laBt die Koef- 
fizienten von x in der Summe der Produkte verschwinden, dann hat 
men AM 4 A’ M=0,BM+ BM+AN+AN=0,CU+CM 
+BN+ BN =0, CN+CN =—0. Man darf hier den willkir- 
lichen Koeffizienten M gleich A’ setzen, dann wird M = — A. 
Durch Elimination von N, N” erhalt.man einen Ausdruck, den man 
leichter durch die Formeln obgenannten Lemmas niederschreiben 
kann. Dies Verfahren 14Bt sich, wie Bézout erklirt, auf drei oder | 
mehrere Gleichungen ausdehnen. Um die Operationen abzuktirzen, 
schligt er vor, daB man bei den Gleichungen Ax” + Ba*™-'+--- 
+7 ==0, A’o”’ + Ba-14+...7T =0, im Falle m =m’, die erste 
nacheinander mit A’, A’x + B, A’x'+ Bua+C,---, und die zweite — 
nacheinander mit A, Ax + B, Az*+ Ba+C,--- multipliziere und 
jedesmal die Differenz der entsprechenden Produkte niederschreibe. 
Man erhalte auf diese Weise m Gleichungen m — 1%" Grades. Man 
soll dann jede Potenz von z als eine Unbekannte betrachten, und 
das Lemma liefere die Bedingung fur die simultane Existenz dieser 
m Gleichungen. Die Frage, ob die Werte der verschiedenen Potenzen 
von x bei der Annahme, daB sie verschiedene Unbekannte vorstellen, 
-miteinander vertriglich seien, wird nicht berthrt. Das Endresultat 
erkennt man als eine symmetrische Determinante. Ist m’ << m, dann 
multipliziereman die zweite Gleichung mit Az™-*, Aa™-™ +14 Ba—™, 
und verfahre wie oben. Der Grad der Resultante wird achtsam unter- 
sucht und nicht gréBer als das Produkt der Ordnungsexponenten der 
zwei. Gleichungen gefunden. | 
In der Schrift Nova criteria radices aequationum imagi- 
narias dignoscendi') erklart Kuler, daB die damals aufgestellten 
Kriterien far imaginiire Wurzeln die Existenz solcher Wurzeln ‘in 
einer Gleichung wie 2‘ + 42°— 82? — 242+ 108=(2'+ 82+ 18). 
(2? — 42+ 6) = 0 nicht kund machen. Clairauts Algebra und die 
Veréffentlichungen von Waring aus den Jahren 1762 und 1764 waren 
ihm also nicht bekannt. Euler stellt drei Prinzipien auf: Erstens, 
sind alle Wurzeln einer Gleichung reell, dann hat die Gleichung, 
deren Wurzeln die Quadrate derjenigen der vorgelegten Gleichung 


1) N. Comm. Petzr., Tom. XIII, pro anno 1768, Petropoli 1769, p. 89—119. 
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. sind, lauter positive Waurzeln, und die Zeichen ibrer Koeffizienten 
wechseln bestindig ab. Zweitens, in der Gleithung 2" — az"-! 
+ ba*-?4.---=0 mit reellen Wuizeln muB die Summe der Qua- 


drate der Wurzeldifferenzen positiv sein und folglich a? > ae b. 


Drittens, hat die Gleichung 2° + a2"~! + ba*724.--=0 lauter 
reelle Wurzeln, dann haben die zwei davon abgeleiteten Gleichungen . 
n—1™ Grades auch leuter reelle Wurzeln: nz*-? 4- (n —1)ax*~-? 
+ (nm — 2)ba*-F +... = 0, aa"- 14 2b2"-24 3cz*-F+4.--=0. Den 
Nachweis daftir zieht er aus der Kurventheorie. Far die erste be- 


trachtet er Aa = Q, wnd ftir die zweite setzt er erst = 1/2. Durch 


Wiederholung der Operation flieBen aus den zwei Gleichungen 
n — 1" Grades drei Gleichungen » — 2" Grades und vier Glei- 
chungen » — 3" Grades usw., bis man endlich auf quadratische Glei- 
chungen kommt, deren Wurzeln leicht erkennbar sind. Es ist zu 
beachten, daB von diesen drei Kriterien keines himreichend ist, und 
keines die Anzahl imaginérer Wurzeln anzeigt, im Falle, daB solche 
sich vorfinden. Die zwei ersten Prinzipien findet man schon in 
N ewtons Arithmetica universalis. | 

Das dritte Prinzip Eulers wird auch von J. H. Lambert in 
seinen Observations sur les équations d’un degré quelconque') 
hergestellt. Um die Bedingung ftir die Existenz gleicher Wurzeln 
einer Gleichung 2° + az2*+62+k=0 zu bestimmen, findet Lam- 
bert den gréBten gemeinschaftlichen Teiler zwischen 2° + as* + bs 
+k und 32? + 2a2+ 6, und setzt den letzten Rest gleich Null. In 
einer zweiten Abhandlung des gleichen Jahres*) bemerkt Lambert, 
daB Analysten wenig Hoffnung hegen, die allgemeine- Auflésung 
algebraischer Glejchungen zu erzielen, weshalb es wiinschenswert sei, 
Kunstgriffe fir die Auffindung der Wurzeln fir Spezialfalle zu ent- 
decken. Er beschéftigt sich hauptsichlich mit numerischen Glei- 
chungen. Nach einem seiner Vorschlage bilde man eine zweite Glei- 
chung, deren Wurzeln die Summe je zweier Wurzeln der vorgelegten 
Gleichung sind. Diese Hilfsgleichung lasse sich Gfters in rationale 
Faktoren zerlegen und liefere die erwinschte Lésung. 

Francisco-de Toschi a Fagnano untersucht in einer Schrift, 
De infinitarum saequationum resolutione, quarum radices 
sub eadem forma exhibentur, qua radix cubica, quae dici- 


; ‘ R : 8a’ aty 
tur Cardani*) Gleichuagen, die mit 2°+-—-z+-—" =0 oder 


") Histoire de l’acad. roy. des sciences, année 1763, Berlin 1770, p. #78 bis 
291. %) Ebenda, 8. 292—810. °) Nova Acta Eraditorum, 1770, p. 200—227. 
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f+ 2a*yf — af = 0 (wo 224=t— = gesetzt ist) verwandt sind. 
Statt dieser Gleichung 6° Grades nehme man f* + 2a"—‘fy — a’* 
= (), worin # eine ganze oder gebrochene, positive oder negative, ja_ 
sogar eine irrationale Zahl sein mdge. In en Falle habe man 


1—s 
2a" papas Fi cee re Peay es Jede Gleichung, 
die sich auf die Form der obigen 2" Grades reduzieren 1aBt, zeigt 
Warzeln der Cardanschen Art. Wenn eine gerade Zahl ist 
und man bei + das untere Zeichen nimmt, sei die Wurzel durch Ima- 
gingres verunstaltet; ist aber » ungerade, sei es gleichgiiltig, welches 
Zeichen man nimmt. Durch Differentiation der Wurzelform und 
PLL ene ca! 

Veta | Vetat 


und Transformation wird 


2a"-ly = (c+ Vx? + a? — (—2 4+ V+ a%)) 


eine Gleichung, die die Cardansche Wurzelform besitzt. Indem man 


Kombination erhialt er 





. Dann dareh Integration 


fir 2 ¢— om einsetzt, gelangt man zur urspriinglichen Gleichung 


2" Grades. Dann folgen geometrische Betrachtungen, aus welchen 
hervorgeht, daB die Konstruktion aller dieser Gleichungen durch die 
Seiten rechtwinkliger Dreiecke nach der Cotes’schen Methode fir 
Kubikgleichungen ‘erzielt werden kann. 

Ein durch leichtfaBliche Darstellung fir den Unterricht geeig- 
netes Werk fiber Gleichungstheorie wurde von Mako unter dem 
Titel De arithmeticis, et geometricis aequationum resolutio- 
nibus liber duo 1770 in Wien verdffentlicht. Paul Mako de 
_ Kerek Gede (1724?—1793) war ein ungarischer Jesuit, welcher 

durch seine Lehrtitigkeit in Mathematik und Physik an der Theresia- 
nischen Akademie in Wien Geschmack fir die Mathematik erweckte. 

Der Pariser Astronom und Physiker Achille Pierre Dionis 
du Séjour (1734—1794) veroteniuchie:) einen Beweis, daB 2° — pz 
+q= QO fiir den irreduktiblen Fall, 4p* > 27 q?, keine Wurzel von 


der Form a+bY—1 haben kann, und, da D’Alembert gezeigt 
habe, daB alle imaginiren Wurzeln diese Form annehmen, miissen 
alle drei Wurzeln reell sein. Dieser Gedanke wird in einer Abhand- 
lung Pour déterminer le nombre des racines réelles et des 
racines imaginaires...*) weiter entwickelt und auf Gleichungen 
dritten und vierten Grades angewandt. Er setzt yoraus, daB jede 





1) Histoire de l’académie royale des sciences, année 1768, Paris 1770, 
p. 207, 208. ?) Ebenda, année 1772, IL Partie, Paris 1776, p. 877—456. 
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Wurzel sich in der Form a + bY— 1 ausdrficken lasse, wo a reell 
ist, b aber diesmal entweder reell oder eine durch Y— 1 nicht teil- 
bare imaginaére GréSe ist. Fiir z substituiert er a+ bY— 1 und 
bildet aus dem Resultate zwei Gleichungen, wovon die eine aus den 
mit dem Faktor Y—1 bebafteten Gliedern besteht und die andere 
alle tibrigen Glieder enthalt. Erhalt nun a@ in einer dieser Glei- — 
chungen einen willkirlichen Wert, dann laBt sich der korrelative Wert 
von 6b bestimmen. Setzt man diese Werte von a und 6 in die 
andere Gleichung ein, so erhilt man Ausdriicke fiir die Bestimmung 


der Spezialgleichung desselben Grades, welche z—a—bY-— 1 als 


Faktor enthalt. Stellt sich b als eine durch VY —1 nicht teilbare 
imaginaére GréBe heraus, dann ist dieser Faktor imaginar, in anderen 
Fallen ist er reell. Setzt man z. B. in der Gleichung 2*+ pz +q=0 


den Wert a + 6/V— 1 fiir z, dann erhalt man nach obiger Anweisung 
die zwei Gleichungen («) a®°— 3ab? + apn+q=0, (B) b?'—3a?— p=0. 
Eliminiert man }*, 30 wird (y) 2a(4a*+ p)—q=—0. Der kleinste 
Wert, den «a? in (8) annehmen kann, ist 0. Setzt man in (a) 
a=Q und b=+ Vp, so wird g=0, und c+ V—p=0 ist ein 
Faktor der Gleichung. Aus (8) zieht man b = + Y3a?+ p; fir 
Werte von p > — 3a? ist 6b also immer reell und zwei Wurzeln der 
Kubik sind immer imaginér,; 6 = 0 ist der Grenzwert. Setzt man in 


(c) b=O und a=+ V3. so wird 4° + 27 g?=0, in welchem Falle 


2 -F V+ =0Q, Nun kann 6 nicht reell sein, wenn y in der Glei- 


- chung (1) 3a7’+p—y=0 nicht positiv ist. Diese Gleichung, in 
Verbindung mit (a) und (8), liefert 4p* + 27 ¢° = 4y (4y—~ 3p)", woraus 
zu ersehen ist, daB die vorgelegte Gleichung nur dann imaginire 
Wurzeln haben kann, wenn y positiv, und folglich 4p* + 27 q? 
positiv ist. Séjour laBt eine ausftihrliche Besprechung der Quartik 
und die geometrische Deutung seiner Resultate folgen. Lagrange 
—drtickte sich tiber Séjours Verfahren anerkennend aus*), michte 
aber dasselbe auf die Quintik tibertragen sehen. Dies soll Séjour 
kurz vor seinem Tode wirklich erzielt haben; die neue Abhandlung 
sei aber verloren gegangen’). 

Die Hauptresultate tiber Gleichungen in der Miscellanea ana- 
lytica, 1762, warden von Waring in etwas verinderter Form in: 


1) Lagrange, Ocuvree, T. XIV, p. 71. *) Michaud, Biogr. univ.; La- 
place, ,Legons de math. données & l’école normale“, Journ. de l’école polyt. 
T. I, Paris 1812, p. 44. . : 
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den Meditationes algebraicae, 1770, wiedergegeben. Letzteres 
ist-aber ein gréBeres Werk und enthalt vieles, was sich im ersten 
nicht vorfindet oder dort nur ganz kurz angedeutet ist. Die ein- 
schlagenden Neuerungen finden sich aber alle schon im _ ersten 
Werke. ; 
Er zeigt unter anderem folgende Methode, die Grénzwerte 
von Wurzeln festzusetzen: Hat (4) 2" — pz*-1+ etc. =O die reellen 
Wurzeln «, 8, y, etc, wo a>B>y>---, dann hat. (B)nat-* — 
(n — 1) pa*-*+ etc. ~ 0 die reellen Wurzeln x, 9, 6,..., welche be- - 
‘gtiglich zwischen a und f, f und y+ etc. liegen; auch legen die 
Wurzeln von hA-+ mB =O, wenn h and m gleiche Zeichen haben, 
beziiglich zwischen a und 2, B und g etc.; wenn aber h und m 
entgegengesetzte Zeichen haben, ist eine Wurzel von hA + mB = 0 
gréBer als a, wihrend die iibrigen beziglich zwischen x und £, @ 
und y ete. liegen. Wenn h und m gleichzeichig sind, liegt eine 
Wurzel von hA+mB=0 scwischen der kleinsten positiven und 
Null, und eine andere zwischen der kleinsten negativen und Null von 
der Gleichung A=0. Nun leitet er mehrere Regeln ab, welche an- 
nahernd die Anzah] imaginirer Wurzeln einer Gleichung angeben’‘), 
die aber wegen ihrer komplizierten Natur keine Aufnahme gefunden 
haben, Ist die vorgelegte Gleichung*) 2* — pa*-! + ga*-*— etc. = 0, 
so eliminiere man 2x zwischen derselben und #2"—!— (# — 1) pa2*-?. 
+ etc. = v oder zwischen 2" — pa"-!+ ete. =v und nz"-!— (wn — 1) 
pz"—* + ete. = 0, und man kann aus der Gleichung o”— Av*-! + 
By*-*+4...+ S=0 immer die genaue Anzahl imaginirer Wurzeln 
in einer Kubik, Quartik und Quintik entnehmen, und in einer héheren 
Gleichung entscheiden, ob sich imaginare Wurzeln vorfinden. Das 
letzte Glied entscheidet ferner, ob die Anzahl solcher Wurzeln 2, 6, 
10 etc. oder 0, 2, 8 ete. ist. Um Descartes’ Zeichenregel nachzu- 
weiseu, wird hervorgehoben, da8 bei .Multiplikation des Polynoms 
‘durch (2 — a) die Anzahl der Zeichenwechsel um 1 oder 3 oder 5 ete. 
vermehrt wird. Die Diskussion komplexer Wurzeln nimmt 80 Seiten 
von Warings Quarto-Werke ein. 
Es wird*) eine Methode vorgefthrt, Anniherungen zu imaginiéren 
Wurzeln zu finden. Ist a+6Y—1 ein Néherungswert, so kann 
man groBere Genauigkeit durch die Substitution von z=a+a + 
(b + ¥)Y—1 in die vorgelegte Gleichung und die Festsetzung der 
beiden Werte, a und 0’, durch Auflésung der erfolgten Bestimmungs- 
gleichungen erlangen. Dann wird ein Verfahren skizziert, um aus 


re 





1) Moditationes sigeb., ed. tortia, 1782, p. 68, Problem IXff _*) Ebenda, 
p. 87, Problem XIII, XIV.  *) Ebenda, p. 968. 
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Inkrementen der Koeffizienten die Inkremente der “Wuirzeln zu_be- 
rechnen. Endlich ‘wird nach der Anzeige in der Vorrede') ,,bewiesen, 
da8 jede Gleichung reelle oder imaginére Wurzeln von der Form 
«+BV—1 habe“. Jede Gleichung*) 2*— px"-!+ etc. =0 kénne 
in irgend eine andere 2*— Pz"~!-+ etce.=0 durch bestindige Ad- 
dition von GréBen — p'a*-' + g2*—*— ete. (wo p, g’,... moglich 
kleinste GrdéBen sind, so gewahlt, da8 mehr als zwei Wurzeln niemals 
einander gleich werden) transformiert werden. Deshalb mtisse irgend 
eine Wurzel der Gleichung 2"*— P2"~'+ etc. =0 in der Formel 


«+ BY—1 enthalten sein. Es ist diese eine der Stellen in Warings 
Schriften, so allgemein und kurz gefaBt, daB sie beinahe wertlos sind. 
James Wood, ein Verehrer Warings, gesteht, daB der Verfasser 
hier den Leser fiber die Wurzelexistenz im Zweifel lasse.. Uns scheint 
die Warzelexistenz stillschweigend vorausgesetzt; Waring wollte 
wahrscheinlich nur nachweisen, daB sogar die sogenannten unmég- 


lichen Wurzeln immer in der Form « + Y-- 18 enthalten sind. 
. Die Theorie der Gleichungen wird nun von Lagrange, dem 
yrdBten Mathematiker des 18. Jahrhunderts, mit einschlagenden Ab- 
handlungen bereichert. Wir halten einige Augenblicke inne, kurz 
seinen Lebenslauf zu schildern. Joseph Louis Lagrange*) (1736 
bis 1813) wurde zu Turin’am 25. Januar geboren. Sein UrgroBvater*) 
war ein geborener Pariser und war als Kavalleriekapitiin im Dienste 
Kénigs Emanuel IJ. nach Sardinien gegangeny der ihn durch Ver- 
heiratung mit emer Dame Conti an Turin fesselte. Lagranges 
Vater war Kriegszahlmeister und seine Mutter die Tochter eines 


') Ebenda, p. XLI %) Ebenda, p. 272. *) Wir benutzen folgende 
Schriften: 1) Nachricht von Lagrange’s Leben und Schriften, vorgelesen von 
Delambre am 8. Januar 1814 in der Akademie der Wissenschaften zu Paris 
[Mémoires de la classe des sciences mathématiques et physiques de l’inatitut de 
France, année 1812}, fibersetzt von A.L.Crelle und gedruckt in J. L. La- 
grange's mathematische Werke, herausgegeben von A. L. Crelle, Erster Band, 
Berlin 1823. 2) Précis Historique sur la vie et la mort de Joseph-Louis 
Lagrange, par MM. J.J. Virey et Potel, Paris 1818. 3) Intorno alla vita 
ed alle opere di Luigi Lagrange. Discorso letto nel R. Liceo Galilei di Pisa . 
dal Cav. Angelo Forti, Roma 1869. 4) Notizen von Guyton Morveau in 
A. L. Crelle, op. cit. I, p. LXIX—LXXI. 5) Kinige Zusitse zu vorstehenden 
Nachrichten von Lagrange’s Leben von A. L. Crelle in op. cit..1, p. XCV bis 
XCIX. 6) Joseph Bertrand, Eloges Académiques, nouvelle série, Paris 1902, 
p. 291—311 (Extrait du Journal des Savants, septembre 1888). 7) A. Harnack, 
Gesch. d. K. Preu8. Ak. d. Wiss. zu Berlin, 1900. 8).Cossalis Elogio di L. 
Lagrange war uns nicht suginglich. ‘), Nach Forti, op. cit. 8. 8, und 
Virey et Potel, op. cit. p. 4, wurde er am 80. Januar geboren, nach Forti 
war sein Gro8vater, nicht sein UrgroSvater, im Dienste Emanuele IJ. von 
Sardinien. 
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reichen Arztes zu Cambiano. Durch gewagte Unternehmungen verlor 
der Vater sein Vermégen. Der junge Lagrange interessierte sich 
anfangs fiir Cicero und Virgil; erst spiter zeigte sich Neigung fir 
Mathematik. Zuerst studierte er die Geometrie der Griechen, dann 
erregte eine Abhandlung des Astronomen Halley, worin die Vorziige - 
der Analysis hervorgehoben wurden, in ihm groBen Kifer fir die 
Analysis. Er machte so ausgezeichnete Fortschritte, daB er vor 
seinem 20. Jahre’) die Stelle eines Professors der Mathematik an der 
Kéniglichen Artillerieschule zu Turin bekleiden konnte. In Verbin- 
dung mit einigen seiner Schiiler griindete er die Turiner Akademie. 
Zu dieser Zeit bearbeitete er seine neuen Methoden fiir die Maxima 
und Minima, schrieb tber riicklaufende Reihen und Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. In der Abhandlung fiber die Fortpflanzung des 
Schalles behandelte er einen schwierigen CGegenstand, an welchem 
Newton, Taylor, Daniel Bernoulli und D’Alembert gearbeitet 
hatten, und trat gleichsam als Schiedsrichter auf, der jedem zeigte, 
worin er in diesem Streite recht oder unrecht hatte. Lagranges Ar- 
beiten veranla8ten Euler ihn in die Berliner Akademie aufnehmen 
zu lassen. Am 2. Oktober 1759 meldete Euler seine Aufnahme an. 

. Lagrange sehnte sich die Pariser Gelehrten, mit denen er in 
Briefwechsel war, persdnlich kennen zu lernen. Er nahm eine Hin- 
ladung seines Freundes Carraccioli an, mit ihm tber Paris nach 
London zu reisen. In Paris wurde er von D’Alembert, Clairaut, 
Condorcet, Fontaine, Nollet, Marie und anderen gut aufgenommen. 
Plétzlich erkrankt, konnte er seinem Freunde nicht nach London 
folgen. Nach Turin zuriickgekehrt, widmete er sich mit neuem Kifer 
der Mathematik. Als Euler sich entschied, Berlin zu verlassen, um 
nach St. Petersburg zu gehen, bot Friedrich der GroBe die Pri- 
sidentenstelle seiner Akademie D’Alembert an. D’Alembert hatte 
aber keine Lust Paris zu verlassen und schlug Friedrich vor, La- 
grange an Kulers Stelle zu setzen. Diesen Vorschlag hatte schon 
Euler selbst gemacht. Lagrange wurde berufen. Sein Aufenthalt 
zu Turin hatte ihm wenig mehr gefallen. Er fand dort niemand, der 
‘Matheniatik mit Erfolg studierte. Er schrieb: ,Je suis déterminé a 
me tirer d'ici & quelque prix que ce soit.“*) ° 

Lagrange nahm die Stelle in Berlin am 6. November 1766 an. 
Wiahrend seines zwanzigjihrigen Aufenthaltes in Berlin lebte er so 
ganz seiner Wissenschaft, daB ihm die, Handel der Welt beinahe un- 
bekannt blieben. 





1) Nach Virey im. 16., nach Delambre im 16., nach Forti im 18. Jahre. 
*) Vide Bollettino di Bibliografia e Storia delle Scienze Matematiche, Editore 
Carlo Clausen, Torino, T. IV, 1901, p. 4. 
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Veranlassung zur Verlegung seines Wohnortes nach Paris waren 
der Tod Friedrichs des GroBen und die Verinderungen, welche da- 
nach in PrenBen stattfanden oder beftirchtet wurden. Mit der Be- 
dingung, daB er der Berliner Akademie noch einige Memoiren liefere, 
nahm er Abschied und kam 1787 in Paris an. Er wurde mit Wohl- 
wollen empfangen und thm eine Wohnung im Louvre zugeteilt. Aber 
von dieser Zeit bis zur Griindung der Polytechnischen Schule verlor 
er den Geschmack an mathematischen Untersuchungen; er war zer- 
streut und schwermiitig, Zwei Jahre ‘lang. lag seine Méca- 
nique analytique, 1788 von Legendre herausgegeben, ungedffnet 
auf seinem Schreibtische. Metaphysik, Medizin, Botanik, Chemie teilten 
sich in seine Muse. Lavoisiers Chemie fand er ,s0 leicht wie 
Algebra“. 

Die Hinrichtung Lavoisiers versetzte ihn in grofe Trauer. 
yvie haben nur einen Augenblick gebraucht,“ sagte er zu Delambre, 
yum diesen Kopf fallen zu machen, und hundert Jahre vielleicht werden 
nicht hinreichen, einen fhniichen hervorzubringen.“ Zu dieser Zeit 
sank das franzdsische Papiergeld im Werte, und Lagrange geriet in 
drickenden Mangel. Durch die Vermittlung eines seiner deutschen 
Freunde wurde ihm aus PreuSen eine Pension von 300 Talern pro 
Jahr fir die ganze Zeit seit seiner Abreise von Berlin zugeschickt. 
Bei der Griindung der Normalschule in Paris wurde er zum Lehrer 
ernannt, die ephemere Existenz derselben lieB ihm aber kaym Zeit, 
die Grundsatze der Arithmetik und Algebra vorzutragen. Eis war die 
Polytechnische Schule, welche Lagrange der Analysis ‘wiedergab. 

In der Unterhaltung war er.sanft und beinahe schiichtern. Seine 
Rede begann gewoéhnlich mit einem ,Ich weiB nicht“. Von den Ver- 
diensten anderer sprach er mit gréBter Achtung. Auf die Frage, wie 
die Mathematik am besten zu studieren. sei, verwies er auf Eulers 
Schriften. Er war zweimal verheiratet. In Berlin verméahlte er sich 
mit seiner Cousine, deren friiher Tod ihn tief betrtibte. In Paris 
heiratete er 1794 die junge Tochter des Astronomen Lemonnier, 
die ihm ihre schénsten Jahre widmete und sein Leben versiiBte. _ 

Euler verfaBte seine Abhandlungen in Latein, aber Lagrange 
benutzte die allgemeiner verstiandliche franzésische Sprache. Wahrend 
Euler mit naiver Schaffensfreudigkeit und groBer Begeisteruny alle 
Teile der Mathematik entwickelte und Wichtiges und Unwichtiges 
mit gleicher Weitliufigkeit darlegte, so daB seine Schriften: zu einem 
kaum zu tiberwaltigenden Umfange anwuchsen, schrieb Lagrange mit 
gréBerer Sorgfalt, nahm sich mehr Mahe allgemeine Gesichtspunkte 
2u erreichen und seine Resultate in knappe .und elegante Form zu 
bringen. Eulers Schriften lesen sich ,wie Novellen“; diejenigen . 
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‘Lagranges sind mehr abstrakt, dringen tiefer und zeigen gréBere 
Prizision der Darstellung. 

Lagrange machte einen neuen Angriff auf das Eliminations- 
eproblem in einer Schrift, Sur |l’élimination des inconnues dans 
les équations'). Wenn zwischen zwei simultanen Gleichungen 0 = 1 + 


24 34. und O 14+ Ax + Bat+---—(1—az)(1—Bz)--,, 


heztiglich mond ni Grades, x eliminiert werden soll, ist es klar, 
daB das Produkt IJ = (1.+ aa + da? + ---)(1 + a8 +,067+.---)--- 
QO sein muB. Der Logarithmus dieses Produktes J7 liefert 
Glieder, log (1 + aa + aa* + ---) + etc, wovon jedes in eine Reihe 
entwickelt wird. Dann zieht er die Theorie der symmetrischen 


Funktionen zu Hilfe und erhalt eine Reihe IJ=1— go + ¥ a 


welche J7 als eine Funktion von a, b,c... und A, B, C,... aus- 
driickt. Die Gleichung J7 = 0 hat kein Glied, worin die a, b,c... 
zusammen die Dimension m, und die A, B, C, ... zusammen die 
Dimension » itibersteigen. Das Verfahren ist schwerfallig und hat 
keine weite Annahme gefunden. 

Die bedeutendste Abhandlung iiber Gleichungstheorie des 18. Jahr- 
hunderts ist wohl die Arbeit von Lagrange, Réflexions sur la 
résolution algébrique des équations’), denn darin, wie in keiner 
anderen, werden allgemeine Gesichtspunkte. erreicht und die Grand- 
lagen der Methoden gelegt, auf welche spéter Ruffini, Abel und 
Galois weiter bauten. Er fangt mit der kubischen Gleichung an 
und zeigt, daB ihre Lésung von einer Resolventen-Gleichung sechsten 
Grades abhingt, die er réduite derjenigen dritten Grades nennt. 
Sind a, b,¢ die Wurzeln der kubischen Gleichung, y eine Wurzel 


der réduite und «, B die imaginaren Werte von /— 1, so hat man 
8y=a+ab+ Be. Da der Wert des y nicht direkt von a, 8, c. 
sondern von den Koeffizienten der kubischen Gleichung abhangt, in 
denen die drei Wurzeln gleichférmig eintreten, so ist klar, da8 man 
in dem Ausdruck fir 3y die drei GréBen a, b,c willktirlich ver- 
tauschen kann, wodurch man sechs verschiedene Werte fir Sy erhiilt. 
Wenn nun Aa + Bb-+ Ce einen Wert von y daratellt, worin A, B, 
C' von a, b, ¢ unabhingig sind, so kann man a, 6, ¢ auf alle mégliche 
Weisen vertauschen und so die sechs Wurzeln und endlich die Re- 
solvente selbst herleiten. Er erklirt die Tschirnhausensche Auf- 


ee ee ee 


') Mémoires de l’acad. roy. des sciences, année 1769, t. 25, Berlin 1771, 
p. 808—820 == Oeuvres, T. II, p. 141—154. *) N. mémoires de l’acad. roy. 
des aciences, année 1770, Berlin 1772, p. 184—215; année 1771, Berlin 1778, 
p. 1388—-254 = Oeuvres, T: Il, p. 205—421. 
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lésungsmethode und zeigt, da8 diese, sowie alle anderen, die Auf- 
findung von Resolventen, deren Wurzeln entweder 2’ + 2° a + 2°’ a? 
oder (2° + 2°a+2’"a')® sind und deren Grad entweder der sechste 
oder der zweite ist, erfordern. 

In diesen Untersuchungen hatte Lagrange Gelegenheit, die Kri- 
terien abzuleiten, damit zwei Gleichungen mehr als eine Wurzel mit- 
einander gemein haben. Sind P=0, Q=0 dic zwei Gleichungen, 
nehme man P= y und schaffe x aus beiden Gleichungen weg. Man 
bekommt y*+ ay™-'+.---+ py'+ gy+r=—0. Da nun vr =0 sein 
muB, damit P=0O und Q@=0 eine gemeinschaftliche Wurzel haben, 


so wird zu zwei gemeinschaftlichen Wurzeln r =O, i: =(Q, und zu 


dreien r=0, 4 eo == Q und n= 9; ‘ete. erfordert, wo £ das letzte 


Glied der einen von den “gegebenen Gleichungen ist. 

Zur Gleichung vierten Grades schreitend, bespricht Lagrange 
die Methoden von Ferrari, Descartes, Tschirnhausen, Euler, 
Bézout und zeigt den Zusammenhang ond die gegenseitige Abhingig- 
keit derselben. Er gibt die a priori Griinde an, warum einige da- 
von suf Resolventen dritten, andere auf solche sechsten Grades fihren, 
die aber zum dritten erniedrigt werden kénnen. Die Wurzeln dieser 
Resolventen sind Funktionen der GréBen 2’, x”, 2’, 2%, solcher Art, 
daB, wenn alle méglichen Permutationen der vier GréBen stattfinden, 
nur drei verschiedene Werte entspringen, wie bei 2’2” + 2’ 2"’, oder 
sechs Werte, von denen je zwei entgegengesetzte Zeichen aber 
gleichen absolnten Wert haben, wie bei 2’ +2”—2'”— 21’, oder 
auch sechs Werte, die in drei solche Paare verteilt ee ‘kounen, 
da8, wenn man die Summe oder das Produkt der Werte jedes Paares 
bildet, diese drei Summen oder drei Produkte, bei irgend einer Per- 
‘mutation der 2’, 7”, 2’”, 2'¥ immer unverandert bleiben. Auf der 
Existenz solcher Funktionen ruht die allgemeine Auflésung biquadra- 
tischer Gleichungen. 

Lagrange kennt zwei Methoden, durch deren Hilfe man viel- 
leicht die allgemeine Auflésung der quintischen Gleichung erwarten 
diirfe: die Tschirnhausensche Methode und diejenige von Euler 
und Bézout. Diese ergeben eine allgemeine und einheitliche Lésung 
der kubischen und biquadratischen Gleichungen, erfordern aber bei der 
Quintik die Lésung einer Gleichung des 24° Grades, die gewiB nicht 
auf emen niedrigeren als den 5%" Grad reduziert werden kann. 
Lagrange sucht a priori die Tragweite dieser Methoden zu er- 
mitteln. Um die Gleichung 


a + mat 14+ matt + par b+... = 0 


ar 
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nach Tschirnhausen zu lésen, setzt man 2° + faP-!+ ga’-?4+.. 

+y=0, worm f, g,... unbestimmte Koeffizienten sind, und orhalt 
yt +- Ayt-1 4. Bye 24 Cy#-§4...=0, wo A, BC,... rationale, 
ganze Funktionen von. f,g,... sind. Man darf A = Bm C =-.-=(0 
setzen, so daB y+ V=O. Ist u zusammengesetzt und = ya, so erhalt man 
im allgemeinen eine Resolvente des Grades —7 ~~“ 1" Sdn st a a A penta 

@ 

Wenn w prim ist, ist sie des Grades 1.2.3... (w —1), kann aber 
immer in 1.2.3.---(¢— 2) Gleichungen » — i‘@ Grades, mit Hilfe 
einer Gleichung 1.2.3.---(~— 2)" Grades, zerlegt werden. Ftir 
w=5 ist der Grad letzterer Gleichung 4 fir »=7 ist er 120. 
Wie hoch aber auch der Grad 1.2.3---(~— 2) sein mag, bietet 
ihre Lésung keine Schwierigkeiten dar, = man nicht zugleich in 
der vorgelegten Gleichung uw" Grades findet, denn die |u — 2-Wurzeln 


sind bekannte Funktionen der » Wurzeln 2’, x”, 2’’..., und desh®b . 
nicht unabhingig voneinander, sondern durch ip — 2 —yp Bezrehungen 
miteinander verbunden. Resolventen der gleichen Grade ergeben sich 
im allgemeinen aus Eulers und Bézouts Methoden. Hine zweite 
Auflésungsmethode von Bézout wird untersucht. Dieselbe liefert 
fir die Gleichung 6'" Grades eine Resolvente des 10°" Grades, die, 
Bézouts Vermutung muages, nicht in zwei Gleichungen eatlegt 
werden kann. 

Mit diesen kurzgefaBten Auseinandersetzungen des dritten Teils 
der Lagrangeschen Schrift schreiten wir zum letzten Teil, wo er 
zeiyt, daB alle bekannten Auflésungsmethoden sich auf das gleiche 
allgemeine Prinzip reduzieren lassen. Dieses besteht darin, Funktionen 
der Wurzeln der vorgelegten Gleichung zu finden, solcherart, dab 
1) die Gleichung oder Gleichungen, von denen diese Funktionen die 
Wurzeln sind, von niedrigerem Grade als dem der vorgelegten sind, 
oder wenigstens in solche zerlegt werden kénnen, 2) man die ge- 
suchten Wurszeln auf bequeme Weise herleiten kann. Die Auf- 
lésungskunst besteht also in der Entdeckung solcher Funktionen. Ist 
es miglich, fir «> 4 solche Funktionen zu finden? Dies sei im 
allgemeinen sehr schwer zu beantworten. Fiir n<5 sei 2+ yx’ 
+ yka’” +... + yt le) die allgemeine Form der einfachsten Funktion 
der Wurzeln 2’, z”,..., wo y eine imaginare u” Einheitswurzel ist. 
Da fir nS 5 diese Funktion nicht zum Ziele fithrt, miisse die Auf- 
lésung durch neve Funktionen erfolgen, wenn sie tiberhaupt méglich 
sei. Bisher habe er solche Funktionen nur a posteriori gesucht, 
nun wolle er zeigen, wie rationale Funktionen a priori zu finden 
seien. 


Sind ($95) 2’, 2”, ’”,... die Wurzeln der vorgelegten Glei- 
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chung, f rationale Funktionen dieser Wurzeln, und nimmt man im all- 
gemeinen das Produkt von so vielen Faktoren 


t—f{(e) (@")@") @™).- J; 
t— fU(2") (7) (@") @™) -- 1, 


als Versetzungen unter den Worzeln 2’, x’, ... méglich sind, nim- 
lich of =i» Faktoren, so ist z die Anzahl Wurzeln von einer irredu- 
ziblen Gleichung @ = it?— Mir-'+ Nr-?—.-.-=0, wo M die 


Summe aller Funktionen, N die Summe aller Produkte je zweier 


Funktionen ete. darstellt. Es folgt, daB M, N,... rationale Funktionen | 


_ der Koeffizienten sind, welche, wie schon Cramer und Waring gezeigt 
hatten, direkt berechnet werden kénnen. Wenn nicht jede Permutation 
ungleichférmige Funktionen liefert, und man gleiche Funktionen aus- 
schlieBt, stellt sich @=0 von niederem Grade heraus. Es ergibt 
sich das Resultat (§ 99), daB 1) alle gleichartigen Funktionen von 
¢’, x”, ... (nimlich Funktionen von denselben Wurzeln, die bei einer 
gewissen Permutation sich gleichzeitig indern oder sich nicht andern) 
durch . Gleichungen von gleichem Grade bestimmt sind; 2) daB 
dieser Grad der Anzahl verschiedener Werte der Funktion gleich ist 
und immer | oder ein Teiler von :w ist, 3) daB diese Funktionen be- 


rechnet werden kénnen. Eine solche Funktion kann rational durch 
eine gleichartige Funktion ausgedrtickt werden. Hat man zwei 
rationale Funktionen, y und ¢, solcher Art, daB sich ¢ fir jede Wurzel- 
permutation verindert, welche zugleich in y eine Variation hervor- 
bringt, dann laBt sich y rational durch ¢ und den Koeffizienten der 
vorgelegten Gleichung ausdriicken. Lagrange erkennt diesen Lehr- 
satz als einen der wichtigsten in der Gleichungstheorie (§ 100). 
61 Jahre spater erhielt dieser Satz eine allgemeinere Formulierung 
durch Evariste Galois. Die Eigenschaften dieser rationalen Funk- 
tionen werden durch die Kombinationsrechnung (,,calcul des combi- 
naisons“) untersucht. Man findet darin die Keime der groBen Sub- 
stitutionstheorie. Lagrange sagt (§ 109): ,Dies sind, wenn ich 
micht irre, die wahren Griinde von der Auflésung der Gleichurigen, 
und der eigentliche Weg, welcher uns dahin fihren kann.“ In der 
Vorrede des dritten Abschnitts sagt er: ,Aus diesen Betrachtungen 
erhellet, daB es duferst zweifelhaft ist, ob die Methoden, von welchen 
wir geredet haben, zu einer vollstindigen Auflésung-der Gleichungen 
vom fiinften Grade, und noch viel mehr der héheren Grade fihren 
kénnen.“ 


Kurz nach Lagranges S nenaine erschien | eine .andere wich- 
Cantor, Geschichte der Mathematik IV. 8 


Ceres anemeaee ve eens 
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tige Arbeit, Mémoire sur la résolution des équations’) 
von Alexandre Théophile Vandermonde (1735—1796)‘), einem 
Mitglied der Pariser Akademie der Wissenschaften und seit 1782 
Direktor des Conservatoire pour les arts-et-métiers. Die Unter- 
suchungen von Waring, Lagrange, Marguerie (8.118), Condorcet 
wurden ihm erst nach der Einreichung seines Memoires bekannt. 
Vandermonde hekt hervor, daB die wesentliche Bedingang fir die 
allgemeine Auflésung der Gleichungen darin bestehe, eine Funktion 
der Summe der Wurzeln, der Summe der Produkte je zweier ihrer 
Warzeln, der Summe der Produkte je dreier ihrer Wurzeln etc. zu 
finden, die gegen irgendwelche Wurzel indifferent sei. Diese Unter- 


’ suchung zerfalle in drei Teile: 1) eime Funktion der Warzeln zu 


finden, die solchen dieser Wurzeln, die man wiinscht, gleich aei, 
2) dieser Finktion eine Form zu geben, daB sie auch der Vertau- 
schung der Wurzelu unter sich indifferent sei, 3) darin die Werte 
der Summe der Wurzeln, der Summe der Produkte je zweier ihrer 
Wurzeln ete. einzusetzen. Er fingt mit 3) an und berechnet Tafeln, die 
die Werte symmetrischer Funktionen, durch die Gleichungskoeffizienten 
ausgedriickt, angeben. Kine Funktion der in 1) verlangten Art ist 


la thtetete + Vat rnb +r0+---) 
ie eae. ya Vee be 
die a, b oder ¢ etc. indifferent gleich ist, wo a, b, c,... die Wurzeln 


der yegebenen Gleichung und 1, 7,, 74, 7,...-. die mn" Hinheits- 
wurzeln sind. Ist » == 3, hat man 


a= [ath +e) t (at 7b + 140) + (a + 7,2 + 1,%0)], 
b= ; [a+b +e) +7 (a+ 7b + 790) +733 (a + 7,26 + ¥,%0)], 
cm S[(Atb +e) tr la tr,b + 140) +178 (a + 1,%b + ¥,20)). 


Ferner (a + 7,6 -+ rie)’ = a + BF + 8 + Gabe + 39, (a*b + b%e + ca) 
+ 39, (atc + Ba + cb), welcher Ausdruck nun leicht als eine Funktion 
der Koetfizienten der vorgelegten Gleichung ausgedriickt werden kann. 
Desgleichen fiir (a +7,7b + 7,%c)®. Auf diese Weise folgt nun die 
Auflésung. Vandermonde sucht nun seine Methode auf die Quintic - 
und héhere Gleichungen anzuwenden. Hier st5Bt. er auf Schwierig- 


———_ 





') Histoire de l'acad. roy. des sciences, année 1771, Paris 1774, p. 865 bis 
416. 2) (ber Vandermondes Vornamen sebe man H. Simon in Zeitachr. 
f. Math. vu. Physik, 41. Jahrg., Hist.-Lit. Abth. 
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keiten, die obige Bedinguny 2) ‘gu erffillen. Er schlieBt, daB die 
Auflésung der Quintic sich auf die einer Gleichung sechsten Grades 
atittze, deren Koeffizienten rationale Funktionen derjenigen der vor- 
gelegten Gleichung seien. Fir die Gleichung sechsten Grades ent- 
deckt er Resolventen 10. und 15. Grades. Man substituiere in den 
letzten die .obgenannten Funktionen. Wenn diese Gleichungen sich 
dann nicht auf. sulche vierten oder niedrigeren Grades reduzieren 
lassen, suche man die Resoiventen der Gleichungen 10. und 15. Grades 
auf etc. Sei die allgemeine Quintic ttberhaupt lésbar, daon komme 
man endlich zum Ziele. Fiir die Quintic entdeckte er uuch eine 
. Resolvente fiinften Grades. Er hat keine der angefiihrten Kesolventen 
wirklich berechnet.. Er ist der erste, der eine algebraische Liésung 
fir 2!! — 1 = 0 angab. 

In der Vandermondeschen, sowie in einigen Teilen der voran- ~ 
gehenden Lagrangeschen Abhandlung findet man eine Auflésungs- 
methode, welche den Numen Kombinationsmethode erhalten hat*). 
‘Die dlteren Verfahrungsarten von Tartaglia, Tschirnhausen, 
Waring, Bezout werden zum Unterschiede Substitutionsmethoden 
genannt. Auch Lagrange hat diese gebraucht. In ersterer werden 
@ priori eine oder mehrere einfache Kombinationen der Wnurzeln an- 
genoramen und Resolventen zur Bestimmung dieser Kombinationen 
abgeleitet. Vandermondes Anunahme dient als Beispiel. In der 
Substitutionsmethode substituiert man fiir x eine Funktion von einer 
oder mehreren neven Unbekannten, die zu Resolventen mit mdglichst 
eimfachen Wurzelformen fiihren. Als Beispiel solcher Funktionen 
fahren wir die Wurzelformen von Euler, Waring, Bézout und 
Lagrange und die Cardansche Ammahme fiir kubische Gleichungen, 
x=y+z, oder die Tschirnhansensche, y == a + bx + cx?, an. 

Die Newtonsche Formel fiir die Potenzsummen der Wurzeln 
wird voi Kastner in einer 1757 verfaBten, aber erst 1771 gedruckten 
Schrift”) nach der Methode der vollstindigen Indnktion hewiesen. Die. 
unvollstindige Induktion sei in der Mathematik zu meiden. Auch in 
seinen Anfangsgrfinden der Algebra, § 316, klagt Kistner, daB 
viele Schriftsteller Gesetze allgemein annchmen, welche nur bei be- 
sonderen Fallen als richtig erwiesen sind, wie z. B. beim binomischen 
Lehrsatz. Es werde berichtet, ,Reyneau habe Harriots Lehrsatz 
aus seiner Analyse demontrée wegyelassen, weil er die Regeln der 
Algebra demonstriren wollte“. ,Jch hatte eben so vicl Kifer die 
Regeln zu demonstriren, als Reyneau kann gehabt haben, und in 


) L. Matthiessen, op. cit., p. 288, 789. °) Dissertationes math. et phys. 
quas soc. reg. scient. Gottingensi annis 1766—1766 etc., Altenburgi 1771, p. 1--8. 
: 8° 
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der That wire es eine Schande fiir einen Deutschen, wenn er da nicht 
demonstriren wollte, wo selbst ein Franzose dieses unternimmt.“ Die 
Franzosen seien von der Euklidischen Beweisschirfe abgewichen, um 
Leuten das Studium der Mathematik zu erleichtern. 

An eine Arbeit von Gabriele Manfredi anknipfend, gab 
Gianfrancesco Malfatti m einem bedeutenden Artikel, De aequa- 
‘tionibus quadrato-cubicis disquisitio analytica’) die Lésungen 
quadratischer, kubischer und biquadratischer Gleichungen, und dber- 
trigt dann seine Methode auf Gleichungen finften Grades. Der 
Arbeiten von Waring und Bézout tut er keine Erwihnung. 
Wie Euler und Bézout nimmt er als Wurzelform der Gleichung : 
xo’ — 5az>+ 5ba? + Der +d=0 


c+ mVfi + pVfi+aVfFi+nVf=0, 
wo f= 1 genommen wird, und erhilt | 
x° — 5 (mn + pq) 2 + 5 (m*q + n?p + mp* + ng’) 2? 
— B(m®p + Fg + mg? + np*® — min? + mnpg — p*q*) a + m+ nb 
+ p® +g’ + 5(mn— pq) (mp* + ng? — még — n*p) = 0. 


Malfatti setzt mmn=y, pg=u, mqtin'p=r, mp'+nq?—t. 
Zur weiteren Abkiirzung schreiben wir m®p+n°qg—v und mq* 
+np>=—w. Malfatti erhalt nun uv=—rt—yw, vw=rtu + ty 
—4u’y*, und aus diesen letzten 2uv—rt+ 3s, 2yo=—rt—s, wo 
sm Vrit — 4riuty — 48 uy? + 16u°y® Dann wird vr = (m® + n)u 
+ y't, wt = (p> + ¢q°)y+-u?r. Durch Elimination von v und w 
folgen 2u?(m! + n°) = (ri + s)r—2tuy® und 2y?(p> + q°) = ré? 
— 2ru?y — ts. Durch Vergleichung der Koeffizienten der vorgelegten 
und der derivierten Gleichung hat man 


ytu=a, r+ti=QO, 


arty tu) +—y)e 


uy a i a 


a4 2 t? 2_ of 4 — 2? 4 2. : 
. y? + rity eit +iry*— tue 5(y—u)(t—r)—d. 
Die dritte Relation gibt s(u—y) = rt(y + «)—2uy>+ 2 uty! — Duty 
+2euy. Setzt man hierin ¢=6—r und quadriert, so erhilt man 


") Atti dell’ Accademia delle Scienze di Siena detta de’ Fisio-critici, 
L’anno 1771, T. IV, p. 129—184. 
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x — 2br*® + (2y¥° — y’ u— yu? + 2u> — cy—cu+ bye . 
+ (—3by'+4by'u— 2byu?— bub + bey + bew)r + you — 6 yAu? + 11 y®u® 
—6y?ut+ yub—2cy?u+2cy*u—2eu y+ yu +b iy— 2b%y2u + byw?=0 


und, fir s seinen Wert in der vierten Bestimmimngsgleichung ein- 
setzend, - 


(y + u) 1? — (by — 2bu)r? 
+ (2¢4 — 12y*u + 22 yu? — 12 yu® + 2ut + db?u — cy* — cu")r — by* 
— 6by'u — 11 by*u? + Coy? — but + beu? — dy?u + dyu® = 0. 
Eliminieren wir nun 7, sagt Malfatti, so werden wir die lang: 


ersehnte Resolvente erhalten. Er schreibt ada, =—¢+ 5a? — 
und setzt die Kesqlvente in_die Form - ‘ 


{ s* — 5e (3.a%e — tc + ab + bd) + 20atct — 8 4 a bic 


+ 5M + 1batbd + Shed +> ad ‘+ (s-qa-F ). 


(a + 30abd — 108 a°d®? + 180 aked® — 80ac*d? + 165a*b'd* 
+ 90 b%cd*? — 360 atbcd + 560a*%be*d — 160dc8d — 80a'd'ad 
+ 630ab'cd — 108b'd + 400 a*c® — 640 a*ct + 256 c° 
+ 100a°b%c? — 720 ab%c® — 135 b*c*) = 0. 
Man wird gewiB zugestehen, daB Malfatti seine Elimination 
sehr scharfsinnig durchgefiihrt hat. Vor ihm ‘hatte niemand dieses 
Ziel erreicht. Da die Gleichungen des 2., 3., 4. und 5. Grades Re- © 


solventen des 0., 1., 3., 6. Grades besitzen, spricht Malfatti die Ver- 
mutung aus, daB eine Gleichung » + 2% Grades eine Resolvente 


= (nt +)" Grades besiBe. Er AuBerte aber diese Ansicht mit 
Schiichternheit, besonders da Euler den Resolventengrad niedriger 


als den Gleichungsgrad zu stellen schien. Da Malfatti seine Re- - - 


solvyente sechsten Grades nicht allgemein lésen kann, sucht er Spezial- 
fille aufzulésen. Er erkennt das Vorhandensein rationaler Faktoren 
der Resolvente als genfigende Bedingung, und findet nicht, nur alle 
vor ihm als auflésbar bekannten Fille, sondern auch noch neue Fille. 
In der Tat entdeckt er alle aufliésbaren Fille, denn es ist von 
KH. Luther‘) gezeigt worden, daB die hinreichenden Bedingungen auch 
zugleich notwendig sind’). | 
1) Crelle, Bd. 34. *) Vgl. J. Pierpont, loc. cit., 8. 86; auch Francesco | 
Brioschi, ,,Sulla risolvente di Malfatti...“ in Memorie del reale istituto 


Lombardo di scienze, lettere ed arti, Vol. 9, terzo della serie seconda, p. 217 bis 
223, 224—227. 
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Jn einer Abhandlung, Sur les équations résolues par M. de 
Moivre’) behandelt de Castillon die friher von Euler und 
Bézout besprochene De Moivresche Gleichung — 


ame — ns P eat Ay Ss Mee) gn V8 


=-—— _—— 


A alae) alee "8/38 — ete, 


Wiese A8 EV yas) als Wurzel hat. De 
5 | 

Moivre gab keinen Beweis; Kuler verifizierte die Loésung fir 
n=. Castillon beobachtet das Bildungsgesetz der Glieder dieser 
Gleichungen, mit Hilfe dessen das Resultat der Substitutionen viel 
leichter gefunden wird, und bespricht die irreduktiblen Falle. 

Im Jahre 1773 réchien ein Mémoire sur la résolution des 
équations en général, et particuliérement sur l’équation du 
5° degré*) von Jean-Jacques de Marguerie (1742—1779), einem 
jungen, aus Mondeville bei Caen gebiirtigen Schiffsleutnant. Auf 
einer Fahrt nach RuBland machte er die Bekanntschaft von L. Euler. 
Er beteiligte sich ‘am nordamerikanischen Freiheitskampf und starb 
in einer Seeschlacht der Franzosen gegen die Englander. Seine 
mathematischen Schriften sind uns nur durch die Angaben von La- 
grange und seinem Biographen®) bekannt. Lagrange pries die Talente 
des jungen Mannes*) und schrieb an ihn’): ,Ihre Methode die Re- 
solventengleichung irgendwelchen Grades zu finden gefallt mir. Sie 
hat den Vorzug diese Gleichung in der einfachsten Form zu liefern.. 
Ich bewundere, wie Sie durch geeignete Substitutionen Mittel ae 
funden haben, den Eliminationskalktl zu vereinfachen und besonders, 
wie Sie sich von nutzlosen Faktoren befreien, die den Grad der End- 
gleichung viel héher machen als er sein sollte. Ich glaube Sie sind 
der erste, welcher das Resultat der Elimination fir den 5. one ge 
geben hat.“ 

In seinen Réfleyions sur la forme des racines des 
équations déterminées, la réduction et la solution de ces 
équations®) gibt Le Marquis de Condorcet allgemeine Uber- 
legungen, die er bei der Durchsicht der Arbeiten von Euler, Bézout, 


die g¢= 





1) Nouveaux mémoires de l’acad. roy. des sciences et bellee-lettres, année 
1771, Berlin 1778, p. 264—272. *) Mémoires de l’acad. roy. de marine, T. 1, 
Brest 1778, p.1. -_*) Prosper Levot in Biographie universelle (Michaud), 
N. Ed. *) Lagrange, Oeuvres, T. XIV, p. 17, Brief an Condorcet vom 
24. Febr. 1774.  °) Ebenda, p. 270. °) Mélanges de Phil. et de Math. de la 
Soc. Roy. de Turin, pour les années 1770—1778, Classe Math., p. 1—7. 
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Waring, de Marguerie, Lagrange und Vandermonde machte. 
Er geht‘von der unsicheren Annsahme aus, daB die Wurzeln einer _ 
Gleichung » Grades yanze algebraische Funktionen ihrer 
Koeffizienten sein mfssen und keine Radikale hoherer als n“* Ord- 
nung zulassen. Er nimmt dann die iltere Kulerache Wurzelform 


x =—VA +- VB + vC +--+ an, bespricht den Grad und die Reduk- 
tibilitat der Gleichung far die Bestimmung von A und‘ zieht den 
‘SchloB, ,da8 die Methode ftir die Auflésung der Gleichungen 2.,, 38., 
4. Grades sich auf hohere Grade ausdehnen lasse und daB die Schwie- 
rigkeit, welche von der Hohe der Gleichung oder der Wurzelform 
entspringt, nur die ungeheure Komplikation der Berechnung betreffe, 
welche dann die Auflésung der Aufgabe erfordere; daB man aber 
immer zur gesuchten Lésung gelange“. Condorcet verdffentlicht im 
gleichen Bande’) Nouvelles recherches, worin er seine Ideen- 
weiter entwickelt und sie soweit modifiziert, daB er die Existenz ur- 
lésbarer Gleichungen nicht als unmédglich, wohl. aber als unwahr- 
scheinlich erklirt. Wenn eine Gleichung keine allgemeine und end- 
hiche Wurzelform besitze, werde man dieses dadurch herausfinden, daB 
man in den von ihm vorgeschlagenen QOperationen auf eine andere 
Gleichung n‘™ Grades geftihrt werde, die keine rationalen Divisoren 
enthalte, wenn mn eine Primzahl ist; oder wenn nicht prim ist, 
daB man auf eine Gleichung komme nicht niedrigeren Grades als 
(n — 2)(n — 3)...3.2.1. Diese Ideen werden von ihm auch im | 
Artikel , Equations Déterminées“ in der dney clopedie méthodique 
(Mathématiques) erklart. 

In der Abhandlung Sur la forme des racines imaginaires 
des équations*) gibt Lagrange einen Beweis des Satzes, daB jede 


imaginire Wurzel einer Gleichung auf die Form A+ BY—1 ge- 
bracht werden kann. Nachdem er D’Alemberts auf der Kurven- 
theorie beruhenden Nachweis (1746), Evlers Nachweis (1749) und 
de Foncenex’ (1759), tiber welchen im XXI. Abschnitte be- 
richtet werden wird, kurz besprochen und ihre Schwichen aufge- 
deckt hat, schreitet er zur Ausfillung der Licken in Eulers Be- 
weise. Lagrange nimmt im allgemeinen” die Wurzelexistenz ohne 
Beweis an. Auch wird als bewiesen vorausgesetzt, daB jede Gleichung 
von ungeradem Grade und mit reellen Koeffizienten wenigstens eine 
reelle Wurzel habe. Er erklirt, daB das Eulersche Verfahren, um 
eine Funktion f(x) vom Grade 2m, m> 1, in zwei reelle Faktoren 


1) Mélanges de Phil. et de Math. de la Soc. Roy. de Turin, pour les années 
1770—1778, Classe Math., ‘:p. 286—264. *) N. mémoires de l’acad. roy. des 
sciences, année 1772, Berlin 1774, p. 222—258 «- Lagrange, Oeuvres, T. III, 
p. 479—616. — 
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zu zerlegen, nicht immer zum Ziele fihrt, da dasselbe auf 
Formeln fiir die pane der Koeffizienten fiihrt, die in gewissen 


Fallen unbestimmt, ° —~, 


gegen die Methode Eulers und de Foncenex’ zu beseitigen, indem 
er hier seine in den Réflexions sur la résolution des équations, 
Sektion IV, n. 100, entwickelte Permutationstheorie anwendet, welche 
den Wert einer rationalen Funktion y der Wurzeln zu berechnen 
lehrt, sobald man den Wert einer anderen Funktion ¢ kennt, solcher- 
art, daB ¢ ffir alle Permutationen sich andert, wofiir sich y dndert. 
GauB auBerte sich anerkennend iiber diese Arbeit. Der groBe La- 
grange habe die Sache ,so tief durchforscht, daB nichts Weiteres zu 
wiinschen bleibt; abgesehen davon, daB vielleicht bei seiner voraus- 
gehenden Behandlung der Eliminationstheorie, auf welche sich die 
‘gesammte Untersuchung stiltzt, eimige zweifelhafte Punkte zuriick- 
bleiben“*). 

De Foncenex’ Beweis wird von Louis Bertrand in Schutz 
genommen*). Bertrand behauptet, daB das Verfahren des Verfassers 
nur in sehr seltenen Fallen miflinge. In diesen kénne man eine 
Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln der. vorgelegten 
Gleichung seien, als Hilfsgleichung ableiten, welche zum Ziele fihre. 
Diese Aussage wird nur fiir die Quartic bewiesen. Wenn Lagranges 
Einwurf gegen 2 — Az? + Ba? — Cz + D=0 gelte, gelte er gegen 
a* — (A?— 2B) + (B-—2AC+ 2D) 27 — (C7 -—2BD) r+ D'=0 
nicht. Da nun die Quadratwurzeln einer GréBe a + bY —1 von der 
gleichen Form wie dieselbe sind, sei der Satz fiir die Quartic bewiesen. 
Auch bei Bertrand wird die Wurzelexistenz ohne weiteres voraus- 
gesetzt. 

In emer Schrift, Sur des irrationnelles de différens ordres 
avec une application au cercle®), entwickelt Vandermonde eine 
heue Darstellungsweise der Irrationalen, indem er eine Verallgemeine- 
rung des Symbols p*=p.p.p... (n Faktoren) annimmt, worin die 
zweiten statt der ersten Differenzen der Faktoren Null sind. Er 
schreibt [p]" = p(p — 1)(p — 2)...(p —# +1) und entwickelt die 
Operationsregeln daftir. Er findet . | | 


[p+ m+ n}*(p]-* = [p+ m+ v}*[p-™ = 1 + [m]'[o}-* [m} pl? 
+[m} [o}-? [nF lp}? +---, . 

1) C. F. GauB, ,,Neuer Beweis des Satzes...“, § 12 in Ostwalds Klassiker, 

Nr. 14. *) L. Bertrand, Développement nouveau de la partie élémentaire des 


mathématiques, T. Il, 4 Genéve, 1778, p. 499. °) Histoire de l’académie royale 
des scierces, année 1772, Premiére Partie, Paris 1775, p. 489—498. 


sind. Es gelingt Lagrange, diesen Kinwurf 
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wo'[p]-™=1:[p-+ m)* ist, und nimmt obne weiteres an, daB diese 
Ausdriicke sich fir Bruchwerte von m und  bewihren. In der 
Formel [g}*[p]-"= [a+ Lp +r" [ella Lp + abla — n° 
1&Bt er r unendlich werden und erhalt dadurch das unendliche Produkt 


foley" = Lela): let abe lg — ay 
=(ptn+i(q—n+1)(ptnt+2)(q—nt 2)... 
(p+ 1)(@+1)(p+ 2) +2)... 
Die Anwendung seiner Resuitate ‘auf den Kreis ergibt die Ausdrticke 


ie rqtr avd = 29.2.4.4.6.6... woo... 

—- = [=| |— =| =aB 1.8.8.6.6.7... und Vx =a 2 E -|. Die irratio- 
| me Formen zweiter Ordnung [q]"[p]~* lassen sich, wiegezeigt wird, éfters — 
auf _— Zahlen oder auf aera Neue GréBen reduzieren. 


at 
Z. B. ay [- =| = bs : 2] |- ay" = V2. Kriterien der ver- 
schiedenen Irrationalitataarten werden aber nicht entwickelt. 

In den Nova acta eruditorum gibt Fagnano eine Demon- 
stratio theorematis Studeniani pro reductione aequationum, 
quae radices habent sequales'). Der Satz heiBt: Wenn die Glieder 
einer Gleichung, deren » Wurzeln einander gleich sind, mit den 
Gliedern irgendwelcher arithmetischen Progresssion je multipliziert 
werden, behalt die neue Gleichung m—1 der gleichen Wurzeln bei. 
Fagnano beweist zuerst den Satz fiir Gleichungen mit lauter gleichen 
Worzeln. Werden die Glieder von (« + a)"=0 mit den entsprechen- 
den Gliedern von p, »+ 9, p+2q,... multipliziert, erhalt man - 
(p[z +a]+ngqa)(x+a)"-!=0. Dieses Resultat wird nun auf 
(6 + cz + dz*+---)(a@+a)"=—b(a + a)"*+ cxz(x+a)"--- angewandt, 
wo die Glieder von b(z + a)", ex(a + a)*,--- mit den entsprechenden 
Gliedern von je p,p+4q,...,.9+4, p+ 2q,..., multipliziert werden. 

Nun folgt die Abhandlung Vandermondes, Mémoire sur |’élimi- 
nation’), worin er fir » Gleichungen ersten Grades eine Eliminations;, 
formel von sehr gedringter Form entwickelt und seine Schreibart aff 
Elimination zwischen zwei Gleichangen héherer Grade anwendet; sie ist 
eine fir die Determinantentheorie besonders wichtige Schrift. Vander- 
monde erfindet eine Bezeichnung, welche mit der spater von Syl- 


) Nova acta eruditorum, 1776, p.1—11. ,,Studeniani“ sollte ,,Hudeniani‘ 
heiBen. Man findet Huddes Satz in der Ausgabe der Descartesschen Schrift 
Geometria & Renato des Cartes, Amsterdam 1659 (welche auch Arbeiten von 
Hudde und anderen niederlindischen Mathematikern enthilt), 8. 436.. | 
) Histoire de l’acad. roy. des sciences, année 1772, II. Partie, Paris 1776, p. 516 
his 582. VWgl. Thomas Muir, op. cit., 8. 16—28. 
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vester aufgestellten umbral notation wesentlich tibereinstimmt. 
Koeffizienten werden wie frither bei Leibniz dureh zwei Buchstaben 
(oder Zahlen) * dargestellt, deren einer die Gleichung, worin der Koef- 


fizient sooaai und der andere den Ort desselben in der Gleichung ° 
bezeichnet. Was Leibniz durch 12 oder 1, bezeichnete, wird von 


Vandermonde : geschrieben. Ferner schreibt Vandermonde 


ofp _ af a Bp * = 
ae a b b a’ 
_*. BI 4° B 
ate . Ht ng oat ce a 
a oe id a d é o é 
=el7 116 = *. - $s - fies. ae — Ale etc. 


Diese Ausdrticke enthalten die Definition einer Funktionenklasse und © 
deren Rekursionsgesetz, die mit der von Bézout gebrauchten De- 
finition identisch ist. Werden die Unbekannten xz, y, ¢ aus drei 


Gleichungen ie + oY + = 0 (r = 1, 2, 8) eliminiert, so stellt tts 
das Resultat dar. Vandermonde erklart, daB, statt der unteren 
Buchstaben a, 6, c,..., man die oberen a, £, y,... permutieren kénne, 
ohne das Endresultat zu andern, da8 die Anzahl Glieder der Anzahl 


Permutationen von a, b, c,... gleich sei, wovon die Hilfte negative 
- Zeichen haben. Wir illustrieren durch rat = — sf den von ihm 


_ fiir spezielle Falle verifizierten, aber allgemein auf zwei von ihm un- 
bewiesenen Hilfssiitzen gegriindeten Lehrsatz, daB die Permutaiion 
von zwei Buchstaben im gleichen Alphabet einen Zeichenwechsel, 
sonst aber keine Anderung hervorbringt. Daraus zieht er den 


Schlu8, daB = elB itt =0, wenn zwei Buchstaben im gleichen 


Alphabet einander gleich sind. Davon wird nun die Regel far die 
auflésung simultaner Lineargleichungen abgeleitet. Wenn 


6 +ib +. —0 1 1/2 
eT tga, Bae 
Late tao 1|2 12 


Die Schreibweise fiir den allgemeinen Fall von » Gleichungen wird 
angegeben. Bei der Elimination zwiechen zwei Gleichungen m™ Grades, 


a + 5 ant + etc. = 0, a -4 amt etc. = 0, fiihrt er die weiteren 


| ~~ 13, 12 : 1122 
Abkirzungen afb fir aa ataa abl«B far hee 
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+ . P . : . i etc. ein, woraus sich Transformationsformeln dieser Art 
alja-b|B =ab|ap—aBp\ab ergeben. Die Eliminanten fir die 
Falle m = 2, 3, 4 werden niedergeschrieben. Fir n = 3 erhiilt er - 


LER Me oe a We 
4 {_ag spel — 8 (ae aay 
ay. f 24.214) _, 
+71 {_ sre ate] 7% 
Bei der Ableitung einer abhnlichen Form der Eliminante ftir den Fall 
m= 5 stéBt er auf Schwierigkeiten, die sich in der Reduktion der 
Eliminante auf die kleinste Anzahl Glieder zeigen. Nachdem der Aus- 
druck so weit entwickelt ist, daB derselbe in Faktoren der Form 


alb umgesetzt ist, sucht Vandermonde Vereinfachungen durch eive 
Formel des Fontaine, welche in Vandermondes Schreibweise 


ab-cld--ajc-bd+aid- ble = 


lautet, zu erzielen, ohne aber das Ziel véllig zu erreicben. Das End- 
resultat sollte auf 120 Glieder reduziert werden, bevor es in die Form, 
welche denen fiir die Falle m= 2, 3, 4 analog ist, gesetzt werden 
kann. Vandermonde erhalt 124 Glieder und bemerkt, dab, uach 
einer persénlichen Mitteilung, de Gua durch ein anderes Verfahren 
auf die gleiche Anzahl gestoBen sei. , 

Im gleichen Bande findet man: eine Abhandlung von Laplace), 
‘Recherches sur le calen! intégral et sur. le systeme du 
monde, worin die Determinantentheorie beriihrt wird. Der Name 
résultant wird hier zum erstenmal fir das Resultat der Elimination 
bei » linearen homogenen Gleichungen gebraucht. Er schreibt dafiir 
das Symbol (1a4.%b.%c). Der Lehrsatz tiber den Zeichenwechsel, durch 
die Transposition zweier Buchstaben hervorgerufen, wird hier auf 
befriedigendere Weise als bei Vandermonde bewiesen. Simultane 
lineare Gleichungen werden nach dem jetzt gebraiuchlichen Verfahren 
gelost. Um die Berechnung der Resultante zu vereinfachen, fihrit_er 
eine Methode ein, die wir in Spezialfillen schon bei Vandermonde 
vorfanden, und die nun als die Lap lacesche Entwicklung von Determi- 
nanten bekannt ist. Die Regel fir diese Entwicklung wird aber nicht 
in einer Form ausgesprochen, da8f sie auf andere Falle leicht an- 
gewendet werden kénnte. 

Beiliufige, isolierte Resultate tiber Determinanten hat Lagrange 


ee ee ee 


1) Hist. de l’acad. roy. des sciences, année 1772, 2° pt., Pare 1776, p. (267 
bis 876), 294—804. Vgl. T. Muir, op. cit., p. 23—83. 
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in zwei Abhandlungen des Jahres 1773 gegeben. In der ersten, 
-Nouvelle solution du probléme du mouvement de rotation etc.’) 
sind finf Identitaten, die wir jetzt als Beispiele der Multiplikation 
und Addition von Determinanten ansehen. Andere Iidentitaten fin- 
den sich in der zweiten Abhandlung, Solutions analytiques de 
quelques problomes sur les pyramides triangulaires’). | 

Von einer Mitteilung Condorcets angeregt, untersuchte Euler 
ir einem Artikel De formulis exponentialibus replicatis®) die 
Grenzwerte der Zahlen a, B, y,..., wo B=17%, y=... Damit 
diese GréBen nicht ins Unendliche wachsen, mu8 ein Glied, welches 
die Grenze beriihrt hat (attigerit), dem nachstfolgenden gleich sein, 

1 : 3 


d. h. r” =, oder r=”. Wenn log o = 1, erreicht x sein Maximum 


1 1 
e¢ = 14447... Ist l<r<e’, gibt es zwei GréBen © und Y, 
welche die Bedingungen 7? mx rv = W erfiillen. Setzt man Y = po, 


dann wird ® = p?-4, WY = are t. Man Kann also -p belicbig wihlen 


und die zugehdrigen Werte von 9, ¥,7 finden. Wenn r> ae kdnnen 
nur imaginare Zahlen die Bedingung r” = o erftillen. Der Fall r <1 
wird auch untersucht. 

In einem Artikel, Obusevatiois on the limits of steobeeiial 
equations; and a general demonstration of Des Cartes’s 
Rule...*) hebt Isaac Milner (1750—1820), ,fellow* an Queen’s 
College in Cambridge, hervor, daB der Satz in Maclaurins Algebra, 
demzufolge die Wurzeln der Gleichung (B) 

(1 + mm) x" — (1+ {nm — 1} m)pa-*+ 1+ {n—2} m)qar-*?—--- =O 
als Grenzen zwischen den Wurzeln der Gleichung (A) 2* + pa*-! 
+ qa"-?—...=:0 liegen, nicht allgemein richtig sei. Z. B. die Wur- 
zeln 2 + V13 von x?—42—9 =O liegen nicht zwischen den Wur- 
zeln 3 und —1 der Gleichung 2?—22—3=0. Der Satz gelte 
nur, wenn alle Wurzeln gleiche Zeichen haben, was Maclaurin nicht 
deutlich hervorgehoben habe*). Milner habe 1775 auch Waring 
mitgeteilt, daB der Maclaurinsche Satz, daB die Wurgeln von (C) 
na"~!— (n — 1) px"-*? + (mn — 2)qa"-* —.---=0 Grenzen der Warzeln 
von(A) seien, einer Kinschrinkung bediirfe, da es méglich sei, daB keine der 
Wurzeln von (C) zwischen der kleinsten positiven und der gréSten nega- 


N. mém. de l’acad. roy. des sciences, année 1773, Berlin 1775, p. 85 bis 
120 = Lagrange, Oeuvres, T. III, p. 579—616. *) Ebenda, p. 149—176 = 
Oeuvres T. OI, p. 661—692. Vgl. T. Muir, op. cit. p. 88—41. *) Acta acad. 
scient. imp. Petropolitanae, pro anno 1777, Pars 1, Petropoli 1778, p. 88—60. 
*) Philos. Trans., Vol. 68, for the year 1778, London 1779, p. 380—888. °) Vide 
Maclaurin in Phil. Trans. (London) Vol. 36, auch seine Algebra, Art. 44, 45—50. 
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tiven Wurzel von (A) liegen. Denn setze man diese zwei Wurzeln 
in (C) ein, so médge das Polynom (C) Werte gleichen Zeichens er- 
halten, weshalb keine Wurzel von (C) zwischen den zwei Wurzeln 
von (A) liegen wiirde.” DaB ein solcher Fall wirklich eintreten a 
ist natirlich nicht bewiesen. 

Milner gibt folgenden Beweis der Descartesschen Teicha: 
regel. Sind alle Wurzeln von (D) 1 +: mz + nz*+----+ 2° =0 reell, 
dann sind diejenigen von (E) m+ 2nz+.--- wedi 0 Grenzen der 
Wurzeln von (D). Es sind deshalb nicht weniger +-Wurzeln in (D) 
als in (E), denn da jede Wurzel von (E) zwischen ‘verschiedenen 
Wurzeln von (D) liegt, kann die Anzahl positiver Wurzeln nicht 
kleiner sein. Sind 7 und m beide positiv, mu8 die Anzahl +-Wur- 
zeln in (D) und (E) gerade sein, und die Anzahl in (D) kann also 
die in (E) nicht durch die Einheit fibersteigen. (D) hat aber eine 
Wurzel mehr als (E), welche gewiB — sein mu8. Ahnlich behandelt 
er den Fall, wo / und m beide negative, und den Fall, wo diese 
entgegengesetzte Zeichen haben. 

In der Abhandlung Sur la détermination du nombre des 
racines imaginaires dans les équations litérales') entwickelt 
Lagrange anfangs die bekannten Kriteria fir die Bestimmung der 
Natur der Wurzeln von s?— Bx +C—0; alle Wurzeln sind reell, 
wenn 4 B°> 27 C*; zwei sind einander gleich, wenn 4.B*— 27C? = 0; 
zwei Wurzeln sind imaginér, wenn 4B°< 27C*. Zu Gleichungen 
n= Grades tibergehend, bemerkt Lagrange, da8 Newton und an- 
dere Forscher Bedingungen fir die Existenz lanter reeller Wurzeln 
aufgestellt haben, die nicht hinreichend sejen. Der Grund dafir liege 
darin, da8 diese Bedingungen nicht durch die direkte Betrachtung der 
reellen und imaginiren Wurzeln abgeleitet wurden, sondern blo8 
aus gewissen Bedingungen, welche befriedigt sein mtissen, wenn alle 
Warvzeln reell sind. Wenn die Wurzeln reell sizd, mu8 z. B. die 
Summe der Quadrate aller Wurzeln, oder der Quadrate ihrer Diffe- 
renzen, positiv ‘sein; man darf aber nicht schlieBen, da8 eine positive 
Summe das Vorbandensein lauter reeller Wurzeln nachweist. La- 
grange hebt nun hervor, daB man die Frage, ob es imaginire 
Wurzeln gibt oder nicht, sicherlich dadurch beantworten kann, daB 
man ermittelt, ob die linke Seite der loo durch einen oder 


mehrere Faktoren 2*— az + b, wo b >-+ —, teilbar ist oder nicht. In 


demjenigen Divisionsrest, welcher keine thes Potenzen von z als 
die erste enthalt, setze man den Koeffizienten von 2, sowie auch den 


t) Nouveaux mémoires de l’acad. roy. des seiences, année 1777, Berlin 1779, 
p. 111—189; Lagrange, Oeuvres, T. IV, p. 343—874. 
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vou x freien Teil gleich Null. Man erhalt auf diese Weise zwei 
Gleichungen, und eine dritte durch die Annahme oA — b=, aus 


welchen man die unbestimmten GréBen a@ ynd 5b eliminieren soll. 
Die GréBe u« stellt sich hier als das Quadrat der Halbdifferenz irgend 
eines Wurzelpaares der vorgelegten Gleichung heraus. Ist letztere 
m*™ Grades, mu8 erstere sen Grades sein. Wenn nun in der 
Endgleichung « negative Werte hat, sind in der vorgelegten Glei- 
- chung imaginére Wurzeln vorhanden, sonst nicht. Ob negative 
Werte habe oder nicht, lasse sich durch Descartes’ Zeichenregel 
eritscheiden. Gibt es in der Reihe der Koeffizienten lauter Zeichen- 
wechsel, so hat die vorgelegte Gleichung keine imaginaren Warzeln; 
sind Zeichenfolgen vorhanden, dann sind imaginiére Wurzeln gewiB 
vorhanden. Jiagrange erklart, daB die Anzahl von imaginiren 
Wurzelpaaren nicht gréBer als die Anzahl Zeichenfolgen sei, weshalb 
man wisse, daB sich imaginére Wurzelpaare vorfinden, nicht aber 
deren Anzahl. Um diese Anzahl naher zu untersuchen, berechne man 
eine zwoite transformierte Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate 
der Halbdifferenzen zwischen der Summe zweier Wurzeln und zweier 
anderer Wurzeln der vorgelegten Gleichung sind. Hat diese nene 
Gleichung keine negative Wurzel, dann hat die vorgelegte Gleichung 
nur zwei imaginére Wurzeln. ~ DaB eine negative Wurzel wenigstens 
vier imaginére Wurzeln der vorgelegten Gleichung andeuten wiirde, 


& —hb—ga? 
ersieht man aus dem Ausdrucke (* resem) fiir die Wurzeln 


der transformierten Gleichung. Sind a und b,c und d zwei konjugierte 
imaginire Wurzelpaare, so mu8 obiger Ausdruck einen negativen Wert 
annehmen. Um _ herauszufinden, ob nicht mehr als vier imaginiire 
Wurzeln existieren, bilde man eine dritte Gleichung, deren Wurzeln 
die Quadrate der Differenzen zwischen der Summe von drei Wurzeln 
und der Summe dreier anderer Wurzeln-sind. Hat diese dritte Glei- 
. chung eine negative Wurzel, dann besitzt die vorgelegte Gleichuny 
wenigstens sechs imaginére Wurzeln. Wenn notwendig, kénne man 
noch weitere Transformationen unternehmen. Lagrange bemerkt, 
daB ihm kein allgemeines Kriterium zur Bestimmung der Anzahl 
negativer Wurzeln einer Gleichung bekannt sei. Diese Methode fir 
_die Bestimnfung der Anzahl imaginaérer Wurzeln fihrt immer zum 
Ziele. Sie ist der Glanzpunkt der Resultate, -welche man im 18. Jahr- 
hundert tiber diesen Gegenstand erreicht hat. 

Endlich leitet Lagrange noch die Bezichungen zwischen den 
Koeffizienten einer Quartic, welche die Natur ihrer Wurzeln bestim- 
men, ab, und bemerkt, daB schon friiher Waring in seinen Medi- 
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tationes algebraicae diese Resultate mitgeteilt habe, ohne aber 
den Nachweis dafir 2u verdffentlichen. . 

Das 1779 zu Paris erschienene Werk Théorie générale des 
-équations algébriques von Bézout, zeichnet sich aus durch das, 
was es enthilt, sowie durch das, was es wegliBt. Von der algebraischen 
Auflésung von Gleichungen f(x) = 0 verschiedener Grade, oder der 
Anflésung durch Annaherung, oder der Transformation von /(2) =0) 
in eine neue Gleichung, deren Wurzeln oder Koeffizienten hestimmte 
Beziehungen zu denen der vorgelegten Gleichung haben, davon wird 
nichts gesagt. Das ganze Werk ist dem Eliminationsproblem ge- 
widmet. Die Elimination ohne Einfiihrung fremder Faktoren hatten 
Euler und Bézout bisher nur fiir zwei Gleichungen héheren Crades 
mit zwei Unbekannten erzielt. Um fiir den allgemeinen Fall fremde 
Lésungen zu vermeiden, erkannte Bézout schon friiher’), ,dab nicbt 
eine allmahliche, sondern nur eine gleichzeitige Elimination von (m— 1) 
der m Variablen zum richtigen Grade der HEndgleichung oder der 
Eliminante fahren kénne“. Diese Sache wird nun weiter entwickelt. 
Nach einer Einleitung fiber Differenzenrechnung folgt die allgemeine 
Theorie von Gleichungen irgendwelchen Grades und mit mehreren 
Unbekannten. Ein vollstindiges Polynom des Grades 7 mit n Un- 
bekannten wird durch (u...)” bezeichnet; dessen Gliederzahl, durch 


-—— 


jeitet einen Ausdruck ab ftir die Berechung der Anzahl derjenigen 
Glieder in diesem Polynom, welche durch keine der GréBen w,.r:, y’, 2’ 
teilbar sind, und wird durch denselben zum Lehrsatz ygefiihrt: Der 
Grad der Endgleichung, welche aus einer Anzahl » von vollstéudigen 
Gleichungen irgendwelcher Grade mit » -Unbekannten bervorgeht, 
ist dem Produkte der Grade der vorgelegten (Qleichungen gleich. 
Nur fir den Spezialfall von zwei Gleichungen war dieser Satz friiher 
bekannt. Im Falle unvollstindiger Polyuome mag der Grad des Knud- 
resultats niedriger sein. Bézout unterwirft dieselben einer tin- 
gehenden Untersuchung. -lm zweiten Teile des Werkes wird die Jili- 
mination selbst durchgefihrt. Ohne Nachweis gibt er zur Berech- 
nung der Unbekannten von linearen Gleichungen eine scheinbar will- 
kirliche Regel, welche gleichgiiltig auf literale und numerische, all- 
gemeine und spezielle Gleichungen anwendbar ist. Wir erliutern sie 
an einem Beispiele aus § 200. Sind a'x+biy+cs+d=0 G—O, 1, 2), 
nehme man stillschweigend ¢ als Unbekannte der absoluten Glieder 
an. Man hat dann a'¢+hy+¢2+ dt=—0. Im Produkte syst 
setze man nacheinander beztiglich a, b, c,d an die Stelle von 2, y, z, ¢. 


t) Cours de math. & ]’usage des Gardes du Pavillon, 1764/69, p. 209. Vl. 
Encyklopidie der math. Wies., Bd. I, S. 261. 
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Man erhiilt, nach einem Zeichenwechsel fiir jede ungerade Vertauschung, 
die erste Linie, ayzt—bxet+cxyt—daxyz. In dieser ersten 
Linie setze man ahnlicherweise, nacheinander, beztiglich a’, 0’, ¢, a 
_ statt 2, y, 2, ¢ Man erhilt die zweite Linie. Darin setze man be- 
ziglich a”, b”, c’, d” statt x, y, 2, ¢, und man erhdlt die dritte Linie. 
Der Wert von x ergibt sich dann durch Division des Koeffizienten 
von x mit dem des Koeffizienten von ¢; d. h. 


= (be Wea” — (ba — Wao" + ( — Cab) : 
: {(ab’ — ab) ce” — (ac — a'c)b" + (bc — Voja’'. 


Ahnliches fir y und ¢. Warum mit azyst angefangen wird, und 
was dieses Produkt eigentlich bedeutet, wird nicht erklaért. Man sieht, 
daB hier Determinantenausdrticke vorkommen und daB die Methode 
auch zur Resultantenbestimmung dient. Die Regel wird an Beispielen 
angewendet, wo einige Koeffizienten Null sind, oder eine Linie ver- 
schwindet, oder eine der Unbekannten in der letzten Linie wegbleibt. 
Bézout gibt auch eine bessere Regel, die Laplacesche Entwicklung 
niederzuschreiben *). 

Bézout geht dann zu Gleichungssystemen hoherer Grade aber’ 
und bewirkt die Elimination nach einer Methode von unbestimmten 
Koeffizienten. Jede der vorgelegten Gleichungen wird mit einem un- 
bestimmten Polynom multipliziert, so daB in der Summe dieser Pro- 
dukte alle Unbekannten mit Ausnahme einer einzigen verschwinden. 
Durch eine Konstantenabzihlung und die Auflésung von linearen 
Gleichungen lehrt er Polynome dieser Art zu finden. Das Werk 
wurde von Lagrange’) und Laplace*) sehr hoch geschitzt. La- 
grange sagte: ,je le mets dans le petit nombre de ceux qui sont 
véritablement utiles aux progrés des sciences“. Und doch scheinen 
Bézouts Resultate teilweise in Vergessenheit geraten zu sein, denn 
Jacobi und Minding leiteten solche tber ein halbes Jahrhundert 
spiter von nevem ah, ohne Bézout als Vorginger zu nennen*). - 

Bézouts Eliminationsregel fir lineare Gleichungen wurde von 
C.F. Hindenburg in seiner Vorrede zu einem Werke von C. F. 
Ridiger, Specimen analyticum de lineis curvis etc, Leipzig 
1784, ins Lateinische tibersetzt. Hindenburg selbst gab eine Regel, 
welche zugleich die Gliederbildung und die Zeichenordnung in Deter- 
minanten lieferte®). | 


) Vegi. T. Muir, op. cit., p. 41—53. *) Oeuvres, T. XIV, p. 276: Brief an 
Bézout, 128. Juli 1779. *) Ebenda, p. 80: Brief an Lagrange. ‘) A. Brill 
und M. Noether, Jahresb. d. Deutech. Math. Ver., 8. Bd. 18921898, S. 143 
bis 147. ) T. Muir, op. cit., p. 58-—56. 
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Vor dem Abschlusse unserer Angaben iiber Determinanten. be- 
merken wir noch, da§ in den Schriften von Vandermonde und 
Francois Marie Riche de Prony!) (1755 —1839) die ersten 
Spuren von Alternanten vorkommen’). 

Der Mathematiker und Astronom John Hellins (? — 1827), 
"1779—1783 Pfarrer zu Constantine in Cornwall, schlug eine Methode - 
zur Berechnung von zwei gleichen Wurzeln vor, welche ftir die 
kubische Gleichung so lautet*): Wenn 2*— p2*+ gz—r=0 zwei gleiche 
Wurzeln hat, finde man durch Division den gemeinschaftlichen Faktor 
zwischen dieser Gleichung und 32°—2px+q==0. Man erhalt de- 
durch x = (pq — 9r):(2p'— 6q). Hat nun 2° + 52? — 322+ 36=—0 
zwei gleiche Wurzeln? Man findet (pq — 9r):(2.p* — 6q) = 2. Dieser 
Wert, «= 2, geniigt der vorgelegten Gleichung und muB also die 
doppelte Wurzel sein. Diese Methode wird auf die Quartic und 
Quintic angewendet. 

Ungefahr zu gleicher Zeit wurden Studien tiber Gleichungen 
auf den schwedischen Universitaéten za Upsala und Lund vor- 
genommen; in Upsala von Mallet, in Lund von -Bring. Fried- 
rich Mallet (1728—1797) amt von einer Familie, die aué 
Frankreich nach Schweden auswanderte. Nachdem er einige Jahre 
in England, Frankreich und den Niederlanden zugebracht hatte, wurde 
er 1757 Assistent fir Astronomie und spater Professor der Mathe- 
matik dn der Universitit Upsala. . Zwischen 1777 und 1784 hat er 
vier Schriften tiber Gleichungen der ersten vier Grade geschrieben. 
Drei sind von Matthiessen angefthrt‘); eine vierte, De Aequatione 
biquadratica (Resp. J. Norderling) erschien in Upsala 1782 und 
ist geechichtlichen Inhalts. Er erdffnete einen neuen Gesichtspunkt 
dureh sein Verfahren, die Unbekannte zu variieren und die Koef- 
fizienten der erhaltenen Gleichung gewissen Bedingungen zu unter- 
werfen. Bei 24+ Az?+ Bo't+ Cx+D—O0 setzt er>) gemytk 
and erhalt 94+ aby°+ (68h? + AE+ By’ +ab'y+b‘=0, wo 
ban A+ AR + BE’ + CE+4+ D, ab=4E4+A, a m4 BP 4+ 3 AB 
+2BE+C. Daraus folgt die kubische Gleichung . 

“(At —4AB + 8C)E*+ (4B + 2AC— 4B 4 16D) BE 

+ (440+ 8AD—4BQE+ AD—-C=0 
far die Bestimmung des EF. Es sind dann a,b,chh=6F7°+3AE+B 

%) Journ. de I’éc. polyt. I, p. 264, 265. 7) T. Muir, ,,The Theory of Alter- 
nanté in the Historical Order etc.‘ in Proceed. roy. Soc. of Edinburgh, Vol. 28, 
1899—1901, p. 98, 94. *) Phil. Trans. 1782 London, p. 417—425. *) Mat- 


thiessen, op. cit. 8. 840, 488, 545, 621, 977. 5) Nov. Act. Soc. Scient. et 


Litt. Ups. Vol. I, p. 263, auch, De aequatione pulecer eee Upeala 1782, 
p- 16, 17. 


OANrox, Geschichte der Mathematik IV. 9 
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bekannt. Die erhaltene Gleichung ist nach Saundersons Methode 
leicht zu lésen, denn 5 


yx + aby® + cb?y? + abby + bt = 0 = (y? + eby + b*)-(y? + fby +"), 


_ woe+fma, e—f=YVai—4ce4 8. 

- De aequatione, cujus radices sunt binarum datae aequa- 
tionis radicum summae’) ist eine Untersuchung von Sebastiano 
Canterzani (1734—-1819), Professor der Mathematik in Bologna 
und Verfasser mehrerer Lehrbiicher und Abhandlungen. Er war 
auch Sekretiir des Instituts von Bologna. Er hebt hervor, daB 
Waring in seinen Meditationes algebraicae die Herleitung ciner 
Gleichung besprochen habe, deren Wurzeln irgend eine algebraische 
Funktion der Wurzeln eciner gegebenen Gleichung seien, daB aber die 
Bestimmung der Glieder einer allgemeinen. Gleichung 2” Grades 
nicht leicht sei. Lagrange habe 1767 die Gleichung, deren Wurzeln 
die Differenz je zweier der vorgelegten Gleichung sind, hergeleitet. 
Nun soll die Summe je zweier Wurzeln in Betracht kommen. Die 
Methode ist hier nur sehr kurz erklart.. Sind a’, a”, a’”,... die 
Koeffizienten der vorgelegten Gleichung m‘*" Grades und A’, A”, 


m (m — 1) ten 
2 


A™,... diejenigen der gesuchten - Grades, dann sei 


At = D(a’ Ae) + a” At-4 +--+ - at-1 A’) + (m — 27 ae, 


wo in der durch <> angedeuteten Summe m die Variable ist. Obschon 
im nachsten Bande die Sache weiter auseinandergesetzt wird, ist sie 
‘doch nicht mit geniigender Klarheit dargestellt. 

Kin sorgfiltig verfaBtes Werk, betitelt Analysis aequationum, 
Dablin 1784, erschien aus der Feder von William Hales (1747 bis 
1831), Tutor zu Trinity College, Dublin, und Professor der orienta- 
lischen Sprachen an der dortigen Universitat. Es ist rejch an Lite- 
raturangaben. Lagrange soll an den Autor aus Berlin ein Lobschreiben 
gerichtet haben”). 

Unter den wichtigen Ergebnissen, welche wihrend der gweiten 
. Hialfte des 18. Jahrhunderts in der Gleichungstheorie hervorgebracht 
wurden, muB man auch eine kleine Schrift des oben angefthrten 
schwedischen Mathematikers Bring mnennen. Wahrend 75 Jahre 
bhieb dieselbe den Mathematikern unbekannt; die Resultate derselben 
wurden von dem englischen Mathematiker Jerrard 1834 neu ent- 


1) De Bononiensi Scientiarum et Artium Instituto atque Academia Com- 
mentarii, T. VI, Bononiae 1783, Comm. p. #97. *) Dictionary of National Bio- 
graphy (Stephen und Lee). 
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deckt. Sie betrifft die Transformation der allgemeinen Gleichung 
5. Grades in die Form y°+ Gy+ H=O0 und erschien unter dem 
Titel B. cum D. Meletemata quaedam mathematica circa 
transformationem aequationum algebraicarum, quae... in 
Regia Academia Carolina praeside D. Erland Sam. Bring, 
Hist. Profess. Reg. & Ord. publico eruditorum examini 
modeste subjicit Sven Gustaf Sommelius...1786, Lundae. 
Man kénnte diesem Titel zufolge veranla8t sein, Sommelius fir den 
Verfasser zu halten, besonders da auch die Dedikation seine Namens- 
unterschrift tragt, und er darin von diesen seinen Erstlingsfriichten 
(,primitias‘): redet. Auf eine Anfrage des Hrn. Felix Klein teilt 
-_ aber Hr. Backlund in Lund mit, ,da8 dice jedenfalls unzu- 
treffend sein wiirde, indem die Promotionsschriften damals durch- 
gangig von den Vorsitzenden des Examens verfaBt wurden und den 
Examinanden nur als Substrat der Disputation dienten“.'): 

Schon friher hatten C. Hill (1861) aus Lund und Ebbe Sam. 
Bring, em Neffe unseres Bring (ungefahr 1824), diese Dissertation 
ihm zugeschrieben. Ja schon 1798 enthalt der Pitel emer Tegman- 
schen Dissertation den Ausdruck ;methodus Bringiana“. Auch muB 
bemerkt werden, da8 Bring sich viel mit Gleichungen beschiiftigte, 
wibrend der siebzehnjahrige Sommelius sich spater nicht wieder 
mit mathematischen Studien abgab und 1790 eine Promotionsschrift 
historischen Inhalts verteidigte. Die Verdienste von Erland Samuel 
Bring wurden 1861 von Hrn. C. Hill in Lund ausfiihrlich gewiirdigt, 
der die Arbeit mit eigenen Bemerkungen begleitete*). Es ist merk- 
wiirdig, daB die Bringsche Arbeit nicht frither allgemein bekannt— 
wurde, denn, wie schon bemerkt, erschien 1798 eine Dissertation mit 
Brings Namen im Titel. Ferner hob Brings Neffe ungefahr 
1824, bei der Inauguration des Physikers J. C. Hill in Lund, den 
groBen Wert seiner Gleichungsuntersuchungen scharf hervor und 
1837 wurden Ausziige dieser Mitteilungen in einem wohlbekannten 
schwedischen biographischen Lexikon gedruckt®). Erland Samuel 
Bring (1736—1798) studierte in Lund Rechtswissenschaft, wurde 
1762 Dozent, spiter Professor Historiarum und 1790 Rektor der 
Akademie. Mathematik war fir thn ein Lieblingsstudium, aber nur 
wenige seiner Arbeiten wurden veréffentlicht. In der Bibliothek der 


— ——— 


1) F. Klein, Vorles. i. d. Ikosaeder, Leipzig 1884, S. 148. 2 Ofversigt 
af Kong). Vetenskaps-Akademiens Férhandlingar 1861, Stockholm 1862, p. 817 
bis 355. Ein Auszug von Brings Schrift mit Bemerkungen erschien in Grunerts 
Archiv, Bd. 41, 1864, S. 105—117; Bd. 40, 1868, S. 55, auch in Quarterly Journ. 
of Mathematics, Vol. VI, 1864, p. 38—47. 5) Biographisk Lexikon dfver 
Namnkundige Svenska min Tredje Bandet, Upsala 1887, p. 88—84. 
9* 
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Universitat in Lund sind acht handschriftliche Bande seiner mathe- 
matischen Abhandlungen und Kommentarien zu Euler, Wolf, 
Palmquist, Hospital und anderen. Er schrieb fiber Algebra, Geo- 
metrie, Differentialrechnung, Gleichungen, Theorie der komogenen 
Funktionen, Chronologie und Astronomie’). 

In seiner Dissertation wendet Bring die Tschirnhausensche 
Transformation an. Er fangt mit der quadratischen Gleichung 
stme+ne=:( an, setzt = y—a, dann —2a+m=0 zar Be-- 


stimmung des a und erhilt y? — a —n. Durch ein &hnliches 


Verfahren wird die kubische in eine- binomische Gleichung transfor- 
miert. Dann folgt eine interessante Diskussion der Quartic, «¢ + »s* 
+pz+q=0. Durch Hilfsgleichungen zweiten Grades 2' + bz + 4 
+y=0 wird diese auf die Form y+ Ay’? + B=0 gebracht. Um, 
wenn méglich, alle dazwischenliegenden Glieder der vorgelegten 
Quartic zu beseitigen, nimmt er e+ cs? + be+a+y—0 an, eli- 
miniert # und setzt die Koeffizienten y*, y*, y gleich Null. Die Eli- 
mination von 6} fihrt ihn zu einer Gleichung sechsten Grades in c. 
Ohne diese Sache weiter aufzuklaren schreitet er zur Quintice. 

Um die Quintic 2° + ps? +¢2+r—0 von dem Gliede s* mu 
befreien, nimmt Bring # + ds*+ cz? + b2+a+y—0 an und eli- 
miniert ¢. In der neuen Quintic y° + Dy + Ey’ + Fy +---=0 
setzt er D=0, EH=0, F=0. Von D=O erhilt er a = (Bpd + 4q):5, 
dessen Wert er m E. =O und F'= 0 setzt. Versucht man nun 8, c 
oder @ zu eliminieren, so bekommt man eine Gleichung sechsten 
Grades. Dieses vermeidet Bring aber durch die Annahmen } = ad 
+€ und c=d+y. Die Gleichung E =O nimmt nun die Form 
einer Quadratic in d@ an, deren drei Koeffizienten er gleich Null'setzt. 
Das Verschwinden des ersten Koeffizienten liefert ihm durch Auf- 
lésung einer Gleichung ersten Grades den Wert von a, dasjenige des 
zweiten Koeffizienten gibt ihm § als eine lineare Funktion von y, 
dasjenige des dritten Gliedes bringt ihm y durch Auflésung einer 
Quadratic, als eme Funktion von p,q,r. Setzt man nun'in F=0Q 
fir a, b, c die Werte (3pd + 4q):5, ad+ §& d+ y ein, so erhilt man 
eine Gleichung in d, die nicht hdheren als dritten Grades sein kann. 
Auf diese Weise transformiert Bring die allgemeine Quintic in die 
Form y° + Gy + HO, ohne aber in seiner Dissertation zu zeigen, 
ob eine weitere Anderung zur Binomialform y* + IJ = 0 unmiglich 
wire"), Diesen bedeutenden Leistungen sind in Schweden keine 
weiteren Untersuchungen gefolgt, auBer zwei Dissertationen der Jahre 


') Biographisk Lexicon etc., 8. 84. ’) Kine Kritik der Bedeutung von 
Brings Transformation findet man in F. Klein, op. cit. 8. 148, 144, 207—209, 244. 
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1798 und 1799 von Tegman, Regula Cardani et methodus 
Bringiana radices inveniendi cubicas inter se collatae, und 
De aequatione biquadratica, worin die Gleichungen dritten und 
vierten Grades etwas eingehender behandelt werden, als bei Bring der 
Fall war!)” Pehr Tegman (1757—1810) war Professor der Mathe- 
matik au der Universitit zu Lund’). 

J. H. Lambert sagt in einem Aufsatze Uber die Verwand- 
lang und Auflésung der Gleichungen’), daB Waring einen dem 
seinigen ganz fhnlichen Versuch gemacht habe, die Sache aber so 
sehr abstrakt vornehme, daB er die Vorteile, welche besondere Fille 
darbieten, gar nicht sehen konnte. Lambert bestimmt die Grenzen, 
in welchen alle Wurzeln einer Quartic entweder unméglich oder reell 
sind. Die Auflésung einer solchen Quartic hiéngt von einer kubischen 
Gleichung mit lauter reellen Wurzeln ab, die sich auf die Dreitéilung 
eines Kreishogens reduzieren la8t. Eine bequeme Auflésungsform 
wird angegeben. Auch Wehandelt er die Aufgabe, aus zwei Glei- 
chungen 0 = 2* — ag™-14...., O=y"— aa"-1+.---, ohne diese 
vorerst aufzulésen, eine dritte Gleichung O= 2 — Ae 14... her- 
zuleiten, so daB zs = x +-y ist. 

Sebastiano Canterzani sucht in einer Schrift Della riduci- 
bilita di ogni quantit&é immaginaria algebrica alla forma 
A+ BY— 1*) einen ftr elementare Lehrbticher geeigneten Beweis 
darzulegen. Es ist dem Verfasser aber nicht gelungen, den Beweis 
dieses schweren Satzes von Uhelstinden verschiedener Arten zu be- 
freien. 

In einer Schrift, Von der cubischen und biquadratischen 
Gleichungen bejahten, verneinten und unméglichen Wur- 
zeln®), gibt Gustaf Adolph Leijonmark (1734—1815), Bergrat 
beim schwedischen Bergkollegium, eine weitkufige Erklitung von 
Konstruktionen, um die Natur von kubischen und quartischen Glei- 
chungen geometrisch zu bestimmen. In spateren Artikeln untersucht 
er quartische Qleichungen, die sich in zwei quadratische Faktoren 
zerlegen lassen und quintische Gleichungen, die sich in quadratische 
und kubische Faktoren zerlegen lassen ®). 

‘In einem Artikel On finding the values of algebraical quan- 


1) C. Hill, loc: cit. 8. 819. » J.0. Poggendorff, Handwirterb. z. 
Geseh. d. exact. Wiss., Bd. II, Leipzig 1868, 8.1074. °) Beytrige sz. Gebrauche 
d. Math. u. deren Anwend. Zweyter Theil, Berlin 1770, S. 184—249. *) Me- 
morie di Matematica e Fisica della Societa Italiana, Tomo IJ, Pt. Il, p. 720 bis 
731. *) Neue Abhandl. d. K. Schw. Akad. d. Wiss. fir das Jahr 1785, aus 
dem Schwedischen tibers. von A. G. Kistuer, Leipzig 1786, S. 8—15, nebst 
finf Fortsetzungen. § *) Ebenda, Bd. 9, 1788; Bd. 16, 1796, 
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tities by converging serieses, and demonstrating and ex- 
tending propositions given by Pappus and nee betrachtet 
Eid ward — den Ausdruck 


V (4VEAL VEBH VLC ote). 2 
Sind a +4, e’ +44,...0% + fi engenders von 2° + 1 =6, . 
z® F 1 = 0, 2 F1—0 (Waring erent i statt ¢), und 


“4 
EP SEA IR ees , 4. Qa Anat Bey +--+, dann wird 
obiger eee wo P statt + P und P> Q, 





P r 











(a om arddaipant 
pr pr. 
in welchem Falle Z und M konvergieren. Sodann ist (I +42) 
-(+ +t) eine Wurzel der vorgelegten Grobe. Er nimmt ferner 
—P statt +P, hernah P<Q, P=+@Q. Die Wurzeln von 
2°? +1—0 kénne man algebraisch finden, wenn 6<11 (Vander- 
mondes Anuflésung von x'*—1=—0 von 1774 war ihm also nicht 


bekannt), oder wenn b = 2'.3"...10°) wol,l’... ganze Zahlen sind. 

Auflésbare Gleichungen héheren Grades werden von Euler in 
der 1776 eingereichten Schrift Innumerae sequationum formae, 
ex omnibus ordinibus, quarum resolutio exhiberi potest*) 


behandelt. Der Bruch x = (o//2 — a) : (1 -V2), wo V2 % ver- 


schiedeno Werte annimmt, ist Wurzel der Gleichung (= me - : 
welche in entwickelter Form 


rm wad (22) 0-* 4 wad (LaDy 


wird, wenn #”,#”,... den zweiten, dritten etc. Koeffizienten eines zur 
n" Potenz erhobenen Binoms andeutet. Es ist auffallend, da8 in 
dieser Abhandlung gar kein Hinweis auf die Arbeiten von Bézout, 
Lagrange und Malfatti vorkommt. Seine jetzigen Ansichten 
iiber die allgemeine Lésbarkeit von Gleichungen stimmen mit denen, 


die er 1732 und 1762 geduBert hatte, ganz fiberem. Obiges Resultat 


*) Phil. Trans. Vol. 77, for the year 1787, Pt. I, London 1787, p. 71—88. 
*) Nova acta acad. scient. imp. Petropolitanae, T. VI, ad annum 1788, Petro- 
poli 1790, p. 26—36. 
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wird von ihm alJs eine Bestatigung seiner friiheren MutmaBung, da8 
eine Gleichung 2* = pz"-?+ qz"-5 +--+ die Wurzelform 2 = Va 
+VB +--+ besitze, wo a, B,... Wurzeln einer Resolvente » — 1% 
Grades darstellen, angesehen. 
In der Abhandlung De radicibus aequationis infinitae 
at 


Lex x : 
O-1— cart +t a@tne@LDeLs ~ n... (0-4 5) + ete.) zeigt — 
Euler, daB fir = 1, gt, + are fir n=2, c=4+49, 


4+2a,...; fir n=3, c=422, +42,... Wahrend in diesen 
Fallen eine unendliche Anzahl reeller Wurzeln existiert, sind fiir 
| 6 (x — sinz) 


#2 = 4 alle Wurzeln imaginar, weil die Summe ——-;-— der unend- 


lichen Reihe ftir keine reellen Werte von z verschwinden kann. 
Euler schlie8t nun ohne Beweis, daB héhere ganzzahlige Werte von 
#» ebenfalls nur imaginére Wurzeln besitzen. Ist »< 3 und ein 


Bruch, so gibt Daniel Bernoullis Methode der rekurrierenden Reihen 
1 1 


Niéherungswerte. Setzt man n = $ » —y» > dann wird der kleinste 
Wert von 2 bezw. 0.909, 0.687, 0.572. Die verschiedenen Wurzeln, 
welche sich fiir Bruchwerte von m» oder ftir ganzzahlige .Werte von 
*>3 ergeben, lassen sich nicht auf einfache Weise durch  aus- 
dracken. | 

Wir erwahnen hier ein uns nicht zugiingliches Werk, Opuscules 
mathématiques contenant de nouvelles théories pour la 
résolution des équations de deux, trois et quatre degrés 
(Leyde et Paris 1794) von Louis Bourguet (1678—1742), welcher 
in den letzten Jahren seines Lebens Professor der Philosophie und 
Mathematik in Neuenburg war’). 

In einem Bichlein tiber Analytische Entdeckungen in der 
Verwandlungs- und Anflésungskunst der héheren Glei- 
_ ehungen von Hulbe, Berlin und Stralsund 1794, werden, wie der 
Autor sich ausdrtickt, ,,weitere Gesichtslinien gezogen“. Adam Ehre- 
gott Leberecht Hulbe (1768—?) wurde zu Berlin geboren und 
bekleidete dort gegen Ende des Jahrhunderts die Stelle eines kénig- ~ 
lichen Lotteriesekretirs. Sein wertvolles Werkchen wurde von 
Kastner, dem es zugeeignet ist, erwabnt; sonst blieb es lange un- 
bekannt®). Er zeigt wie man eine Gleichung nach z in eine andere 
nach y durch die Annahme y = 2" transformieren kann. Wenn man 


1) Nova acta acad. scient. imp. Petropolitanae, T. 1X, ad annam 1791. 
Petropoli 1795, p. 19—40. *) Michaud, Biogr. univ. 5, Allgemeine Bio- 
graphie, Art. von 8S. Ginther. 
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also die allgemeine kubische Gleichung y*° + xy* + Ry — = =(Q in 
die Gleichung 2° + (2R — 2*)z* + (Rt + “) — a == () verwandelt, 





_ worin e=y, und man setzt 2R—2=4, Ro + = = @ — #8) and 


_ eliminiert R mittels der zwei letzten Gleichungen, so erhalt man die allge- 
meine quartische Gleichung 2‘ + gz77+rz+8=0. Folglich erhalt man 
auch umgekehrt durch Auflésung der kubischen Gleichung von s die 
‘Wurzeln dieser quartischen Gleichung’). Hulbe lehrt auch: @lei- 
chungen mit ganzen und gebrochenen Exponenten, wenn diese Ex- 
ponenten auch nicht alle positiv sind, in Gleichungen mit ganzen 
positiven Exponenten zu verwandeln, sowie aus der Summe der Potenzen 
mit ganzen positiven Exponenten der Warzeln, die Summen der 
Potenzen mit ganzen positiven' und negativen Exponenten der Pro- 


dukte von gleich vielen ihrer Wurzeln zu finden, wodurch jede Gleichung . 


in eine andere verwandelt werden kann, worin die Wurzeln den Pro- 
dukten von gleich vielen Wurzeln dieser Gleichung, zu Potenzen mit 
ganzen positiven oder negativen Exponenten erhoben, gleich sind. 
Um die Wegschaffung der WurzelgréBen aus den Glei- 
chungen zu erzielen, gibt C. G. Fischer, Professor am Ké6lnischen 


Gymnasium, drei Methoden”), Soll nach der ersten eine Gleichung . 


in eine andere, deren Exponenten simtlich z. B. dreimal so groB sind, 
verwandelt werden, so bringe man die Gleichung auf die Form —a— bx 
+ cz", wo a, b,c itweder gar keine, oder bloB solche Potenzen von 
x enthalten, deren Exponenten durch 3 teilbar sind). Man erhilt 
dann — a = b'2* + 3b%ca* + 3682? + eat, — aax’ = abst + acx*. 
Das willkirlich angenommene « 1&8t sich nun so bestimmen, daB in 
der Sumwme der Seiten dieser Gleichungen die °Glieder, welche 2‘ und 
x® enthalten, Null werden; also « = — 36c, und man hat das Resultat 
O = a’ + b'2* + cx* — 3abe. In der zweiten Methode, wenn die ge- 
gebene Gleichung x” + az’-'+---=0Q und die gesuchte 
ar* + Age-Da 4... = 0 
ist, dividiere man letztere durch erstere bis im Quotienten ein Gliea 
vorkommt, das kein x mehr hat, dann mu8 der rgliedrige Rest, 
Glied fir Glied, Null sem Man hat also r Gleichungen fir die 
Bestimmung der r Grd8en A, B,... Die dritte Mpthode ist tri- 
gonometrisch. 


In einem Aufsatze, De inventione divisorum®) werden von 


1) Hulbe, 8.135. Vgl. Matthiessen, Grands. d. Ant. & Mod. Alg d. Litt. Qleich., 
8. 881, 438, 568. *) Archiv d. r u. a. Mathem. (Hindenburg), 2. Bd. 1798, 
S, 180—195, 426—-440. *) Nova acta scient. imp. Petropolitanae, T. EL, ad 
unnum 1798. Petrupoli 1798, p. 172—182. 
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dem Astronomen Friedrich Theodor v. Schubert (1758 —1825) 
aus Helmstedt die Regeln in Newtons Arithmetica universalis 
fir die Auffinduny linearer und quadratischer Faktoren eines Polynoms 
F(z) = Ax™ + Ba™-1+4..- angegeben und auch eine allgemeine 
Regéel, um rationale Faktoren f(z) = az" + ba*-1+.--- héoheren 
Grades aufzufinden, abgeleitet. Diese Arbeit scheint von Mathe- 
matikern ttbersehen worden zu sein, denn noch 1882 aéuBerte Kronecker 
das Bedirfnis einer allgemeinen Zerlegungsmethode'). Schubert 
griindet sein Verfahren auf folgendes durch mathematische Induktion. 
bewiesene Lemma: Gibt man dem 2 in X = 2” nacheinander die In- 
kremente 1, 2, 3,..., so ist die n® Differenz *X=—1.2.3...n. 
_ Fir jeden ganzzahligen Wert 2, von 2 ist der Wert von F(z,) ein 

ganzes Vielfaches des Wertes von f(z,). Man trage nun fir x nach- 
einander die Werte ...2, 1,0, —1, —2... ein. Fiir jeden der- 
selben zerlege man den Zahlenwert von F(x) in seine ganzzabligen 
Teiler. Wenn man jeden dieser Teiler fir irgendeinen Wert von z, von a2” 
abzieht, mu8, wenn ein Faktor f(x) aberhaupt vorhanden ist, unter 
den verschiedenen Resten der Wert von a2* — f(x) sich vorfinden. 
Wenn man jetzt in der Berechnung von 


A(ax" — f(z), ... AP-* (ax — f(a) 


fir die oben angedeuteten Werte von x alle méglichen Kombinationen 
von Minuenden und Subtrahenden macht, wird es mdglich sein, fir 
29" -*(ax" — f(r) Werte zu erhalten, die eine arithmetische Reihe 
bilden. Ist dieses nicht méglich, so kann F(x) nicht in Faktoren zer- 
legt werden. Im Verfahren Kroneckers werden statt der Differenzen- 
methode Interpolationsformeln. gebraucht. Sonst ‘sind die zwei 
Methoden ganz éhnlich. 

Einen interessanten Versuch nachzuweisen, daf Gleichungen von 
geradem Grade in lauter reelle trinomische Faktoren zerlegt werden 
kdmnen, machte Laplace 1795 in eeinen Vorlesungen auf der 
Normalschule*). Die -Wurzelexistenz wird stillschweigend voraus- 
gesetzt. Ist der Grad der vorgelegten’ Gleichung 2‘S, und S eine 
ungerade Zabl, und sind a, 6, ¢,... die Warzeln,. so soll man eine’ 
neue Gleichung vom Grade 2*-'S(2‘S—1) bilden, deren Wurzeln 
3+6-+mab sind, wo m verschiedene bestimmte Werte ‘annehmen 


—— eee 





*, Journal f, r. u. a. Mathematik, Bd. 92, 8. 10. %) Séances des écoles 
nomnales, an [iI (1794—1795) == Journal de 1’école polytechnique 7. et 8. cahiers, 
T. Il, 1812, p. 56, 57. Vgl. G. Loria, Il teorema fondamentale della teoria 
delle equazioni algebriche, Rivista di matematica, 1891, p. 1865—248; G. Loria, 
Eeame di alcune ricerche concernenti l’esistenza di radici nelle equazioni alge- 
briche, Bibliotheca mathematica 1891, p. 99—112. 
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darf. Wenn : = 1, so ist ihr Grad ungerade und sie hat wenigstens 
eine reelle Wurzel, welchen Wert m auch haben médge. Es kann 
aber m beliebig viele Werte annehmen, weshalb es beliebig viele 
Gleichungen letztgendnnten, Grades gibt, welche je wenigstens eine 
reelle Wurzel von dem Typus a+05-+ mab haben. Unter diesen 
Gleichungen sind gewiB zwei, welche dasselbe Wurzelpaar enthalten 
und reelle Werte fir a-+6-+ mab liefern. Sind diese reellen Werte 
a+b6-+mab und a+b -+ mab, dann sind a + b und ab auch reell, 
sowie der Trinom 2* — (a+ b)z-+ ab, welcher ein Faktor der vor- 
gelegten Gleichung ist. Wenn 4 = 2, so hat eine Gleichung des Grades 
2-18", wie eben gezeigt worden, einen quadratischen Faktor. Es 
gibt beliebig viele Faktoren des Typus a+ b+ mab, welche Werte 
von der Form e+ g)V— 1 annehmen, woraus geseblossen wird, daB 
a-+ 6 und ab gleichfalls diese Form haben, und daB die vorgelegte 
Gleichung einen reellen quartischen Faktor enthalt. Fir «> 2 ist 
das Verfahren aholich. . 

| In einer Schrift, On the roots of equations’) gibt James 
Wood (1760—1839), damals Fellow in St. John’s College, ein ein-— 
fluBreicher Mann auf der Cambridge Universitat, einen Beweis, daB 


eine Gleichung n*" Grades #» Worzeln von der Form a+ V+} be- 
sitze. Der Eulersche Beweis dieses Satzes sei nicht allgemein, 
wihrend Warings Auseinandersetzungen zu kurz und schwer ver- 
stindlich seien. Wood demonstriert den Satz, daB zwei Wurzeln 
einer Gleichung 2m" Grades durch die Liésung einer Gleichung 
m(2m — 1)*" Grades gefunden werden kénnen. Wenn méglich, seien 
¢+v und ¢—v zwei Wurzéln der vorgelegten Gleichung. Man er- 
halt durch Substitution dieser Werte und Addition und Subtraktion 
der erlangten Ausdriicke zwei Gleichungen, die sich durch y = y* in 
y™ + by*-2+4+---=0 und Ay™-!+ By*-2+.--=—0 reduzieren. 
Letztere haben einen gemeinschaftlichen Faktor y+ Z, wo Z eine 
Funktion von ¢ und bekannten GréBen ist. Diesen Faktor findet er 
nach der bekannten Divisionsmethode, indem er den von y freien 
.Rest gleich Null setzt. Dieser Rest ist m(2m— 1)*" Grades in z. 
Existiert nun ein Wert von ¢, dann existieren auch Z und der ge 
meinschaftliche Faktor y+ 2, sowie zwei Wurzeln s+) +Z der 
_ vorgelegten Gleichung. Nach dieser Vorbereitung nimmt Wood an, 
daB jede Gleichung ungeraden Grades wenigstens eine. reelle Wurzel 
habe, und deshalb auf eine 2m‘ Grades erniedrigt werden kénne. 
Ist m eine ungerade Zahi, so ist es auch m(2m — 1), weshalb ¢ 


') Phil. Trans. Vol. 88, for the year 1798, London 1798, p. 869—377. 
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und v* reell sein kénnen. Die vorgelegte Gleichung 2m'™ Grades 
hat demnach den reellen quadratischen Faktor 2° — 227 + 2? — v?=0. 


Wenn m gerade und ; ‘ungerade sind, dann hat die Hilfsgleichung 


in z, wie eben bewiesen, zwei reelle Wurzeln, oder zwei von der 


Form a + V— 1); v* hat die Form c+ a@Y— 1. Daraus zieht er die 
Folgerung, daB die vorgelegte Gleichung einen quartischen Faktor 
a+ pz? +qe+rz+s=0 mit reellen Koeffizienten besitzt, welcher 
in zwei reelle quadratische Faktoren zerteilbar ist und deshalb Wur- 


zeln von der Form a+ )V— 16 besitat. Man fahre so fort fir die 


Falle, wo = oder woes 


macht von den verwandten Arbeiten von Foncenex und Lagrange 
keine Erwahnung. Gegen den Beweis von Wood und auch gegen 
diejenigen von Euler, Foncenex, Lagrange und Laplace gilt 
der Einwurf, da8 dicneiben nicht zum Ziele fihren ohne die Wurzeln, 
deren Existenz zu beweisen ist, vorher auf irgendwelche Weise vor- 
zuftihren. Was die Mathematiker des 18. Jahrhunderts hauptsichlich 
im Auge hatten, war der Nachweis, da8 alle Wurzeln von Gleichungen 
mit rationalen Koeffizienten entweder reelle Gréfen oder GrdBen 
vom Typus a + by— 1 seien. 

Zakarias Nordmark (1751—1828), Professor der Physik zu 
Upsala, verdffentlichte eine Schrift Expressio uniuscujusque 
radicis aequationis cubicae in casu irreductibili, ope trium 
radicum e casu reductibili simul adhibitarum’), worin er 


Gos (V pt+Vat Vr) setzt und die Koeffizienten der kubischen 
Gleichung, welche diese Wurzel hat, den Koeffizienten der vorgelegtn 
Kubik 2° — 3gz—2h=0 bezw. gleich setzt. Danach erhalt er 
eine Gleichung, deren Wurzeln p, g, r sind und die fir den irreduk- 
tiblen Fall (g° > h*) der vorgelegten Gleichung nur eine reelle Wurzel 
hat und deshalb durch Del Ferros Formel numerisch lésbar ist. 
Es kann also jede Wurzel von 2° — 3g2—2h=—0, fir den Fall 
g >’, durch drei WurzelgréBen einer reduktiblen Kubik ausgedrtickt 
werden. Diese Untersnachung muB denen von besondérem ‘Interesse 
gewesen sein, die mit D’'Alembert glaubten, der irreduktible Fall ent- 
springe aus den unschicklichen Annahmen in der Del Ferroschen 
Auflésung. Nordmarks never Angriff des Problems mufte aber 
doch den Glauben an die Unméglichkeit, imaginaére Ausdrticke zu 
vermeiden, bedeutend stérken. 

Die 1799 verdffentlichte Teoria generale delle equazioni 
von Paolo Ruffini ist die erste von mehreren wichtigen Schriften 


1) Nova Acta Reg. Soc. Scien. Upsaliensis, Vol. VI, 1799, p. 208—210. 


ungerade ganze Zahlen sind. Wood 
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Ruffinis aber die Unlésbarkeit der Quintic- und gehért deshalb einer 
spiteren Zeitperiode an. Nach Poggendorff und Matthiessen 
wurde das eben zitierte Werk 1798 gedruckt. Alle Exemplare, die 
wir gesehen haben, tragen aber die Jahreszahl 1799'). 

Zu Berechnungsmethoden der Wurzeln durch Annaherang tiber- 
gehend, fangen wir mit emer Schrift, Observationes variae in 
mathesin puram®), von J. H. Lambert an, welche die Gleichungs- 
theorie bertihrt. Formeln fir die Berechnung von Summen der 
Wurzelpotenzen und der Wurzeln selbst werden hergeleitet. In 
0 = a — Ag™-14. Bam-!—...— Ja + K setze man ffir x nach- 
einander die Wurzeln a, 8, y,..., dann wird durch Addition dieser 


Ausdricke frm — A frm-!— Bfrn-24.--.41fr—mK, wo frm _ 
die Summe der m*™ Potenzen der Wurzeln bezeichnet und m nach- 
einander die Zahlen 1, 2, 3,... vorstellen kann. Um Lamberts . 
Naherungsmethode zu kennzeichnen, setze man in 0 = a — ba + cat 
—-:-+ pz", x=k-+y und verwerfe alle Glieder, die y*, y®°,... ent- 
a —ck* + 2dk*—...—(m—1)pk™ 
| b— 2ck-+ 8dk*—---—mpk*~? . 
erhailt. Wenn k& irgend eine Zahi ist, gebe diese Formel eine Zahl, 
welche ein Naherungswert fiir die dem & nichstliegende Wurzel sei- 
Sind alle Wurzeln positiv, dann setze man —& gleich dem Koef- 
fizienten von 2*~', und man erhalte einen Naherungswert ffir die 
groBte Wurzel, waihrend & = 0 einen fiir die kleinste liefert. 

Lambert erwahnt noch eine zweite Naherungsmethode als eine 
sehr nattirliche und einfache. Es sei 27 + pz —=q, dann ist q > pz, 
a<gq:ipe@cg:p, @+pr<g:pt+pe>dg, t>q:p—PF ip, 
SogG:P—2P: ptt gp, 2+ pe >_q:p?—2q*: pt + gq: ps 
+pxr<ge¢<q:p—gq:pi+2q': p’ — pt: p', etc. Auf diese Weise 
erbalt er obere und untere Grenzen ftir « in der quadratischen und 
auch ‘in der allgemeineren Gleichung a2” + bz? = d, welche sich auf 
die Form 2” +p2z=—q reduzieren lift. Fir 2*°+pxz=q schlieBt 
er dann, daB ) 


gq: p— ghz prt? + mgmt: pints _ m Om —*) gim—2; p+ ote,, 


halten, wodurch man z=k+y= 


eine Reihe, die konvergiere, wenn (m— 1)*-1p" > m™q"-1. Also 
konvergiere diese ‘Reihe fiir den irreduktiblen Fall von 2° + pz = q. 
Nun la8t Lambert die Bemerkung folgen: ,Qui casus praccise illum 
complecitur, qui hactenus nullo modo perfecte solvi potuit. V. Cel. 
Clairaut, Elem. Algebr. P. V. § 8“, woraus zu ersehen ist, dad 

1) Man sehe auch E. Bortolotti, ,Paolo Ruffini*, Annuario della R. uni- 


versita, di Modena 1902--1908, p. 12; Carteggio in Mem. d. Soc. ital. d. Sciense,~ 
S. 8¢, T. XIV, 1906. *) Acta Helvetica, Basileae, Vol. II, 1758, p. 128—168. 
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Lambert 1758 zwischen einer algebraischen Auf lésung und solcher 
durch Naherungsmethoden fioch keine scharfe Grenze zog. Obige Reihe 
far die Wurzeln trinomischer Gleichungen fahrt den Namen Lamberts, 

Im Jahre 1759 verdffentlichte Johann Andreas vy. Segner 
einen Methodus simplex et universalis, omnes omnium 
aequationum radices detegendi*), welcher die Kurve der Glei- 
- chung graphisch zu erhalten lebrt. Soll z. B. die Kurve der kubischen 
Gleichung Az? + Bs? + Ce+ D=y eo werden, dann ziehe 
man PO, TS, RQ auf MN senk- 
recht, wo 0Q=1 und OS = ¢, 
Die Koeffizienten D, C, B, A der 
Gleichung sind durch die Strecken 
OD, DC, CB, BA dargestellt. 
Man ziehe Aaf] MN, dann ziehe 
man Ba, und durch den neuen 
Punkt b pe| MN. Durch Cc er- 
halt man den Punkt ad und 
qe] MN. Auf &hnliche Weise 
erhalt man die Linie De und den jy 
Punkt f. Es ist nun fS = y und 
f ein Punkt der Kurve; denn durch P 
die Betrachtung ahnlicher Dreiecke 
findet man leicht pC=As+B qD=A#+Be3C, fS=Ae* 
+ B#+Cs+D. Fir jeden neuen Wert von # oder OS erhilt 
man einen neuen Punkt der Kurve. Wo diese Kurve die Linie MN 
schneidet, hat man eine reelle Wurzel der Gleichung Az* + Bs* + Cz 
+ D=0; wo sie eine Minimum-Ordinate zeigt, ohne an dieser Stelle 
die Linie MN zu erreichen, wird eine imaginire Wurzel angezeigt, 
ohne jedoch deren Wert anzudeuten. Es wire wiinschenswert, sagt 
Segner, solche Kurven mechanisch beschreiben zu kénnen. Die Er- 
findung eines solchen Verfahrens scheine ihm aber so schwer, da8 er 
es nicht versucht habe. 

Die numerische Auflisung der Gleichungen ist ein Gebiet, wofir 
Lagrange sich sein Leben lang interessierte. Seine erste Arbeit 
. dartiber fahrt den Titel Sur la résolution des équations numé- 
riques*). Den Satz fair die Bestimmung des ganzzahligen Naherungs- 
wertes einer Wurzel, daB zwischen p und q wenigstens eine reelle 
' Wurzel einer Gleichung f(x) = 0 liegt, wenn f(p) und f(q) entgegen- 
gesetzte Zeichen haben, beweist er ohne den damals tiblichen Hinweis 

*) Novi Comm. Acad. Scient. Imp. Petropolitanae, T. VIJ, pro annis 1758 


et 1759, p. 211—226. *) Mémoires de l’acad. roy. des sciences, année 1767, 
Berlin 1769, p. 811—352 = Lagrange, Oeuvres, T. 2, p. 589—578. 
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auf die Kurventheorie, indem er in dem Ausdruck (1 — a) (x — B)--- 
= 0 (a, B,... Wurzeln), =p, dann x=q setzt und die zwei Er- 
gebnisse vergleicht. Substituiert man fiir @ die Glieder der Pro- 
gression 0, D,2D,..., wo D kleiner als die kleinste Wurzeldifferenz, 
sein muB, so ist man imstande die Lage aller reellen Wurzeln zu 
bestimmen. Das Schwierigste ist, den Wert von D zu berechnen. 
Lagrange hat daftir drei Methoden angegeben; eine 1767, eine 
andere 1795, die dritte 1798. Die erste stiitzt sich auf die Gleichung, 
deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeldifferenzen von f(x) = 0 sind. 
Von dieser Hilfsgleichung leitet er die Anzahl von imaginéren Wurzeln 
ab. Man wird sich erinnern, da8 schon friher Waring diese wichtige 
Hilfsgleichung ‘abgeleitet hatte; Lagranges Exposition ist aber 
viel eleganter. Warings Schriften waren Lagrange 1767 noch 
nicht bekannt. — | " 

Gleiche Wurzeln werden durch die Divisionsoperation zur Ent- 
deckung des gréBten gemeinschaftlichen Teilers von f(x) und f(z) 
bestimmt. Allgemeine charakteristische Beziehungen zwischen den 
- Koeffizienten von f(x) = 0 ftir den Fall, daB f(x) und f(x) einen 
gemeinschaftlichen -Teiler haben, oder f(z) eine vorgeschriebene 
Anzahl. mehrfacher Wurzeln besitzt, werden von Lagrange weder 
hier noch in spateren Schriften entwickelt. Hiatte er sein beliebtes 
Werkzeug, die symmetrischen Funktionen, auf die Vervollkommnung 
der Theorie der mehrfachen Wurzeln angewandt, so ware er nach 
der Ansicht Sylvesters') auf einem Riickwege sehr wahrscheinlich 
auf die Entdeckung des Sturmschen Satzes gekommen. Die Be- 
rechnung der negativen Wurzeln in der Gleichung fiir die Quadrate . 
der Wurzeldifferenzen lietért Lagrange die Werte 8, welche in den 
imaginéren Wurzeln «+78 der vorgelegten Gleichung erscheinen. 
Um a zu finden, setzt er in die vorgelegte Gleichung x — a + +f, und 
erbhalt durch Trennung der reellen und imaginaren Glieder zwei Glei- 
chungen, die ftir denselben Wert von § einen gemeinschaftlichen 
Teiler haben. Setzt man denselben gleich: Null, so kann man « berechnen. 

Es ist bemerkenswert, daB Lagrange die Kettenbriiche mit 
Vorliebe als ein Mittel zur Wurzelberechnung von bestimmten, sowie 
unbestimmten Gleichungen angewandt hat. Fiir erstere beschreibt er 
eine ganz neue Niherungsmethode. Ist » der erste Naherungswert 


einer Wurzel a von f(x)=0, setze man 7 = p+ ; , dann in der 
resultierenden Gleichung f(y)=0, y =q+ : , ferner in f(z) = 9, 


=f + — usw. Es ergibt sich daraus ein Kettenbruch fir den 





—_——— = 


1) Philosophical Magazine, Vol. 18, 1841, p. 249. 


Algebra. . 143 


Wert von z, ecanes alternierend zwei Arten von Naherungsbrtichen 
des 7 liefert. Die Werte der einen Art sind alle > «, die der anderen 
Art sind alle <a. Die Higenschaften dieser Ausdriicke werden mit 
Meisterhand entwickelt. Bei einer rationalen Wurzel wird der-Ketten- 
bruch endlich und liefert den genauen Wert derselben. Bei einer 
irrationalen Wurzel kennt man bei jeder eimzelnen Anniherung die 
GréBe des Fehlers, was bei der Newtonschen Methode bekanntlich 
nicht der Fall ist. 

Um diese Schrift zu ergiinzen und seine Methode zu vereinfachen, 
schrieb Lagrange Additions au mémoire sur la résolution 
des équations numériques'). Die Gleichung der quadrierten 
Woarzeldifferenzen wird vollstandiger besprochen. In derselben kann 
die Anzahl imaginérer Wurzelpaare die Anzahl Zeichenfolgen nicht 
tibersteigen. Durch bloBe Besichtigung der Zeichen kann man ent- 
scheiden, ob die Anzahl reeller Wurzeln eine der Zahlen 1, 4, 3, 8, 
9, 12, 13,..., oder ob sie eine von 2, 3, 6, 7, 10, 11,... ist. Dieses 
geniigt, die ganze ‘Anzahl von reellen und vor® imaginéren Wurzeln 
in allen Fallen zu entscheiden, wo der Gleichungsgrad nicht héher 
als 5 ist, und wo fiir héhere Grade man im voraus weib, daB nicht 
mehr als 4 imaginére Wurzeln vorkommen. 

Es folgen Anwendungen auf die vier ersten Grade. Bei der 
Kettenbruchentwicklung der numerischen Wurzeln wird hervor- 
gehoben, daB auch ein unendlicher Kettenbruch den genauen Wurzel- 
wert liefert, wenn nur dieser Bruch periodisch ist. DaB jeder perio- 
dische Kettenbruch auf eine quadratische Gleichung zurtckgefiihrt 
werden kann, war langst bekannt; der inverse Satz wird aber hier 
zam erstenmal demonstriert. Den Spezialfall, 2?—c, hatte Euler 
friher*) ohne Nachweis angefiihrt, wo Ye zu einem ‘Periodischen 
Kettenbruch entwickelt wurde. 

Obschon die Naiherunysmethode von Lagrange theoretisch vor- 
trefflich ist und vor ilteren Methoden den Vorteil besitzt, immer 
mit Sicherheit zum Ziele ‘zu fiihren, so daB Lagrange mit Recht be- 
haupten konnte, ,cette méthode né laisse, ce me semble, rien & 
désirer“, besaB sie fir praktische Zwecke geringen Vorteil, denn die 
Wurzel wird in der Form eines Kettenbruchs ausgedriickt ane die 
Berechnung derselben ist mihsam. 

Ein Werk, Traité de la résolution des équations en 
général, von J. Raym. Mourraille in Marseille 1768 herausgegeben, 
behandelt hauptsiichlich die Auflésung von Gleichungen durch An- 
naiherung. Wéahrend vierzehn Jahren, bis 1782, war Mourraille 


') Mémoires de l’acad. roy. des sciences, année 1768, T. 24, Berlin 1770, 
p. 111—180 = Oeuvres, T. 2, p. 581-652. *) N. Comm. Petr. XI, 1765. 
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Sekretir de la classe des sciences der Akademie von Marseille. 
Zur Zeit der Revolution wurde er zum Bfirgermeister der Stadt er- 
nannt und spiiter verschiedener Verbrechen angeklagt’). Sein Werk 
tiber Gleichungen ist eigentiimlich, Von zu groBem Umfange und 
| ftir den Anfanger zu abstrakt in der Behandlungsweise scheucht es den 
Fachmann durch die Unbiindigkeit vieler seiner Beweise zuriick. 
Dennoch ist es nicht ganz ohne Verdienst. AuBer einer Rezension 
-im Journal des Scavans in Amsterdam, Marz 1769, haben wir gar 
keine AuBerungen dariber finden kénnen. Unter Mathematikern 
blieben das Werk und der Name des Autors ganz unbekannt. Der 
Verfasser gesteht, daB er sich keine Miithe gegeben habe, sich iiber die 
Literatur seines Faches zu orientieren. Nur englische Schriftsteller 
vor Waring und der Franzose Reynau werden von ihm genannt. 
Newtons Anniherungsmethode ist der Hauptgegenstand seines 
Werkes und wird von ihm nicht analytisch, sondern aus den allge- 
meinen Eigenschaften der Kurven entwickelt. Auf diese Weise sei 
es ihm méglich ge@orden, die Mingel der Newtonschen Methode 
zu heben. Er verhtitet das MiBlingen der Operation dadurch, da8 er 
erst die Kurve beschreibt und dann den ersten Anniherungswert A 
der Wurzel a so wahit, daB die Kurve fir die Strecke x =a bis 
% = A gegen die X-Achse konvex ist. Man wird beachten, daB auch 
andere Mathematiker dieser Zeit zur Geometrie und dem Kurven- 
zeichnen Zuflucht nehmen, um die analytischen Miingel ihrer Nahe- 
rungsmethoden zu ersetzen. | 

Angeregt durch Segners Aufsatz aus dem Jahre 1759 ver- 
éffentlichte John Rowning’), ein ,fellew“ von Magdalenen College 
in Cambridge und spater Pfarrer an diesem College*), einen Artikel, 
Directions for making a Machine for finding the Roots of 
Equations universally, with the Manner of using it.4) Wenn 
die verschiédenen Linien in Segners Figur (8. 141) durch Lineale mit 
Rinnen dargestellt werden, und PO, RQ, Aa, Ba, sowie die Punkte 
A, B, C, D ‘unbeweglich gemacht werden, wihrend pe und ge sich 
nur MN parallel bewegen kénnen, und C c, De beweglich sind, dann 
kann man die Linie $7’ parallel nach rechts oder links stoBen, ohne 
die Konstruktion der Figur zu vernichten. Wenn nun 7S eine Lage 
annimmt, wo fs=0, dann ist OS eine reelle Wurzel, die negativ 
ist, wenn OS nach ‘links weist. Rowning gibt eine Abbildung 
seiner interessanten Maschine. 


.) A Fabre, Histoire de Marseille T. II, Marseille et Paris 1829, p. 409, 
482, 496, 499. *) 1701?—1771. - *) Dictionary of National Biography. 
“) Philos. Trans. Vol. 60, for the year 1770, p. 240—256. 
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In einer Untersuchung, Observationes circa radices aequa- 
tionum?), leitet L. Euler eine Reihe ab, welche die gréBte Wurzel 


einer Gleichung 1 = £ 4+ S ausdriickt, und erhalt dann durch In- 
duktion die entsprechende Reihe far 1 = = 4+5 —.- Er schreitet nun 


ga quadrivomischen und endlich zu Piers Gleichuugen und 
zeigt, daB nicht nur irgend ein Wurzelwert, sondern auch irgend eine 
Potenz eines solchen durch Reihen dargestellt werden kann. 

In der Abhandlung, Observations analytiques*), erzihlt 
Lambert, da8 er seine 1758 in deu Acta Helvetica gedruckte Be- 
handlung von trinomischen Gleichungen bei seiner Ankunft in Berlin, 
1764, Euler und spiter auch Lagrange mitteilte, worauf Euler 
diese Resultate auf quadrinomische Gleichtingen 0 = 2" + ax” 
+ ba? +c tibertrug und Lagrange auch die allgemeinere Gleichung 
«—2z+ (2) =0 (wo g(x) irgend eine Funktion ist) untersuchte®). 
Dieses Thema fihrt nun Lambert weiter fort. “In eimer Gleichuny 
p(y) = ~(z,y) soll z oder irgend eime Funktion von x oder von x 
und y mittels der Differentialrechnung in Reihenentwicklung durcli 
y bestimmt werden. 

In der ersten von den zwei 1776 eingereichten Abhandlungen') 
spricht Euler anerkennend von der Lambertschen Reihenentwick. 
lung der Wurzelwerte einer trinomischen Gleichung. Die zwei Ab- 
handlungen stehen in enger Verbindung mit der letzten von uns an- 
gefibrten Eulerschen Schrift Observationes circa radices 
aequationum. Hier wie dort sollen nicht nur die Wurzeln selbst, 
sondern auch irgendwelche Potenzen derselben durch Reihen dar- 
gestellt werden; die. Reihenentwicklung sucht er nun zu_verein- 
fachen und zu praniniered und von allem Mysterium zu befreien. Dic 
Schriften von Lagrange iiber Auflésung’ der Gleshungen durch 
Reihen erwiahnt Euler nicht. 


In dem Aufsatze Eulers, Nova ratio quantitates irratio- 
nales proxime exprimendi,°) werden rasch ee meinen 


ie 
entwickelt, um IrrationalgréBen N’” = (a’ 4- b)* ~ = v'(1 sos yr ZN 





) N. Comm. Petr. T. XV pro anno 1770. Petropoli 1771, p. 51—74. 
*) N. mémoires de l’acad. roy. des sciences, année 1770. Berlin 1772, p. 225—244. 
*) Man sehe ,,Nouvelle méthode pour résoudre les équatiuns littérales par le 
moyen dea séries“. Mémoires de Berlin t. 24, 1770 = Lagrange, Oeuvres 
t. I, p. 5—78 und ,,Sur le probléme de Képler'* ebenda, t. 25, 1771 — Oeuvres 
t. TH, p. 118—138. *) N. Acta Petr. IV, 1786, p. 65—78, p. 74—95. 
*) N. Comm. Petr. T. XVIII pro anno 1778. Petropoli 1774, p. 186—170. 

Oantor, Geschichte der Mathematik IV. 10 
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berechnen. Wenn: die Binomialentwicklung von (1+ 2)" durch 
1 — ex multipliziert wird, erhalt man 


(l+2)*=(14+ Av+ Ba? +---):(1— an). 
Setzt man nun A = 0, wird « = und der Naherungswert ue . 


Setzt man statt dessen B=0O, wird a = are und der N&herungs- 
wert = ee pe usw. Euler verfabrt auf ahnliche Weise, indem 
er statt 1— «x den Nenner 1— ex -+ Bz? und spiter noch irgend 
ein Polynom nimmt. Die Brauchbarkeit der errungenen Formeln 
wird durch Aufgaben in der Worzel-, Logarithmen- und Exponential: 
berechnung erliutert. 

In einer Abhandlung, Methodus generalis investigandi radices — 
omnium aequationum per approximationem®), die Euler schon 
1776 einreichte, soll eine Wurzel z der Gleichung Z=0 berechnet werden. 
Setzt man fir z den Niherungswert » ein, so erhalt man einen Aus- 
druck Z= V, wo V eine bekannte Funktion von v ist, welche fiir 
v= verschwindet.. Umgekehrt ist » eine Funktion von V, also 


etwa v=I':V. Nun ist I: (V+a)—v+ap+— aq+- 


2y 
p= S, q= eae slit Wenn a=--V, so erhalt man die Reihe 


g=mvu—pV+ sav? —---, welche in der Berechnung von Wurzeln 





anwendbar ist. Die Konvergenz der Reihe wird nicht untersucht. 
Ein Nachteil der Methode besteht darin, daB man nicht wei8, welchen 
Grad der Genauigkeit man erreicht hat. 


In den Riflessioni sul Metodo di risolver Vequazioni 
numeriche proposto dal Sig. De-la-Grange*) hebt der Padre 
Stanislao Canovai (1740—1811) hervor, daB die Hauptteile der 
Lagrangeschen Theorie schon friher von Waring und anderen 
entwickelt worden und versucht dann eine einfachere Entwicklung 
dieser Theorie zu geben. 

Lagrange schrieb 1777 an Lorgna,*) daB seine Untersuchung 
tiber die numerische Auflésung der Gleichungen aus den Jahren 1767 
und 1768 von Mathematikern gréBere Aufmerksamkeit verdiene als 
sie wirklich erhalten habe. Nach der Veréffentlichung seiner Schrift 
De la résolution des équations numériqtes de tous les 
degrés, Paris, an VI (1798), schickte Lagrange ein Exemplar an 


') N. Acta Petr. T. VI, ad ann. 1788. Petropoli 1790, p. 16—24. >) Atti 
dell’ accademia delle scienze di Siena detta de’ Fisio-Critici, Tomo VII, 1794, 
p. 29—45. *) Lagrange, Oeuvres T. XIV, p. 258. 


Algebra. 147 


Pietro Paoli mit der Bemerkung: ,,Es enthalt meine alten Memoiren 
fiber die Aufldsung numerischer Gleichungen; ... mit mehreren Noten 
tiber diese Memoiren, sowie auch fiber andere Punkte der Gleichungs- 
theorie. Ich ftigte jene Noten bei, um die Aufmerksamkeit von Mathe- 
matikern auf diesen wichtigen Gegenstand der Analyse zu richten, 
welchen sie beinahe verlassen zu haben scheinen.“') Die zwei ersten 
Noten enthalten Verbesserungen in den Beweisen der Fundamental- 
sitze, 1) daB zwischen a und 6, wo f(a)=-+ und f(b) =—, 
wenigstens eine reelle Wurzel hegt, (2) dab, wenn eine reelle Wurzel 
zwischen a und 0 liegt, f(a) und f(b) entgegengesetzte Zeichen 
haben. Einen fhnlichen Zweck hat Note II, worin er die @leichung 
der Wurzeldifferenzen behandelt. Hier werden die Arbeiten von 
Waring erwiahnt und daraus die Gleichung, deren Wurzeln die 
quadrierten Wurzeldifferenzen der Quintik sind, entnommen. Lagrange 
selber hatte die Koeffizienten dieser Gleichung nie berechnet. Es 
wird dann in Note IV das Problem weiter untersucht, eine Zahl D 
zu finden, die kleiner als die kleinste Wurzeldifferenz ist. Die erste 
Berechnungsweise von 2 wurde von ihm 1767 erklart; die zweite 
wurde 1795 in Vorlesungen auf der Normalschule vorgetragen.*) Die 
dritte ist eine Modifikation der zweiten und nicht ganz so schwer- 
fallig. Die Annaherungsmethoden von Newton und: Raphson 
werden in Note V kritisch untersucht. Es stellt sich heraus, dab. 
Newtons Methode mit Sicherheit nur zur Berechnung der gréBten 
oder kleinsten reellen Wurzeln derjenigen Gleichungen dient, in 
welchen der reelle Teil « jeder imaginiren Wurzel « +78 zwischen 
der gré8ten und der kleinsten reellen Wurzel liegt. -Zunachst werden 
die Annaherung durch rekurrente Reihen und die Fontainesche 
Auflésungsmethode untersucht. Er zeigt, daB Fontaines Verfahren 
selbst fiir Gleichungen niedrigen (z. B. dritten). Grades nicht immer 
zum Ziele fiihrt. Es folgen dann Noten mit historisehen Angaben 
iiber Wurzelgrenzen, die Reellitat der Waurzeln und die Moglichkeit, 


alle imaginiren Worzeln einer Gleichung in der Form a+ Y —1b 
. auszudriicken. Note X .betrifft die Zerlegung eines Polynoms in 
reelle Faktoren, Note XI weitere Approximationsformeln -zur Berech- 
nung der Wurzelwerte. Die letzte Note behandelt Transformationen, 
welche Gleichungen liefern, in denen alle x enthaltende Glieder 
einerlei Zeichen haben und das absolute Glied das entgegengesetzte 
Zeichen besitzt. 


1) Memorie della regia accad. di scienze in Modena, Serie III, T. I, 1898, 
p. 109. *) Séances des écoles normales, T. 3, p. 466 = H. Niedermiller, 
op. cit., p. 90—97. 
10* 
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Eine geometrische Methode, die Wurzeln von Gleichungen zu 
bestimmen, wird von Teodoro Bonati (1724—1820), einem in 
Ferrara gebiirtigen italienischen Arzte, beschrieben'). Die Natur und 
Lage der Wurzeln soll durch die Gleichungskurve bestimmt werden. 
Um diese zu zeichnen, wird die Gleichung anfangs durch Trans- 
formation von dem vorletzten Gliede befreit. Hat man z B. 


— Hart + 5en* — 5ha?+24—0 und setzt man “¥ 0, so hat 


man auch 2 = 0 und man hat auf der Y-Achse einen Maximum- oder 
Minimumpunkt der Kurve, welcher zur bequemeren Zeichnung der 
Kurve dient. Die tibrigen solcher Punkte werden durch Verschiebung 
idler Y-Achse nach rechts oder links gefunden.*) 

Unter den Spezialuntersuchungen iiber Gleichungstheorie bringen 
wir in erster Linie die Diskussion iiber den irreduktiblen Fall in der 
Lésung von Kubikgleichungen. Zahlreiche Schriften fiber diesen 
Gegenstand wurden verfaBt, besonders in Italien. Obschon keine 
neuen Resultate gewonnen warden war die Diskussion doch nicht 
ohne Erfolg, denn viele Mathematiker tberzeugten sich allmiahlich 
von den Vorteilen, welche imaginare GréBen in der Gleichungstheorie 
gewihren. Lagrange schrieb an Lorgna 1777 aus Berlin:*) ,,Als 
. einen der .wichtigsten Schritte, welche die Analyse in letzter Zeit 

genommen hat, erachte ich, daB sie durch imaginére GréBen nicht 
linger in Vérlegenheit gesetzt wird, und daB dieselben der Rechnung 
unterzogen werden, eben wie reelle GrdBen.“ 

Allgemeine Gesichtspunkte werden nicht ohne Mithe erreicht. . 
Als Beispiel dient die AuBSerung, die in dieser Zeit gelegentlich ge- 
macht wurde, daB die Algebra keine allgemeine Auflésung kubischer 
@leichungen kenne‘). 

Ein bloBer formaler Ausdruck, wie’ die Del Ferrosche Formel 
fiir den irreduktiblen Fall, welcher numerische Wurzelwerte zu be- 
rechnen nicht gestattete, wurde nicht selten von algebraischen 
Lésungen ausgeschlossen. Blassidre ist der Ansicht, daB, obschon 
eime allgemeine Lésung von 2° + q2-+r—0 nicht mdglich sei, er 
die Méglichkeit einer allgemeinen Lésung von 2° + pz? + gz -+r=0 
doch nicht leugnen méchte. : 

ty Memorie di Matematica e Fisica della Societa Italiana, Tomo VII, Pt. I, 
Modena 1799, p. 2831—272. %) Abhandlungen von P. Franchini und 
T. V. de Caluso in Mémoires de l’acad. de Turin, année 1792 4 1800, T. VI, 
werden hier ausgelassen, weil erst 1800 gedruckt. *) Lagrange, Oeuvres, 
T. XIV, p. 261. } Z. B. Paoli Frisii operam tomus primus algebram et 
geometriam analyticam continens, Mediolani 1782, p. 269, und J. J. Blassiére in 
Verhandel. uitgegeeven door de Hollandsche Maatschappye der Weetensch. te 
Haarlem, VIII. Deels I. Stuk, 1765, 8. 197-220. | 
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Ein schon frither erwahntes Werk von Francis Maseres, be- 
titelt A dissertation on the use of the negative sign. in 
algebra ... showing how quadratic and cubic equations 
may be explained, without the consideration of negative 
roots, erschien 1758 in Lendon: Negative Wurzeln verwerfend, be- 
hauptet Maseres, die Gleichung z* — zp =r habe nur eine Wurzel. 
Bei der Gleichung z° + px? + qx =r bespricht er die sieben Falle,- . 
die man erhalt, wenn nicht mehr als zwei Glieder auf der linken 
Seite das —Zeichen erhalten und z&hlt die Anzahl Wurzeln jeden 
Falles auf. Er teilt die kubischen Gleichungen in solche erster, 
zweiter und dritter Art, je nachdem kein G@lied, das dritte oder das 
zweite Glied fehlt. Er zeigt, wie die tibrigen auf solche dritter Art 
transformiert werden kénnen und erklart die Auflésung jeden Falles. 
Alles ist mit langweiliger Weitliufigkeit auseinandergesetzt. Die 
groBe Anzahl spezieller Fille, welche seine Auffassung der Algebra 
erfordert, bezeugt, wie sehr bequem und zeitersparend negative GréBen 
wirklich sind, indem sie alle Fille in einen einzigen einschlieBen. 
Maseres ist aber gewissenhaft. Die Méglichkeit einer solchen 
Algebra sieht er nicht ein und er zieht die Logik der Einfachheit 
vor, so lange er nivht beide gleichzeitig haben kann. Der irreduk- 
tible Fall fir y°’—cy=d, wo d< pe , hinge im seiner Auflésung 
von cy—y*=d ab. Letztere Gleichung habe zwei Wurzeln, die 
-.man durch Dreiteilung eires Kreisbogens erhalten kénne. Wenn 


e—pe+gqr—r Wurzeln hat, setze man 4 = af — y und finde die 
- kleinste durch Auflésung von y® — cy = d, wo d Steve gee -% —-q, 


sys 
d — 24 _ iL —r. Die zwei fbrigen erhalte man durch ‘die Berech- 


nung ee zwei Wurzeln von cy — y° =d und x= + +y. 


_ In den Artikeln in Diderots Encyclopédie fiber den irreduk- 
tiblen Fall*) erklirt D’Alembert, daB die Cardansche Formel nicht 
bloB eine Wurzel, wie gewisse Mathematiker (z. B. Clairaut) be- 
haupten, sondern gleichzeitig alle drei darstellen. Der Ubelstand 
beim irreduktiblen Fall bestehe darin, daB man x = y + ¢ setze, wo 
y und z unbestimmt sind, und dann zugleich --3ys—q annehme, 
wodurch y und s imaginir werden. Diese Annahme sei nicht ndtig 
und werde gemacht, nur um die Werte von y und ¢ leichter abzu- 
leiten. Es sei aber sehr schwierig, wenn nicht unméglich, diese An- 


') Mang ‘sehe auch die Encyclopédie méthodique (mathématiques), Paris 
1784, Art. ,,Cas irréductible“. 
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nahme durch eine bessere zu ersetzen. DaB das Del Ferrosche Ver- 
fahren schon von Anfang falsch sei, behaupten auch Frisius*) und 
Francesco Domenico Michelotti*). Der Aufsatz Sur lex- 
pression de certaines quantités imaginaires*) von D’Alem- 
bert dient als Erganzung seiner Artikel. in Diderots Encyclopédie. 
Er hebt unter anderem hervor, daB aus (1 +hY — 1)" =(1 —hY — 1)™ 
man picht schlieBen diirfe 1+hY—1=—1—hkY—1, wo h nicht 
Null sei. In dieser paradoxen Gleichung nimmt er 4 = tan A = 
tan (® + 2n)a an und, um die Gleichung cos mA + sinmA-Y— 1 
= cos mA — sin mA -Y—1 oder sin mA =—sin mA zu befriedigen, 
soll mA=-+ 2, wo pw eine ganze Zahf ist, weshalb m(@+ 2n")—=+ 4 
ist, und die Werte von m festgesetzt sind. 

Ein vielsagender Kommentar. tiber den Scharfblick gewisser Ver- 
fusser von Schriften, sowie der Herausgeber der Nova acta erudi- 
forum sind zwei anonyme Artikel‘), worin gezeigt werden soll, daB 
kubische Gleichungen, die drei reelle Wurzeln haben 

(wie 2*— 5a'+ 62 —2= 0), 
zugleich noch drei imaginére Wurzeln besitzen modgen. 

Jean-Frangois-Mauro-Melchior Salvemini de Castillon 
(1709—1791), aus Toskana gebiirtig, tut einen reaktionéren Schritt 
in der Erklirung’), daB die Del Ferrosche Formel nur auf arith- 
metische Gleichungen Bezug habe; Gleichungen,-die sich auf geo- 
metrische Aufgaben beziehen, lassen sich durch geometrische Kon- — 
struktion leicht erledigen. Viele Algebristen trauen der Algebra 
blindlings. Fur das Problem, zwei Zahlen zu finden, deren jede das- 
Quadrat der anderen sei und deren Summe dem Kabas elner von 
ihnen gleich sei, liefere die Algebra Ausdriicke, obschon der gesunde 
Menschenverstand die Unméglichkeit derselben leicht erblicke. Diese 
Bemerkung wurde durch die AuBerung hag piu hervorgerufen, 


daB ~_—-sV—3 das Quadrat von —s+5V— —~3 sei; La- 


granges Autoritét hatte bei Castillon weniger Gewicht als bei 
anderen Mathematikern, weil letzterer ein Mitbewerber fir die Stelle 
als Nachfolger von Euler an der Berliner Akademie gewesen war 
und zu Lagrange in gespannten Beziehungen stand‘). 


") Atti dell’ accademia delle scienze di Siena detta de’ Fisio-Critici, T. IV, 
1771, p. 20--24. *) Antologia Romana T. IV, 1778, p. 800—802. = *) Opus- 
cules mathématiques T. V, Pt. I, p. 188—215. *) Anni 1775, p. 60—84, 
104—116. °) N. mémoires de |]’acad. roy. des sciences, année 1788, Berlin 1785, 
p. 244—265. °) Lagrange, Oeuvres, T. XIII, p. 79, 89, 202, 205. 
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Die Entwicklung des Cardanschen Ausdruckes, wie man allge- 
mein zu sagen pflegte, in Reihen, von Nicole schon 1738 vor- 
' geschlagen, wurde spiter von mehreren angeraten. Maseres ver- 
6ffentlichte A method of extending Cardan’s rule for solving 
one case of a cubick equation of this form 2*+ —qz=—~r, to 
the other case of the same equation, which it is not natu- 
rally fitted to solve, and which is therefore often called 
the irreducible case‘), worin die Entwicklung der Wurzelwerte 
durch die Binomialformel in Reihen gegeben wird. 

Kistner auBerte sich 1794 so: ,Sonderbar ist,.daB man in 
Italien noch in neueren Zeiten sich mit dieser Untersuchung viel zu 
- tun gemacht hat.“ Er selber habe seine Betrachtungen in dem 1757 
 herausgegebenen Programm Formulam Cardani sequationum 
cubicarum radices omnes tenere cet. vorgetragen. 


/ Schriften von den Italienern Frisi und Michelotti haben wir 
schon angefihrt. Francesco Maria Zanotti (1692—1777) zeigt*), 


; Tg eo 
daB, wenn r + i=xVA+t V —B, dann sei auch r —3 -~VA_-V—B. 
wodurch leicht zu ersehen sei, wie der Cardansche Ausdruck fir 
die Wurzeln im irreduktiblen Fall reell sein kann. Abhnliche Nach- 
weise findet man bei mehreren Mathematikern. 

' In einem Aufsatze, De casu irreductibili tertii gradus et 
seriebus infinitis, Verona 1776(?)*), gibt Antonio Maria 
Lorgna‘) (1735—1796) von der Militiirschule zu Verona eine Aus- 
einandersetzung der Reihenentwicklung von den Cardanschen 
Wurzelausdriicken und der Zuriickfihrung von der Summation dieser 
Reihen auf die Integralrechnung. In einem Briefe an ihn gibt 
Lagrange®) eine Berichtigung betreffs einer Elimination, Malfatti 
kritisierte die Reihenbehandlung. 

In einem Aufsatze des Jahres 1782, Dell’ Irreducibilita 
della Formula Cardanica s forma finita, algebraica, e 
libera da aspetto immaginario®), sucht iorens einen kiirzeren 
Beweis als den des Jahres 1776 vorzufiihren. Er zeigt, daB die 
Cardansche Formel fir den’ irreduktiblen Fall” der Gleichung 


a? —px—q=0 nicht gleich x + )v oder Vv oder xv oder einer 


1) Phil. Trans. Vol. 68 for the year 1778, Pt. LI, London 1779, p. 902—949. 
*) De Bononiensj Scientiaram et Artium Instituto atque Academia Commentarii 
Tomi Quinti Pars Prima, 1767, p. 145—151. °) tiber das Datum sehe man 
Bullettino Boncompagni, T. VI, Roma 1873, p. 101 ff. *) Man sehe 
Bullettino Boncompagni, T. X, p. 1—74. ’) Lagrange, Oeuvres, T. XIV, 
p. 261. *) Memorie di Matematica e Fisica della societé Italiana. Tomo I, ~ 
Verona 1782, p. 707--746. 
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gréBeren eudlichen Anzahl solcher reellen Glieder sein kann, wo x 
und v rational angenommen werden und Gleichungen mit rationalen 
Wurzeln ausgeschlossen sind. In der Anwendung dieser Ergebnisse 
kommt aber ein unheilbarer FehlschluB vor. Diese Abhandlung 
wurde der Akademie zu Padua, die 1781 eme Preisfrage tiber den 
irreduktiblen Fall gestellt hatte, eingereicht. Durch den EHinfluB eines 
der Schiedsrichter, Nicolai, wurde der Preis vorenthalten '). 

In Paulli Frisii operum tomus primus, 1782, wird im 
10. Kapitel der irreduktible Fall eingehend besprochen. Im folgenden 
Jahre erschien in Padua eine Abhandlung Della possibilita della 
reale soluzione analitica del caso irreducibile von Lorgnas 


Gegner Giambatista Nicolai (1726—1795), Lehrer der, Mathe- 
matik an der Universitit zu Padua. Durch Operationen, die nicht 


alle mit /—1-Y—1—=—1 im Einklang sind, leitet Nicolai die 
Paradoxie ab (1+)//1 — g):(1—Vl —q =(1—V1 —9):(1+V1—9). 
Durch ahnliche Fehlschliisse ergibt sich ihm das Resultat, daB der 
irreduktible Fall von imaginairen GréBen befreit werden kann’). 

Dieser Aufsatz entflammte einen langen Streit. Sebastiano 
Canterzani schrieb drei Aufsitze, um heterodoxe Ideen dieser Art 
zu widerlegen®*). 

Petronio Maria Caldani (1735—1808), Professor 2u Bologna, 
schrieb einen Brief an Padre Jacquier, worm er Nicolais Fehl-. 
schluB im Bewsise, da8 


((14+Vl—9g:(1-Yl—g)=(-VYi-—@: a+yvi—@ 
sei, hervorhebt. Nicolai schreibe —Y—1Y—1+q=—YVl1—q, 
anstatt + 1/1—q*). Es erschienen noch mehrere Streitschriften tiber 
diesen Gegenstand in italienischen Journalen, welche die Frage, ob 
das Produkt von --Y¥—1-Y—1 positiv oder negativ sein soll, 
diskutieren®). 

Es erschienen auch Abhandlungen von den Briderp Vincenzo 
und Giordano Riccati?®). 

Eine klare Diskussion des irreduktiblen Falles gab Lagrange’) 
in seinen Vorlesungen des Jahres 1795. Er hebt hervor, daB das 


1) Bullettino Boncompagni, T. VI, 1873, p. 122, 128. *) N&heres auch 
in De studiis philosophitis et mathematicie, Matriti 1789, von Juan Andrés, 
p. 168181. *) Man sehe Antologia Romans, Tomo XIV, 1788, p.114. ‘) Anto- 


logia Romana, Tomo X, 1784, p. 38—87. 5) Antologia Romana, Tomo X, 
p. 61—62, 318—317, 401—405; Tomo XI, p. 88—46, 49—54, 57—-62. Giomale 
de’ confini d'Italia 1743, num. 48; 4784, num. 13. -  ® Nuovo Giornale, 
Modena, T. 24, p. 170—205; T. 28, p. 256. 7) Séances des ‘écoles normales, 


an III, 3. Vorlesung =- H. Niedermiiller, op. cit., p. 48—69. 
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Imaginire in der Cardanschen Wurvelform von der Annahme 
2==y-+se unabhingig sei.. 

Als Einzeluntersuchpng iiber Gleichungen ist noch anzuftihren 
eine Schrift, De aequationibus indefinitis, deque methodo 
indeterminatarum’), von Gregorio Fontana, iiber die Aufgabe 
in Eulers Anleitung zur Algebra’), enis reelle Wurzel der 
Gleichung mit unendlichen Exponenten 2*— 2°-!— 2*-?—.-.—1=0 
zu finden. Man schreibe die Gleichung x” + . —x°):(4—1)=0 


oder 2° t+!— 27°+1=0, oder t—2+4+-5=0 und es sei dann 


klar, daB z= 2 sei. Die Lésung der Gleichung 1 + 2x + 327+... 
+(*#+1)2*=—0 hinge von: der Lésung der Trinomialgleichung 
(n+ 1)at+?— (9+ 2)a"+!+1=Q0 ab, wie aus der Division 
1:(1—2)* za ersehen sei. 


Zahlentheorie. 


Am Anfange unserer Zeitperiode ist L. Euler noch immer der 
einzige hervorragende Mathematiker, welcher sich mit der Zahlen- 
theorie beschiftigte. Die erste seiner hierher gehérigen Schriften 
gibt die Auflésung der simultanen Gleichungen «+y+2= 4’, 
fy +ze+ys=—=v', sys =w'.*) Euler bemerkt, daB er an der 
Auflésung dieses Problems beinahe verzweifelte, so viel Miihe habe 
ihm dieselbe gekostet. Wie wir bald sehen werden, hat er spater 
diese Aufgabe auf vier Zahlen:2z, y, z, s ausgedehnt und noch andere 
bedeutend schwierigere unbestimmte Gleichungen dieser Art gelést. 
Die kleinsten von Null verschiedenen ganzen Zablenwerte: fiir 2, y, z 
im gegenwartigen Problem sind 

a = 1633780814400, y = 252782198228, « = 3474741058973. 
Wenn diese durch 2315449? dividiert werden, erhalt man Bruchwerte 
von ZY, 2. 

Im gleichen Bande kehrt Euler in der Schrift Theoremata 
arithmetica nova methodo demonstrata‘) zum Studium der 
Potenzreste zurtick,, die er schon ein Vierteljahrhundert frither bei 
Betrachtungen fiber den Fermatschen Satz untersucht hatte. Er 
erforscht die durch Division der sukzessiven Glieder arithmetischer 


1) Atti dell’ accademia delle scienze di Siena, T. VI, p. 184—191. 
%) 9. T1., 1. Abech., Kap. 16, § 289. #) N. Comm. Petr. VII, 1760—61, 
p. 64-—-78 = Comm. Arith. I, p. 239. ‘) N. Comm. Petr. VIII, 1760—61, 
p. 744—104 <= Comm. Arith. I, p. 274. 
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und geometrischer Reihen erhaltenen Reste, und erhalt den wohl- 
bekannten Ausdruck fir die Anzahl] der Zahlen, die prim zu einer 
gegebenen Zahl und nicht gréBer als dieselbe sind. Ist die gegebene 
Zahl das Produkt dreier ungleichen Primzahlen p, q,r, dann ist’ diese 
Anzahl = (p — 1)(¢—1)(r —1). Dieser Ausdruck, dessen Verallge- 
meinerung Euler andeutet, wird dfters die ,Kulersche Funktion“ 
genannt. Am Ende der Schrift findet er folgende Erweiterung des 
von ibm in fritheren Jahren schop zweimal bewiesenen Fer matschen 
Lehrsatzes: Wenn N prim zu x ist und » die Anzahl der Zahlen 
bezeichnet, die prim zu N und nicht gréBer als N sind, so ist 2*— 1 
immer durch N teilbar: 


In einer dritten Arbeit fiber Zahlentheorie in diesem Bande, niémlich — 


Supplementum quorundam theorematum arithmeticorum, 
quae in nonnullis demonstrationibus supponuntur’) sind die 
Kigenschaften ganzer Zahlen von der Form a* + 3b? entwickelt und 


auf das Problem angewandt, drei Kubikzahlen zu finden, deren © 


Summe eine Kubikzahl ist, sowie auf die Vervollstandigung seines 
Beweises des berihmten Fermatschen Unmiglichkeitssatzes tiber 
2*+y*= 2, fir den Fall » = 3. Man wird sich erinnern, daB 
schon zweiundzwanzig Jahre friiher Euler, fir den Fall » = 4, den 
Unmiglichkeitsbeweis geliefert hatte. (Bd. I?, S. 613.) 

Im Aufsatze De resolutione formularum quadraticarum 
indeterminatarum per numeros integros’) wird die Auffindung 
rationaler oder ganzzahliger Werte von z und y der Gleichung 
az? + Br+y=y' betrachtet, ohne daB allgemeine Gesichtspunkte 
erreicht wiirden. GroBés Gewicht legt Euler auf folgenden Satz: 
Wenn die Gieichung oz? +p=y? fir c=a und y=5b, und die 
Gleichung ez*+q=—y'* fir c=c, y=d erfillt sind, dann sind 
z=be+ad und y = bd + aac Lésungen von «ex*+pq=y. Wire 
Euler die Zahlentheorie der Inder zuganglich gewesen, wiirde er 
diesen schénen Satz schon in den Arbeiten von Bhaskara gefunden 
haben *). 

In seiner Schrift De numeris primis valde magnis‘) ver- 
gleicht er die Auffindung des Gesetzes der Verteilung der Primzahlen 
mit dem Problem der Quadratur des Kreises: beide gehen fiber unsere 
Fassungskraft. DaB die Fermatsche Formel 2“ + 1 immer Prim- 
zablen darstelle, hatte Kuler in seinem allerersten 1732—33 er- 


) N. Comm. Petr. VII, 1760 et 1761, p. 105—128 — Comm. Arith. |, 


. p. 287. *) N. Comm. Petr. IX, 1762—63, p. 8--39 = Comm. Aritb. I, 
p. 297. *) H. Hankel, Gesch. d. Math. in Alterth. u. Mittelalt., Leipzig 1874, 
8. 200. *) N. Comm. Petr. IX, 1762—63, p. 99-—-153 == Comm. Arith. I, 


p. 356. 
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schienenen Aufsatze tiber Zahlentheorie’) widerlegt. Nun zeigt er, 
daB es keine algebraische Funktion X=a-+ Bx+y2'+--- gebe, 
welche nur Primzahlen darstelle; denn, wenn x =a und 
A=a-+ Ba+ ya'+---, erhalt man im Falle sz =nA-+a fir X 
einen Wert, der durch A teilbar ist. Die Schrift endet mit mehreren 
Tabellen. Die erste enthalt alle Primzahlen nicht gréBer als 1997 
and yon der Form 4n + 1, jede als die Summe zweier Quadrate aus- 
gedriickt, sowie die Werte von a, welche das Binom a?+ 1 durch 
diese Zahl teilbar macht. Drei andere Tabellen folgen. Diese zeigen, 
welches fleiBige empirische Studium Euler der Zahlentheorie widmete 
und wie es Euler méglich wurde, viele Lehrséitze durch bloBe An- 
schauung zu entdecken. | 
| Um die Lehre von den Kettenbriichen leichter darzustellen und, 
im besonderen, um Gesetze zu entdecken, welche die Auffindung 
irgend eines N &herungswertes ohne die Berechnung aller voran- 
gehenden gestatten, schuf Euler in einer Schrift, Specimen 
algorithmi singularis*), einen eigenen Algorithmus und dazu 
passende Rechnungsregeln, welcher er sich in einer drei Jahre spater 
gedruckten wichtigen zahlentheoretischen Schrift, De usu novi 


algorithmi, bediente*) Hin Kettenbruch a + Ti wird durch das 


€ 





Symbol ay dargestellt; ein umnendlicher Kettenbruch' durch 
Species - Man hat hier (a, b,c, d,e) = e (a,b, c,d) + (a,b, ¢), auch 


(a,b, c,d, e) = (e,d,c,b,a). Da nun (a,b,¢,a) (b,c, d,e) — (b,c, d) (a, b,c, d,e) 
== (a, b,c, d)e(b, c,d) + (a,b,c, d,e)(5,c) — (b,¢, d)e(a, b, c,d) — (b,c, d) (a, b,c) 
—— {(a,,c)(b,6,4)—(,)(a,b,¢,4)} — +1, weil (a)(6)—1(a,b)——1 
ist, lift sich der Nachweis fahren, daB die sukzessiven Niherungs- 
brtiche sich dem wahren Werte des Kettenbruchs mehr und mehr 


(a) _@,b) 1 (a,b) __ (a, bye) 
nahern. Denn man hat 1 ® 10’ ® Ge =+ 505" ¢) 


Zieht man ietztere Gleichungen zusammen, so hat man die Entwicklung 
des Kettenbruchs in einer Reihe. Euler erhalt durch Induktion 
Formeln dieser Art (a,b,c, d)(e,f,9,h) — (a,b, ¢,4,¢,f,9,h)1 = 
=e (a, 6, ¢) 9 h), (a, b, ¢, d, e) (c, d, ef, 9; h) = (a, b, ¢, d,¢, 19; h) (¢, d, é) ct 
-++ (a)(g,h) und lehrt derartige Formeln in beliebiger Anzahl hinzu- 





sw. 


_ 4) Comm. Petr., VI, 1732—33, p. 108 == Comm. Arith. I, p. 1; Cantor. 


Bd. It*, 8. 611. *) N. Comm. Petr. IX, pro annis 1762 et 1763. Petropoli 
1764, p. 68—69. Vergl. 8S. Ginther, Niherungswerthe von Ketfenbriichen, 
Erlangen 1872, 8S. 1—10. *) Ebenda, T. XI, pro anno 1766, Petropoli 1767, 


p. 28. 
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schreiben. Er wendet seinen neuen Algorithmus auf die Bestimmung 
der Differenz zweier beliebiger Néherungswerte an. Wie Gfinther 
hervorgehoben hat‘), bedient sich Euler ,zur Zerlegung seiner 
Symbole eines Verfahrens, welches ganz dem Zerfallen einer Deter- 
-minante in ihre Unterdeterminanten entspricht“. 


Wichtiger ist Eulers nachste Arbeit, De usu novi algorithm: 
in problemate Pelliano solvendo’), welche eine neve Auflésung 
der Fermatschen Gleichung 2? — Dy? = 1 (irrtiimlich die Pellsche 
_Gleichung genannt) gibt. Diese bertihmte Gleichung, zuerst von den 
Griechen betrachtet, dann von den Indern aufgelést und wieder von 
neuem durch Fermat, Brouncker, Wallis entwickelt, wird in der 
zweiten Hialfte des achtzehnten Jahrhunderts von Kuler und 
Lagrange weiteren Untersuchungen unterworfen*). Nachdem im dem 
gegenwartigen Artikel Euler gezeigt hat, daB die Auflésang nicht 
nur der Gleichung 72? + mx + = y’, sondern auch der allgemeinerer 
Gleichung zweiten Grades Aa? + 2Bay+ Cy + 2Dz+ 2ky+F=0, 
wo B*?> AC angenommen wird, von der Auflésung der Gleichung 
der Form p? = 1g? + 1 (1 positive ganze Zahl) abhange und dadurch 
die Wichtigkeit der letzten Gleichung betont hat, erklirt er, wie die 
Auflésung von p*? =1q?+ 1 durch die Entwicklung von Yl in einen 
Kettenbruch bedeutend erleichtert werden kénne. Ohne Beweis nimmt 


er-an, daB, wenn > Vt, der Bruch 7 eine Anniherung zum irratio- 
nalen Werte YI liefere, die nicht tberstiegen werden kann, ohne 
gréBere ganze Zahlen fir p und g in Anwendung zu bringen. Er 


erklart die Kettenbruchentwicklung zuerst an numerischen Beispielen, 
dann im allgemeinen wie folgt: | 


Vemotoy 





wo die Indizes a, b, c, d etc. [so nennt Euler die Teilnenner| durch 
sukzessive QOperationen gefunden werden. Wenn Ve = y+ = und 


v= A, dann wird ¢= ye ey As wo a=g--A*, Da nun 


ee ewe ee 


1) 8. Ginther, op. cit., 8. 5y. %) N. Comm. Petr. XJ, 1765, p. 28-66 
== Comm. Arith. I, p. 316. 5) Man lese H. Konen, Gesch. d. Gleichung 
— Du'*=1, Leipzig 1901. 
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a die gréBte gunze Zahl in Vita oder a ist, hat man a < es 





Setzt man zweitens a +o, dann wird, da s =a -+ A’, 


Vs—A+ac Ye+B 
¥~“ittad—atae pg? 
wo B—aa—A und B=1+a(A4—B). Weil b die groBte ganze 
m y enthaltene Zahl ist, hat man b= a - Setzt man drittens 
y= b+ ~ ‘und fahrt in ahnlicher Weise fort, so erhalt man die 
folgende Tabelle von Euler: 





Capiatur tum vero 3 eritque 
LA=v : (age Ai age acct 
I Bmaa—A | pm?" =14+0(A—B, | 0<*H- 
IL C= pb--B een exit? 
IV. D=yc —C 6—f=* = B+e(C— D) qo 


V. E=éd—D.. | sills bt | ee 
| 
ete. 


Wenn in der letzten Kolumne die Britche in Wirklichkeit ganze 
Zahlen vorstellen, dann soll das Zeichen < durch = ersetzt werden. 


Da A=vo und azrts, so hat man B=aa—A<co, £51, 


620. Folglich ist auch C=68 — B= v etc. Durch die Indizes 
a,b, c,d ete. erhalt man also die ganzen Zahlen A, B, C, D etc., 
welche alle <o sind, sowie die ganzen Zahlen a, B, y, 0 etc., welche 
alle 51 sind. Aus der letzten Kolumne ersieht man nun, daf jeder 
Index a, b,¢,d ete. —2v sein muB. Euler erklart, da8, nachdem 
der Index 2v erreicht wird, die Werte a, b, c,d etc. sich wiederholen 
und die Entwicklung von neuem beginnt. Er gibt aber keinen 
Beweis, daB der Index 2v notwendig existiert. Er zeigt an Bei- 
spielen, daB die Indizes a, b,c,d etc. und die Zahlen «, B, y,d ete. 
sich periodisch wiederholen. Nur fir die Form ¢=n*+1 und 
sieben andere ahnliche Formen werden allgemeine Werte fiir die 
Indizes und ftir die griechischen Buchstaben. angegeben. 
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Um nun p= Vig? +. 1 im ganzen Zahlen aufzulésen, werden aus 


x 


den Indizes Naherungsbrtiche y Zach dem in folgenden zwei Reihen 
ersichtlichen Gesetze entwickelt: 


Indizes v, a, b, c; ttt MyM, 
z iv av+i @b+1)0+b  ##M N «#aN+M 
y of FD a? abti’ P’?’ @? nQ+P 


Dann wird ein abgekirzter Algorithmus flr a eingefithrt wie folgt: 
1 (ve) (%@) (v,@,6) (v,a,6,c) = (v, a, be, d) 


—_ 


o 1? a.’ @, a,b) ? (a, be) 4 (a, b,c, d) 
wo (v,a4)=a(v) +1; (v,4,b) = b(v, a) +(v); (v,0,b,c) = ¢(v,a,b) + (v,a) 
(a) = al +0; (a,b) * b(a) +1; (a, b, ¢) ot c(a,b) + (a). 


Euler teilt ferner mit, daS er folgende Transformationen bewiesen 
habe: 








etc., 


(v, a, b,c, d,e) == v (a,b, c,d,e) + (b,¢,d,e) 

(v, a,b,c, d,e) = (v,a)(b,¢,d,e) + v(¢,d,e) 

(v, a,b, ¢,d,e) = (v,a,b)(¢,d,e) + (v,4)(4e) 

(v, a, b, ¢,d,e) = (v, a,b, c)(d,e) 4- (v,a,b)(e). 
Durch diese Formeln kann man sich die Berechnung beinahe der 
Hialfte der Naiherungsbriiche ersparen. Sind niémlich 2, a,b, c,c,b,a,20 
die Indizes einer Periode und nimmt man mit Euler als bewiesen 
an, daB (a,b,c) = (c,b,a) und bezeichnet die Naherungsbriiche durch 


: 1. Pe 
Bil, TaJYg, ---) Ley, WO Z/y, = 5 ist, so orhilt man x, = 2, Y, + 24M, 


Y= 95 + y,", WO = (v,0,b,c), 1, = (2, a,b), Y, = (a,b,c) = (64,6), 
y, == (a,b) = (b,a). Man braucht 2,, 2, und y,y, gar nicht zu be- 
rechnen*). 


Ks wird nun gezeigt; daB : 
== ] 
~ wenn | | dann x? = gy? + 1, 
:  ly=0 | 


(TQ |e ea 
: | Z = (v, a) |, 


yo — i a 


1) H. Konen, a. a. O., 8. 56, hebt hervor, daB diese abgekiirzte Methode . 


von G. W. Tenner (Programm Merseburg 1841) unabhingig ausgearbeitet und 
von einigen Schriftatellern ihm zugeschrieben worden ist. 


. 
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| z=(v,4a,b) ! 
wenn dann, z? = sy? —- 
: | p= (a, b) = z a 
L = (v, a,b,c) : wo oe 
’ ” Ts d, 
| y = (a, b,c) = oii 


, | i | (v, a, , Cd) ? gi am sy? —s_ 
y = (a,b,c, d) 


ete. 


Wird nun einer der Buchstaben 8, 0d etc. = 1, so hat man eine Auflésung 
der Gleichung x? — zy?=1. Aber keiner dieser Buchstaben kann 
+ 1 werden, wenn nicht zugleich der entsprechende Index 2v wird: 
Wenn deshalb irgend eine Periode, die wir in der Anordnung der 
Indizes finden, den Wert 2» enthilt und wir z und y den Niherungs- 
werten, welche der ersten Periode entsprechen, gleichstellen, erhalten 
wir 2* = gy? + 1 unter der Bedingung, da8 die Anzahl der Indizes in 
einer Pertode gerade ist, und 2? = zy?— 1, wenn diese Anzahl un- 
gerade ist. Im ersteren Falle haben wir direkt die gesuchte Lisung; 
im letzteren Falle soll man entweder zwei Perioden weiter gehen, wo 
der Index 2v gerade ist und fir z und y die Naéherungswerte in der 
dritten Periode wihlen, oder man soll p= 227+ 1 und g=2ay 
setzen. Dieses Verfahren liefert auf bequeme Weise die kleinsten 
Lésungen von z*— zy*=1. Da aber nirgends bewiesen ist, daB der 
Index 2v notwendig vorkommt, ist man nicht sicher, daB die Gleichung 
auBer x= 1 und y = 0 wirklich Lésungen hat. Der englische Zahlen- 
theoretiker H. J.S. Smith driickt sich tiber diese Abhandlung so 


aus: ,Huler beobachtete, daB ri notwendigerweise ein Naiherungswert 


von Ys ist, weshalb es geniigt, um die Zahlen p und q zu erhalten, 
Yz in einen Kettenbruch zu entwickeln. Es ist aber sonderbar, da 
ihm die Notwendigkeit nie eingefallen ist, zur Vervollstindigung der 
Theorie zu beweisen, daB die Gleichung auch immer auflésbar sei 


und da8 durch die Entwicklung von Ys alle Lisungen gegeben 
seien. Sein Memoir enthalt alle fiir den Beweis nétigen Elemente; 
hier aber, wie in anderen Stellen, ist Euler mit einer Induktion ohne 
strengen Beweis zufrieden“'). 

Dieser Aufsatz Eulers enthilt zwei Tafeln. Die erste gibt die 
Entwicklung aller Zahlen unter 121, mit Ausnahme der Quadrat- 
zahien, in Kettenbriichen an; die zweite enthalt ffir jeden nicht 


1) H. J. 8. Smith, Britieh Assn. Report 1861, p. 815 = Collected works, 
Vol. I, Oxford 1894, p. 192. 
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quadratischen Wert von ¢ zwischen 1 und 100 den kleinsten Wert 
von x pnd y, welcher eine Lésung der Gleichung 2? — zy* = 1 ist. 

In dem Aufsatze Quomodo numeri praemagni sint explo- 
randi, utrum sint primi, nec ne‘) fahrt Euler mit der Betrach- 
tung der Primzahlen fort und entwickelt Methoden zur Entscheidung, 
ob eme Yahi von der Form 4” + 1 prim ist oder nicht. 

Wie frtiher (Bd. III’, S. 617, 618, 719—721) klar gemacht wurde, 
.verdankt man Euler die ersten Arbeiten tiber analytische Zahlen- 
theorie. Dieser Gegenstand wird nun in der Abhandlung De. par- 
titione numeroram in partes tam numero quam specie 
datas’) fortgesetzt. Aus seinen Ergebnissen heben wir nur hervor, 
daB er mit Hilfe der erzeugenden Funktion 1/(1 — 2*y*) (1 — 2°y*) 
(1 — a*y’)(1 — a*y*) etc. und der erzeugten Reihe 1+ Azy" 
+ Bry’ + Czy’ + ete. die Folgerung zieht, daB, wenn darin ein 
Glied Na"y’ vorkommt, es N Liésungen der simultanen Gleichungen 
ap-+bq+cretc.=—n, «p+ Bq +ypretc.=—~» gibt, wenn aber dieses 
Glied fehlt, keine nositiven ganzzahliyen Werte fir p,q, 7 etc. existieren. 
Die Entscheidung tiber die Anzahl Lésungen solcher Gleichungen ist 
somit auf das Studium der Koeffizienten N von x’y’ zuriickgefahrt. 
Euler bémerkt, daB vormals Lésungen durch die regula virginum®) 
erhalten wurden. 

In einer Abhandlung, Observationes variae in mathesin 
puram*‘), teilt J. H. Lambert unter anderem Satze tiber rekurrierende ~ 
Dezimalbriiche mit. Er beweist,- da8 bei teilerfremden Zahlen eine 
Division mit einer Primzahl, auBer 2 oder 5, stets einen periodischen 
Dezimalbruch liefert, und daB alle periodischen Dezimalbriiche aus 
rationalen Briichen entspringen, weshalb keine irrationale GréBe durch 
einen periodisehen Bruch dargestellt werden kann. In seinen 
_Adnotata quaedam de numeris eorumque anatomia') setzt er 
diese Studien fort, gibt einen Beweis des schon friher von Leibniz 
und Euler bewiesenen Fermatschen Satzes und zieht daraus weitere 
Resultate. Ist a eine Primzahl, aber nicht = 2 oder 5, dann stellt 
(10¢-1— —1):a@ eine ganze Zahl da ist (10*—1):a@ eine ganze Zahl, 
dann ist entweder m durch a _1 oder a—1 durch m teilbar; 


weshalb g nicht prim sein kann, im Falle daS - - einen Broach mit 


)-N. Comm. Petr. XIII, 1768, p. 67—88 = Comm. Arith. I, p. 379. 
*) N. Comm. Petr. XIV, I, 1769, p. 168—187 =— Comm. Arith. I, p. 391. 
*) Regula virginum = regula coecis = regula potatorum. Man sehe 
Chr. Peschecks Deutliche Erkl’rung derer Kaufmann- und dSconomischen 
Rechnungen etc., Budissin 1759, 8.440. *) Acta Helvetica, Vol. III, Basilene 
1768, p. 128—168, *) Nova Acta Eruditorum, Lipsiae 1769, p. 107—128. 
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mszabliger Periode liefert und g—1 durch m nicht teilbar ist. 
Lambert zieht auch die Folgerung, da8, wenn g —1 Periodenzahlen 
vorliegen und g ungerade ist, g prim sein mu8. Setzt man a= 2m +1, 
so ist (10"-++ 1):a@ eine ganze Zahl g und (10°*— 1):a@ = 10"q — gq. 
Ist m nicht prim, so kann man es durch einen gewissen seiner Faktoren 
ersetzen. Nimmt man a=13 und m= 3, so wird (10°+ 1): 13 


— 77, 77000 — 77 = 76923, weshalb. —. = 0, 076923, 076923 ete. 


Wenn a nicht prim ist und —- die Periodenzahl 2m gibt, dann 


haben @ und 10* +1 eimen gemeinsamen Faktor. Es folgen dann 
einige ahnliche aber langere Satze, die zur Entscheidung, ob eine Zahl 
prim sei oder nicht, Anwendung finden kénnen. Mehrere derselben 
sind nicht nur auf Dezimalbriiche, sondern gleichzeitig auf Briche 
anderer Systeme anwendbar. Die Auffindung der Teiler einer Zahl 
‘wird von Lambert auch in einem Briefe an Oberreit besprochen’). 

Soweit ist Euler der einzige groBe Mathematiker des 18. Jahr- 
hunderts, der sich eingehend mit der Zahlentheorie beschaftigt hat. 
Nun erscheint die erste Arbeit von Lagrange auf diesem Gbbiete. 

Am 20. September- 1768 vollendete er in Berlin seine Abhand- 
lung Solution d’un probléme d’arithmétique*). - Darin wird 
zum erstenmal ein strenger Beweis von der Lisbarkeit der Gleichung 
z*—ay*=1 gegeben. Er kannte zu dieser Zeit die Arbeiten von 
Wallis tiber dieses Problem, aber nicht diejenigen Eulers. Um zu 
zeigen, daB die Gleichung immer ganzzahlig lésbar ist, entwickelt er 
Ya in einen unendlichen Kettenbruch 





me oe. 
a as ee 
wo 9,9,q -:: ganzzahlig und positiv sind und erhalt die Naherungs- 
im Mw M wm KM” sae ; 
briich 0? a W? ”? WT? yp”? Ww"? a worn m=9, M=qm-+1, 
m=q' M+m,---, n=1, N=qn, n =Qq’"N+n,--- und 


~ Be) (7) 
So >Va> "5, 7=0,1,2,... Er zeigt, da MO? —aNO*— Z0>0 


em”) . - : re 
and <- er ist, weshalb die unendliche Anzahl positiver, ganz 


zahliger Werte Z, Z’, Z”, ... nur eine endliche Anzahl untereinander 
verschiedener Zahlen darstellen. Auch hat man m)?— an)? = 2), 


1) J. H. Lamberts Deutscher gelebrter Briefwechsel Bd. I, Berlin 1782, 
8. 878—882; Bd. V, 1785, S. 828—325. *) Miscellanea Taurinensia, tome IV, 
1766—1769 = Oeuvres de Lagrange, tome I, Paris 1867, p. 671—7381. 
Cawror, Geschichte der Mathematik IV. 11 
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wo #) <0 und a < atl, so daB z, z', s*, ... eine unendliche 
Anzahl ganzzabliger, negativer Zahlen sind, wovon wie oben die 
Anzahl verschiedener Werte endlich ist. Es gibt also unendlich viele 
Zahien x, 2’,... und y, y',..., welche die Gleichung 2° --ay?=—R 
_befriedigen, wo F irgend ein Wert Z oder 2 ist. An dieser Stelle - 
untersuchte nun Euler die Werte 2), «); Lagrange schligt aber 
einen anderen Weg ein und benutzt das schon den Indern bekannte 
Lemma: Das Produkt von 2? — ay* und 2’? — — ay” ist (aa + ayy')* 
—a(ry +yz')*. Man hat also 
(A), 12 = (aa' + ayy’)? — a(ey’ + y2’y, 


(B), Ry? — y!) = (ey + yx’) (cy — yx). 


Ist nun & prim, so muB nach (B) entweder ry’ + yz’ oder ry’ — yz’ 
durch FR teilbar sein; es sei zy’ + yx = qf, dann gibt (A), 


== (az + ayy’) — ag fe’, 


und zz + ayy’ ist durch FR teilbar. Wenn 22’ + ayy’ = pR, 80 er- 
folgt sogleich 1 = p*—ag*. Fir den Spezialfall, # prim, ist also 
die Lésbarkeit erwiesen. Dieses ist aber nur ein kleiner Teil der 
Untersuchung fir den Fall, daB R und a teilerfremd sind. Gemein- 
teilige Werte von R und a sind einer besonderen Diskussion unter- 
worfen. Die zwei Fille bieten bedeutende Schwierigkeiten dar; der 
Beweis, daB xz? — ay*=1 (wo a keine Quadratzahl ist) lésbar ist, 
wird aber allgemein erzwungen. Zu gleicher Zeit ist das Verfahren, 
eine Lésung zu finden, angedeutet. 

Der zweite Schritt besteht darin, aus der kleinsten Lésung von 
x? — ay’ = 1 alle anderen abzuleiten. Ist p,q ein Wertpaar, so wird 


= (p? — agt)" = (p + Vag)" (p — Vag) = (x + Vay) (« — Vay), 


und 


auch 


(p+aVa)™ gt Po qV¥a)™ 


L= 


(p + qVa)" —(p—qVa)” 


y= Ie 


Setzt man nun m= 1, 2,3,..., so hat man eine unendliche Anzahl 
Lésungen. Es folgt der Beweis, daB, wenn p und q die kileinsten 
Lésungen sind, m-==2 die niachst gréBeren liefert usw. so daB in 
obigen Ansdriicken fir z und y alle Lésungen eingeschlossen sind. 

Der dritte Schritt ist der Beweis, daB alle Werte von x und 4, 
welche der Gleichung 2*—ay?=1 geniigen, unter den Zahlen 
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M, M’,... und N, N’,... za finden sind, da8 also 7 immer einer 


der Niherungsbriiche ist. Es wird nimlich gezeigt, daB die Annahme 
MO<p< Met), NO <g< Nt» auf einen Widerspruch fihrt. 
Daraus stammt eine zweite Liésungsmethode, der zufolge man die 
Niaherungsbriiche ftir Ya berechnet und nacheinander die Zahler ftir 
zx und die Nenner fiir y setzt. Hine unendliche Anzahl dieser Zahler 
und Nenner werden der Gleichung z? — ay’ = 1 geniigen. 
Lagrange lieB seiner am 20. September 1768 vollendeten 
Lésung der Gleichung xz? — ay* = 1 bald eine noch wichtigere Schrift 
folgen. Schon am 24. November gleichen Jahres legte er der Ber- 
liner Akademie die neue Abhandlung Sur la solution des pro- 
blames. indéterminés du second degré') vor. iis wird hier die 
unbestimmte Gleichung A = «u* — Be’, die obige als Spezialfall ein- 
schlieBt, gelést. Aus der Kinleitung geht hervor, daB nun Lagrange 
die zwei Abhandlungen Eulers iiber diese Sache in den Petersburger 
Kommentarien der Jahre 1738 und 1764 gelesen hatte, aber Eulers 
De usu novi algorithmi des Jahres 1765 noch immer nicht kannte. 
Lagrange hetont die Wichtigkeit der Gleichung A = u* — B#, in- 
dem er zeigt, daB jede Gleichung zweiten Grades mit zwei Unbe- , 
kannten auf diese Form reduziert werden kann. Er liefert zuerst die 
Auflésung dieser Gleichung, wenn « und ¢ ganze oder gebrochene 
Zahlen sein kénnen, dann die wichtigere Auflésung, wenn « und ¢ 
ganze Zahlen sein sollen. In der letzteren Auflésung wird zuérst 
bemerkt, daB, wenn A einen quadratischen Faktor o* hat, man 
u=—op, ¢=oq, 4—o%a setzen kann, wodurch die vorgelegte 
Gleichung in die Form a =p’ — Bq’ tibergeht, wo p und g teiler- 
fremd sind. Weun man alle méglichen teilerfremden Werte von 
p und gq in a=p*— Bq’ findet, so kann man daraus mittels 
“=p, t= og alle aberhaupt vorhandenen Lésungen yon A =u? 
— Bé herleiten. Es sei also die Gleichung A = p? — Bg’ vorgelegt, 
jn der p und q ganze teilerfremde Zahlen sein sollen. Man hat zwei 
Falle, B positiv und B negativ. Fiir den Fall B positiv und zugleich 
A> YB, multipliziere man A = p?— Bq mit A, = p,? — Bq,?, wo 
7% —P:1V=+1 und «= pp, — Bg, angenommen wird. Man er- 


halt AA,=c?— B. Nun sei = der in der Kettenbruchentwicklung 


von ; dem 7 unmittelbar vorausgehende Naherungsbruch, dann wird 


nee ee 


") Mem. de l’académie roy. des sciences, année 1767, Berlin 1769, p. 165. 
bis 310 -= Lagrange, Oeuvres, Tome I, Paris 1868, p. 377—535. Vgl. Nettos 
Auegabe, Ostwalds Klassiker Nr. 146, Leipzig 1904. i 
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Pi = epim, gq = ug +", wo p irgend welche ganze Zahl sein kann. 
Es folgt a = p(p' — Bg*) + (pm — Ban) = pA+a, wenn a=mp 
— Bqn ist. Man kann «c< < machen, und es wird A, < s . Es 


muB8 dann «? — B durch A teilbar sein und einen Quotienten von der 
Form p,? — Bq,' liefern, sonst ist die vorgelegte Gleichung unlésbar. 
Gibt es dagegen eine solche Zahl, so hat man eine neve Gleichung 
A, = p,? — Bq,’ aufzulésen, wo A, < A ist. Ist letztere Gleichung 
lésbar, so kann man sus den bekannten Werten von p, und q, die 
Werte von py und g durch die Gleichungen « = pp, — Bqq, und 
P%—2Pi.9= +1 bestimmen. Sind p und q ganze Zahlen, dann 
ist die vorgelegte Gleichung lésbar; sonst nicht. Um alle Lésungen 
za erhalten, mu8 man alle Zahlen « aufsuchen, die < < sind, und 


o«? — B durch A teilbar machen. Auch muB jede der entstehenden 
Gleichungen A, = y,?— Bq,’ einzeln untersucht werden. Es wird 
dann erklirt, wie man aus einem den Bedingungen gentigenden Werte 
von « alle anderen: bestimmen kann. Ee stellt sich heraus, wenn 
die Anzah! teilerfremder Faktoren von .A, die Primzahlen oder Prim- 
zahlpotenzen sind, gleich » ist, daB die Anzahl der Werte von a 
gleich 0 oder gleich 2*-' ist. Unter Faktoren mit gemeinsamen 
Teilern braucht man nur solche zu nehmen, deren gréBter gemein- 
schaftlicher Teiler-2 ist. Es wird ferner die Gleichung A, = p,? — Bq,’ 
genau so behandelt, wie es bei A = p*?— Bg* der Fall war. Ihre 
Lésung wird auf A, = p,’ —- Bg," zurtickgeftthrt, letztere auf A, = p,? 
— Bq, etc. Kann man nun irgend eine dieser Gleichungen ldsen, 
etwa A, =p? — Bq,*, so kann man zu Werten p und q aufsteigen, 
welche die vorgelegte Gleichung lésen. Es wird dann die Gleichung 
A, =p,’ — Bq,* einer eingehenden Untersuchung unterworfen, worin 
die Kettenbrtiche wieder eine hervorragende Rolle spielen, und alles 
darauf zuspitzt, ein Glied einer Reihe H, #,,... zu finden, das gleich 
eins wird. Es ergibt sich endlich, daB A =p? — Bg" bei positivem 
B, wenn sie tiberhaupt lésbar ist, eine unendliche Anzahl von Lésungen 
hat. Der Fall, wo B negativ ist, wird leichter gefunden. Die ganze 
Abhandiung ist die erste vollstindige und strenge Auflésung von un- 
bestimmten Gleichuugen zweiten Grades mit zwei Unbekannten durch 
ganze Zahlen. Wie schon bemerkt, tritt die von Lagrange in seiner 
ersten zahlentheoretischen Abhandlung .geléste Gleichung + 1 = ¢* 
— Bs’, hier als ein Spezialfall auf. Lagrange sagt nun dartiber: 
»Die eben gegebene Methode ist direkter und einfacher; wadem hat 
sie noch den Vorzug, zu zeigen, da8 die gegebone Gleichung fur jedes 
B lésbar ist, Dies konnte ich damals nur auf einem ziemlich groBen 
Umwege dartun.“ Am Schlusse der Abhandlung’ wird auch ‘die 
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Fermatsche Unmiglichkeit r* +. s*= g*, » > 2 berthrt, oline jedoch 
ga den Eulerschen Ergebnissen etwas beizutragen. 

' Lagrange verfaBte 1770 eine dritte Schrift fiber die Auflésung 
von unbegtimmten Gleichungen, betitelt Nouvelle méthode pour 
résoudre les problémes indéterminés en nombres entiers*) 
worin er Methoden entwickelt, welche auf Gleichungen héherer Grade 
anwendbar sind und die Behandlung der Gleichung zweiten Grades, 
die er in zwei friiheren Abhandlungen auseinandersetzte, bedeutend 
vereinfachen. Die Theorie der Kettenbriiche, wie er sie in dem 
Mémoire sur la résolution des équations numériques und in 
den Additions dazu entwickelt hatte, findet hier Anwendung. Die 
Transformation von A = B& + Ci#*-'u + Di-%4? + ---4+ Ku", wo 
alle Koeffizienten ganze Zahlen und A und « teilerfremd sind, in die 
Gleichung 1 = Pu" + Qu*-!y +--- Vy" wird darch die Annahme 
t= «9 — Ay (0 und y ganzzahlig) erzielt. Die Berechnung von 0, 
erfolgt durch die von ‘ihm schon frtther angewandte Differenzmethode’). - 
Sind « und y in der transformierten Gleichung ganze Zahlen, so 
mitissen P, Q,... V, sowie « und y selbst, teilerfremd sein: Man setze 
to und es wird Pa* + Qu"-!+.--+ V=y"=—s, Wenns =0, 
so driicke man eine positive Wurzel a mit Hilfe zweier Reihen von 
Konvergenzwerten aus, welche die Kettenbruchentwicklung _liefert. 
In der ersten Reihe sind alle Bruchwerte gréBer, in der zweiten Reihe 
alle kleiner als die entsprechende Wurzel a. Es folgt dann der 
Nachweis, daB unter den Briichen der eimen oder der anderen Reihe 


sich der Bruch 5 vorfindet, und da8 man auf diese Weise alle ganz- 


zahligen Werte von « und y aufsuchen kann. Die Operation, welche 
den Kettenbruch ftir die Berechnung von a hervorbringt, liefert also 
zu gleicher Zeit die Zahlen « und y. Die Auflésungen bestimmter 
und unbestimmter Gleichungen kénnen demnach durch das gleiche 
Werkzeug, die Kettenbrtiche, erledigt werden. Nachdem die Einzel- 
heiten ausgearbeitet sind, schreitet Lagrange zur Anwendung seiner 
Ergebnisse auf unbestimmte Gleichungen des ersten und zweiten 
Grades. Seine jetzige Methode der Auflésung von A =? — Av? 
nennt er ,trés-simple et trés-élégante“, seine frithere ,a la vérité un 
pen longue et compliquée. 

Lagrange gesteht, da8 seine arithmetischen Aandiaagen: ihm 
viel Mihe gekostet hatten. Am 15. ‘August 1768 schreibt er an 


tele ee 





1) Mém. de l’acad. roy. des sciences, tome XXIV, année 1768, Berlin 1770, 
p- 181—250 =< Lagrange, Oeuvres, tome Il, p. 655—726.  *) Mémoire sur la 
résolution des éqpat. num., scolie du no. 13. 
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D’Alembert*): ,.Ich versichere Ihnen, da8 ich viel mehr Schwierig- 
keiten gefunden habe, als ich vermutet hatte. Hier ist z. B. eine, 
welche ich nicht ohne groBe Anstrengung habe dberwinden kénnen: 
Es sei irgend eine ganze, positive, nicht-quadratische Zahl » gegeben, 
eine ganze Quadratzahl x? zu finden, so daB nz?+ 1 ein Quadrat 
wird. Dieses Problem ist von groBer Wichtigkeit in der Theorie. von 
Quadratzahlen, die der Hauptgegenstand der diophantischen Analysis 
ist.“ In spiiteren Briefen driickt er sich ahnlich aus’). 

Es ist ein merkwirdiger Umstand, daf L. Euler und La- 
grange in der Theorie der unbestimmten Gleichungen einander wenig 
beeinfluBten. Wie schon bemerkt, kannte Lagrange die wichtigste 
Arbeit Eulers nicht. Als Lagrange seine Schriften veréffentlichte, 
war Euler blind. Am 9./20. Marz 1770 sthrieb er an Lagrange’): 
»lch lie8 mir alle Operationen vorlesen, die Sie tiber die Formel 
] = »? — 13q? vorgenommen, und ich bin von ihrer Richtigkeit véllig 
iiberzeugt; da ich aber nicht selber lesen und schreiben kann, muB 
ich Ihnen gestehen, da8 meine Einbildungskraft nicht die Grandlage 
aller Ihrer Ableitungen hat fassen und die Bedeutung aller Buchstaben, 
die Sie eingefithrt haben, nicht im Gedachtnis hat halten kénnen.“ 
So fuhr Euler mit seinen eigenen Untersuchungen fort, ohne die 
Arbeiten Lagranges genau zu kennen. Am 30. September 1771 
schrieb Lagrange an Condorcet*): ,,Sie sind, glaube ich, der Kinzige, 
der mir diese Ehre erwiesen hat“ (seine Arbeiten zu lesen). 

_ Die unbestimmte Analytik wird im zweiten Teile von L. Eulera 
Anleitung zur Algebra, 1770, behandelt. Die Popularitat dieses 
Werkes unter Fachminnern ist hauptsichlich diesem zweiten Teile 
zuzuschreiben®). -Eulers Interesse scheint sich in der Zahlentheorie 
konzentriert zu haben, denn er widmet derselben 322 Seiten, wihrend 
alle anderen Zweige der Algebra nur 560 Seiten erhalten. Kuler 
fingt mit sehr einfachen, beinahe kindlichen Beispielen von unbe- 
stimmten, Aufgaben an. Im 2. Kapitel werden Fragen angefthrt, die 
in gemeinen Rechenbiichern damaliger Zeit nach der _,,Regel-Coeci“ 
aufgelést wurden. Z.B., ,30 Personen, Minner, Weiber und Kinder, 
verzehren in einem Wirths-Hauss 50 Rthl. Daran zahlt ein Mann 
3 Rthl, ein Weib 2 Rthl. und ein Kind 1 Rthl., wie viel Personen 
sind von jeder Gattung gewesen?“ im 4. und 5. Kapitel lost Euler 
die Gleichung a+bxr+cz*=y* In der Behandlung von az*+b=—y’, 





1) Lagrange, Oeuvres, T. 18, p.118. *) Ebepda, T. 13, p. 121, 301. 


*) Ebenda, Tome 14, p. 219. *) Ebenda, T. 14, p. 4. 6) Lagrange — 


schrieb am 26. August 1770 an D’Alembert: ,,Elle ne contient rien d'intéressant 
qu’an Traité aur les questions de Diophantc, qui est, 4 la vérité, excellent’* (La~ 
grange, Oeuvres, T. 13, p. 181, 19%). 
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im 6. Kapitel, ist er von Lagranges Untersuchungen nicht beein- 
flu8t worden und die Auflésung ist unvollstindig. Es _ ,ist unum- 
ganglich ndtig“, sagt Euler, ,daB man schon einen Fall in ganzen 
Zahlen wigse oder errathen habe“. Merkwiirdig ist es, daB er im 
nachsten Kapitel fir die Fermatsche Gleichung an* + 1 -= m? nicht 
seine eigene, in seiner Schrift De usu novi algorithmi’ 1765 ent- 
wickelte Methode, sondern die Auflésungsmethode von Wallis dar- 
stellt. Die drei folgenden Kapitel enthalten Lésungen von 


at+beter?*+di=y a+br+cr + dzx°4+ ex =y?* 
a+ bx + cx’ + dx =y?. 


Im 13. Kapitel wird bewiesen, da8 weder die Summe, noch die Diffe- 
renz zweler Biquadraten ‘amnals eine Quadratzahl werden kinne. Die 
Unmiglichkeit dieser Fermatschen Satze und mehrerer Shnlicher 
diophantischer Ausdriicke wird dadurch nachgewiesen, ,daB wann 
auch in den gréBten Zahlen solche Werthe fiir z und y vorhanden 
waren, aus denselben auch in kleinern Zahlen eben dergleichen 
Werthe geschlossen werden kénnten, und aus diesen ferner in noch 
klemmern usf. da nun aber in kleinen Zahlen keine solche Werthe 
vorhanden sind ...so kann mann sicher schliefen, daB auch in gréBern 

. keine solche Werthe von x und y vorhanden seyn kinnen“. Im 
15. Kapitel wird die Fermatsche Unmdglichkeit 2° + y° — 2 nach- 
gewiesen. 

Der gegenwiartige Zeitpunkt (um 1770) ist in . der unbestimmten 
sowohl als in der bestimmten Gleichungstheorie durch groBe schép- 
ferische Tatigkeit gekennzeichnet. Wihrend Euler und Lagrange 
die schon bespyochenen Arbeiten hervorbrachten, war auch Waring 
in England tatig. In seinen Meditationes algebraicae, 1770, 
werden einige neue zahlentheoretische Siitze angegeben. Ohne Beweis 
gibt er folgende Theoreme an’): ,,Jede ganze Zahl ist entweder eine 
Kubikzahl oder die Summe von 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 oder 9 Kubikzahlen’); 
entweder eine Biquadrate, oder die Summe von 2, 3 ete. oder 19 Bi- 
quadraten.“ Der Beweis hiervon la8t noch immer auf sich warten. An 
anderer Stelle schreibt Waring ohne Nachweis hin*): ,,Jede gerade 
Zahl ist die Summe zweier Primzahlen, und jede ungerade Zahl ist 
eine Primzahl oder die Summe von drei Primzshlen.“ Der Satz tiber 
gerade Zahlen ist allgemein als der ,Goldbachsche Erfahrungssatz“ 
bekannt, wurde aber zuerst von Waring gedruckt. Goldbach*) teilte 


*) Medit. algebraicae, 3. Ed. 1782, p. 349. *) Vgl. C. G. J. Jacobi, Ges. 
Werke, Bd. VI, 8. 8322 —354. *) Medit. algebraicae, 3. Ed. 1782, p. 379. 
) Corresp. math. (FuB) I, p. 127, 185. Vgl Nouvelles Annales, T. 18, 1859; 
Bull. de Bibl., D’Hist. p. 2. 
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ihn 1742 Euler’ brieflich mit (Bd. I, 2. Aufl, S. 610), die 
Korrespondenz wurde aber erst 1843 verdffentlicht. An gleicher 
Stelle’) fihrt Waring ohne Beweis noch andere Lehrsitze aber Prim- 
zahlen an: Bilden drei Primzahlen eine arithmetische Progression, 
dann ist ihre Differenz durch 6 teilbar, wenn nicht 3 eine der drei 
Primzahlen ist. Ein ihnlicher Satz lautet: Sind finf Primzahlen in 
arithmetischer Progression, dann ist die Differenz durch 30 teilbar, 
wenn nicht 5 ein Glied der Progression ist. Und im allgemeinen: 
Es haben 3, 5, 7, 11, 13 oder 17 etc. Primzahlen in arithmetischer — 
Progression Differenzen, die beziiglich durch 1-2-3, 1-2-3.-5, 
1-2-3-5-7, 1-2-8-5-7-11, 1-2-3-5-7-11-13, oder 
1-2-3-5-7-11-13-17, etc. teilbar sind, wenn nicht beziiglich 
8, 5, 7,11, 13 oder 17 ete. ein Glied der Progression ist. 

Der heriihmteste der neuen Sitze, die Waring anfthrt, ist fol- 
gender’): ,,Ist » eine Primzahl, dann wird 


1><2><8><4...(n— 2) <(w—1) 41 
: ” 

eine ganze Zahl“. Er ftigt dann hinzu: ,Diese sehr elegante Eigen- 
schaft von Primzahlen hat der ausgezeichnete, in mathematischen 
Sachen weit bewanderte Joannes Wilson Armiger entdeckt .... 
Der Nachweis von Satzen dieser Art wird deshalb sehr schwer sein, 
weil keine Notation erfunden ist, welche Primzahlen ausdriickt.“ Im Werke 
von Waring erscheint also der bertihmte Wilsonsche Satz ohne Demon- 
stration®). Sir John Wilson‘) (1741—1793) wurde in Westmoreland 
geboren, besuchte Peterhouse College in Cambridge und hatte schon 
als Student den Ruf, auf der Universitat nachst Waring der beste 
Algebraist zu sein. Im Jahre 1761 war er ,senior Wrangler“. Eine 
Zeitlang war er Tutor der Mathematik, dann widmete er sich der 
Rechtswissenschaft. Er wurde 1786 zam Ritter ernannt. Waring 
fihrt ihn in seinen Werken Ofters an. In seinen Meditationes 
analyticae nennt er ihn seinen einstmaligen Beschiitzer, und als 
den Mann, von dem er in seinen mathematischen Untersuchungen den 
gréBten Beistand erhalten babe. 

Der Artikel Démonstration d’un théoréme d’arithmétique®) 


1) Medit. algebr., 8. Ed., p. 879. %) Ebenda, 1770, p. 218, 3. Ed., p. 380. 

*) Eine Angabe von W. W. R. Ball (Mathematics at Cambridge, 1889, p. 102), 
derzufolge Waring den Satz vor 1770 in einer Antwort auf eine Kritik der 
Miscellanea analytica gedruckt haben soll, beruht auf einem Irrtum, wie mir 
Herr Ball brieflich mitteilt. ‘) Dictionary of National Biography; Le 
Morgan, A Budget of Paradoxes, London 1872, p. 182; Nouvelle correspondance 
roathématique 2, 1876, p. 110-—114, 82—34; Bibliotheca mathematica, 3. Folge, 
Bd. 8, p. 412, und Bd. 4, 1903, p. 91. 8) N. Mémoires de l’acad. roy. des 
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enthalt den Lagrangeschen Beweis des von Diophant an einigen 
Stellen stillschweigend vorgusgesetzten und von Bachet zuerst aus- 
gesprochenen Satzes, daB jede Zahl als Summe von vier oder weniger 
Quadraten dargestellt werden kann. Sich auf einige Resultate Eulers 
stitzend, zeigt Lagrange, ‘da8, wenn die Summe von vier Quadraten 
durch eine Primzahl gréBer als die Quadratwurzel dieser Summe teil- 
bar ist, diese Primzahl selbst die Summe von vi@ Quadraten ist. 
Eine oder zwei der Quadrate im Dividend diirfen auch Null sein. 
Dann wird bewiesen, daB p und q so gewahit werden kénnen, daB 
p? + q*+1-durch irgend eine vorgelegte Primzahl teilbar wird. Da- 
darch ist der Bachetsche Satz fir Primzahlen sicher gestellt. Aus 
dem Eulerschen Theorem, da8 das Produkt von zwei oder mehreren 


- Zablen, deren jede die Summe von vier Quadraten ist, selbst die 


Summe von vier Quadraten ist, kann dieses Ergebnis leicht auf jede 
susainmengesetzte Zahl ausgedehnt werden. 

Eine. interessante Leistung ist die Démonstration d’un 
théoréme nouveau concernant les nombres premiers’), 
worin Lagrange zwei Beweise des von Waring verdffentlichten — 
und von seinem Freunde John Wilson entdeckten Lehrsatzes fiber 
Primzahlen gibt. Der erste Nachweis beruht auf Eigenschaften der 
Koeffizienten der gleichen Potenzen. von x in 
(2 + 1) (@+2)---@+n) = (e+ 1"%+4+A' (¢4 1)*-!'4--- AC-Y(e 41) 

=o + (n+ A)at—' + (nA + AX) a8 es + nA, 
Daraus zieht Lagrange auch einen Beweis des Fermatschen Satzes, 
In dem zweiten Beweise wird umgekehrt der Fermatsche Satz vor- 
ausgesetzt und davon der Wilsonsche abgeleitet. Es folgen dann 
die Beweise der zwei ersten von uns angefihrten Saétze von Waring - 
aber Primzahlen in arithmetischer Progression. 

Ohne von den Untersuchungen Lamberts Kenntnis zu haben, 
ver6ffentlichte Johann Bernoulli II. (1744—1807) einen Aufsatz 
Sur les fractions décimales périodiques’), worin er nach einer 
summarischen Ubersicht der Arbeiten von Wallis, Euler und John 


Robertson Bemerkungen iber die am Ende seines Aufsatzes ge- 
druckte Tafel macht. Diese Tafel enthalt die Perioden aller aus 5 
entspringenden Dezimalbriiche, wo D nacheinander alle Primzahlen 


auBer 2 und 5 bis 199 vorstellt. Die Ziffern in einer Periode 


sciences de Berlin, année 1770, Berlin 1772, p. 128-183 == Lagrange, Oeuvres, 
Tome Ill, 1869, p. 189—201. 

. ') N. Mémoires de l’acad. roy. des sciences Berlin, année 1771, Berlin 1773, 
p. 125—137 = Lagrange, Oeuvres, Tome III, p. 425—438, *y Ebenda, année 
1771, Berlin 1778, p. 278—804. 
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liefert ““—", wo s die kleinste ganze Zabl ist, welche 10° — 1 durch 
DPD teilbar macht. Es sei ihm nicht gelungen, das Gesetz fir die Be- 
stimmung des s aufzufinden, weshalb seine Tabelle wertvoll sein 
dirfte. In der Fortsetzung derselben kénnte man sich vielleicht 
durch Anwendung der von Rallier des Ourmes') vorgeschlagenen 
Divisionsmeth@le Zeit erspareu, welche, wenn man zum voraus weiB, 
daB die Division ohne Rest herauskommt, den Quotienten durch eine 
von rechts nach links fortschreitende Operation liefert. Bernoulli 
beobachtete, daB, wenn bei der Division von 1 mit D einer der Reste 
8 


D—1 ist, dieser der aa Rest ist. Dann folgen einige Beobach- 


tungen iiber Briiche, worin D das Produkt zweier Primzahlen ist. 
Lambert machte den Bernoulli auf seine eigenen Arbeiten der 
Jahre 1758 und 1769 ittber diese Sache aufmerksam, worauf Ber- 
noulli in Additions au mémoire précédent*) eine Ubersicht 
derselben gab und sie mit einigen Bemerkungen fiber die Fort- 
setzung seiner Tafeln begleitete. 

Mit den eben besprochenen Abhandlungen eng verbunden ist die 
folgende von Johann Bernoulli If]: Recherches sur les divi- 
seurs de quelques nombres trés grands compris dans la 
somme de la progression géométrique 1+ 10 + 10? + 108 
+:::107= 5) Er zeigt, da® diese Frage sich auf die Bestimmung 
der primen Teiler von 10‘ + 1 reduziert. Er stiitzt sich huf Theoreme 
Eulers*) und berechnet eine Tabelle, welche die primen Teiler von 
S, fir die Werte 1, 2,...,30 von ¢ angibt. Auch tabelliert er 
Primzahlen von der Form 16” + 1, bis auf die Primzahl 21601, so- 
‘wie Primfaktoren von Zahlen der Form a*-+- 106%. Diese Abhand- 
lung wurde von Euler gelesen und er teilte Bernoulli brieflich 
Kriteria mit®), die zur Entscheidung dienen, welche der Zahien, 
10° — 1 oder 10"-+ 1, durch eine Primzahl 2p + 1 teilbar sei. Ist 
2p +1—4n-+1, so braucht man nur die Teiler der drei Zahlen », 
#-- 2, +6 zu betrachten. Wenn man bei diesen die zwei Fak- 
toren 2 oder 5 oder keine derselben findet, ist 10° — 1 teilbar; findet 
man aber nur den Faktor 2 oder den Faktor 5, ist 10? + 1 teilbar. Ist 
z. B. n = 13, 2p + 1 = 53, dann sind keine der Faktoren bei 13, 11, 7 


1) Mémoires de math. et phys., présentés a l’acad. roy. des sciences, par 
divers savans, T. V, 1768, p. 550—574. *) N. Mémoires de l’acad. roy. des 
scien. ef b. 1., année 1771, Berliff 1778, p. 806—317. *) Ebenda, année 1771, 
Berlin 1778, p. 818—387. “) Comm. Petr. T. XIV, Theo. 31; N. Comm. Petr. 
T. I, § 88, T. VIL, Theo. 18, § 57, T. VII, T. IX, § 5 u. 6; Lagrange in einer 
damals noch ungedruckten Arbeit. °) N. mémoires de l’acad roy. des sciences, 
année 1772, Berlin 1774, p. 36, 86 == Comm. Arith. I, p. 584. 
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vorhanden, und 10” — 1 ist durch 53 teilbar. Euler bemerkt, daB 
diese Regeln auf Prinzipien beruhen, deren Nachweis noch mangelt. 
Die gréBte Zahl, von der man sicher weiB, daB sie Primzahl ist, sei 
die Fermatsche Zah] 2* — 1 — 2147483647. Bemerkenswert sei 
der Ausdruck 41 — xz + 2%, weil seine ersten 40 Zahlen alle prim seien. 

L. Eulers Anleitung zur Algebra sollte in den spiteren 
Auflagen drei groBe. Namen mit sich tragen — Euler, Bernoulli, 
Lagrange. Im Jahre 1774 erschien namlich zu Lyon eine von 
Johann Bernoulli IIL besorgte franzésische Ubersetzung mit Zu- 
satzen von Lagrange. Diese Zusitze') beziehen sich auf die un- 
bestimmte oder diophantische Analysis. Die methodische Behand- 
lung dieser Sache in Eulecrs Algebra suchte er durch neue Zusiitze 
zu vervolistindigen. Lagrange fangt mit Kettenbrtichen an und 
sucht seine 1767 und 1768 in den Berliner Abhandlungen entwickelte 
Theorie der periodischen Kettenbriiche den Mathematikern bekannt 
zu machen. Dann geht er zu neuen und wichtigen Methoden zur Bestim- 
mung der ganzen Zahlen tiber, die Minima der unbestimmten Formen 
mit zwei Unbekannten ergeben. Die Auflésung unbestimmter Glei- 
chungen zweiten Grades wird vereinfacht, aber in nicht ganz so voll- 
stindiger Form wie in seinen friheren Abhandlungen dargestellt. 
Betreffs der Fermatschen Gleichung p* = Aq? + 1 sagt er in § VILL: 
yich glaube mithin der erste zu sein, der eine vollsténdig strenge 
Lésung gegeben hat; man findet sie in Band IV der Miscellanea 
societatis taurinensis; aber sie ist sehr umstandlich und sehr indirekt; 
die vorstehend in Nr. 37 gegebeae ist den wahren Grundsitzen der 
Frage gemaB und laB8t, wie mir scheint, nichts zu wiinschen fibrig.“ 
Am Ende beschreibt Lagrange die Art, algebraische Funktionen 
aller Grade zu finden, die, miteinander multipliziert, stets ahnliche 
Funktionen erzeugen. Diese Zus&tze trugen viel dazu bei, La- 
granges Untersuchungen tber unbestimmte Analysis dem mathe- 
matischen Publikum genauer bekannt zu machen. 

Lagranges Zusatze tibten auf Euler geringen EinfluB. In 
eiem Briefe vom 24. September (5. Oktober) 1773 an Lagrange’) 
driickt er sich tiber dieselben anerkennend aus, schreitet aber sogleich 
zur eingehenden. Besprechung seiner eigenen diophantischen Probleme. 
DaB der blinde und greise Mathematiker sich eine Lagrangesche 
Strenge der Beweise aneignen wiirde, diirfte wohl niemand erwarten. 
Kuler arbeitete noch immer in seiner alten naiven Weise. Sein | 
Arbeitsverfahren in der Zahlentheorie hat Sfters mit der induktiven - 


) Lagrange, Ocuvres, T. VII, Paris 1877, p. 158. Deutsche Ubersets. von 
H. Weber in Ostwalds Klassiker, Nr. 103, Leipzig 1898. 2) Lagvange, 
Ocuvres, T. 14, p. 235. 
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Methode eines Charles Darwin gréBere Ahnlichkeit als mit der 
strengen Deduktion eines Lagrange. Und noch in seinen letzten 
Jahren sollte er durch einfache Induktion zur Entdeckung eines der. 
gréBten Gesetze, nimlich des Reziprozitatsgesetzes, geftihrt werden. 
Wir erwihnen nan sechs Abhandlungen L. Eulers tiber dio- 
phantische Probleme, die mit groBer Geschicklichkeit und Unermiid- 
lichkeit behandelt werden, aber wegen der Abwesenheit allgemeiner 
Methoden dennoch geringen Einfiun8 auf den Fortschritt der Zahlen- 
theorie gehabt haben. Die erste derselben') gibt die Auflésung, in 
rationalen Werten von A und B, der simultanen Gleichungen 


AB+A+B=0, AB+A-—B=-O, AB—-A+B=O, 
AB-A—B=(. 

Die zweite*) lést drei Aufgaben, deren eine die Auffindung von neun 
rationalen Zahlen verlangt, welche zwélf Gleichungen gentigen. Die 
zwei anderen Aafgaben sind gleicher Natur. Die Auflésungen der- 
selben beruhen auf eleganten Kunstgriffen in Koordinatentransfor- 
mationen. Die dritte Abhandlung*) gibt die Auflésung (1) der 
simultanen Gleichungen 

(2? + 9°) (Px? + uty!) =O, (2? + y*) (wa? + By") = 0, 
(2) der Gleichung | 


(a? + u®y*) (utx? + Hy*) = O, 
(3) der simultanen Gleichungen 
Potty O, By? + viz? = O. 

Die vierte Abhandlung*) lést unter anderem die simultanen Gleichangen 
atytet+s=O, sytast+ast+tys+ys+es—O0, 
fye+xys+res+yes=O0, xyss=D, 
wahrend die fanfte’) die Gleichung A‘ + Bt = Ct + D* in rationalen 
sowie auch in ganzzahligen Werten erzielt. Die sechste Schrift ist 
geometrisch: Dreiecke zu finden, deren Seiten und Mittellinien rational 
sind*). Sind 2a, 2b, 2c die drei Seiten und f, g, h deren Mittel- 

linien, dann fordert dieses Problem die Liésung der Gleichungen 
209 + 208 — ah f?, 2+ 2a'—bBi=g, 2a'+ 2b? — ch? 


1) N. Comm. Petr. XV, 1770, p. 29—50 — Comm. Arith. I, p. 414. *) N. 
' Comm. Petr. XV, 1770, p. 75—106 <= Comm. Arith. I, p. 427. +) N. Comm. 
Petr. XX, 1775, p. 48 = Comm. Arith. I, p. 444. *) N. Comm. Petr. XVII 
4772, p. 24—68 == Comm, Arith. I, p. 450. *) N. Comm. Petr. XVII, 1772, 
p. 64—69 == Comm. Arith. I, p. 478. ®) N. Comm. Petz. XVIII, 1778, p. 171 
Comm. Arith. I, p. 507. 
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In dem Aufsatze Demonstrationes circa residua ex divi- 
sione potestatum per numeros primos resultantia') entwickelt 
L. Euler Lehradtze tiber die bei Division einer Progression 1, a, a’, 
a*,... durch eine Primzahl P erhaltenen Reste, und wird zur wich- 
tigen Frage geftithrt, ob es geometrische Progressionen gibt, welche 
eine vollatindige Reihe von Resten 1, 2, 3,..., P—1 liefern. Die 
Zahlen a, welche dieses tun, werden primitive Wurzeln (radices primi- 
tivas) von P genannt. Euler hat keinen strengen Beweis von der 
Existenz solcher Zehlen gegeben. Ihr Vorhandensein voraussetzend, 
gelingt es ihm aber, ihre Anzahl genau zu bestimmen. In Gauf’ 
Disquisitiones arithmeticae, Art. 56, wird Eulers Existenz- 
beweis angegriffen. 

Der Eulersche Aufsatz Novae demonstrationes circa reso- 
lutionem numerorum in quadrata*) wurde durch den Lagrangeschen 
Beweis (1770) des Bachetschen Satzes hervorgerufen. Euler war 
weder mit seinem eigenen friheren Beweise, noch mit dem La- 
granges zufrieden. Letzterer war zu ,abstrasus et prolixus“. Des- 
halb wird dieser Gegenstand aufs neue bearbeitet. Die Darstellung 
von Zahlen durch die Formen 2° + y*, 2° + 2y?, 22+ 3y%, 29+ y? 
+ s*-+ «* wird auf die Kigenschaften von Divisoren dieser Ausdriicke 
gégriindet, und Euler zeigt, daB8 das Produkt zweier solcher ahn- 
lichen Funktionen eine ihnen ahnliche Funktion ist. 

Eine durch die Irrationalentheorie erzielte Lésung der Gleichung®*) 
Azi+ 2Bay+ Cy?+2D2+2Ey+F=0 darf ohne weitere Er: 
klérungen tibergangen werden, da Euler noch immer die Existenz 
einer Lésung voraussetzt. Die gleiche Voraussetzung wird von ihm 
auch noch in einer durch Kettenbrtiche erlangten Auflésung dieser 
Gleichung gemacht‘). 

In der Schrift Problema diophanteum singulare®) lést 
L. Euler die simultanen Gleichungen zy + 22 =O, zy + ys = 0. 
Bald nachher beschiftigte sich Euler wieder mit Primzahlen und be- 
rechnete sich eine Tafel von Primzahlen bis zur _ Primzahl 
1001989, sowie von zusammengesetzten Zahlen mit ihren kleingten 
Divisoren‘). 

Uber die Zerlegung von Zahlen in Summanden haben auch — 


1) N. Comm, Petr. XVII, 1773, p. 85—135 = Comm. Arith. I, p. 616—587. 
*) Acta Erud. Lips. 1773, p. 198 = Acta Petrop. I, Il, 1775, p. 48 = Comm. Arith. 
{, p. 538—648. *) N. Comm. Petr. XVIII, 1778, p. 185—197 == Comm. Arith. I, 
p. 549—555, *) N. Comm. Petr. XVUI, 17738, p. 218—244 — Comm. Arith. I, 
p. 570—588. ®) N. Comm. Petr. XTX, 1774, p. 112—131 = Comm. Arith. II, 
p. 58—63. *) N. Comm. Petr. NIX, 1774, p. 132—188 = Comm. Arith. I, 
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italienische Mathematiker geschrieben. Deren Schriften sind uns aber 
nicht zuginglich. Major P. A. MacMahon’) berichtet, daB Paoli 
(vor 1800?) und andere daran arbeiteten ohne groBe Fortschritte zu 
machen. Gianfrancesco Malfatti verfaBte einen Aufsats*) Lotto, 
worin die ,,Soluzion d'un problema sulla partizione de’ numeri“ ge- 
geben ist, welcher von Italienern hoch gepriesen wird*). 

Nicolas de Beguelin (1714—1789), Mitglied der Berliner 
Akademie der Wissenschaften, veréffentlichte Recherches sur les 
nombres triangulaires relativement au théoréme général de 
Mr. Fermat concernant les nombres poly gonaux*), worm er 


nachweist, daB + (x? + y) auf wenigstens zwei Weisen alle ganzen 
Zahlen N 'vorstellen kann, wiéhrend = (2*-+y)+ = (y? + 2) dieses 


auf wenigstens vier Weisen und cs 5 (27+ y) + = (y? + 2) + = 5 (2? + 4) 
wenigstens auf sechs Weisen ets kann. "Der nichste Teil des 
Beweises, daB auch die drei Dreieckszahlen 


r@+atsyty+ sets 


alle Zahlen vorstellen mégen, ist aber nicht klar genug auseinander- 
- gesetzt. Der Autor muB dieses selber gefahlt haben, denn er be- 
merkt, daB die Demonstration alle Gewibheit besitze, die eine ,,meta- 
physische" SchluBfolgerung zulasse‘). 

* Gleiche Urteile miissen wir tiber Beguelins Ableitung des 
Bachetschen Satzes voh obigem Fermateschen Satze, und umgékehrt 
des obigen Fermatschen Satzes vom Bachetschen, fallen ®). 

Beguelin schligt far die binare Arithmetik von Leibniz einen 
abgekiirzten Algorithmus’) — einen exponential algoritmus — vor, 
dessen Idee aus ein paar Beispielen klar wird. Die Zahlen 48 und 

60, die im gewdhnlichen bingren Algorithmus 110000 und 111100 
geschrieben werden, werden im exponentialen Algorithmus durch 4-5 


— 





1) London Math. Soc., Vol. 28, 1896/97, p. 17. *) Prodomo della nuova 
enciclopedia italiana, Siena 1779, p. 69—95. Vgl. Bullettino Boncompagni IX, 
p. 874. *) Bullettino Boncompagni VI, 1878, p. 128. *) N. mémoires de l’acad. roy. 
des sciences, année 1773, Berlin 1775, p. 208—216. °) Kinen fritheren Versuch, 
den. allgemeinen Fermatschen Satz zu beweisen, daB jedc Zahl die Summe von 
1, 2,... n-Eckszahlen ist, machte Beguelin in dem Aufsatse ,,Application dw 
principe de la raison suffisante 4 la démonstration d’un théoréme de M. Fermat 
sur les nombres polygonaux, qui n’a point encore ¢té démontré“ in den N. 
Mémoires de l’acad. roy. des sciences, année 1772, Berlin 1774, p. 387—413. 

*) Ebenda année 1774, Berlin 1776, p. 312—369. °) Ehenda, année 1772, Berlin 
1774, p. 296—3882. 
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und 2-3-4.5 ausgedriickt. Es sfnd naimlich 100000 = 2° und 
1Q000 = 2. Beguelin leitet die Operationsregeln ftir die neue 
Schreibart ab. In zwei spiteren Abhandlungen') wendet er seinen 
Algorithmus auf die Bestimmung der Faktoren von Zahlen 2" + 1 
und 4y+3 an, ohne aber dadurch bedeutende Resultate zu er- 
zielen. 

In einer Solution particulitre du probleme sur les 
nombres premiers*) entwickelt Beguelin eine Methode, Primzahlen 
von der Form 427+ 1 zu finden. Das Resultat dieser Arbeit ist dem 
Kulerschen in den Petersburger Memoiren der Jahre 1762/63, Bd. IX, 
p. 99—153 dhnlich; die Methode ist aber ganz verschieden. Beguelin 
wahlt als Grundlage den Eulerschen Satz, daB8 alle Zahlen, welche 
nur ein einziges Mal in der Formel 2? + y? enthalten sind, wo x und 
y teilerfremd sind, entweder Primzahlen oder das Doppelte von Prim- 
zahien sind. In einem an Beguelin gerichteten Briefe, datiert: Mai 
1778 macht ihn Euler®) auf die Tatsache aufmerksam, daB die all- 
gemeinere Formel nz* + y* die namliche Kigenschaft besitze, und bei 
geeigneter Wahi des » nur Primzahlen liefere. Zur Wahl von n 
diene folgende Regel: Wenn eine Zahl in der Form m + y? enthalten 
ist, kleiner als 4n ist (wo y und » teilerfremd sind) und entweder 
eine Primzahl p oder 2p -oder p® oder eine Potenz von 2 ist, dann 
ist die Zahl n, welche diesen Bedingungen gentigt, eine geeignete 
Zahl. Z. B. 60 ist eine solche Zahl, denn 60 + 13, 60 + 73, 60 + 113, 
60 + 13’ sind alle Primzahlen. Euler entdeckte 65 verschiedene 
Zahlen », konnte aber keine finden, welche 1848 itberstieg. Die 
Form 1848 z* + y* erméglichte es ihm mehrere groBe Primzahlen (z. B.. 
18518809) zu entdecken. Eine vollkommenere Mitteilung dieser 
Arbeit wurde nach dem Wunsche Eulers von N. Fu8 in einem 
Briefe vom 19,/30. Juni 1778 an Beguelin gemacht‘). 

In einer Abhandlung Recherches d’arithmétique’) untersucht 
Lagrange die verschiedenen Formen, wélche die Teiler einer ganzen 
Zahl von der Form Bt? + Ctu + Du? annehmen kénnen. Es stellen 
alle Buchstaben dieses Ausdrucks ganze Zahlen dar, die auch negativ 
sein dirfen; B, C, D sind zum vorans bestimmte, ¢ und u unbe- 
stimmte, teilerfremde Zahlen. Es wird zuerst bewiesen, daB jeder 
Teiler A die Form A = Ls? + Msz + Nx? hat, wo s und 2 gleich- 


re 


1) N. Mémoires de l’acad. roy. des sciences, année 777, Berlin 1779, p. 239 
bis 264, 2656—310. *) Ebenda, année 1775, Berlin 1777, p. 300—822. 
+) Ebenda, année 1776, Berlin 1779, p. 887—339.  ‘*) Ebenda, p. 8340—-346. 
* Ebenda, année 1778, Berlin 1775, p. 265—312 — Lagrange, Oeuvres, T. IJIl, © 
p. 696—795. 
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za beweisen, lasse man Aa = Bf +- Ctu+-Du*. Ferner setze man 
a==bc, «=6s, wo ¢ und s teilerfremd sind, und es folgt aus 
Abc = B&+ Cots + Db's?, daB B= Eb und Ac= E# + Cts+ Dbs'. 
Da 0s-+ cx irgend eine ganze Zahl sein kann, schreibe man ¢ = 0s 
-+ cz und eliminiere ¢. Man ersieht dann, daB E6* + C@+ Db darch 
¢ teilbar, also = Lec ist. Wenn 240+ C= M, Ec=N genommen 
wird, erhalt man A = Ls*+ Msz + Nz’, sowie 41M — M*=—4BD 
— C*, und der grundlegende Satz der Abhandlung ist bewiesen. Ist 
nun M numerisch gréfer als Z, wird durch die Annahme 3 = mz -+ 5s’ 
eine neue Form A = L’s* + M's'z’' + N'x"* abgeleitet, wo numerisch , 
M <M und 4L'N — M*=4LN — M" ist. 

Durch eine endliche Anzahl von Wiederholungen dieser Operation 
erhalt man A = Py’ + Qysz-+ Rz', worin numerisch Q< P, Q<= R, 
4PR—Q@=4BD—C und y und gs teilerfremd sind. Wenn 
4BD — C* positiv ist, dann muB also QZ V/*27——. sein; wenn 
4BD — C* negativ ist, so mu8 Q <= V ones? sein. Durch diese 
Relationen sind die méglichen Werte von @Q bedeutend eingeschrankt. 
Uberdies ist @ gerade oder ungerade, je nachdem C gerade oder un- 
gerade ist. Sobald nun Q festgesetzt ist, erhilt man PR durch die 
' Relation 4 PR— Q? = 4BD— C*, und man kann irgend zwei Fak- 
toren von PR, welche nicht kleiner als Q sind, als Werte von 
P und R& wiahlen. Aus obigem sieht man, daB die Bestimmung von 
P, Q, R nur von dem Werte 4BD — C*=+ K (K positiv) abhingt. 
Bemerkt man iiberdies, dab (Bf? + Cin + Du*)4B = (2 Bt + Cu)? 
+ (4BD — C*)u’, 80 wird es klar, daB8 Teiler von Bé + Ctu + Du 
auch Teiler der einfacheren Formel z*'+ Ku? sind. Betrachtet man 
¢? + au® (a irgend eine ganze positive Zahl) als einen Spezialfall von 
B? + Citu+ Du’, worm B=1, C=0, D=a, wo also K = 4a, 


Q—+2q (g positiv), dann werden g2 //% und PR—a+ gq? let 
nun PR= pr, wo pS2q, r>2q, dann ergibt sich py?+ 2qy2+ re? 
als der allgemeine Ausdruck fir die Teiler von @-+ au*. Fir a= 1 
wird der Teiler y* + 2’, fir @=2 wird er y? + 2s*, fir a=3 wird 
jeder ungerade Teiler y*?+ 32°, Die Resultate fir diese drei Werte von a 
hatte friher Euler durch eine ganz verschiedene, auf hédhere Werte 
von @ nicht verwendbare Methode ausgearbeitet'). Die Methode von 
Lagrange ist allgemein und wird von ihm bis auf ¢ = 12 ange- 
wandt. Bei der Ausbeutung der Resultate fiir é — av? ist das Ver- 


) N. Comm. Petr., T. IV, VI, VIU. 


j 
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fahren von Lagrange ganz &bniich. Er stéBt aber auf die Unbe. 
- quemlichkeit, daB dann und wann sich scheinbar mehr Teilangsformeln 
herausstellen, als wirklich existieren, daB also gewisse unter denselben 
einander dquivalent sind. Z.B, wenn a= 12, so findet man die 
Teiler 122?— y? und 3y?—4z*. Letzterer reduziert sich auf den 
ersteren durch die Substitution y= 4y'+ 2, e=3y'+ 2. Diese 
Erscheinung veranlaBt ihn zu einer Untersuchung, und diese 
fibrt zur Entdeckung einer Regel, wodurch man einander iden- 
tische Formeln leicht erkennen kann. Auch konstruiert er zwei 
Tafeln, welche die Werte von p, qg, r der ungeraden Divisoren der 
Zahlen # + au? und ¢* — au? fir die sukzessiven Werte 1, 2, 3,...,31 
_ der Konstanten a angeben. 

Diese groBe Untersuchung Lagranges wird in den Berliner 
Memoiren des Jahres 1775 fortgesetzt*). 

Fir Zahlen von der Form ¢+ aw’ wurde im eben besprochenen 
Teil der Abhandlung die allgemeine Divisorsformel 


~ X= py t+ 2qy2 + re? 


abgeleitet. Im zweiten Teil wird dieser Divisor in die einfachere 
Form 4na + 6 transformiert, wo n irgendwelche ganze Zahl ist, 
a-—pr+q’, und 6 durch die Zahlen p, g,r bestimmt wird. Wenn 
X ein ungerader Teiler ist, muB entweder p oder r ungerade sein. 
Es sei p ungerade. Man kann’ schreiben 


pX& = (py + gey + az = y? + as’, 


woy=—pyt+qe. Ist p= Pp'c?, a=r'p'c, wo P und +’ teilerfremd 
sein sollen, dann muB r’ = Pr + q'*p’. wo gq = q'p'c, und wo P und 
py’ teilerfremd sind, sowie auch P und yr’. Es muB also y’ = p’cxr 
sein, und man erhalt PX = p’a*+7'2% Setzt man weiter pr =a’, 
dann la8t sich PX durch eine lineare Transformation von x und ¢ 
auf die Form 4a'n +0’ reduzieren, wo 6 positiv odet negativ und 
numerisch < 2a ist. Nun kénnen in der Gleichung ersten Grades 
PX=—4an+0 die unbestimmten ganzen Zahlen X und » immer 
berechnet werden, und man erhilt X = 4a'n’ + ab’, won’ irgend eine 
ganze Zahl, und « der Ziéhler des vorletzten Niaherungsbruches fir 


den Wert von “5, ist. Wenn nun a = a'c? = a, dann ist + ab’ =b 


und X hat die erwiinschte Form; wenn dies nicht der Fall ist, mu8 
man noch »’ = nc’ + y setzen (y < c*), und es wird 


T) N. Mémoires de l’acad. roy. des sciences, année 1775, Berlin 1777, p. 823 
bis 8566 — Lagrange, Ocuvres Ill, p. 759—796. 
Caxton, Geschichte der Mathematik IV. 12 
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X = 4an + ad’ + 4a’y, 


wo also b= + ab’ +4a’y. Lagrange berechnet nun zwei . Tafeln, 
die fiir jeden Wert von @(< 31) und von p die passenden Werte von 
b ftr Teiler von ¢-+ au? angeben, und zwei andere Tafeln, 
welche die Werte von b fiir Nichtteiler liefern. Um z. B. Teiler von 
10001 zu finden, beachte man, daB 10001 = (100)?+ 1, daB also 
a= 1, woftir die Tafeln b=1 angeben, weshalb jeder Teiler die 
Form 4n-+ 1 hat.’ Es ist aber auch 10001 = (101)? — 2(10)*. Fir 
a= 2 liefern die Tafeln 6 = 1, — 1, weshalb die Teiler eine der zwei 
Formen 8%-+1 und 8%—1 haben miissen. Von den Primzahlen 


unter 100 geniigen nur 17, 41, 73, 89, 97 diesen zwei. Bedingungen. — 


Durch Division ermittelt man, da8 73 ein Teiler ist. Die Abhand- 


lung endet mit einer Untersuchung tiber Primzahlen von der Form - 


4na-+b, welche zu gleicher Zeit die Form u* + aé annehmen. Zu 
diesem Zwecke braucht er sieben Lemma, welche, in Verbindung 
mit seinen Tafeln, ihm 36 Lehrsatze fiber Primzablen von der Form 
4n—1 und 13 Lehrsatze fiber Primzahlen von der Form 4 + 1 


einbringen. Man findet hier den Nachweis von sechs Fermatschen . 


Satzen. Der erste von diesen sagt, daB alle Primzahlen von der 
Form 4n + 1 auch die Form y’ + 2* annehmen. Vier andere Fer- 
matsche Siitze betreffen bzw. die Formenpaare 


6n-+ 1, ¥2+ 327; 8n +4 1, ¥ + 28°; 8n + 3, y? + 22°; 
8n+ 1, y® — 20. : 


Fir die zwei ersten Fermatschen Satze hatte Euler schon friher 
-Beweise veréffentlicht. Vier andere Satze hatte Euler friher durch 
Induktion entdeckt'). Sie betreffen bzw. die Formen 20n + 1, 
20n +9 und y2+ 528; 24n+1, 24n+7 und y*-+ 629; 24n + 5, 
24n+11 und 2y*+ 32'; 28n + bt} 28%+4+ 9, 28n+ 11, 28" + 15, 
28" + 23, 280 + 25 und y?+ 7s, Lagrange bemerkt, daB es ihm 
nicht gelungen sei, den Fermatschen Satz, da8 das Doppelte einer 
Primzah! 8» — 1 die Summe eines Quadrates und das Doppelte eines 
Quadrates sei, nachzuweisen. Auch kiindigt er den von ihm durch 
Induktion entdeckten, aber noch unbewiesenen Satz an, daf alle Prim- 


vahlen von der Form 4n%—1 die Summe einer Primzahl von der . 


Form 4+ 1 und dag Doppelte einer Primzahl dieser Foym sind. 
Kine Methode, die vollikommenen Theiler einer gegebenen 
“Zuhl zu. finden*) von Johann Tessanek (1728—1788), Lehrer 


od ee 


1) N. mcémoires Petr. VI, p. 221, VII, p. 127. ) Abh. einer Privat- 
gesellech. in BShmen, 1. Bd, Prag 1775, 8. 1—64. 
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der héheren Mathematik an der Prager Hochschule, enthalt drei 
Regeln, je eine fir Zahlen, deren rechtsstehende Ziffer 1, 3 oder 7 
ist. Eine Zahl ersterer Art kann so ausgedrickt werden: 100a + 100 
+1, wo b die Zahl der Zehner andeutet. Ist sie keine Primzahl, so 
ist sie entweder 


— (100z + 10f + 1)(100s ++ 10g +1) oder (100z + 10f + 3) 
(1007+ 10g+7) oder (10027 + 10f + 9)(1002 + 10g + 9). 
Daher ist erstens 
(100a + 106 + 1): (1002 + 10f + 1) = 1002 + 109 + 1; 
woraus man erhiilt. 


(10a + 6 — 10% — f): (1002 + 10f+1)—=10s4+ 9 | 


und 
(10a + b— 10x — f — 100gx — 10f9 — g): (1002 + 10f+1) = 10s, 


weshalb 6 —f—g mit 10 teilbar sein muf, d. h. b = f+ g oder aber 
64+10=f+g9. Man erhilt 


(a — x — 10bz + 10fx — df + f*): (100z + 10f+1) =e 


oder’ z+ 1. Wenn man von der Quadratwurzel von 100a + 106 + 1 
die zwei rechtestehenden Zahlen abschneidet, und die tbrige Zahl 
m nennt, und man 1007+ 10f-+ 1 kleiner als die Quadratwurzel 
nimmt, kann 2 nicht grdBer und « ‘nicht kleiner sein als m. Es 
folgt, daB «+ 1—m und z—m positive Zahlen sein mfissen und 
dab | 


(a — m — x[100 m + 106 + 1] — f[10m + b —10z — f]) 
: (100% + 10f+ 1) = 2—m oder s+ 1—m. 
Aus dieser Hauptformel erhalt man zehn besondere Formeln, — 


eine fir jeden Fall des Wertes von b. Auf ahnliche Weise werden 
die zwei anderen Faktorenformen behandelt, von denen 


(100z + 10f + 8) (100z + 10g + 7) 


zwei Hauptformeln liefert. Im ganzen hat man 40 besondere 
Formeln fttr Zahlen, deren rechtsstehende Ziffer 1 ist. Solche, 
deren Endziffer 3 oder 7 ist, werden nach der gleichen Methode be- 
handelt. 

Die 1775 gedruckte Abhandlung’) fiber diophantische Probleme 


t) N. Comm. Petr. XX, 1775, p. 48—658 =» Comm, Arith. I, p. 444—449, 
12* 
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wurden von L. Euler schon 1771 eingereicht. Es werden erstens 
die simultanen Gleichungen 


@+y) Poe twy)—D, (t+ y)- west Hy) =, 
zweitens (#2? + uy") (u%x? + ty*) = V", drittens die Gleichungen 


fig? + uty? a U?, By? + utc? = V? aufgelist. Ein dbnliches Kunst- 
sttick ist die Resolution jeder der zwei folgenden Gleichungen’): 


ga + yf + A + of — 2aty? — 2772? — 2y?s* 
+ 2a%v? + 2y*v? + 22757 = 0, 
a + yt + A+ of — 2rty? — 2x72? — Qari? 
— Qy%z? — 2y*o* — 2e*v* = 0, 
sowie die Lésung der simultanen Gleichungen’): 
ei? tyr + gimu® gty? + gig? + y?2? = 03, 


Sein altester Sohn Johann Albrecht Euler (1734—1800), 
schrieb einen Kommentar itber die Lésung des letzten Problems’). 

In der Abhandlung Sur quelques problémes de l’analyse 
de Diophante*) geht Lagrange von dem Fermatschen Problem 
aus, ein rechtwinkliges Dreieck zu finden, dessen Hypotenuse, sowie 
die Summe der Katheten, Quadratzahlen sind. Wenn also p und g 
die Katheten sind, sollen p+q=vy’, p?+q’?=—2*. Setzt man 
p—q=—= 2, 80 erhilt man p? — 2pq'+ q? = 2° = 224 — y‘*. Kennt man 
also Lisungen von 22 — y‘ = 3%, dann sind die Katheten durch die 
Relationen 2p = y’ + 2, 2g =y'—«z bestimmt. Es kénnen z = 13, 
y= 1, ¢= 239 sein, woraus sich p=120, g=—119 ergeben. 
Sollen aber p und g beide positive ganze Zahlen sein, dann versichere 
Fermat, da8 keine kleineren Wertsysteme existieren als 


g = 2165017, y = 2372159, « = 1560590745 759, 
p = 1061652293520, g = 4565486027 761. 


Um diese AuBerung zu beweisen und um dberhaupt eine allgemeine 
Auflésung der Gleichung 22 — y‘ = s* zu finden, erfindet Lagrange 
eine Methode, welche der bertihmten Fermatechen Methode, die Un- 
méglichkeit von 2‘— y= 2 zu beweisen, ahniich ist. Fermat 


1) Acta Petrop. 1778, II, p. 85—110, eingereicht 1780 == Comm, Arith. 1, 
p.866—879. *) Ebenda, 1779, 1, p. 30—39, einger. 1780 == Comm. Arith. Il, p.457—461. 
*) Ebenda, 1779, Pt. 1, p. 40—48. ‘“) N. mémbdires de l’acad. roy. des sciences, 
année 1777, Berlin 1779, p. 140—154 == Lagrange, Oouvres IV, p. 877—898. 
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zeigte, da8 man aus der Voraussetzung, daB ganzzahlige Werte von 
2, y, # existieren, immer nachweisen kann, daf es noch kleinere ganz- 
zahlige Werte von -x, y, ¢ gibt, die der Bedingung z+ — y* — g* ge- 
niigen. Durch Wiederholung dieser Operation kommt. man auf kleine 
Werte von z, y, z herab, die der Gleichung gentigen sollten. Da in 
Wirklichkeit es keine solche kleinen Werte gibt, ist die Annahme 
der Lésbarkeit falsch. Lagranges Modifikation dieses Kunstgriffes 
ist wie folgt: Aus der Voraussetzung, daB es ganzzahlige Werte von 
z und y gibt (¢>1,y4>1), die der Bedingung 22*—y*=() ge- 
nfigen, soll gezeigt werden, daB es noch kleinere Werte von x und 
y gibt, die dieser Bedingung geniigen. Es soll zu gleicher Zeit eine 
allgemeine Methode entwickelt werden, um letztere Werte aus den ersteren 
abzuleiten. Wenn man nun fiir 2 und y ihre Minini..m-Werte angibt, 
némlich z= 1, y= 1, kann man durch Wiederaufsteigen alle héheren . 
Werte in der Reihenfolge ihrer GréBe berechnen. Dieses Programm 
wird mit groBer Geschicklichkeit erfolgreich durchgeftthrt. Erstens 
wird bewiesen, daB die Auflésung von 224 — y‘-=s' sich auf die 
Auflésung von s* + 8¢ = 4? durch kleinere Zahlen reduziert, und daB 
eine Lésung letzterer Gleichung stets durch die Relationen 


m:n = (ut — Sst) : (64 — 84), 


m und # teilerfremd, z= ms +- nt, y= ms — nt eine Lésung der ersteren 
einbringt. Zweitens wird die Auflésung von s+ 8¢4 = u? auf die Lésung 
von der Gleichung 2q* — r* = s* oder der Gleichung g‘ — 214 = s* 
reduziert, so daB von den Werten gq, r, s, welcke der einen oder der 
anderen dieser Gleichungen gentigen, durch die Hilfsgleichung ¢ = gr 
Lésungen von s‘ + 8¢ = 4? abgeleitet werden kénnen. Drittens wird 
die Auflésung von g‘— 2r*=s? von der Lésung der Gleichung 
gq? = n* + 8p* abhangig. gemacht, wo r = 2pn, s = n* — 8p‘, und die 
ganzen Zahlen n,p kleiner sind als g,r. Die Gleichung n‘ + 8p‘ = q’ 
hat aber die gleiche Form wie s‘+ 8¢==«?; folglich ist das Problem 
gelést. Diese Untersuchung ergibt also nicht nur die Lisung von 
224 — y=, sondern auch von a‘ — 2y4=( und z+ 8y% =O. 

Es wird nun gezeigt, wie die Auflésung aller Gleichungen von 
der Form 2‘ + ay‘ = 2’, wo a irgend eine gegebene Zahl ist, durch 
die Lésung einer gleichf6rmigen Gleichung mit kleineren Zahlen- 
werten erzielt werden kann; es wird aber betont, daB die hier er- 
klérte Methode nicht notwendig alle méglichen Lésungen liefert. 

In der Eulerschen Abhandlung De mirabilibus proprietati- 
bus numerorum pentagonalium') werden aus dem Ausdrucke 


= 





-_———— 


”) Acta Petr. 1780, I, p. 56—75 = Comm. Arith. II, p. 105—116. 
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A —2)(1 —23) (1 — 2°) ete. = 1 — e— a8 + 2 + oc" — 8 — 7 + ete 

wo die Exponenten von x in der Reihe Pentagonalzahlen von der Form 
Set E® dh. die Zahlen 0, 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22 ote. sind, und wo 


a” = 1(nm = 1, 2, 3, 4 oder 5) ist, schwankende und divergente Reihen 
abgeleitet.. Die Summe solcher Reihen wird nach der damals noch 
iiblichen formalen SBehandlungsweise ermittelt. Euler  schreibt 


ses Oe ee ee | ete, = =. und — 1*— 234 574 73 19% etc, 0. 


Vom Standpunkte der analytischen Zahlentheorie betrachtet, enthalt 
diese Schrift Ergebnisse, die Euler schon friiher verdffentlicht 
hatte’). 

Die Anzahl Zahlen, welche kleiner als N und ae mit N 
teilerfrerid sind, wird von L. Euler in elner Schrift des Jahres’) 


1780 durch die Formel xN = ee ausgedriickt, wo 


N=p*¢'r’. Dies ist eine verallgemeinerte Form der Formeln, 
welche Euler 1760/61 in der Abhandlung Theoremata arithmetics 
nova methodo demonstrata bekannt machte. : 

In dem Aufsatze De inductione. ad plenam certitudinem® 
evehenda’) zeigt, L. Kuler, daB jede Zahl sich als in vier Quadrat- 
zablen und in drei Dreieckszahlen zerlegbar erweist, sobald man an- 
nimmt, taf jede Zahl 4n +2 in swei Primzablen der Form 4 + 1 
zerlegbar sei. Letzterer Satz wird durch Induktion untersucht und 
als Erfahrongssatz aufgestellt. 

Im Jahre 1781 wurden Ausztige aus Briefen Eulers an Con- 
dorcet verdffentlicht‘), worin unter anderem bewiesen wird, daB die 
Summe der Quadrate der Koeffizienten in der Binomialentwickluag 
von (1 + 2)* dem Ausdrucke gleich ist 


2 6. 10 14 in — 2 


1°3°38 ° 4°°° ft 


Die vollstindige Abhandlung Eulers erschien in St.. Petersburg unter 
dem Titel De mirabilibus proprietatibus unciarum, quae in 
evolutione binomli ad potestatem quamcunque evecti oc- 





1 
Sn 
currunt®). Diese Werte werden vom Integral— 2" a ab- 
") Intr, in analys. Pt. 1V, Chap. 16; N. Comm. Petr. 1750/61, p. 165; ebenda, 
1764/55, V, p. 59—94; Corresp. math. (Fu8) I, p. 467. *) Acta Petr. IV, I, 
1780, p. 18—80 == Comm. Arith. HI, p. 127—138. *) Ebenda, p. 88—48 = Comm. 
Arith. II, p. 184—189. ‘) Histoire de l’académie royale des aciences, année 1778, 
Paris 1781, p. 606.  °) Acta Petrop. pro anno 1781 pars prior. Petropoli 1784, 
p. 74—111. 
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geleitet. Euler betrachtet auch Bruchwerte vou » mit dem Nenner 


2 und erhalt ftir > als Summe der unendlichen Keihe =. fiir 
n= — eine unendliche Zahl. Euler schreibt 
2 (n’ — 1) 


’ n 
ir ae p’ = i? oe 





und erhalt mit Hilfe der Integralrechnung die Werte der Reihe 
1 +ae’ + BB +.--- flr ganze und gebrochene Werte von n und w’. 
Diese interessante Untersuchung wird in der Schrift De insignibus 
proprietatibus unciarum binomili ad uncias quorumvis poly- 
nomiorum extensis’) auf Koeffizienten von Polynomen Abergefthrt, 
und die Resultate werden durch Induktion abgeleitet. 

Kin vom Grafen Franz Schaffgotsch von Prag (1743—1809) 
entdecktes Gesetz, welches zur Fortsetzung der bekannten 
Pellischen Tafeln dienet*), wird am gleichen Orte von Beguelin 
und von Tessanek bewiesen. Schaffgotsch stand mit dem Astronomen 
Bernoulli in Berlin in Korrespondenz und wurde durch ihn und die 
Schriften von Beguelin und Lambert angeregt, die Faktorentafeln zu 
erweitern. Sobald er aber vernahm, daB Hindenburg in Leipzig 
sich mit dergleichen beschiftigte, unterbrach er die vorgenommene 
Arbeit. Er veréffentlichte aber sein Gesetz, wodurch er Faktoren- 
tafeln, die alle durch 2, 3, 5 teilbare Zahlen ausschlieBen, ohne Be- 
rechnung forteetzen konnte. Eine solche Zahlenreihe ist von der Form 


30r + 1, 50r + 7, 30r + 11, 30r + 18, 30r + 17, 30r + 19, 
—B0r + 23, 30r + 29, 


wo r=0,1,2,3,... In einer Tabelle gibt Schaffgotsch alle 
Primzahlen von 7—449 und ftir jede derselben gibt er acht Zahlen 
zur Anwendung seiner Methode. Z. B. fir die Primzahl 7 hat er 
1, 4, 7, 4, T, 12, 3,12. Um nun in obgenaunter Zahlenreihe alle 
durch 7 teilbare Zahlen, die gréBer als 7’ sind, zu finden, nehme man 
nach 49 die siebente (30r + 17 = 77), die nichstfolgende vierte (91), 
dann die siebente (119), die vierte (133), die siebente (161), die zwilfte 
(203), die dritte (217), die zwélfte (259). Dann fange man von 
nenuem an und nehme die siebente etc. Noch zu beachten ist, daB 
die Summe der zu einer Primzahl p gehérigen Zahlen immer 8p ist. 

Die Abhandlung*) Novae demonstrationes circa divisores 


1) Acta Petrop. pro anno 1781 pars posterior, Petropoli 1785, p. 76—89. 
*) Abb. einer Privatgesellech. in BShmen, 5. Bd., Prag 1782, S. 364—882. Man 
sehe einen zweiten Ayfseats von ihm fiir das Jahr 1788, 8. 128—159. *) N. 
Acts Petrép. 1, 1788, p. 47—74 = Comm. Arith. Il, p. 159—178. 
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numerorum formae 2'°+sy* ist eine von drei Schriften’) 
L. Eulers, welche im 18. Jahrhundert gedruckt wurden und eine 
bedeutende Anzahl Lehrsatze tiber Teilbarkeit von 2? + ny* enthalten. 

Den naturgemiBen Weg, Kettenbriiche abzuleiten, sie namlich 
aus trinomischen Gleichungen abzuleiten, hatte Euler schon 1739 
angedeutet*). Er wird nun in der Schrift De formatione fractio- 
num continuarum’) weiter gefihrt. Die rekurrierenden Gleichungen 


gi fB=gC+hD,... ergeben 


A h B h 
a =-g+*¢ —9+ 56 fe -g +"? =g9 +. ot 
woraus sich der Kettenbruch . fe ,= 9+ in PH leicht herleiten 
g + ete. 


1aBt. Ist z B. pe ee ee so wird s.= 0, wenn « = 6z 
+ yx" oder aa = Batt! + ya"t?, won = 1, 2, 3,... Fir die Reihe 
A, B,C,... kann man hier 1, iets und stat 59, h,... die 


Zahien «, 8, y,... setzen. Daraus wird — — = B+ 3 Ses ay , wo 


; B + ete. 
28 B+ VB Ft day 


Im Jahre 1783, dem Todesjahre L. Eulers, erschien in St. Peters- 
burg der erste Band seiner Opuscula analytica, wovon der zweite 
Band 1785 herausgegeben wurde. Diese zwei Bande enthalten mehrere 
Abhandlungen iiber Zahlentheorie, die Euler ungefihr zehn Jahre 
' frtther verfaBte. In einer ‘derselben*) werden die Kriteria fir die 
ganzzahlige Auflésung von fz? + gy* = hz’ hergeleitet. Fir vorgelegte 
Werte von f und g werden Zahlen h gefunden, wofiir Lésungen der 
(tleichung méglich oder unméglich sind. In einer anderen Schrift®) 
Nova subsidia pro resolutione formulae a2? + 1 = y? wird ein 
wiederholter Angriff auf die Fermatsche Gleichung, die er selber 
und auch Lagrange friiher eingehend behandelt hatten, gemacht. 
Er stellt Regeln auf, welche in der Konstruktion von Tabellen zur 
Erleichterung der Rechnungen dienen. ; 

In der Abhandlung Miscellanea analytica‘), welche 1773 ver- 
faBt wurde, gibt Euler unter anderem einen Beweis des frither von 


") Comm.. Petr. XIV, 1744/46, p. 151; Opuscula analytica II, 1785, p. 275 
== Comm. Arith. I, p. 85. I, p. 140. *) Ebenda, T. XI, ad annum 1739, Petro- 
poli 1750, p. 832—81. *) Acta acad. scient. imp. Petr. pro anno 1779, para 
prior, Petropoli 1782, p. 3—29. ‘) Opuscula analytica I, p. 211—241 = Comm. 
Arith. I, p. 556—569.  °) Ebenda, I, p. 310—828 = Comm. Arith. Il, p. 86—48. — 
*) Ebenda, I, p. 329—344 = Comm. Arith. I, p. 44—652. * 
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Lagrange demonstrierten Satzes von John Wilson’). Euler 

erzielt dieses durch die von ihm entdeckten primitiven Wurzeln. Ist 

g eine primitive Wurzel der Primzahl p, so enthilt die Periode von g 

alle Zahlen 1, 2,3,...(p—1). Es gehdrt nun g zu der geraden Zahl 

p— 1, weshalb | . 
1.2-3---(p—N41 

durch p teilbar ist. 

Kin anderer Aufsatz*) L. Eulers enthilt Beobachtungen tiber 
den Fermatschen Polygonalzahlsatz, welche auf der Entwicklung der 
Potenzen der Reihe 1 + 2% + 2° +.---, wo a, B,... Polygonalzahlen 
sind, beruhen. Kine zu gleicher Zeit verdffentlichte Kleine Schrift*) 
Eulers lehrt die kleinsten Werte von a, 8, y zu finden, die annaihernd 
der unbestimmten Gleichung ersten Grades «4 = + BB+ yC geniigen, 
wo A, B, C gegebene Zahlen sind, die im allgemeinen auch. irrational 
sein dtirfen. 

In der Abhandlung Speculationes super formula integrali 

ee ce 
Y @a—2bz2+cxrz 
fractiones continuas occurrunt*) leitet Euler durch Integral- 
rechnung die Werte verschiedener Kettenbriiche ab. Er erhilt z. B. 


“ubi simul egregiae observationes circa 


aac 
=b+3 3b —4aac ; 
5b —9aac = 
Pca care? 





9 date aie da 
wo, fir r= », A= fr Ganibeteas’ ,ein Ausdruck 


welcher“, wie er saat ydeshalb denkwiirdiger ist, weil bisher kein Weg 
offen taad, den Wert dieses Kettenbruchs a priori zu finden“. Es 


werden log i, log | P | log— ua in Kettenbriiche entwickelt, sowie 
arctan “2 


Wir verdanken Euler die Entdeckung eines fandamentalen Lehr- 
satzes der Zahlentheorie, des sogenannten Reziprozititsgesetzes. Un- 
gefihr 140 Jahre friher hatten die binomischen Kongruenzen zweiten 
Grades die Aufmerksamkeit des groBen Mathematikers Fermat erregt. 
Ohne Beweise anzugeben, hatte er die Bedingungen, unter welchen 





') Vgl. Eulers Brief an Lagrange vom 24. Sept. (6. Okt.) 1773 in La- 
grange, Ocuvres XIV, p. 285, und Opera posthuma (Euler) I, p. 588. 
%) Opuscula analytica II, p. 8 == Comm. Arith. II, p. 92—98. ‘°) Ebenda, I, p. 91 
= Comm. Arith. II, p. 99—104-. *) Acta acad. scient. imp. Petr. pro anno 
1782, pars posterior, Petropoli 1786, p. 62—84. 
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+1, + 2, + 3,5 quadratische Reste oder Nichtreste von ungeraden 
Primzahlen sind, aufgestellt*). 

Euler untersuchte in zwei Abhandlungen, die wahrscheinlich 
beide 1772 verfaBt wurden’), die Reste, welche entstehen, wenn 
Quadrate und héhere Potenzen mit Primzahlen dividiert werden. In 
der ersten dieser zwei Schriften driickt er das Gesetz in vollendeter 
Form, aber ohne Beweis aus. Diese bertihmte Abhandlung fahrt den 
Titel Observationes circa divisionem quadratorum per 
numeros primos. | | 

Kronecker macht die interessante Mitteilung*), da8 Euler bei- 
nahe 40 Jahre frtther, in einer Abhandlung aus den Jahren 1744 bis 
1746, als Resultat von Beobachtungen eine Reihe von Lehrsatzen und 
Beobachtungen gibt, welche im wesentlichen das Reziprozititegesetz 3 
enthalten‘). Nattirlich dfrfen diese Ausspriiche nicht als eine Ent- 
‘deckung des Gesetzes angesehen werden. 

Die entwickelte und allgemeine Auffassung “des Reziprozitiits- 
gesetzes wird von Euler in der Schrift des Jubres 1783 zuerst in 
vier Theoremen aufgestellt, dann in der neuen Form eines einzigen. 
Lehrsatzes ausgesprochen. Die vier Theoreme beziehen sich auf die 
Division der Quadratzahlen durch Primzahlen und lauten wie folgt*): 

Si divisor primus fuerit formae 4ns + (2x + 1)*, existente 
gs numero primo, tum in residais occurrent numeri +8 
et —s. 

Si divisor primus fuerit formae.4ns — (22 +1)%, existente 
s numero primo, tum in residuis occurret numerus + 8; at 
—gs erit in non-residuis. 

Si divisor primus fuerit formae 4ns—42—1, excludendo 
omnes valores in forma 4s — (2x + 1)? contentos, existente 
s numero primo, tum in residuis occurret —s, at +8 erit 
non-residuum. 

Si divisor primus fuerit forma 4ns + 42 +1, excludendo 
_omnes valores in forma 4ns + (2% + 1)? contentos, existente 
s$ numero primo, tum tam +s quam —s in non-residuis 
occurret. . 

Kuler 148t nun die Bemerkung folgen; daB er diese Lehrsitze 


‘ ) Oswald Baumgart, Ueber das Quadratische Reciprocititagesets, Leipzig 
1885, 8.8.  *) Opuscala analytica I, p. 64—84 = Comm. Arith. I, p. 477—486; 
ebenda. p. 122—156 = Comm. Arith. I, p. 487—506. *) Monatsb. d. K. Akad.. 
da. Wiss. zu Berlin, 1875, S. 268. *) Comm. Petr. XIV, 1744, p. 151 = Comm. 
Arith. I, p. 85—49. Das Reziprositiitegesetz hitte nach Kronecker namentlich 
aus Theorema 27 und ‘den Annotationes 8, 4, 7, 18, 14 und 16 geschlossen 
werden kiénnen. * Comm. Anith. I, p. 484, 485, 
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hinzuftige, damit jedermann, der an Spekujationen dieser Art Ver- 
gniigen findet, ihren Beweisen nachsptiren mége, denn dadurch werde 
die Zahlentheorie gewiB wichtige Erweiterungen erhalten. Zum SchluB 
sagt er dann, daB die vier Satze in folgender Weise récht dbersicht- 
lich dargestellt werden kénnen: | 

Existentes numero quocunque primo, dividantur tantum 
quadrata imparia 1, 9, 25, 49, ete. per divisorem 4s, notentur- 
que residua, quae omnia erunt formae 4q + 1, quorum quod- 
vis littera a indicetur, reliquorum autem numerorum, formae 
4q+1, qui inter residua non occurrunt, quilibet littera A 
indicetur, quo facto si fuerit 


divisor numerus | 
tum est 


primus formae 
4ns+a +s residuum et —s residuum, 
4n3— a +'s residuum et —s non-residuum, 
4ns+ A +s non-residuum et —s non-residuum, 
4ns— A +s non-residuum et —s residuum. 


Wenn wir hier den quadratischen Charakter von — s auSer Betracht 
Jassen und die Primzahlen 4s + « und 4ns + A durch p bezeichnen, 
so ist es nicht schwer, die Eulersche Formulierung des Rezipro- 
zitétegesetzes mit der folgenden jetzt tiblichen Form zu identifizieren: 
Sind p und s swei positive Primzahlen, von denen mindestens 
eine die Form 4% + 1 hat, so ist s quadmtischer Rest oder Nicht- 
rest von p, je nachdem: p quadratischer Rest oder Nichtrest von s 
ist; haben aber beide Primzahlen p und s die Form 4n +-3, so ist s 
quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nachdem p quedratischer 
Nichtrest oder Rest von s ist. 

An die Arbeit von Johann Bernoulli If]. des Jahres 1771 an- 
kniipfend, untersucht Anton Felkel (1750—?) die Verwandlung 
der Bruchperioden nach den Gesetzen verschiedener 

; 1 
Zahlensysteme').. Der im Dezimalsysteme 0,076923--- = ,, 
geschriebene Bruch hei8t im Systeme von der Grundzahl 6 nach 
Folkel: 0,024340581215---=a+at+getgt-:: Er nennt 
eine Bruchperiode eines Primteilers p eine volistandige, wenn sie 
p—1 Stellen hat (wie bei p = 7), eine unvollstandige, wenn sie 


. *) Abh. d, BShmischen Gesellsch. d. Wiss. auf das Jahr 1786, Prag, S. 136 
bis 174, 1, Abteil. : 
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weniger Stellen hat (wie bei y — 3), und zeigt unter anderem durch 
Beispiele, da® unvollstandige Perioden nach verschiedenen Zahlen- 
systemen verschiedentlich in vollstandige und in unvollstindige Perioden 
tibergehen kénnen. Felkel war Lehrer an der k. k. Normalschule in 
Wien, 1785 Direktor von Schul- und Armenanstalten in Béhmen, 
spater Vorsteher einer deutschen Schule in Lissabon. Er erfand eine 
gemeine Rechenmaschine, und schrieb ein groBes Tabellenwerk, wo- 
von die ersten Teile gedruckt wurden. Beinahe die ganze Auflage 
wurde aber vor Ausbruch des Tiirkenknieges 1788-2zu Infanterie- 
patronenpapier verwendet’). 

In den Adversaria analytica uineelleawe de fractionibus 
continuis*) setzt Daniel ee den zu bestimmenden Wert 


eines unendlichen Kettenbruches ea _ gleich S, schreibt dann 


m-+---> 


1 : 


gam EVA tm 
9 ? 
wenn m positiv ist, 
S = a") ys Lm ai 


wenn m negativ ist. siicouees ‘erscheint ihm der Fall m= 0, 
welcher S=1 und auch S = — 1 liefert. Man miisse hier zwischen 
der absoluten Null aoe dem unendlich Kleinen unterscheiden. Erstere 


ne hefere --—, letztere +1. Fr den unendlichen Brauch 

e “wer ergibt sich " Summe + - 7 (—m+YVm'+4n), wo man 
m---- | 

nur ftir negative Werte von m — = nimmt, und nur fiir negative 

Werte van » — 4m schreibt. Daraus ersieht man, daB die Multi- 


' plikation der einzelnen Zahler und Nenner eines Kettenbruches durch 
eine Zahl m dessen Wert andert. Ist » negativ und numerisch gréBer 


als ae so liefert die Formel eine imaginére Zahl. Fiir m=1, 
n=—1 sind die Niaherungswerte — 1, — 0,0, —1, — 0,0, ete, 
die gegen keinen bestimmten Wert konvergieren, weshalb es nicht 
sonderbar sei, daB die Forme! imaginare Resultate epene. Das Be- 


streben, eine Darstellung des Wertes des Kettenbruches +i 


a 


een ave 


1) Migenisine Deutsche Biographie V1, 612 (Cantor). *) N. Comm. Petr., 
Tom. XX, pro anno 1775, Petropoli 1786, p. 3—23. 
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zu finden, hatte seinen Ausgang in einer zweiten Abhandlung, Dis- 
quisitiones ulteriores de indole fractionum continuarum’) 
worin Bernoulli die Auffindung eines independenten Gesetzes fir 
die Bildung eines beliebigen Naherungswertes im Auge hat, aber im 


Falla willkirlicher ,Indices“ ° , Fe ... in dem allgemeinen Ketten- 


a 
~ bruch «+5 nicht weiter kommt, als aus zwei nacheinander fol- 


6 +--+. e 
genden Naherungsbrtichen - > > und dem niachsten Index £ den 


hierauf folgenden Niéherungswert Oey zu ziehen, ein Verfahren, 
welches er als ein vorztigliches Kompendium charakterisiert. Ohne 
sich des Eulerschen Algorithmus zu bedienen, vervollkommnet und 
vereinfacht Bernoulli die bisher angewandten Darstellungsmethoden 
der Naherungswerte. Er geht von einem allgemeineren Kettenbruch 
aus, als es bei Kuler der Fall war. 

In einer Schrift, Arithmetische Betrachtung*), behandelt 
Johann Tessanek die Gleichung dx’ + 1 = e?, ohne aber die Ar- 
beiten Lagranges anzufihren. 

Tessanek bestimmt den Wert von # bei gewissen Zahlen @ 
verschiedener Formen, und zeigt, wie unendlich viele Formen gefunden 
und bei diesen die Werte fir » allgemein bestimmt werden kénnen. 
Er schreibt d = a*-+-b und findet e>amn, also e=an-+ p,; auch 
findet er »p,, also »=p,-+,. Dann betrachtet er den Fall 
b>G, M>Ps, M1, <2p,, und setzt pr—p,+p,, P= Ps +, 
DP, << 2p,, etc. Fur p, findet er einen allgemeinen Ausdruck 


CEL! a V(a? + b) pi 4. 1+9):9%s ane 
wo h, =b—a,9=b, 9, =2a—6+1, und 
Ress = 9 — Ney Ion = 2h, -— 9+ G1: 


Nimmt man nun g,=1 und p,,, = 0, dann wird p, = 1 und man 
kann p,_,, P;3,---, # ausrechnen. Z. B. nimmt man i= 3, dann 
hat man 


2-1, 4-0, rn, —1, p= 2, n=3, g,—12a—9b4+4—1, 
a=-=3e—1, b=—4c—1, wo c irgend eine positive ganze Zahl ist. 
Endlich folgt {(3¢—1)?+ 4ce—1} 37+ 1—(9e—1)*% Die Auf- 


) N. Comm. Petr., Tom. XX, pro anno 1775, Petropoli 1786, p. 24—47; 
vgl. 8S. Ginther, op. cit., p. 8—10. *) Abh. d. Bobmischen Gesellsch. der 
Wiss. auf das Jahr 1786, p. 160—171. | 
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fassung des sogenannten Pellschen Problems ist hier der von Ia- 
grange und Euler ganz fremd. Statt @ als eine gegebene Kon- 
stante zu bétrachten und die dazu gehérigen Werte von » und ¢ zu 
untersuchen, werden hier verschiedene Formen der Zahl d@ genommen 
und dazu casaende Zahlen #» gefunden. 

Die Zerfallung zusammengesetzter Zahlen wird auch von @. S. 
Kligel zu Helmst&dt besprochen. Er nimmt das Produkt 


(30 r +.m) (30r + 2) 


‘und untersucht die Werte, die ms annehmen kann’). An gleicher 
Stelle erschien ‘fiber diesen Gegenstand eine Schrift von Johann 
Andreas von Segner, die er schon 1777 als eine Briefbeilage an 
Hindenburg versandt hatte’). Jede Zahl, die sich nicht durch 2 
oder 3 teilen laBt, besitzt die Form 6n — 1 oder 6% + 1. Von diesem 
Lehrsatze ausgehend, stellt Segner Regeln fur die ap renamed 
Faktoren der Zahlen. Wie C. F. Hindenburg in seinen Anmer 
tiber diese Abhandlung*) sagt,. werden diese Regeln immer zusammen- 
gesetzter, je mehr Teiler man von Anfang an ausschlieBen will 

Das 18. Jahrhundert brachte drei groBe Forscher im Gebiete der 
Zahlentheorie hervor, nimlich Euler, Lagrange und Legendre. 
Die erste Arbeit Legendres ist Recherches d’analyse indéter- 
minée*). Diese hervorragende Leistung betrifft vier Probleme zahlen- 
theoretischen Inhalts, wovon das erste die ganzzahlige Auflésung der 
linearen Gleichung Ay = a2” + ba*-' + ca*-"+4.-- behandelt. Vom 
Lagrangeschen Satze®), daB z nicht mehr. als » Werte annehmen 
kann, und vom I’ermatschen Satze ausgehend, zeigt Legendre erst, 
wie man” Ay = 2* — B lésen kann, und wendet dann die so er- 
haltenen Resultate auf die allgemeine Gleichung an. Im zweiten 
Problem wird «die unbestimmte Analysis zur Zerlegung eines Poly- 
noms in Faktoren benutzt. Es werden aber keine Kriterien entwickelt, 
welche die Méglichkeit oder Unmdglichkeit einer Zerlegung dartun. 
Der dritte Abschnitt entwickelt den Satz, daB az* + by? = cs*, wo 
a, b, ¢ positiv, teilerfremd und von quadratischen Faktoren frei sind, 


lésbar ist, wenn drei ganze Zahlen A, p, » von der Art existieren, daB 
alt tb cu? — b cy? —@ Fah) d. D 

Cag eee ag. ee 1 eanee en sin er vierte- Abschnitt 
behandelt Primzablen und ist bei weitem der bedeutendste dieser Ab- 
handlung. Hr enthalt nichts weniger als das groBe Reziprositéts- 


1) Leipziger Magazin d. r. u. a. Mathem., 1. Stiick, 1787, 8. 199—216. 
*) Ebenda, S. 217—225, *) Ebenda, 8. 226—244. 5 Histoire de l’acad. roy. 
des sciences, année 1786, Paris 1788, p. 465—569. *) Berliner Memorien 1768 
und 17765. 
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gesetz, welches zwei Jahre friher in Eulers Schriften schon ge- 
druckt war. Legendre ist der zweite Entdécker dieses Satzes. Ob- 
schon er damals Schriften Eulers tiber Zahlentheorie durchmustért 
und einige Teile von Eulers Opuscula analytica (Bd I) ge- 
lesen hatte, war ihm die Arbeit des Schweizers tiber das Reziprozitits- 
gesetz nicht bekannt. .Spater machte Gau8B eine ahnliche Erfahrung. 
Von ihm wurde der Satz zum drittenmal entdeckt, bevor er von 
Legendres Untersuchungen Kenntnis hatte. Eulers Aufstellung 
des Satzes haben Gau8 und Legendre nie gekannt. Erst Kronecker 
hat die Mathematiker anf diese Leistung aufmerksam gemacht’). 

In Legendres Untersuchung ist das Rerziprozititegesetz auch 
_ bewiesen, aber der Beweis ist unvollstindig. In dem Ausdrucke 


e-1 
d* soll nach Legendre angenommen were daB alle Vielfachen 
e—1 


peal Primzahl ¢ verworfen sind; dann hat man entweder @* =—1 oder 


—1 
d 2 = —1, wo d irgend eine ganze Zahl, nur kein Vielfaches von c, 
sein darf. Nach Legendre seien d,a@ Primzahlen von der Form 
4” -+ 1, und B,b Primzahlen von der Form 4n + 3; dann stellt er*) 
acht Theoreme auf, die zusammen das grobe Gesetz ausmachen. Die 
Ausdrucksweise. derselben ist aus den zwei ersten ersichtlich, naémlich 


a-—1 b—1 
I. Wenn } * = 1, dann folgt a ? = 1. 
6-1 


a-i 
II. Wenn a * = — 1, dann folgt 6 ? = — 1. 


Légendre fa8t nun alle acht Falle in folgendem Aussprach zu- 


sammen: ,cetd étant deux nombres premiers, les expressions 
d-1 e-1 : 


c*,d? ne seront de différens signes que lorsque c et d 
seront tous deux de la forme 4n—1; dans tous sak autres 
cas, ces expressions auront toujours le méme signe.“ 

In seinem sinnreichen Beweise geht Legendre von der Gleichung 
Az* + ay*® = bs" aus. Dieselbe kann nicht durch ganze Zahlen gelést 
werden, da die linke Seite von der Form 4n-+ 1 oder 4n+2 und 
die rechte Seite von der Form 4 oder 4n—1 ist. Nach einer 
Methode von Lagrange sollte diese Gleichung aber stets lésbar sein, 


A-1 A-1 a-1 a-1 
wenn gleichzeitig die drei Bedingungen a * b * =1, A? ee 1, 
6-1 6-1 


A? @ ? =—1 erfillt waren. Wenn A = 1 ist, 80 sollte b 3 


%) Monateb. d. K. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1875, 8, 267—275. *) Loc. 
cit, 8. 616, 517. 
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b—1 


a 2% = —41 sein. Da dies aber unmdglich ist, zieht Legendre aus 
a a~l b—1 

der Annahme 6 * = 1 die Folgerung a * = 1, und aus der Annahme 
b—1 a—1 

a ? =—1 die Folgerung 6 ? =—1. Soweit ist der Beweis voll- 

| B-1- 
stindig; auch zieht Legendre den strengen Schlu8, daB 6 ? = 1, 
b-1 

B * = 1 nicht gleichzeitig bestehen kénnen. Was den ibrigen Teil 
des Beweises anbelangt, sagt Legendre selbst: ,Dans cette démon- 
stration, nous avons supposé seulement qu'il y avoit un nombre premier 
b de la forme 4%—1, qui pouvoit diviser la formule 2? + Ay?“ | 
GauB hat den Legendreschen Beweis einer eingehenden Kritik unter- 
worfen') und hat hervorgehoben*), da8 zur Vervollstandigung des- 
selben es erwiesen werden sollte, daB zu einer jeden Primzahl von 
der Form 4+ 1 eme Prmzahl von der Form 4n+ 3 gefunden 
werden kann, in Beziehung auf welche jene quadratischer Nichtrest 
ist. Dieses Postulat mag von dem Satze abhiingig gemacht werden, 
daB jede arithmetische Reihe, in welcher nicht alle Glieder einen ge- 
meinschaftlichen Faktor haben, notwendig Primzahlen enthalten muB. 
Dirichlet hat spiter diesen Satz bewiesen'). 

Legendre hat die Wichtigkeit des Reziprozitatsgesetzes villig 
erkannt und mehrere Sitze iiber Primzahlen daraus abgeleitet. Mit 
demselben kénne man alle Sitze, die Euler durch Induktion suf 
S. 176, 281, 295 usw. des ersten Bandes der Opuscula analytica 
aufgestellt habe, beweisen; man k6nne zeigen, daB, wenn fx? + gy? 
==he" lésbar ist, fa*-+gy?=(h+fgn)e* es aucn ist, solange 
(h + fg) prim bleibt. Letzterer Satz enthilt als Spezialsatz einen 
aihnlichen, von Euler durch Induktion entdeckten Satz. Legendre 
berechnet vier Tafeln, welche die verschiedenen Formen, die Teiler 
von f-} au? annehmen kénnen, enthalten, worin die Primzahl a, be- 
ziehungsweise die Form 8 — 3, 8n+ 1, 8% + 3, 8n —1 hat. Diese 
Tafeln dienten nicht nur um viele schon bewiesene Satze deutlicher 
hervortreten zu.lassen, sondern auch um neue Satze zu enthiillen. 
Legendre nennt z. B. den von ihm darch Induktion erhaltenen Satz, 
daB, wenn a = 8» — 3, es ebenso viele Teiler von der Form 4 — 1 
als von der 4% -+ 1 gibt, und daB diese Anzahl der Anzahl verschie- 
dener Zerlegungen von a in die Summe dreier Quadrate gleich ist. 
Z. B, ‘wenn a= 109, so hat 4+ au*® zwei Teiler von der Form 
4n+1, nimlich yg’ + 10927, 5y?+ 2yz2 + 228%, und zwei ahnliche 








*) Disq. Arith., Artikel 151, 296, 297 und Additamenta. *) Additamenta. 
*) Kammer in Math. Abh. d. K. Akad. d. Wias. zu Berlin, 1859, S. 19, 20, 
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von der Form 4%-- 1; cs kann nun 109 genau cuf zwei Arten, 
10° + 3° + 0%, 87 + 6° + 3’, in die Summe dreier Quadrate zerlegi 
werden. LEinige Satze tber Primzablen, welehe Lagrange in den 
Berliner Memorien der Jahre 1773 und 1775 hewiesen hatte, werden 
von Legendre auf neue Art abgeleitet. 

L. Euler behandelt in einem Memuir') den frilher von ihm und 
Lagrange untersuchten Gegenstand fiber iihnliche Funktionen ond 
Minimalwerte. Wenn N = a? + nb’, soll erstens N*, N*,... durch 
die gleiche Form 2* + ny? dargestellt werden, und zweitens sollen 
die Minimalwerte von « oder von y gefanden werden. 

Eine andere Abbandlung*) L. Eulers gibt die Fille an, in 
welchen die Formel 2‘ + ka*y? + y‘ ein Quadrat st, und tabulieri 
die ganzzabligen Werte von / zwischen — 100 und +- 100, und die 


dazu gehérigen Verhialtniswerte von -c welche Quadrate liefern. 


Man hat zB. k= 16, —-) und ;',- Ex ergibt vieh, daB & nicht 
1. 3, 4, 5, 6, 9, ... sein kann. 

Die Zahl 1000009, welche L. Euler in seiner De tabula 
numerorum primorum des Jahres 1774 unter die Primzahlen setzte, 
wird von ihm 1778 in einem separaten Aufsatz*) untersucht und als 
eine zusammengesetyte Zah] mit dem kleinsten Divisor 293 erkannt. 
Euler findet 1000009 — 7*?= 2357, wo x = — 972 ist, sowie 
1000009 == 1000? +- 3? = 972? + 235°. Daraus wird 1000* — 235° 
-- 972? ~ 8%, 1285 765 = 969-975 und DEP AP... Es int 
also 19° 4+ 15° = 298 ein Divisor von LOUOOOY. 

In der 1777 verfaBten Schritt De novo genere yusestionum 
arithmeticarum, pro quibus solvendis certa methodus ad- 
hue desideratur‘) untersucht L. Euler das Problem, alle ganzen 
Zahlen N zu finden, so daB .{?+ B® und A* + N B* zu gleicher Zeit 


Quadratzahlen vorstellen. Er setst 
A=7i—y'?, B--2xry, A? + NB = 2 


und erhilt N= {s? — (2° — y*)*} :42%y*%, wo also 2 so zu wiihlen ist, 
daB N ganzahlig wird. Man nehme 2 = 2? + 2axty? + y? oder 
z~ @-; Qaxty? — y”, woraus 


N == (ea? + 1)(ay® +1) oder .-- (ec? —1)(ay*? + 1) + 1 
1) N. Acta Petr. IX, 1791, p. 8—18 -= Comm. Arith. II, p. 174—182. 
3) Ebendis, X, 1792, p. 27—--40 = Comm. Arith. II, p. 188—189. % Ebends, 
> p 68--73 —- Comm. Arith. IT, p. 243---248. 1) Ebenda, NJ, ad annuay 1792 
p. 78—:3 =: Comm. Aritb. II, p. 190-- 197. 
Castoxu. Geechichto dor Mathematik IV. 18 
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wird. Erbiét hier a verschiedeve ganzzablige und Bruchwerte, so er- 
geben sich 41 ganze Zahlen N, die kleiner als 100 sind. Euler gibt 
hun an, 4a8 es ihm nicht gelungen sei, das Gesets- zu entdecken, 
welches die Zahlen N von anderen ganzen Zahlen unterscheidet, auch 
rei das Problem noek nichi allgemein gelést, alle Zahlen N zu finden, 
welche in den Formen N == (2? + 1)(y?+ 1) und N = (2?— 1)(y*?— 1), 
wo x und y [niegral- eder Bruchzahlen sem médgen, enthalten sind. 

Dies ist die letzte Abhandlung von L. Euler fiber Zahlentheorie, 
welche vor 1800 gedruckt wurde. In den von uns Sfters zitierten 
Leonbardi Euleri commentationes arithmeticae collectae 
(P.H. FuB et Nicolaus FaB, 1849) werden im ganzen 96 Ab- 
handlungen angegeben, ron denen 33 nach 1799 erschienen und des- 
halb hier nicht besprochen werden kénnen. Weder der Verlust 
seines Gesichts noch sein hohes Alter vermochten Eulers Arbeits- 
liebe zu erschépfen. Sein Versprechen, der Petersburger Akademie 
xo viele Abhandlungen zu liefern, deB sie auf zwanzig Jahre nach 
seinem Tode hinreichen soljten, hat er gebalten. Er starb 1783 und 
1830 erschien in den Petersburger Memorien ein Aufsatz von ihm 
iiber die unbestimmte Analysis. 

In einem Apfsatzee De décomposer les sombres entiers 
- non-carrés en deux, trois ou quatre carrés') werden von 
Christian Friedrich Kausler (1760—1825) aus Tiibingen Rech 
nungsregeln abgeleitet, um eine ganze Zahl, die keine Quadratzah! 
ist, in die Summe von 2wei, drei oder vier ganzen Quadratzahlen zu 
zerlegen. Dabei spielen die pronischen Zahlen, d. h. Zahlen von der 
Form m(m + 1), eine hervorragende Rolle. In einer Tabelle werden 
alle pronischen Zahlen his 50850 aufgezihlt. 

Im Jahre 1798 (an VI) verdffentlichte Legendre in Paris sein 
berihmtes Werk Essai sur la théorie des nombres. Kine zweite 
Auflage erschien 1808, eine dritte, mit dem Titel Théorie des 
nombres, 1830. Wihrend der zweite Teil von Eulers Algebra, 
init den Lagrangeschen Zus&tzen, viele der héheren Resultate der 
Zahlentheorie unbertihrt laBt, bringt Legendre alles, was er finden 
konnte, in seinem Werke zusammen. Seine eigenen Untersuchungeh — 
von 1785 sind hier in vollendeter Form wiedergegeben. Ein ge- 
reveltes Werk darf men es aber nicht nennen. Es feblt der leitende 
Faden allgemeimer Methoden. Dessenungeachtet war es hoch ge- 
schitzt und wihrend mehrerer Dezennien waren dieses und GauB’ 
Disquisitiones arithmeticae die einzigen Bucher tiber die hiheren 
Teile der Zahlentheorie. Auf S. 186 fdhrt er die jetzt als das 


') N. Acta Petr., ad annum 1798, Petropoli 1798. hist. p. 126 -156. 


Zeahlentheorie : 19. 
»Legendresche Symbol“ bekannte Bezeichnung (=) ein die den Hest 
( : -1 


+1 oder — 1*ausdriickt, den man bei der Division von N ? durch 
die Primzahl ¢ erhalt. In diesem Werke wird zum erstenmal der 
Name ,,Reziprozitiitegesetz“ gebraucht. Er driickt nun ,Ja loi de ré 
ciprocité“ in eleganter Form so aus (8. 214): ,Quels que soient les 
nombres premiers m et #, s'ils ne sont pas tous deux de la forme 


4x —1, on aura toujours (~.) =o (=), et s’ils sont tous deux de la 


n | a 
_ forme 47 — 1, on aura (*) = (=). Ces deux cas généraux soit 


m- 1 un-l 
compris dans la formule (=) =(—-1) 2? 2 (™)" Es ist Le 
gendre hier nicht gelungen, die Mangel im Beweise dieses Satzes, 
den er 1785 gab, zu heben, obwohl er es méglich fand, die friiheren 
unbewiesenen Voraussetzungen iiber die Existenz yewisser Primzahlen 
einigermaBen einzuschrinken . 

Im Rickblick sieht man, daB durch die Untersuchungen von 
Euler, Lagrange und Legendre die Zahlentheorie energisch ge- 
fordert wurde. Diese Forscher richteten ihre Krifte auf folgende 
Themata: Die Teilbarkeit der Zahlen, die Sonderung der Primzahlen, 
das Studium der quadratischen Reste (welches in der Entdeckung des 
Reziprozitiitagesetzes gipfelte), die Betrachtung der hiheren Potenz- 
reste, die Sfters auf Grund von Identititen erlangte Lésuug oder Auf- 
lésbarkeit verschiedener unbestimmter Gleichungen oder Gleichungs- 
systeme, die Zerfallung von Zahlen in ihre Symmanden, die Betrachtung 
von biniren, terniren und anderen quadratischen, kubischen oder 
quartischen Formen, die Darstellbarkeit bestimmter Zahlen in Formen 
dieser Art und die Auffindung der méglichen Teiler derselben. 

Unter den EKinzelantersuchungen iiber Zahlentheorie wiihrend des 
Zeitraumes 1759—1799 ist erstlich eine interessante Schrift von 
Elie de Joncourt, betitelt De la nature et des principaux 
usages de la plus simple espéce de nombres triygonaux, a la 
Haye, 1762, zu nennen’ Er war Professor der Philosophie und 
Prediger zu Bois-le-Duc. Er gibt eine Tafel der Trigonal- und der 
entsprechenden natiirlichen Zahlen, zeigf wie diese zur Auffindung 
des Produktes zweier Zahlen der Quadrat- und Kubikwurzel einer 
Zah| verwendet werden kann, und bemerkt an einer Stelle, daB Log- 
arithmen keine einfachere Rechnungsmethode liefern. 

Albrecht Euler, der ilteste Sohn Leonhard Eulers, ver- 
iffentlichte eine Schrift, Beantwortung einiger arithmetischeu 
Fragen’), worin das Problem gelést wird, durch eine Formel die 
ar, Abhandl, d. Churbayerisch Akad., Bd I, 2. Teil, 8. 5—86, 1764 

1a? 
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Aazahi Ziffern auszudriicken, welche erforderlich sind, eiae Zahl b 
von einer gréBeren Zahl a nach der gewihnlichen Art so oft abzu- 
ziehen, bis ein Rest iibrig bleibt, welcher kleiner als 4 ist. Dann 
werden Modifikationen dieses Problems hetrachtet, wie. 2. B., a und bh 
so zu hestimmen, daB die Anzahl der erforderlichen Ziffern gleich a ist. 


In einem Aufsatze, De proprietate numerorum divisibilium 
per 11, 111, 1111 ete.') setzt Giannantonio Andrea Castelvetri 
(? —1766) von Bologna frihere Untersuchungen fort*) und findet fir 
11, 111, 1111,... Eigenschaften. welche denen von 9 und 3 analog 
sind. Um zu sehen, ob 83976426643 durch 111 teilbar sei, nehme | 
man die Snumme der dreizifferigen Perioden, so 643 + 426 +. 976 
-+ 83 = 2128, dann die Summe 128 + 2 = 130. Da nun 130: 111 
den Rest 19 gibt, ist die vorgelegte Zahl durch 111 nicht teilbar 
und 19 bleibt bei der Division iibriy. Die Zahl (3297809286 ist 
durch 1111 teilbar, denn 9286 + 9780 + 932 = 19998, 9998 + 1 
-= 9999, und letztere Summe ist durch 1111 teilbar. Eine zweite 
Kigenschatt erklirt sich durch «zwei Beispiele. Oh die Zahl 
73486529466 durch 111 teilbar sei, kann man so wausfinden: 
66 + 29 + 86 + 73 = 254, (44+5+4 4)11 =: 143, 254 - 143 = 111, 
deshalb ist die gegebene Zahl durch 111 teilbar. Die Zahl 
321490128211 ist’durch 1111 nicht teilbar, denn 211 + 012 + 214 
-= 437, (8+ 9 + 8) 111 = 2220, 437 — 2220 = -— 1783, — 1783 4- 1111 
>< 2 = 439, und 439 ist der bei der Division erhaltene Rest. 
Castelvetri bemerkt, daS fair die Zahl 11, der ..doctissimus Pater 
G. H.“ diese Eigenschaft hergeleitet habe. 

In einom Aufsatze Méthode pour résoudre plusicurs pro- 
blemes indéterminés’) lést De la Bottiére vier Aufgaben, deren 


~ 1) De Bononiensi Scientiarum et Artium Institute atque Academia Commentarii, 


T. V, Pars altera, Bononiae 1762, p. 108—119. 7°) In einer vor Anfang. unserer 


Zeitperiode veréffentlichten Abhandlung De quadam generali nuimerorum pro- 
prietate (De Bononiensi Scientiarum ct Artium Inst. atque Aicad, Comm., T. IV, 
Bouoniae, 1767, Opuscula, p. 242—259; Commentarii, p. 113—144) seigt er, da6 
die Eigenachaften der einfachen Zablen (d. h. der Ziffern), die Fontenelle in der 
Histoire de l’Académie Roy. des Sciences, Paris 1728, gefunden, und Frédéric 
Sanvitali, 3. J., in der Storia Letteraria d'Italia, T. VI, p. 761, bewiesen habe, 
sich auf alle ganzen Zahlen verallgemeinern lassen. Dieze Arbeiten veranlaBten 
Francisco Maria Zanotti, dic Zahlen 9 wnd 3 n&her zu betrachten (De 
Bononiensi Scientiarum etc., T. 1V, Commentarii, p. 113144), den Satz za er- 
weitern: Si uumerus quispiam multiplex sit numeri 9, ac figurae ejus omnem 
in unsm summam cunferantur, erit haec quoque summa multiples numeri 9, 
uud seine Resultate, in Bezng auf 9, auf die Ziffer 3 anguwenden. *) Méinoires 
de math et de phva. présentés... par divers savans, Tome TV, Paris 1765, p. 33 
bis 6h. : 
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drei aug Sauudersons Algebra entnomren vind und aut der -Auf- 
lésung unbestimmter Gleichungen ersten Grades beruhen. In der . 
ersten sollen Vielfache von zwei ungle:chen ganzen Zahlen «a, ), deren 
 *Differenz eine Minimalsah) m sei, yefanden werder. Die Minimalzahl 
wird durch den Algorithmus des gréBten gcmeinschaftliclen Divisors 
gefunden; dann wird az — by = +m aufgelist. Die zweite Aufgabe. 
zwei positive ganze Zahlen zu finden, die durch «wei Divisoren d 
und @ dividiert die Reste r’ und r” lassen, wird suf Kalenderfragen, 
betreffend Sonnen- und Mondzykeln, anyewandt. 

Jean Joseph Rallier des Ourmes (1701---1171) von Rennes, 
welcher arithmetische Artikel fiir die ygroBe franzisische Knzyklopiadie 
schrieb und Regeln zum Aufsuchep von Primzahien © vorschivg'). 
sehrieb auch einen Aufsatz*), worin er cine schnelle Methode, » gauze - 
Zahlen zu finden, angibt, wenn man das Produkt einer jeden mit der 
Summe der fibriyen kennt. Hat man z. B. | 


x(y+z)= 49, y(e +2) = 45, <(4 + y) = 24, 


wo # = 3 iat, soll man die »— | kleineren Zablen in Faktoreupaare 

1 2 38 4 , 1 $8 6 
»an'aa'g i Mr 40, yes ag gy 
diejenigen Faktorenpasare aus, deren Faktoren eine gleiche Summe 


zerlegen, so: fiir 24 Nan suche man 


haben. J)iese sind a ae Die kleineren Faktoren 2 und 5 sind zwei 
der gesuchten Zahlen, und die dritte ist 14--2—= 7. Man hat 
also x = 1, y = 5, 2 = 2. = 


Der Astronom Joseph Stepling (1716---1778) fibrt Beweise 
einiger Kigenschaften des Neuners*) an. Er zeigt z. B., daB 
wenn # itgend eine Ziffer ist, die Ziffern des Produktes 9" die Summe 
9 haben. : 

Im Jahre 1788 veréffentlichte A. G. Kistner die Lésung der 
folgenden unbestimmten Aufgahe‘): Drei Biucrinnen (4, B, C) haben 
je eime gegebene, von der andern unterschiedene Anzahl Eicr (a, b, c). 
Jede verkauft ihre Bier auf zweimal, das erstemal eine so tener als 
die andere (m), und so auch das zweitemal (#). Am Ende hat eine 
soviel gelist wie die andere. Woieviel von ihren Eiern hat jede das 
erstemal verkauft (2 y, 2)? Und wie verhalten sich die Preise des 


ersten und des zweiten Verkatifs (; “yy Man erhilt die Gleichungen 


mrz+n(a--s) = my 4-n(b-- y) = me + ale -- 8). wood b, ey, &. 
. ") Memoirer de math. et de phyv.. . Tome \V, 1768, p. £85—--499 

*, Ebenda, Tome V, Paris 1768, p. 479—-484. 5) Abb. einer Privatyesellsch 
in Bohmen. 1. Bd., Piag 1775, S. 141-—144. *) Leipziger Magazin f. d. r. 
u. angew. Mathematik, Leipzig 1788, 8. 2915-.-227. 
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(a -- 2), (b - y), iG -- 2) positiv und ganzzahlig sind. Kastuer leitet 
Gleichungen ab, so daB fur irgend eine Voraussetzung fir x die zu- 
gehorigen Werte von y, 2, m, » durchgezihlt werden kénnen. In 
_ einer zweiten Lésungsmethode braucht er die Symbole da und dz fiir 


,»Anderungen von endlicher GriBe“, wo s= positiv oder negativ ist, 


je nachdem der Preis wachst oder abnimmt. Diese Rechnungsanfgabe 
ist eine Verallgemeinerung einer Aufgabe, die Johann Pratorius 
‘in seinem Abentheuerlichen Glickstopf (1669) léste. 

Ein andermal nimmt Kistner ein Exempel aus Lilles Amuse- 
mens mathématiqués, 1749, wo ein Blinder augenblicklich das 
Produkt von 999...(0-- 1 Ziffern) mit 666...(mn—1 Ziffern) zu 
finden weiB, und leitet die Regel ab‘), die das Produkt liefert. Von 
* der rechten Hand gegen die linke hat man folgende Ziffern: 4,33... 
(n — 1 Ziffern), 5,66...(0— 1 Ziffern). Dann folgt die Regel fiir 
irgend eine Ziffer statt 6 und die Auflésung eines Problems in der 
arithmetica divinatoria. 

In eimer Jugendarbeit On the resolution of indeterminate 
problems‘) sucht John Leslie (1766—1832) gréBere Uniformitat 
in die Auflésung unbestimmter Probleme einzufthren. Ist A B 
= (.D, m eine rationale Zahl, und nimmt man in A.mB = C.mD, 
A = mJ) an, dann folgt mB == C. Dieses Prinzip wird auf 14 Probleme 
angewandt. Das 13. heiBt: Eine Kubikzahl zu finden, die dem Pro- 
dukte eines Quadrats und einer gegebenen Zahl gleich sei. Man hat 
=ay®? oder x. 27=—a.y* Nun setze man 7 = ma und y? = m2”. 
Dann y? = ma", und y.y = ma. ma. Durch eine zweite Annahme 
hat man y= pma und ma=py. Da aber s:= ma, so wird y =p: 


: | 
=", a= ap’, y= ap. Wenn nun a= 3, p= 2, dann ist 





ap 
v= 3r2%=12 und y = 3(2)' = 24. 
'') Archiv d. r. u. angew. Mathematik, 1799, 8 204-208. *, Trans 


Roy Soc. of Edinburgh, Vol. II, Pt. HW, 1790, p. 192-—-212 


eee ee ee 


Verbesserungen. 


TL 


. 39 Z. 6 v. u. statt Lons le Saulnier lies Lous le Saunier 
. 48 Z. & statt Ruggero lies Ruggiero. 

. 49 Z 10 statt D’Abren lies D’Abreu 

63 Z. 14 statt Rekahn lies Reckahn. 

57 Z. 9 statt Arithmetik lies Arithmetick 

. 61 Z. 30 statt Chauncy lies Chauncey 

. 62 Z. 10 statt G Trenchant lie: J. Trenchant 
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Kombinatorik. 


In den friiheren Banden dieser Vorlesungen wurde gezeigt, daB 
die Begriindung der wissenschaftlichen Kombinatorik sowie die der kom- 
 binatorischen Analysis fiir Leibniz in Anspruch genommen werden 
muB, der seiner philosophischen Anlage gemiéB die hohe Bedeutung 
und die vielversprechende Zukunft dieser im Werden begriffenen 
mathematischen Disziplinen, wenn auch nicht scharf erkannte, so 
doch mit dem sicheren Takte des Genies abnte. Es wurden dann 
die Fortachritte dargelegt, die dieser neue Zweig der Wissenschaft den 
Arbeiten der Bernoullis, eines Moivre, eines Euler verdankt. 
Nach diesen Ergebnissen kommen wir zu einer merkwiirdigen Epoche, 
zu der der sogenannten kombinatorischen Schule. Die aus- 
gesprochene Absicht der sie begriindenden und fdérdernden Manner 
war, neben die gewéhnlichen Operationen der Arithmetik, Alyebra 
und Analysis die kombinatorischen Operationen als gleichberechtigt 
und gleichwertig zu stellen und fir sie das Biirgerrecht zu erwerben. 
Durch diese Erweiterung der Hilfsmittel sollte sich, wie sie meinten, 
die Darstellung vereinfachen und das Forschungsgebiet vergroBern. 
Diese Schule faBte trotz ihrer groBen Ziele und Absichten nur in 
Deutschland Boden und trug auch hier nur bescheidene Friichte; von 
groBen Forschern im mathematischen Bereiche gehérte ihr Seiner an. 
Das erklart sich wohi daraus, daB sie ganz in Formeln und in For- 
malismus aufging. Zwar beherrschte sie eine Zeitlang den deutschen 
Markt; aber das meiste von dem, was sie brachte, sank bald in eine, nicht 
immer ganz gérechte Vergessenheit'). 

er Begriinder der xombinatorischen Schule war Karl Fried- 





') In seinem, von Napoléon I. veranlaBten » Rapport historique sur les 
progrés des sciences mathématiques depuis 1789 ‘Paris 1810) sagt J. B. Joseph 
Delambre: Die kombinatorische Analysis beschaftigt noch immer die deutschen 
Mathematiker: aber in Frankreich hat sie keine Gunst erringen kinnen, weil ihr 
Gebrauch zu beschriinkt ist, und besonders weil sie auf die Zweige der Wissen- - 
schaft nicht anwendbar erscheint, deren Firderung uns vorziglich am 
Herzen liegt. 

Castor, Gosohichte der Mathematik IV. 14 
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rich Hindenburg, Sohn eines Kaufmanns in Dresden, am 13. Juli 
1739 daselbst geboren. Nachdem er das Gymnasium zu Freiberg 
in Sachsen absolviert hatte, studierte er in Leipzig Medizin, Physik 
und Mathematik und kam dann durch Gellerts Vermittlung als Er- 
sieher in das Haus eines Herrn von Schénberg, in dessen Sohne 
sich schon friih ausgesprochene mathematische Talente seigten. 
Ibn begleitete Hindenburg auf die Universitét Leipzig, wo er sich 
von da ab, ebenso wie spater in Géttingen, mehr und mehr mit 
mathematischen Stadien beschiftigte. Dort, in Guttingen ‘schlo8 sich 
Hindenburg hsupteichlich an Abraham Gotthelf Kastner an. 
Im Jahre 1771 habilitierte er sich in Leipzig, ward dort 1781 auBer- 
ordentlicher Professor der Philosophie, 1786 ordentlicher Professor 
der Physik und starb am Orte seiner Wirksamkeit am 17. Mirz 1808. 
In der ersten Zeit nach seiner Emennung sum Professor der Physik 
widmete er sich eingehend dieser Wissenschaft. Eine Arbeit fiber 
Wasserpumpen stammt aus dieser Periode. Seinen ersten mathematischen 
Untersuchungen entstammt ein im Jahre 1776 verfaBtes Bfchlein: 
,»Beschreibung einer ganz neuen Art, nach einem bekannten Gesetze 
fortgehende Zahlen durch Abzahlen oder Abmeseen bequem und sicher 
za finden“. Sie kommt im wesentlichen auf die Darlegung der Idee 
hinaus, durch mechanische Mittel (Absihlen oder Anlegen eines 
Winkelma8es) das bekannte Schema des ,Siebes des Hratosthenes%, 
mittels dessen die Folge der Primzahlen hergestellt wird, sur Ab- 
lesuang der Glieder arithmetischer Reihen zu benutszen. Hinden- 
_burgs Vorliebe flr Superlative in der Abschiatzung der eigenen Ver- 
dienste kommt schon hier unverhtillt zum Ausdruck. Von diesen 
»Hindenburgschen Zahlenbogen“ ist mehrfach in Lamberts deut- 
schem gelehrten Briefwechsel (herausgeg. von Joh. Bernoulli, Berlin 
1785) die Rede, da ein dsterreichischer Mathematiker, Anton Felkel, 
der eine abniiche Erfindung gemacht und bei der Berechnung von 
Faktorentafeln benutzt hatte, sie Lambert vorlegte. Zu seinen ersten 
kombinatorischen Arbeiten kam Hindenburg 1778; sie beziehen sich 
auf den polynomischen Satz, oder wie die damalige pmeuracksy eles 
lautete, auf die Potensierung des Infinitinome. 

* ‘Wir mfissen hier eine kleine Einschiebung machen. 

Die Potenzierung des Binoms und die Beweise der binomischen 
Formel wurden frither bereits eingehend besprochen. Aber fir 
unsere Zeitperiode kommen auch noch Beweise in Betracht; von ihnen 
seien diejenigen kombinatorischer Natur hier erw&hnt. 

Fr. Ulr. Theod. Aepinus, 1724 su Rostock geboren, suerst 
Privatdozent zu Rostock, dann 1755—1757 Professor der Astronomie 
in Berlin und spiter in Petersburg, zuletzt in Dorpat privatisierend, - 
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wo er 1802 lasts beweist den binomischen Satz auf Grund folgender 
Beziehungen”): Ist 

(1 + «)* =a, + bye + cat + dat + eat + 
so hat man, wie gezeigt wird, ftr die Koeffizienten die filial 


eee b..b._, b, b,_1-0,_¢ b,-5,_1-b,_9-b,_¢ . 
nr or ee i239 &™ “Tega 3 











und daraus folgen die Werte der Binomialkoeffizienten nach Bestim- 
mung von b,, wo fir b,,, = b, + b, = (r+ s)b, = (r+ 8) gilt. 

Jan Hendrik van Swinden, 1746 im Haag geboren, zuerst Pro- 
fessor der Physik, dann’ zu Amsterdam auch Professor der Mathe- 
matik, nahm 1798 an der Beratung fiber die Hinftiihrung des metrischen 
MaB- und Gewichitssystems teil; starb 1823 zu Amsterdam. Er benutzt 


sam Beweise der binomischen Formel die Relationen*) 
Oy = G,; es a b,, — Gy, Ogi, = G, — 6, + G,) 


: @,..,=d4,—c¢e,+b, —a,, 
Auch Euler lilciniis sich mehrfach mit der Frage nach dem 


_ @iiltigkeitsbereiche der Newtonechen Binomialformel. Zunichst im 


Jahre 1774°). - 

Hier geht er von der interessanten Bemerkung aus, daB eine 
Gleichung, in der ein Parameter m vorkommt, wohl fur alle positiven 
Werte von # richtig, fir die tibrigen aber falsch sein kénne, so daB 
also die Richtigkeit der binomischen Formel fiir ganzzahlige positive 
Exponenten noch keine weiteren Schltisse auf ausgedehntere Giltigkeit 
erlaubt. Als Beispiel gibt er die Gleichung 


‘ es Sad Sent + Goose ane) — 


die er ftir ganzzahlige positive » beweist, aber fir andere Werte von 
# als unrichtig erkennt*). Aus diesem Beispiele erhellt, da8 die ftir 


*) Nov. Comment. Petrop. 1760, 1761, VIII, p.169—180. *) Verhandl. Maatsch. 
Haarlem 1770, XII, p.884—858. *) Nov. Comment. Petrop. 1774, XIX, p. 108—111. 
“) Hiermit im Zusammenhange steht folgende Stelle eines Briefes von Euler an 
Danie] Bernoulli vom 16. Februar 1784 aus Petersburg datiert (Bibliotheca 
mathematica, dritte Folge, VIL, p. 186; 1906): ,,[ch vermeinte neulich, da8 nach- 
— Series 


—1  (m—1)(m—10) , (m— 1)(m — 10)(m — 100) 
= 990 a5 999000 
(ws — 1)(oe — 10)(me — 100)(m — 1000) 
a 9999 00v 000 


(alwo (f) dio Anzahl der Nullen im Numeratore und Denominatore cinander 
14° ' 


+ etc. 
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ganze positive Exponenten » kombinatorisch sofort beweisbare Glei- 
chung 


(tae t pepe Oe aD pat DOSY pa x 


noch nicht die Gultigkeit fr cae Exponenten » verbiirgt. Nan 
setzt Euler 


1+ So4 


= —1)(n—2 

a a Peers 

dann gilt also fir ca ganze # die Gleichung [mn] — (1 + 2)*. 
Kombinatorisch ‘wird nun geszeigt, daB [m}-[m]—([»-+ m] sel, und 
daraus ergibt sich [an] = []* far alle beliebigen Werte von # und 


alla ganzen positiven Werte a. Ist nun [2] vorgelegt, wo p und g ganz 
und positiv _ so findet man [a P| = [eT == |p] = (1 +2)? und also 


[? | =(1+ ze. Ahnlich wird der Beweis fir negative Exponenten 


geliefert. 

In der 2weiten, auf den binomischen Satz beztiglichen Arbeit, die 
dreizehn Jahre spiiter erschienen ist’), setzt Euler voraus, daB bei . 
beliebigem Exponenten » Entwicklungen der Form 


(1+2f—1+ Axr+ Ba'+Cre+.-., 
(l+aytiel+A2+ Ba'+Cxr+--- 


méglich seien, und daB fir » = 0 alle Koeffizienten A, B, C,... ver- 
achwinden. Dann leitet er die Rekursionsformeln 


A—A=1, B—B=<A, C—C=B..., N—N=-M.... 


ab. Setzt man N=—an, aloo N =a(n+1), so wird M=a. Um- 
gekehrt folgt aus M=—a durch Integration der Funktionalgleichung 
N=an-+c, woc eine Konstante ist; da fir n= 0, N—O sein muf, 
so ist N= as die fir diesen Fall allgemeine Lisung. Ebenso: ist 
N=an(»—1), also N =an(n +1)", 80 ist M=2an, und un- 


gekehrt folgt aus M=—amn allgemein N= San (»—1) usf. Auf. 


diese Weise wird das Gesetz der Koeffizienten festgelegt; da der An- 
fangskoeffizient — 1 ist, so folgt die Newtonsche Form. 
Auch einer hierher gehérigen Arbeit von Joh. Andr. v. Segner 


gloteh sind, im Ubrigen ist die Lex klar) den Logarithmum communem ipsius m 
exprimere, dann ist m= 1, so ist die gantze Series — 0, ist m = 10, so kommt 1, 
ist m = 100, kommt 2, und so fortan. Als ich nun daranus den Log. 9 finden 
wollte, bekam ich eine Zahl, welche weit zu klein war, ohngeacht diese Series 
sehr stark convergirte.“ 

") Nov. Act. Petrop. V, 1887, p. 52. 
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sei gedacht, in der die Binomialform ohne Berficksichtigung der 
Konvergensfrage allgemein bewiesen werden soll. Segner setzt 


1+ (pet (et (s)e +: 5 


wo # eine ganz beliebige GréBe bedeutet, beweist kombinatorisch die 
Gleichung S,-S,=—S,,,, daraaf direkt S,—1-+e und dann der 
Reihe nach S| = (1 + ¢) fir ganze positive, fiir gebrochene positive, 
fir negative und endlich als Grenzfall fiir irrationale Zahlen. Von 
e sagt Segner, er werde ,,im allgemeinen“ kleiner als 1 angenommen. 
- Man erkennt leicht die Ahnlichkeit seiner Schltissc mit denen des 
ersten Eulerschen Beweises. | 

Wir kehren von dieser Einschaltung zu unserem eigentlichen 
Thema zuriick. 

Die Aufgabe der Potenzierung des Infinitinoms*) fordert die Be- 
stimmung des allgemeinen Gliedes in der Entwicklung einer der 
Formen 

(a+b+c+a+---™ und (Ltas+pe+ye+---)%, 
deren zweite nach Potenzen von ¢# geordnet zu denken ist. Uber 
die Behandlung dieser Probleme durch A. de Moivre, Leibniz, 
Jak. Bernoulli wurde fritter bereits berichtet. Die erste darauf 
bezigliche Untersuchung Hindenburgs beziebt sich auf die ersto 
dieser Formen, die zweite Untersuchung auf die letzte, und die dritte 
Ver6ffentlichung ist im wesentlichen nur ein Abdruck der beiden 
ersten nebst einigen Erweiterungen und einer voraufgeschickten, sehr 
ausfibrlichen Geschichte des Problems*;. Wir gehen etwas niiher auf 
die Besprechung dieser drei Arbeiten ein. 

Durch die Benutzung der Permutationen oder der Kombinationen 
hatte man den Ausdrack fir die Polynomialkoeffizienten in 


(at+b+e+---) 


fir jedes Aggregat a*b’c’... ohne weiteres aufschreiben kénnen. 
Aber diese Methode hatte den nicht zu unterschiitzenden Nachteil im 
Gefolge, daB die Giltigkeit der Formel sich auf ganze positive Ex- 
ponenten beschrinkte. Um dicsem Mangel abzuhelfen, hatte eben 


") Nouv. Méin. de Berlin 1777, p. 87. *) Dieser Ausdruck stammt nach 
Pfaff, ,,Bemerkungen tber eine besondere Art von Gleichungen“ (Der polynomische 
Lebraatz, p..150 Anm.) von Ernst Gottfried Fischer, 5) I. Infinitinomii 
dignitatam indeterminarum leges ac formulae. Gotting. 1776. Ll. Methodus 
nova et facilis serierum infinitarum exhibendi dignitates exponentis indeterminati. 
Gotting. 1778. II, [nfinitinomii dignitatum exponentis inéctenninet: historia, 
leges' ac formulae, editio pluribus locis aucta et passim emendata. Gottiny. 1779. 
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jener jange Mann, dessen wissenschaftliche Ausbildung Hindenburg 
leitete, Kar] Friedrich von Schénberg, den Versuch gemacht, 
das Polynomialtheorem aus dem Binomialtheorem herzuleiten, um 
Jenem den gleichen Giilfigkeitsbereich zu geben, wie diesem, namlich 
den fir gebrochene und fiir negative Exponenten; weiter gingen kaum 
- weder fir das eine noch fir das andere Problem die Bestrebungen 
jener Zeit. Hindenburg folgte seinem Schfiler in seiner ersten 
Arbeit auf diesem Wege, aber‘ohne Neues oder Besseres zu bieten. 
Die zweite Abhandlung beschaftigt sich mit der Form 


(1+ a2 + Be +---)™ 


In ihr bringt Hindenburg die Anfange seiner komplisierten Be- 
zeichnungsweise, die er von nun an weiter entwickelt und im Jahre 
1796 abschlieBend einheitlich vortragt'). Wir wollen zuniichst aof 
diese Bezeichnungsart. niher eingehen. 3 

. Bei Hindenburg bedeuten die Symbole 


“7, "HB, "6, “D, ... 
oder in der ersten Zeit auch nur | 
U, B, ©, D, ... 


_ die einzelnen Binomialkoeffizienten erster, zweiter, dritter, vierter, . . . 
Ordnung von m Elementen, namlich 


ag Mm —1YOH—3) 


= an _ *(m — 1) 
er gas ee aie ae 


? 
Hindenburg behilt also, wie auch noch viel spiter L. Kuler’), die von 
Leibniz aus guten Grtinden wenigstens zum Teil verlassene Methode, 
die alphabetische Rethenfolge der Buchstaben als Anordnungs- und 


1) ,,Héchst wichtiger EinfluS der Combinationslehre auf die Analysis.“ 
VI. Abhandlung mit dem volistandigen 12 Zeilen langen Titel in dem Sammel- 
werke: ,,Der polynomische Lehrsatz, das wichtigste Theorem der ganzen Ana- 
lysis“. Herausgegeben von C. F. Hindenburg, Leipzig 1796. 


‘) Eule? benutzt sur Bezeichnung der Binomialkoefiizienten (=) und 


[*]- Das ersto im Jahre 1778; die Abhandlung erschien erst 1906 in den Nov. 


@ 
Act. Acad. Petrop. XV, 1806, p. 38; das zweite im Jahre 1781, Act. Acad. Petrop. 
V (1784), pars prior, p. 84. Die jetzt gebraiuchliche Bozeichnung (*) stammt von 


Andreas von Ettingshausen (1796-—1878), Vorlesangen tiber h0here Mathe- 
matik, Bd. I, S. 38 (Wieu 1827). 
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Abzihlungeprinzip zu verwenden, hier und spater, trots ihrer Untiber- 
sichtlichkeit und Unbequemlichkeit noch bei. Ahnlich bexzeichnet 
er generell die Polynomialkoeffizienten durch 


a, b, ¢, b, ¢,...; 
die Buchstaben haben hier, je nach den Potenzprodukten, mit denen 
sie verbunden sind, verschiedene zahlenmibige bei = begriff- 
licher Bedeutung. So ist z. B. 


4! 
b(at + ay + y's + cysu +.) Dat + oi aty 
: 4! 4! 
+ grarai29"* + araravar 794% 
e(at + sty + aby + atys + atyts tt.) am att Tay 
b! 
+ ayy" + aiey + mane + 
Man sieht, daB ein Symbol wie § allerlei bedeuten kann, indem 2. B. 
haty® — Bary, hatyd — Cary’, hatys — Datys,... 

wird, so daB also eine deutliche Inkongruenz zwischen der Bezeichnung 
bei den Binomial- und der bei den Polynomialkoeffizienten zutage tritt. 

Die Bezeichnung der verschiedenen Klassen bei Kombinationen 
und Variationen geschieht in ahnlicher Weise. Dabei unterscheidet 
Hindenburg die Kombinationen und Variationen ,an sich“, d. h. 
ihre Gesamtheit, und die ,zu bestimmter Summe“ der als Zahlen ~ 
genommenen Elemente. Zugleich ist zu bemerken, da8 es sich dabei 
nicht um bloBe Anzahlbestimmungen handelt, sondern daB die be- 
zeichnenden Symbole die Aufstellung aller geforderten Komplexionen 
selbst andeuten sollen. Darin beruht eine Erginzung friherer Unter- 
suchungen der Bernoullis und Hulers, die den Kombinatorikern 
besonders wichtig erschien. 

Bei Hindenburg bedeuten 
‘A, ‘B, ‘©, ‘D,... Kombinationen erster, zweiter, dritter, ... Klasse 
ohne Wiederholungen, 


A’, BY,.C’, D’,... Kombinationen erster, zweiter, dritter, ... Klasse 
mit Wiederholungen, 


‘A, 'B, 'C, ’D, ... Variationen erster, zweiter, dritter, ... Klasse 
| ohne Wiederholungen, | 
A’, B, C, D’,... Variationen erster, zweiter, dritter, ... Klasse 


mit Wiederholungen. 
Es ist also zu setzen 
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'B = ab, ac,.ad, be, bd, ed, ..., ss 
B = aa, ab, ac, ad, bb, be, ..., 
‘B= ab, ba, ac, ca, ad, da, ..., 
B’ = aa, ab, ba, ac, ca, bb, . .-.. 
Die zugehérigen Anzahlen der Komplexionen werden durch ein vor- 
gesetztes Sf == numerus specierum = Anzahl der Komplexionen 
bezeichnet; das k** Glied der gut geordneten Komplexionen durch 
nachgesetztes k. So ist bei vier Elementen a, 6, c, d 
‘B4=be, B4—ad, ‘Bi—ad,. Bi —aa. 
Handsit es sich um Kombinationen oder Variationen zu bestimmter 
Summe m, so wird ™A, ™B,..., 7.4, ™B,... geschrieben. Die Ele-. 
mente sind dabei als Zahlen gedacht, etwa als die nattirlichen Zahlen 
1, 2, 8, 4,... Dabei wird z. B. 
7C = 115, 124; 183, 223; ° 
7( = 115, 124, 183, 142, 151, 214, 228, 232, 
241, 313, 322, 331, 412, 421, 511. 
Wenn es notwendig wird, die Zahlen- durch Buchstaben zu ersetzen, 
dann wird diese Art der Substitution durch einen Zeiger oder einen 
Index angegeben. Also bedeutet "C unter Verwendung des Index 


12845 
( bed ) 
aac, abd, acc, bbe; 
und 1c bedeutet bei den drei Indizes 


die Kombinationen 


P=(oreade 2 (epzee)? 7~(asere) 


den Komplex der Kombinationen 
—aae, apd, aye, dBc. . 
Hindenburg bezeichnet ferner gegebene Glieder und Koef- © 
fizienten (dati) durch gewéhnliche Buchstaben, 
A+B+C+---=—p, at+bd+e+---—g, 
a + Bx s- yo? + ++. m7, 
und angenommene, ale unbekannt angesehene (ficti) durch Buch- 
staben mit dariiber gesetzten Punkten'). Endlich werden noch 
1) Nach Leibniz: ,,coeffcientes ficti, qui aseumuntur tamquam dati". 
Gegen diese Bezeichnung wendet sich Kligel (Der polynomische Lehrsatz usw 
herausg. von Hindenburg; Leipzig 1796, p. 61): ,micht coefficientes ficti, 
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Lokalausdricke oder Lokalzeichen eingefthrt; sie werden als Ab- 


‘ktirsung des Anfangsbuchstabens von ,terminus“ mit ¢ oder 1 be- 
zeichnet, in der Weise, dab | | 


pin — pin, pain, gin 
bzw. den #** Term der Reihe p, des Produktes pg, der dritten Potenz 


von qg bedeutet. — Ferner bedeutet x den Koeffizienten, also pxss 
den n'™ Koeffizienten der Reihe p; so fir p=a+ Bx+y2x'+dz'..- 
px2—B, pxd=—y, pxl=a'’,... 

Hindenburgs wissenschaftliche Bestrebungen gingen vor allem 
auf die Benutzung der kombinatorischen Komplexe aus, und deshalb 
stellte er auch, als Erster, einfache Regeln fir die Bildung von Per- 
mutationen, von Kombinations-') und von Variationsklassen auf, um 
bei der Herstellung von Tafeln die Mgglichkeit von Auslassungen 
oder von Wiederholungen anszuschlieBen. Weitere Beschaftigung mit 
diesem ftir ihn grundlegenden Problem féhrte ihn 1794 zu seinen 
kombinatorischen Involationen und Evolutionen’), d. h. za- 
edemjenigen Verfahren bei der Herstellung von Tabellen, nach dem 
aus den niedergeschriebenen kombinatorischen Komplexionen ftr » 
Elemente durch Hinzufiigung nach einfachen Regeln die Komplexionen 






ec b a 

AM 

ARE b 

ais 8 1 

412 1 8 

411 83 2 

4j1 2 3. 

8 42 1 

341 2 

82441 

$214 : 
$142 ° 
81323 4 


fir (+ 1) Elemente gefunden werden kénnen, und umgekehbrt durch 
einfaches Abstreichen jene aus diesen. 


sondern incogniti oder assunti. Die unbekannte ‘irtBe in eirer Gleichung 
ist keine erdichtete GrdBe“. 

1) Wibrend man frtiher Kombinationen, Konternationen,... (Con 2 ationen, 
Con 8 nationen,...) unterschied, nimmt durch Hindenburg der Ausdruck ,,Kom- 
bination: die umfassende, jetzt ubliche Bedeutung an und verdringt das bis 
dshin gebr&uchliche ,Complexion. *) ,,Uber combinatorische Involutionen und 
Evolutionen, Archiv f. reine u. angew. Math., herausgeg. von Hindenburg 
(1794), Bd. I, p. 18—46. 
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Bei den Permutationen stellt sich der involutorische Aufbau so 
dar, wie die yorstehende Probe zeigt. Im kleinsten Winkelhaken, 
rechts oben, steht 1. Davor wird dann 2 geschrieben und daranter 
die Vertauechung 2, 1. Die erlangten beiden Permutationen der Ele- 
mente 1, 2 werden in den Winkelhaken bb cingeschlossen. Vor jede 
Permutation innerhalb bb wird das neue Element 3 geschrieben, 
darunter ein zweiter Komplex von ebensovielen Zeilen, die aus dem 
ersten Komplexe durch Vertauschung von 2 und 3 entstehen; darunter 
ein dritter Komplex, der aus dem zweiten durch Vertauschung von 
1 und 2 entsteht. So hat man alle Permutationen von 1, 2,3 erlangt; 
sie werden in den Wirkelhaken ce eingeschlossen. . Weiter wird allen 
Permutationen aus ec das neue Element 4 vorgesetzt. Darunter schreibt 
man einen zweiten Komplex, der aus dem ersten durch Vertauschung 
von 3, 4 entsteht; darunter einen dritten, der aus dem zweiten durch 
Vertauschung von 2, 8 entsteht, und darunter endlich einen letaten 
vierten, der aus dem dritten durch Vertauschung von 1, 2 enteteht. 
_ So hat man die Gesamtheit der Permutationen aus den vier Elementen 
1, 2, 3, 4 usf. 

Als zweites Beispiel geben wir die Herstellung der Tabelle der 
Kombinationen (nicht ,,an sich“, sondern) mit den ,Lokaleummen“ 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, gebildet aus den nattrlichen Zahlen. In dem 
innersten Winkelhaken, oben rechts, steht die 1, als einzig mégliche 
Zerlegung der Summe 1. In die Spalte vorher, links, wird 1, 2 unter- 
einander gesetzt; diese beiden Zerleguagen der 2 werden in den Winkel- 
haken bd eingeschlossen. Um das ‘allgemeine Fortschrittagesetz der 
involutorischen Bildung zu zeigen, denken wir uns den Winkel- 

fedgebta 








a aC a a a ae ae 
Co mm POECt BO bet bet et pt ot 
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*haken ee bereits ausgeftillt und zeigen nun die Herstellung von ff. 
Dabei enthialt ee alle Zerlegungen von 5. Vor jede dieser Zerlegungen 


Kombinatorik. 211 


in e¢ schreiben wir 1; darunter sovielmal 2, als Zerlegungen in d 
(von 4) mit 2 oder einem héberen Elemente beginnen und hinter 
die Zweien die erwa&hnten Zerlegungen der 4 selbst. In die neue Spalte 
schreiben wir unter die Zweien die 3 so oft, als Zerlegungen in ¢ (von 3) 
mit 3 oder einer hdheren Zahl vorkommen und hinter die Dreien diese 
Zerlegungen selbst usf. Das Gesetz ist leicht kenntlich. 

In a&hnlicher Weise werden die Variationen behandelt. 

Die Auffindung solcher involutorischen Anordnungen schien 
Hindenburg ein ganz besonderer Ruhmestitel zu sein. Das klingt 
recht naiv aus seinem Aufsatze heraus: ,Mehrere groBe Mathematiker 
sind der Erfindung der combinatorischen Involutionen ganz nahe ge- 
wesen“; Archiv f. reme u. angew. Mathematik I (1795), p. 319—331. 
Euler, Lambert, Daniel Bernoulli werden dabei mit einer ge- 
wissen herablassenden Anerkennung erwihnt, sie seien der Liésung 
schon hfibsch nahe gekommen. 3 

_ In dem Aufsatze ,Die Kombinationslehre ist eine sel bstindige 
Wissenschaft usw.“ (12 Zeilen)‘) fihrt Hindenburg besondere Be- 
zeichnungen fiir involatorisch geordnete Kombinationen und Variationen 
durch seltsam geschlungene Buchstabenformen ein; das tibergehen wir 
berechtigterweise, da es keinerlei Bedeutung fiir die Entwicklung der 
Mathematik gehabt hat. Dagegen weisen wir gleich hier auf eine 
fihnliche involutorisch angelegte Darstellung der Zahler und der 
Nenner von Kettenbriichen hin, die Hindenburg gleichfalls gegeben 
hat*). Nach dem bisher Besprochenen sieht man sofort, wie man die 
Nenner von 1/a,, 1/4, + 1/a,, 1/a, + 1/a,+ 1/a,,---, d.h. die Ausdritcke © 
G,, 4,4, +1, a,4,a, + a, + 4,,--- aus der Buchstaber- und Zablenanord- 
nung in den einzelnen Winkelhaken entnimmt, und-wie diese Anord- 
nupgen hergestellt werden kénnen. Hindenburg bespricht a. a. O. 





die zugehérigen Regeln in der allerbreitesten und ausfibrlichsten Form. 
Seine Resultate preist der Erfinder mit iberschwenglichen Worten. 


) In dem Sammelwerke: ,,Der polynomische Lehrsatz, das wichtigste 
Theorem der ganzen Analysis‘, Leipzig 1796, p. 803.° *) Archiv f. reine u. 
angew. Math. Hindenburg (1794), p. 47—69; p. 164—194. 
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Er ist ein Mann der Superlative; er 1a8t keine Gelegenheit vortiber- 
gehen, ohne sich selbst und seine Involutionen in das strahlendste 
Licht zu setzen; er hat die unbedingteste Hochachtung vor den Er- 
gebnissen und den Fortschritten, die ihm die Wissenschaft verdankt. ‘ 

Bei der Potenzerhebung von Reihen setzt Hindenburg 


a (Lt gat age + agett-. mA ty : 
—14My + By + Cy +... 
und fihrt dadurch die Frage auf die Herstellung der Potenzen 


y" = (0,8 + aye! + ae? +--+)" 

mirfick; denn g” besitzt als Faktor der Potenz 2* das Aggregat 
Ay 1k + "By A(k — 1) +. "Sy1(k — 2) +---— (1 + 9) (Kk + 1). 
Das ist eine sogenannte Lokalformel, die die Lésung vermittelt. 
Von ihr aus mu8 man zu den rein kombinatorischen Formeln fiber- 
gehen; denn") ,,das Direktorium faihrt die Analysis. Diese la8t ihre 
Verordnungen dureh Lokalformeln ergehen und fiberliBt die Voll- 
giebung derselben den combinatorischen. Die Analysis kann nicht 
deutlicher und vernehmlicher sprechen als in Lokalformeln; ihre Be- 
fehle kénnen nicht piinktlicher und prompter vollstreckt werden, als 
durch combinatorische“. — ,,Die Analysis zeigt, was zu tun sei; die 
Kombinatorik, wie es za tun sei.“*) 

Um .von der Lokalformel zur kombinatorischen Formel zu ge- 
langen muB 

y" 12 | (y = a2 + a2? + ag2* +--+) 
hergestellt werden. Bei unserer (von der Hindenburgschen schwer- 
filligen etwas abweichenden) Bezeichnung waren alle ‘Produkte 
| O, 0,0, ... a, 
bei denen 
itt tig t--- + t,—aA 
ist, herzustellen. Bei Hindenburg tritt wegen der Schreibweise 
y=mas+ Ber+ ye +de+--- 


der Zeiger oder Index 
Go, +) 
1284... 


in Kraft, um die Frage auf die Kombinationen n* Klasse mit der 








_—- 


1) , Hdchst wichtiger Kinflu8" usw. siehe oben, p. 303. *) Novi syste- 
matis permutationum, compinationum et variationum ... primae lineae, Lips. 
1781, p. IV: ,,Anslysis ostendit, quse sunt agenda; ars combinatoria, quomado 
sint agenda". 
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Lokalsumme 4 za dbersetzen. So beantwortet er denn die Frage 
durch das auszufiihrende Symbol fair Kombinationen, in dem N die 
n* Klasse generell reprisentiert, 

wy (1284. 

N ( Bye. "). 
Von diesen Kombinationen kommt er durch Hinzuftigung des Zeichens 
fir Polynomialkoeffizienten zu den Variationen, und die Lésung der 


Aufgabe wird durch 14 = «’Ne* vermittelt. Fir die Koeffizienten 
von qg™ gilt die Gleichung 


qrx(k+ 1) = "Yat + "Bb'B + "Ec'C +.--; 


in ihr ist das Hauptresultat der Hindenburgschen Untersnchungen 
enthalten. Sie gibt also ein mechanisches Verfahren, um den Koef: 
fizienten von 27 in (1 + az + Bs*+---)™ zu bestimmen. 

Ist eine Summe a + br + cz? + dz*+--- vorgelegt, in die ftir 
% za substituieren ist 1 + a2 + Bs* + ps? +---, 80 ist nach der Be- 
stimmung von 2’, 2*,... die Substitution in me einzelnen Sammanden 
vorzunehmen. Dus nennt Hindenburg ,die Methode der Potenzen“. 
Auf sie ist er besonders stolz. 

Die. besprochene Verwendung der Kombinatorik bei Potenz- 


- erhebung zeigt uns, wie Hindenburg zu seinen Untersuchungen ge- 


fihrt wurde'). ,Bisher hatte man sich in der Kombinationslehre fast 
nur allein um die Menge und Anzahl der Verbindungen und Ver- 
setzungen gegebener Dinge gektimmert*), ihre wirkliche Darstellung 
aber, die fir die Analysis so wichtig ist, fast ganz tibergangen oder 
nur jener Zahlen wegen in Betrachtung gezogen. Hier war also noch 
viel zu tan fibrig; und es ist in der Tat unbegreiflich, wie ein 80 
groBes, fruchtbares ssi so lange hat unbebaut liegen bleiben 
kénnen.“ 

Zar Untersuchung der Variationen fibrte ihn das Problem der 
Multiplikation von verschiedenen Reihen, wie ihn die von gleichen 
Reihen auf das Studium der Kombinationen geleitet hatte. Ist etwa bei 


pwraczt+bar+err+---, gmar+ Bort yoi+--., 
rar + ba? + cr? +... 


das Produkt pqr zu bilden und nach Potenzen von x zu entwickeln, 
so gilt far den Koeffizienten von z' der kombinatorische Ausdruck 


1) Leips. Magazin f. reine u. angew. Math. (1786), Heft 8, p. 828. *) Vel. 
jedoch diese Vorlesungen, Bd. III*, 8. 342 angefilhrte Tabelle des Franciscus 
van Schooten. 
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mit dex Zeigern | 

128... 128... 128... 

P=(s50..)* a= (69.0) r= (obey? 

deren erster, zweiter, dritter die Ubersetzung der ersten, zweiten, 
dritten Elementenzahl der Variationen dritter Klasse zur Summe 4 in 
die entsprechenden Lettern vermittelt. 

Befremdlich mag es bei den obigen Darlegungen erscheinen, daf 
die kombinatorische Schule den Schritt von der Verwendung von 
Buchstaben za Zahlen nur so langsam und gewissermafen wider- - 
strebend hat tun kénnen; daB sie die Einfihrung von ,Zeigern“ nicht 
durch die Benutzung von Zablindizes fiberfliissig gemacht hat. Und 
dabei war Hindenburg bereits 1783 zu der Erkenntnis gekommen 
und hatte sie im § III der oben -angeftthrten ,Jinene* zum Ausdruck 
gebracht, daB die Verwendung von Zablen als Elemente der von 
Buchstaben weit tiberlegen sei. Allein zu der noétigen Folgerung 
drang er nicht vor. 

In der gleichen Abhandlung ,novi systematis primase lineae“ 
wird die Reihe der Anwendungen der Kombinatorik auf die Analysis 
ausfihrlich angegeben (§ IV). Es wird angefihrt: 1) Multiplikation 
von Reihen; 2) Division von Reihen; 3) Potenzieren und Radizieren 
von Reihen; 4) Substitution von Reihen in Reihen; 5) Elimination; 
_ 6) Rationalisierung irrationaler Ausdrticke; 7) Interpolation; 8) Trans- 

formation; 9) Umkehrung von Reihen; 10) Darstellung von trigono- 
metrischen und anderen transzendenten Funktionen durch Reihen. — 
Alle diese Probleme, oder genauer nur ihre formale Seite, bespricht 
Hindeuburg 1. c. ausftthrlich und gibt am Schlusse der Abhandlung 
zu jedem Problem zugehérige Tabellen mit den fertigen Resultaten der 
einfachsten Falle. . 

Als Beispiel geben wir eine Formel von J. K. Burckhardt (1778 
bis 1825), einem unter v. Zach zum Astronomen ausgebildeten Ge- 
lehrten. Sie gehért zur Anwendung 10) und lautet*) 

aS oe "€ iang*« —.- 
Wang #o — “7B tang? eee 

Das am meisten, am eingehendsten und mit dem gréBten Erfolge 
behandelte Problem war das der (formalen) nn unendlicher 
Reihen ,,reversio serierum“. Ist dic Reihe 


y? == Age” + a,c°+9 + aaette +... =p 


1) Nova acta Academ. electoralis Moguntiae scientiarum utilium, quae 
Erfurti est’. I, Erf. 1799, p. 295—316. 
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gegeben und wird daraus die Entwicklung 
: Y p(y +d) Br t+3¢) 


coed a 


é 
am Agy*® +Ay © +4yy % +-:: 
gesucht (wobei die oben angegebene Schreibweise ‘tiber den A,, A,,:.. 
als ,angenommenen“ Koeffizienten cigentlich noch Punkte gefordert 
hatte), so erhalt man rekurrierende Formeln ftir die A,, 4,, A,,... 
durch die Lokalformeln 


Aypxl—=1, <A,px2 + A,p*x1 = 0, 
Aypx3 + A,p'x2 + Ayp®x1 =—O0,... | 

Eine indepentente Formel fiir die Lésung des Umkehrproblems 
fand zuerst Eschenbach. — Hieron. Christoph Eschenbach 
war 1764 zu Leipzig geboren; er hatte dort unter dem Einflusse der 
Hindenburgschen Schule gestanden; seit 1790 als Ingenieur-Kapitan 
im Dienste der hollindisch-ostindischen Kompagnie, wurde er weit in 
der Welt umhergeworfen; er starb 1797 zu Madras in Vorderindien 
als englischer Kriegsgefangener. In seiner 1789 zu Leipzig erschienenen 
»Dissertatio de serierum reversione, formulis analytico-combinatoribus 
exhibita“ stellt er das allgemeine Glied der Entwicklung von 2’ nach 
Potenzen von y mit Hilfe kombinatorischer Operationen her. Seine 
Ergebnisse waren aber insofern unbefriedigend, als diese Formel nur 
durch unstrenge Induktion erlangt war und eines Beweises ermangelte ; 
dann aber auch dadurch, ,da8 die Harmonie in den einzelnen 
Gliedern der Formel vermift wurde, wo ungleichnamige Buchstaben 
mit einander verbunden sind, @ mit 6B, und B mit C, u. s. w.“") 
Dem letzten Mangel half Hindenburg ab”), der vollkommen sym- 
metrisch und in der geforderten harmonischen Darstellung die allge- 
meinere Aufgabe lost, aus der Relation 


ax + bait? + cathe 4... me ay + By t9 + pyt t+... 


die Darstellung einer beliebigen Potenz z® von z als Potenzreihe von 
y herzuleiten. Den ersten Mangel jedoch beseitigte erst 1793 ein 
Schiler Hindenburgs, Heinr. August Rothe, der, 1773 au 
Dresden geboren, dort die Kreuzschule besuchte, in Leipzig Dozent 
und ao. Professor war, darauf von 1800—1804 als Privatmann in 
Freiberg lebte, dann als o. Professor der Mathematik an der Univer- 
sitat zu Erlangen wirkte, 1823 in den Ruhestand trat und 1842 starb. 
Er féihrt den Beweis der Formel auf doppelte Art; einmal auf rein 





1) H. A. TSpfer, ,,Combinatorische Analysis und Theorie der Dimensions- 
zeichen in Parallele gestellt'. Leipzig 1798, 8. 170. %) Problema solutum 
maxima universale ad serierum recursionem formulis localibus et combinatorio- 
analyticis abeolvendum paralipomenon. Lips. 1798. . 
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kombinatorischem Wege durch den Schlu8 von » auf (# + 1) und- 
einmal mit Hilfe der Differentialrechnung’). Rothe gibt der 
Eschenbachschen Formel den Ausdruck in Lokalzeichen 


oytse B(y+29) 
, aes v- ~TineP * *(H+ ly * , 
wobei 
psy? = ax batts + eget 4..., 
le Biy+9) Bly +39) 
q= ai = Ay* + By * +Cy * +-. 
zu setzen ist*). In Worten heiBt dies: das (n + 1)” Glied der Reihe 
fiir 2” ist gleich dem Produkte des (nm + 1) Koeffizienten der Potenz 
mE Act Biy +8) 
p * der Reihe fir y* in die GréBe ret oe 


Dieses elegante Resultat verkntipft die Umkehrung der Reihen 
mit dem Polynomialtheorem. Das mag wohl den mit keinem allzu 
weiten Blick begabten Hindenburg zu .der Meinung gefthrt haben, 
es sei ,der polynomische Lehrsatz das wichtigste Theorem der ganzen 
Analysis“. Ss 

Durch die Eschenbach-Rothesche Formel wurde fir die Kombi- 
natoriker die Untersuchung und die Benutzung der Lokalzeichen in 
den Mittelpunkt des Interesses gertickt. Ihnen wurde nun eine ganze 
Reihe von Arbeiten gewidmet. Rothe selbst versucht durch Auf- 
stellung von Lokalformeln ftir Produkte aus Potenzen von Reihen 
diese Lokalzeichen von den kombinatorischen Zeichen unabhingig zu 
machen*), Es gelang ihm, aus seiner Formel die bekannte, von La- 
grange 1768 ohne Beweis gegebene fir die Umkehrung von Funk- 
tionen herzuleiten, d.h. die, durch die eine willkfirliche Funktion 
g(x) der durch z= y+ ef(y) bestimmten Variablen z in eine nach 
Potenzen von ¢. fortschreitende Reihe entwickelt wird‘). Hier setzt 
eine Arbeit Pfaffs ein Johann Friedrich Pfaff wurde 1765 zu 
Stuttgart geboren; er zeigte schon als Zogling der Karlsschule seine 
hervorragende Begabung ftir Mathematik; auf Veranlassung des Her- 
zogs Karl studierte er in Géttingen, ying 1787 als Astronom zu 
Bode nach Berlin, von da bald darauf nach Wien und ward 1788 
als Professor der Mathematik nach Helmst&idt berufen. Von der 
hasbeen Regierung wurde er 1800 als Professor nach Halle a 8. 


Ce 








1) Formulse de serierum reversione, demonstratio etc., Lips. 1798. 
*) Oder (nach Rothescher Bezeichnung), wobei die beiden Skalen gelten 


p(a,b,c,...) und q(A, B,C,...). 
*) Archiv f. reine u. angew. Mathem. I (1794), p. 220—223, 228—232. *) Ibid. 
I (1794), p. 442. 


oe 
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versetzt, wo er 1825 starb. Pfaff schligt im der oben erwihnten 
Arbeit den umgekehrten Weg ein wie Rothe: er gibt zunichst 
einen Beweis fir den Lagrangeschen: Satz und folgert aus ihm die 
Lokalformel fiir die Umkehrung der Reihen'). Von Pfaff erwahnen 
wir hier gleich noch das Werk: ,,Disquisitiones analyticae maxime ad 
calculum integralem et doctrinam serierum pertinentes“, Helmstadt 
1797, I (einziger Teil). In dem hierin befindlichen ,Tractatus de 
revergione serierum sive de resolutione saequationum” werden die 
Untersuchungen tber die Lagrangesche Reihe und die Rothesche 
Formel zusammengestellt; weiter findet sich in ihm ein Uberblick- 
tiber die Kombinationslehre und eine Abjeitung des polynomischen 
Satzes. - 

GroBe Aufregung wurde in den Reihen der Kombinatoriker 
durch das LKrscheinen eines Buches hervorgerufen: ,Theorie der 
Dimensionszeichen nebst ihrer Anwendung auf verschiedene Materien 
aus der Analysis endlicher Gréfen, Teil 1 und 2, Halle 1792“. Diese 
Schrift stammte von Ernst Gottfried-Fischer, der 1754 in Hohen- 
eiche bei Saalfeld geboren war, zunachst in Halle a. 8. Lehrer am 
Pidagogium der Franckeschen Stiftungen wurde, dann seit: 1787 
Professor der Physik und Mathematik am grauen Kloster zu Berlin 


‘und der gleichzeitig der Akademie der Wissenschaften angehérte. Er 


starb 1831 za Berlin. Die durch seme Verdffentlichung hervor- 
gerufene Aufregung grenazte an Empodrung. Und das ist erklarlich; 
denn die Schrift enthielt, als eine Erfindung Fischers, die Theorie 
der kombinatorischen Analysis, wie sie von Hindenburg ausgearbeitet 
worden war, in, so schien es, nur oberflichlich, und nicht einmal zu 
ikrem Vorteile verindertem Gewande! Es kommt in ihr in der Tat: 
wenig Neues vor, abgesehen von einer eigentiimlichen Bezeichnungs- 
Weise, aus der, wie zu glauben nahe lag, die Absichtlichkeit in der 
Verschiedenheit allerorten herausblickte. Hindenburg selbst hielt sich 
dieser Verdffentlichung gegentiber mit seiner Meinung vornehm zuriick 
und erwiéhnt nur ganz gelegentlich die ,Dimensionszeichen“; seine 
Schiller, zamal Rothe und Heinrich August Toépfer traten um 
so entechiedener und lauter fiir ihren Lehrer gegen den ,Plagiator“ 
auf. Tépfer war 1758 zu Leisnig in Sachsen geboren; er wuchs in 
érmlichen Verhaltnissen auf und wurde Schreiber beim Appellations- 
rat v. Schlieben. Dieser ward auf seine hervorragende Begabung 
aufmerksam und setzte ihn in den Stand, an der Universitat Leipzig 
Mathematik und Physik zu stadieren. 1798—1828 lebte er als Lehrer 
an der Firstenschule zu Grimma und starb im Ruhestand 1833 zu 





1) Archiv f. reine u. angew. Math. I (1794), p. 81—84, 85—88. 
Cawror, Geschichte der Mathematik IV. 15 
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Dresden. Er verdffentlichte 1793 zu Leipzig als Sachwalter Hinden- 
. burgs eine geharnischte Schrift: ,Combinatorische Analytik und 
Theorie der Dimensionszeichen in Parallele gestellt“, in der er das 
Fischersche Buch als ein ,,Beispiel von Dreistigkeit hinstellt, wie es 
in den Geschichtsbiichern der Wissenschaften vielleicht ohne seines 
Gleichen ist“. H. A. Tépfer versucht es, Belege daftir beizubringen, 
deB Fischer die Hindenburgschen Untersuchungen gekannt habe. 

Zu seiner Verteidigung veréffentlichte G. Fischer 1794 die 
Schrift: ,Uber den Ursprung der Theorie der Dimensionszeichen und 
ihr Verhiltnis gegen die combinatorische Analytik des Herrn Pro- 
fessor Hindenburg“, in der er den Nachweis zu liefern unternimmt, 
daB die Ubereinstimmung eine naturgemaBe Folge der Behandlung 
von gleichen Problemen (der Umkehrung der Reihen, sowie der Poten- 
zierung von Polynomen) sei. Uber seine Kenntnis der Hindenburg- 
schen Arbeiten auBert sich Fischer: ,Ich versuchte mehr als einmal, 
diese Schrift“ (das Nov. Syst.) ,durchzulesen, aber ich gestehe auf- 
richtig, daB mir immer die Geduld ausging, ehe ich noch mit den 
Definitionen, welche zwélf Quartseiten fallen, fertig war‘). In dem 
Sammelbande der Kiniglichen Bibliothek zu Berlin, der die Fischer- 
sche Antwort-Schrift enthalt, sind ihr zwei Manuskripte vorgeheftet; 
das erste ist eine kurze Verteidigung von Fischer selbst; das sweite 
riibrt her von Abel Biirja, Professor der Mathematik an der Académie 
militaire zu Berlin und Mitglied der Akademie der Wissenschaften. 
Er, ,ayant soigneusement examiné~ Fischers Verteidigungsschrift, 
tritt unbedingt fiir ihn ein. Mancher andere tat das yleichfalls; allein 
die Manner der kombinatorischen Schule konnten sich weder sufrieden 
geben, noch mochten sie ihre Angriffe einstellen. So blieb die An- 
gelegenheit bis zum September 1802 in der Schwebe. Da erschien 
in Nr. 169 ‘des ,,[ntelligenzblattes der allgemeinen Litteraturzeitung“ 
eine, durch ein anonymes Schreiben an die Redaktion vom Jahre 1800 
veranlaSte Erklirung von W. Pfaff, der damit ,eine erwtinschte Ge- 
legenheit ergriff, etwas zur Ehrenrettung Fischers beizutragen“. Es 
stellte sich heraus, daB Pfaff im Besitze mehrerer Briefe Fischers 
sich befand, die sich auf den Gegenstand des Streites bezogen; die 
Iixistenz dieser Briefe hatte Pfaff vergessen; durch die anonyme An- 
frage wurden sie in sein Gedachtnis zurickgerufen. Und diese Briefe 
zeigten durch Inhalt und Datierung unwiderleglich, daB von einem 
Plagiat keine Rede sein konnte! Hindenburg erklirte denn auch 
in Nr. 193 des Intelligenzblattes: So nehme ich nun weiter keinen 
_ Anstand, unaufgefordert, aus freier Bewegung Fischer von jJenem 





*) S. KL der Kinleitang. 
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Verdachte frei zu sprechen“. Damit war die unerquickliche An- 
gelegenheit beendet. 

Unter den Vertretern der um Hindenburg gescharten kombina- 
torischen Schule haben wir bereits Eschenbach, Rothe, Tipfer 
uud Pfaff angefihrt. .Neben ihnen sind noch Kramp und Kliigel 
zu nennen. Christian Kramp warde 1760 zu StraBbury i. E. ge- 
boren und starb daselbst 1826; er ftihrte ein unstetes Leben, durch- 
2zog Deutschland und die Nachbarlander, war Mediziner, Hebammen- 
meister, Physikus, Professor der Chemie und Physik zu K6éln und 
endlich, nachdem er sich als Liebhaber mit der Mathematik beachaftigt 
hatte, Profesyor der Mathematik zu StraBburg. Er schrieb eine Fieber- 
lehre nach mechaniechen Grundsétzen, eine Kristallographie des 
Mineralreiches, eine Gedchichte der Aerostatik, aber eine geometrische 
Analyse der Kristalle u. a.; seine Untersuchungen fiber Infinitinome 
lassen ihn als zu den Kombinatorikern gehérig erscheinen. — Georg 
Simon Kligel, 1789 zu Hamburg geboren, 1812 zu Halle gestorben, 
Professor zu Helmstaédt und dann zu Halle, mehr vielseitig als tief, 
hat in seinem mathematischen Wérterbuche die Artikel, die der Kom- 
binatorik gewidmet waren, besonders eingehend behandelt. 

In seinen Schriften beruft sich Hindenburg oft darauf, daB 
Leibniz an die Entwicklung der Kombinatorik die gréBten Er- 
wartungen gekntipft und von ihr weittragende Resultate erwartet und 
vorausgeahnt habe. In der Tat spricht sich Leibniz héufiger in 
diesem Sinne aus; das eine Mal (vgl. diese Vorlesungen III?, S. 112) 
an einer Stelle, an der er sich tiber die Kinfthrang eines Algorithmus 
iuBert, den wir jetzt als Determinantenbildung bezeichnen. Er sagt 
dort: ,,Man sieht hieraus, daB die Vervollkommnung der Algebra von 
der Kombinatorik abhingt“. Um so aaffalliger ist die geringe Beteili- 
gung der, kombinatorischen Schule am Ausbau der Determinanten, des 
michtigsten und wichtigsten kombinatorischen Hilfsmittels. Hinden- 
burg ist der Einzige, der sich gelegentlich einmal mit diesem Zweige 
der Wissenschaft befaBt; aber freilich ohne neues zu geben. Er 
referiert') ber Cramers und Bézouts Redultate. Das einzig Selb- 
stindige dieser Arbeit war die Ubertragung der Doterminanten- 
entwicklung in kombinatorische Zeichen. — 

Wher die weitere Entwicklung der Determinanten if unverem 
Zeitraum wird bei der Behandlung der linearen Gleichungen die 
Rede sein. — 


Von Euler, dessen weit fassender Geist keinem Zweige der 


eee 





1) Praefatio zum ,Specimen analyticum de lineis curvis secundi ordinis", 
Lipsiae 1784, 
15” 
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Mathematik fern blieb, ist auch bei der Behandlung der Kombinatorik 
Erwihnung zu tan. Es gehdren zwei Arbeiten hierher, die er beide 
im Titel als ,merkwirdige Fragen“ bezeichnet; die erste:. ,,Solution 
d’une question curieuse qui ne parait soumise & aucune analyse“ er- 
schien 1766 in der Histoire de l’Acad. & Berlin fir 1759; p. 310—337. 
Sie behandelt die zufallig an Euler herangetretene Aufgabe des 
Résselspranges, d. h. die, einen Springer in seiner eigentiimlichen 
Fortbewegungsart so tiber das ganze Schachbrett von 64 Feldern zu 
fihren, daB jedes der Felder cinmal und nur einmal besetzt wird. 
Za dieser einfachsten Aufgabe kénnen noch komplizierende Forde- 
rungen treten; so etwa, daB vom letzten besetzten Felde ein einziger 
Springerzug wieder auf das Ausgangsfeld zuriickfithrt; oder dab, wenn 
die der Reihe nach besetzten Felder mit fortlaufenden Nummern 
1, 2, 3,... 63, 64 bezeichnet werden, die Differenz der Nummern je 
zweier zur Mitte symmetrischer Felder stets 32 betrage. Auch an 
die Zahl der Felder des Schachbrettes ist das Wesentliche des Pro- 
blems nicht gekniipft; die entsprechende Forderung kann fir ein Recht- 
eck von a:b Feldern aufgestellt werden, die sich in @ Zeilen und 
6 Spalten verteilen. Euler behandelt die Frage derart, daB er einen 
Résselsprungweg aufs Geratewohl vornimmt und ihn so weit als 
miglich fortfihrt; ist eine Forteetzung nicht mehr méglich, sind da- 
bei aber noch freie Felder des Schachbrettes vorhanden, dann wird 
der Résselsprungweg in zwei Teile zerlegt, die, anders miteinander ver- 
kntipft, einen neuen Résselweg geben, der alle friheren Felder umfaBt und 
einen neuen Endpunkt hat; von ihm aus ist méglicherweise ein noch 
freies Feld zu erreichen. DaB durch solche Methode bei geschickter 
Zerlegung die Aufgabe gelést werden kann, scheint durch die ge- 
gebenen Beispiele gewahrleistet; bewiesen wird es nicht. 

Die zweite ,merkwiirdige Frage‘ wurde am 18. Oktoher 1779 
von Euler vor der Petersburger Akademie behandelt, aber erst 
28 Jahre nach dem Tode des Verfassers verdffentlicht: ,Solutio quae- 
stionis curiosae ex doctrina combinationum“, Mém. de St. Peters- 
burg III (1811), p. 37—64. Es ist die, bereits von P. R. de Mont- 
mort und Nicolas I. Bernoulli als ,Jeu de treize“ oder ,Jeu de 
rencontre“ untersuchte (vgl. auch diese Vorlesungen III*, 8. 357), die 
bei Euler in der Fragestellung auftritt: bei wievielen der »! Permu- 
tationen unter » verschiedenen Dingen steht mindestens eins der Ele- 
mente an seiner urspriinglichen Stelle?) Auf die gleiche Frage war 
Johann Heinrich Lambert gestofen*); sie steht bei ihm im Zu- 


') Vgl. auch Euler, Mém. de Berlin 1751 (1758), p. 255-—270. *) Ibid. 
1771 (1778), p. 411—420, 
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sammenhang mit den Wetterprophezeiungen und ihrer Richtigkeit, 
wobei es sich darum handelt, zu untersuchen, wie oft das willkirlich 
prophezeite Wetter mit dem wirklich eintreffenden tbereinstimmt, 
Waring behandelte, wie Lambert, die pews Aufgabe als Wahr- 
scheinlichkeitsproblem*). 

Endlich gehért hierher noch die Besprechung einer Arbeit von 
Gaspard Monge, die der Besprechung eines ,,Kartenkunststiickes“*), 
genauer der einer Mischungsmethode fiir Karten gewidmet ist. Sind. 
m Karten gegeben, so findet eine erste Mischuug so statt, daB Karte 2 
auf Karte 1, Karte 3 unter 1 gelegt wird; dann 4 auf die obere 
5 unter die untere; 6 auf die obere, 7 unter die untere usf. Bei 10 Karten 
entsteht z. B. 


aus der ersten Lage-1 2 3 45 6 7 8 9 10 
als zweite Lage 10 8 6 4213 5 7 Y« 


Von dieser neuen Anordnung kommt man auf die gleiche Weise zu 
einer weiteren; hier 


9 5 14 810 6 2 8 T 


usf. zu den aufeinander folgenden Lagen 


7210 45 9 1 8 6 8 
3 8 9 4 2 710 5 1 6 
65 74 8 3 9 210 1 


123 45 67 8 910. 


Wie in diesem Beispiele, so kommt man stets zu der urspriing- 
lichen Anordnung zuriick. Monge untersucht die hierbei eintretenden 
Umstinde und GesetzmaBigkeiten. Er zeigt, da8 wenn zwei Spalten 
in einem Elemente iibereinstimmen, sie dann in allen tibereinstimmen, 
und daB die Folgen in vertikaler Richtung zyklisch die gleichen sind: 
Dabei kénnen kleinere Perioden eintreten, wie hier bei 2, 8, 5 und 
auch bei 4. Er berechnet die Anzahl der Mischungen, die notwendig 
sind, um die anfangliche Lage herbeizufihren. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Der bisherigen, wohlbegriindeten Gepflogenheit dieses Werkes gemiiB 
wenden wir uns nach der Besprechung der Kombinatorik zur Wahrschein- 


1) ,An essay on the principles of human knowledge‘, Cambridge 1794 
(Addenda). 7) Mém. Acad. prés. p. div. Savans, Paris 1778 (1776), VII, 
p. 890—412. 
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lichkeitsrechnung, als dem hauptsichlichsten Anwendungsfelde kombina- 
torischer Methoden und Resultate. Der Zeitraum, auf den wir ein- 
zugehen haben, ist gerade in diesem Gebiete reich an bemerkenswerten 
Fortschritten; neue Methoden der Untersuchung werden aufgefunden, 
neue Forschungsgebiete erschlossen; die Wissenschaft tritt in engste 
Beziehung zur Praxis, zur Vélkerwohlfahrt. 

Gleich zu Anfang dieser Periode entbrennt ein Kampf um oder, 
_vielleicht genauer, éin Angriff gegen die Prinzipien der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, in dem sich d’Alembert als leidenschaftlicher 
Rufer im Streite zeigt. Auf seine Plinkeleien in den Artikeln ,,croix 
ou pile‘ und ,gageure‘ der Enzyklopadie wurde, der Zeit ihrer 
Entstehung gema8, bereits eingeyangen (III*, S. 639). Auch in seinen 
‘spiteren Schriften kommt er ausfihrlich auf die Frage zuriick, wie 
groB die Wahrscheinlichkeit sei, mit einer Miinze in zwei Wirfen 
mindestens einmal ,Kopf‘ zu werfen. D’Alembert hatte als Még- 
lichkeiten angenommen: entweder es fallt auf den ersten Warf Kopf, 
und dann ist das Spiel bereits entschieden; oder es fallt Schrift und 
dann Kopf; oder endlich zweimal Schrift. Von diesen drei Fallen 
sind zwei giinstig, also ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens einmal 


Kopf zu werfen w = ¥ -- Auf den Widerspruch hin, den diese An- 


schauung von hervorragenden Seiten erfuhr, schwankt d’Alembert 
zwischen der Meinung, daB diese drei Méglichkeiten gleich berechtigt 
seien, und der, sie seien es nicht. . Im zweiten Bande seiner ,Opus- 
cules Mathématiques“ heiBt es auf S. 21: ,Gleichwohl méchte ich die 
drei Falle, um die es sich handelt, nicht in aller Strenge als gleich 
mdglich ansehen“; dann wieder im vierten Bande, 8S. 289: ,Je mehr 
ich dariiber nachdenke, desto mehr scheint es mir, daB diese drei 
Falle, mathematisch gesprochen, gleich méglich sind.“ Ebenda be- 
.streitet er mit ganz nichtigen Behauptungen den schlagenden EHinwurf, 
man kénne statt zweimal hintereinander mit nur einem, auch 
gleichzeitig mit zwei Geldstticken werfen; dabei ergibt sich namlich 


zweifellos tw = 7 - An der ersterwihnten Stelle finden sich seine’ 


Angriffe gegen die geltende Lehre in dem Aufsatze yRéflexions sur 
le calcul des Probabilités“, p. 7—26, Paris 1761 im Zusammenhange 
dargelegt. Er behandelt zuerst den Begriff der mathematischen Er- 
wartung (diese Vorlesungen III*, S. 681), demzufolge, wenn p,, 9», 
p3,-.- die Wahrscheinlichkeiten des Kintretens verschiedener, mit den 
bezw. Gewinnen g,, 9, 93, .-. Verknipften Ereignisse sind, die mathe- 
matische Erwartung den Wert 9,9, + 92% +932, +:*: habe. Das 
Petersburger Problem (ibid..S. 633) muB als Sturmbock gegen die 
Regel dienen, den Einsatz dieser Gréfe gleich anzunehmen: Paul solle 
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dem Peter J geben, wenn dieser bei seinem ersten Wurfe mit einer 
Miinze Kopf werfe, dagegen 2, 4, 8, 16,..., wenn Kopf erst beim 
gee, gee gem 5 |. Warfe erscheine. Peters Einsatzy mfiBte ) 


1 1 1 1 
Le Se ee Oe eee 


und so ohne Ende weiter, miBte also co sein. Das widerspricht dem 
gesunden Verstande; wer wirde selbst nur eine maBSige Summe 
als Kinsatz bei diesem Spiele wagen? Zur Erklirang dieses Dilemmas 
wurden am angegebenen Orte zwei Versuche angefahrt, der von Cramer 
und der von Daniel Bernoulli; hier stoBen wir auf einen dritten. 
D’Alembert schlieBt, daB wenn die Wahrscheinlichkeit eines Ereig- 
nisses sebr klein ist, sie gleich Null gesetzt werden mu8; man dirfe 
diese Wahrscheinlichkeit also nicht, wie die Theorie es vorschrieb, 
mit dem erhofften Gewinne multiplizieren, um die mathematische Er- 
wartung, dh. die Hdhe des Binsatzes zu finden. Ubrigens war 
d'Alembert nicht der Erste, der suf diese Idee kam; Nicolas L 
Bernoulli hatte 1709 dhnliches, aber vorsichtiger susgesprochen 
(Vorlesungen III?, §. 336, Anm. 3); und Buffon schlieBt in 
seinem ,.issai d’Arithmétique morale“ (Nr. VIII) aus der Betrach- 
tung der menschlichen Handlungen im gewéhnlichen Leben, dafZ man 


jede Wahrscheinlichkeit, die nicht gréBer als 5,, ist, gleich Null 


setzen kann und mu8; fir emen gesunden Mann von 56 Jahren sei die 


Wahrscheinlichkeit, binnen 24 Stunden zu sterben, gleich wr kein 


Mensch aber rechne mit dieser Wabrscheinlichkeit; jeder setze sie 
einfach =. Diese Anschauung wird von Condorcet (Essai sur 
Yapplication etc.; Préliminaire p. CVIII) einer kritischen Prtifung 
unterzogen und widerlegt. Buffon teilte seine Auffassung von kleinen 
Wabrscheinlichkeiten 1762 Daniel Bernoulli mit, der sie unter 
vorsichtiger Kinschrinkung als ,moralische Wahrecheinlichkeit“ gut- 
hieB. D’Alembert ist sich selbst fiber die Grenze, unterhalb deren 
die Wahrscheinlichkeit gleich Null gesetzt werden soll, nicht im 
klaren. | 

Es mag hier gleich erwahnt werden, daB Condorcet, ber 
dessen tragische Lebensschicksale wir spiter berichten werden, in der 
yHistoire de l’'Acad. de Paris“ 1781, p. 707 auf eine Analyse der | 
mathematisehen Erwartung 9,9, + 9.5 + 9.2, +°:- genau eingeht. 
Zuerst macht er darauf aufmerksam, da8 dieser Wert nur als Mittelwert 


Geltung hat. Ist p, = = > 9, = 1, 80 ist die mathemutische Erwartung 





= , trotzdem nur Gewinffe 0 oder 1, aber nie . vorkommen kénuen. Die 


“ 
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Regelung der Einsitze mu8 billigerweise so geschehen,- daB 1. der 
Fall, in dem weder Gewinn noch Verlust fir einen Spieler eintrifft, 
der wahrscheinlichste ist; daB 2. die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen 


oder zu verlieren, fiir beide Spieler = 3 wird. Man kénnte noch 


fordern, daB 3. mit der Anzahl der Spiele die Wahrscheinlichkeit 
waichst, daB der Gewinn- oder Verlustbetrag eine gegebene GréBe 
nicht tiberschreitet, oder daB 4. das Verhiiltnis dieses Betrages zum 
héchsten Gewinn oder Verlust ein beliebig kleines werde. Es zeigt 
sich, da8 durch die Gleichsetzung der mathematischen. Erwartungen 
beider Spieler die ersten beiden Bedingungen nebst der vierten erfiallt 
werden, und nur dadurch; daB dagegen 3. iberhaupt durch keine An- 
nahme erfiillbar ist. — Die Wirkung dieser Gleichsetzung tritt aber 
erst in der Folge vieler Spiele hervor. Ist die Wahrscheinlichkeit 
klein, so mu8 die Anzahl stark vergréBert werden. Besteht ftir A bei 
kleinerem Gewinn ‘gré8ere Gewinnaussicht, fir B bei griBerem Gewinn 
kleinere Aussicht, so wird bei Wiederholung des Spieles fir’ B mit 
wachsender Gewinnaussicht der Gewinnbetrag sich vermindern und fir 
A das Umgekehrte eintreten. Aus seinen Untersuchungen schlieBt 
Condorcet, daB beim Petersburger Problem die Gleichaetzung der 
rathematachea Pevartungen beider Spieler unstatthaft sei, weil ihre 
Anwendbarkeit erst bei co*-maliger Wiederholung des Spieles eintrete. 
— Um den Unterschied eines einzelnen Falles vom Durchschnitte 
einer Reihe von Fallen zu illustrieren, macht Condorcet darauf.auf- 
merksam, daB ein versténdiger Mann es sehr wohl ablehnen kann, 
eine Summe 8, fiir die Wahrscheinlichkeit p, eines Gewinnes von g, 
za geben, ablehnen kann, wenngleich b, < p,g, ist; wihrend er ande- 
rerseits ftir eine Summe 6, die Wahrscheinlichkeit p, eines Gewinnes g, 
erkauft, trotzdem 6, > p,g, ist; dazu wiirde susreichen, daB p, sehr 
klein und p, sehr gro ist. Kime kleine Wahrscheinlichkeit gleich 
Null zu setzen, geht nach Condorcet nicht an; es wiirde der gleiche 
Fehler sein, als wolle man eine entfernt beriihrende Tangente mit 
einer Asymptote verwechseln. — Ahnliche Darlegungen gibt Con- 
dorcet in dem Werke, auf dessen Besprechung wir bald eingehen 
werden, dem ,,Essaisur l’application de ]’Analyse a la probabilité des 
décisions rendues 4 la pluralité des voix“, Paris 1785; Discours pré- 
liminaires p. LXXII ff. und im Werke selbst p. 138ff In diesen kri- 
tischen Beleuchtungen beschiftigt er sich besonders mit den oben 
erwabnten Anschauungen Buffons, die er zuriickweist. Was flir die 
wirklichen Werte der Wahrscheinlichkeiten falsch ist, das kénne 
nicht dadurch richtig werden, daf man den wirklichen Werten falsche 
substituiere. 


eh era 
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Mit dem Petersburger Problem beschiiftigt sich auch Georg 
Christoph Lichtenberg, jingstes unter 18 Kindern eines Predigers 
bei Darmstadt, 1742 geboren. Er studierte in Géttingen unter 
Kastner Mathematik und wurde daselbst 1770 auBerordentlicher Pro- 
fessor. Er betiitigte sich vielfacl? schriftstellerisch, hauptsdchlich als 
Satiriker. Kérperliche Leiden verdtisterten seine letzten Lebensjahre; 
er starb am 24. Februar 1799. Im Jahre 1770 verdffentlichte er 
emmen kleinen, popular geschriebenen Aufsatz: ,Betrachtungen tiher 
einige Methoden, eine gewisse Schwierigkeit in der Berechnung der 
Wahrscheinlichkeit beim Spiele zu heben“*). In ihm legt er die Be- 
deutung und die Erklarungsversuche des Petersburger Problems dar. 
Er tritt ganz auf Bernoullis Seite und nimmt gegen d’Alombert 
Partei, tiber dessen Ansichten er sagt: ,Herrn d’Alembert entgegen- 
setzen, daB nach den Regeln der Combinationen kein Fall wahrschejn- 
licher sei als der andere, kommt mir nicht viel besser vor, als einem 
gelehrten Verteidiger der Dreieinigkeit die Beweise der Multiplikation 
entgegensetzen wollen“. Neues enthilt der Aufsatz nicht. 

Wir kehren zu dem Berichte iiber d’Alemberts Anschauungen 
zuriick: Spielt Peter mit Paul unter der Bedingung, da8 Peter 
210 Mark gewinne, wenn beim Werfen einer Miinze die Kopfseite 
erst auf den 100°" Warf fallt, so miaiBte der Kinsatz gemaB der mathe- 
matischen Erwartung gleich 1 Mark bemessen werden; trotz dieser 
geringen Summe wird Peter ihn nicht wagen, weil die Kopfseite 
nicht notwendig, aber doch sicher bereits vorher fallen wird. Des- 
halb mu8S man nach d’Alemberts Meinung zwischen dem unter- 
scheiden, was metaphysisch miglich ist, und dem, was physisch 
méglich ist. Zum ersten Begriffe gehért alles, was nicht widersinnig 
genannt werden kann, zum zweiten alles, was nicht allzu weit aus 
dem gew6hnlichen Laufe der Dinge heraustritt. So gehdrt es zu den 
metaphysischen Moéglichkeiten, mit zwei Wirfeln hundertmal hinter- 
einander ,Sechs—sechs“ zu werfen; physisch dagegen ist es unmdg- 
lich, weil es noch niemals aeschehen ist und niemals geschehen wird. 

Mit dieser Unterscheidung hangt folgendes zusammen. Die 
Theorie nimmt bei der Wiederholung von Ereignissen jede Kom- 
bination als gleich méglich und als gleich wahrscheinlich an, z. B. 
beim 10maligen Werfen einer Miinze das 10malige Auffallen von 
Kopf als so wahrscheinlich wie einen beliebigen Wechsel von Kopf und 
Schrift. Ist das berechtigt? D’Alembert glaubt es nicht: ist schon 
Q9mal Kopf gefallen, so ist es wahrscheinlicher, da8 das nichste Mal 


?) Auch abgedrockt. in Lichtenbergs physikalischen und mathematischen 
Schriften, Gottingen 1806, Bd. IV, S. 8—46. 
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Schrift fallt als wieder Kopf. Man sieht, daB dabei ein Einfluf 
sngenommen wiirde, den das voraufgehende Ereignis auf das fol- 
gende ausibt. Dieser Ansicht, die d’Alembert darch Scheingrtinde 
stiitzt, war-schon von de Montmort widersprochen worden; _,,die 
Vergangenheit entscheidet nichts f(r die Zukunft“ (diese Vorlesungen 
Iil?, 8. 335). Euler drtickt sich (Opuscula analytica II, 1785, p. 331 
bis 346) noch drastischer aus: dann mti8te auf jeden folgenden 
Worf jeder vorhergehende, wenn er auch vor hundert Jahren und an 
irgend welchem Orte geschehen wire, von Hinflu8 sein, ,ungefahr das 
Absurdeste, was man fiberhaupt ausdenken kann“. 

Den angenommenen EinfiuB fritherer Wiirfe auf folgende kann 
d'Alembert natiirlich nur hypothetisch angeben. Das tut er (Opus 
cules IV, p. 73) bei erneuter Behandlung des Petersburger Problems, 
indem er die Wahrscheinlichkeit daftir, erst beim n** Wurfe Kopf 


1 1 
fallen zu sehen, nicht — —, sondern ganz willktirlich = Fa + ah) 





oe 
oder auch = eras setzt; noch wunderlicher ist die Annahme 
1 am(1 + = i) , wo B und K Konstanten und g eine ungerade 
(K—n)? 


ganze Zahl bedeuten. Ein andermal (Opuscules VII, p. 39) nimmt er 
fir das Auffallen von Kopf beim 1, 2, 3', 4%, |. Wurfe die 
Wabhrscheinlichkeiten | 

1 i+ea 1+a+b) i+a+0b+¢e 

Eek ok Sa lee eae Near Bala 
an, wo a, b,c,... kleine positive GréBen sein sollen, deren Summe- 
die Einheit nicht erreicht. Diese Hypothesen sind nur darauf be- 
rechnet, den Hinsatz beim Petersburger Problem zu einem endlichen 
zu machen. Wissenschaftlichen Wert haben sie nicht. . 

Noch einen anderen Punkt hebt d’Alembert kritisierend hervor. 
Sieht man auf cinem Tische Buchstaben nebeneinander liegend, die 
das Wort ,,Constantinopolitanensibus“ bilden, oder die alphabetisch auf- 
einander folgen, so wird kein Mensch annehmen, daf sie durch Zufall 
so angeordnet seien, trotzdem die Wahrscheiulichkeit der beiden An 
ordnungen aus den auftretenden Buchstaben nach den Schulanschav- 
ungen nicht geringer sein soll, als die einer willkirlichen, regellosen 
Aufeinanderfolge. In den ersten. Fallen erkenne man eine Absicht, 
und eine solche miisse auch bei regelmaBigem Fallen der Miinze an- 
genommen werden. Mehrfaches Aufwerfen von Kopf hintereinander 
sei unwahrscheinlicher als Wechsel in den Flichen der Manze. | 

Solchen ketzerischen Ideen gegenitber verhielt sich die Mehrzahl 
der Mathematiker jener Zeit kth! ablehnend; sie erachtete es wohl der 
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Mihe nicht fdr wert, darauf cingugehen. D’Alembert beruft sich 
haufig suf die Zustimmung ,bedeutender Manner“, ,,bertthmter Ge- 
lehrten“, ,,hervorragender Mathematiker“, in deren Gesellschaft ihm 
aber selber mitunter nicht recht behaglich ist, wenn sie z. B. durch 
seine Einwiirfe die ganze Lehre der Wahrscheinlichkeitsrechnung als 
,zugrande gerichtet“ ansehen; aber Namen verschweigt er dabei. Da- 
gegen verschweigt er nicht, daB seine revolutioniren Meinungen auch 
vielen Widerspruch gefunden haben, daB sie , absurd“ und von Daniel 
Bernoulli ,lacherlich“ genannt worden sind. Wuchtig absprechend 
driickt sich L. Euler aus in den Opuscula analytica II, 1785, p. 331: 
»Mich schrecken“ (bei solechen Untersuchungen) ,die Eimwiirfe 
d’Alemberts nicht zuriick, der diesen Kalkiil-zu verdichtigen ver- 
sucht hat. Zuerst namlich hat dieser bedeutende Geometer die mathe- 
matischen Studien beiseite gelegt; jetzt scheint er sie sogar zu be- 
kimpfen, indem er unternommen hat, eine Reihe von Grundsitzen 
umzustiirzen, die auf das sicherste begrtindet sind. Den Laien mégen 
seine Binwiirfe gewichtig erscheinen, doch die Furcht liegt fern, daB 
die Wissenschaft selbst Schaden durch sie erleide.“ 

Daher ist es denn nicht verwunderlich, da8 d’Alemberts Ruf so 
ziemlich ohne Nachklang verhallte. Von den wenigen, die seinen Be- 
denken geneigtes Obr liehen, sei der Direktor der physikalischen Klasse 
der Berliner Akademie Nic. de Beguelin erwahnt. Er war 1714 
im Kanton Basel geboren, wurde Hofmeister des nachmaligen K6nigs 
Friedrich Wilhelm IZ. und starb 1789 zu Berlin. Er hat sich 
mit den metaphysischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
in zwei Aufsitzen der Mémoires de l’Acad. 4 Berlin, 1765 (1767), 
p. 231, und 1767 (1769), p. 381 beschaftigt. In dem ersten spricht 
er seine Ansicht aus: ,,.Die Wahrscheinlichkeitsrechnung gehért eben so 
sehr, ja vielleicht in héherem MaBe zur Metaphysik als zur Mathe- 
matik; diese liefert die Behandlung durch Rechnung, jene dic Grand- 
lagen, auf welche die Rechnungen sich griinden“. Im zweiten Auf- 
satze behandelt er eingehend, aber ohne begriindete Resultate das 
Petersburger Problem; er gibt eine ganze Reihe vop Lésungen, die 
das Gemeinsame thaben, vollig willkirlich zu sein. DaB Kopf erst 
beim ‘a Wurfe auffalle, soll beispielsweise die Wahrscheinlichkeit 


Sere haben. 

Auch der Marquis de Condorcet ging, wie wir bereits erwahnt 
haben, auf eine Priifung der d’Alembertschen Bedenken ein. Im 
zweiten Abschnitte der oben angeftihrten Abhandlung') geht Condorcet 


ee 





1) Hist. Acad. de Paris, 1781, p. 707. 
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auch auf die Frage nach den reguliéren Anordnungen gegebener Hlemente 
ein. Er betrachtet die beiden Reihen. — 


1, 2, 3, 4, 5, 6 7, 8 9 10; 
1, 3, 2, 1, 7%, 18, 23, 44, 87, 167; 


beide sind regular; jedes Glied a,,, der ersten ist nach dem Gesetze 
G,,9=2°4,,,—4, gebildet, jedes Glied 6,,, der zweiten nach dem 
Gesetze b,,, =5,,, +5, +5,_; + 5,3. Gesucht wird dar Quotient 
der Wabrscheinlichkeiten dafir, daB bei einer Fortsetzung der Reihen 
um g Glieder dieselben Geastae sich zeigen werden. Wie man sieht, 
ist die Frage merkwiirdig unbestimmt gehalten; die Behandlung des 
Problems durch Condorcet ist nicht minder unbestimmt. Wenn in 
einer Reihe je e aufeinanderfolgende Glieder einem Gesetze unterworfen 
sind, in einer zweiten je'e,, dann soll fa tes. . + ; den gesuchten 
“Quotienten geben. Fragt man nach diesem Quotienten bei g = ©, 


d. h. bei den ins Unendliche fortgesetzten Reihen, dann soll “77 





ciara in unserem obigen Beispiele also wegen e=2, e,=4 - 


der Wert = at 


Wie er, so trat Laplace, dem die aiinsesaaleaieiiatind 
viel zu danken hat, kritisch an d’Alemberts Bedenken. Pierre Simon 
Marquis de Laplace, 1749 zu Beaumont-en-Auge geboren, ent- 
stammte einer einfachen Familie. Er hatte die Schwache, sich seiner 
Herkunft zu schiimen; nur ungern sprach er von seiner Jugend. In 
der Ecole militaire caige sich schon frith seine mathematischen 
Anlagen. Er wurde zuerst Lehrer zu Beaumont, dann Professor an 
der feole militaire und 1794 an der Ecole normale. 1795 gehdrte 
er dem Bureau des longitudes an. ,ir bot das traurige Schauspiel 
politischer Schmiegsamkeit und Manteltragerei, die an Kriecherei 
streifte, and deren Anzeichen bis in die’ Vorreden seiner Werke 
drangen, die bei jedem Regierungswechsel geaindert wurden“ (La 
grande Encyclepédie). Bonaparte tibertrug ihm das Portefeuille des 
Innern, entzog es ihm wegen mangelnden Verwaltungssinnes nach 
sechs Monaten: ,er trug in die Geschafte den Geist des Unendlich- 
Kleinen* — und machte ihn zum Mitgliede des Senats. Unter 
Louis XVIII wurde er Pair de France und Marquis. Er starb im 
Marz 1827 zu Paris. 

In einer Abhandlung der Mémoires de math. Acad. R. Paris (année 
1773), p. 37—232, deren zweiter Teil der Wahrscheinlichkeiterech- 
nung gewidmet ist (p. 1183—163) geht Laplace auf die d’Alembert- 
schen Bedenken ein. DaB beim Wiirfeln friihere Ergebnisse auf fol- 


— Wabrecheinlichkeitarechnung. 229 


gende beeinflussend wirken sollen, weist er von der Hand. Auf eine 
spatere, scheinbare Einschrankung kommen wir bald zurtick. — Uber 
des ,.Constantinopolitanensibus“, das sich bei ihm in das Wort ,,[n- 
finitésimal“ umgewandelt hat, duBert er sich folgendermaBen: Wo 
wir Symmetrie bemerken, glauben wir an die Wirkung einer Ab- 
sicht, da sie fir die Hervorbringung der Symmetrie ‘wahrscheinlicher 


ist als der Zufall. Ist — die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, falls 


es ein Zufall, + seine Wahrscheinlichkeit, falls es eine Absicht her- 


vorgerufen hat, so ist dic Wahrscheinlichkeit des Bestehens und 
Wirkens einer Absicht?) 

| im oe 

i:nfi:m i+ n:m’ 

se wachst also mit m. Nicht weil die Symmetrie geringere Wahr- 
scheinlichkeit hat als ein unsymmetrisches Ergebnis, suchen wir eine 
Absicht bei Eintreffen der Symmetrie, sondern weil der Zufall un- 
wahrscheinlicher ist, als die Absicht. Hatte das Wort ,[nfinitésimal“ 
in keiner Sprache eine Bedeutung, so wiirde das dazu ndtige Arrange- 
ment der Buchstaben weder wahrscheinlicher, noch unwahrscheinlicher 
sein, als es jetzt ist; und gleichwohl wiirden wir bei der Zusammen- 
stellung keine besondere Ursache vermuten. Da das Wort aber in 
Gebrauch bei uns ist, so ist es unvergleichlich mehr wahrscheinlich, 
da8. eine Person die Lettern zusammengelegt hat, als daB ein Zufall 
sie so zusammenfigte, wie wir sie sehen. 

Ein weiteres Eingehen auf die philosopbischen Grpndlagen der 
Wahrsecheinlichkeitsrechnung miissen wir uns versagen. — 

Nach diesem Berichte tiber den Sturm gegen die Prinzipien 
gehen wir zu der Besprechung einer Bereicherung der Untersuchungs- 
methoden iiber, zumal da diese zeitlich mit der Periode beginnt, die 
wir behandeln. Daniel Bernoulli gehdrt das Verdienst, die Infini- 
tesimalrechnung den Zwecken der Wahrscheinlichkeitsrechnung dienst- 
bar gemacht zu haben. Bis zu ihm hatte ausschlieBlich das Fermat- 
sche Vorgehen Geltung gehabt, als Wahrscheinlichkeit den Quotienten 
aus der Zahl der giinstigen durch die Zahl der méglichen Falle zu 
nehmen, wobei man bei verwickelteren Aufgaben auf bedeutende kom- 
binatorische Schwierigkeiten stieB. Fiir diesen Quotienten substituiert 
Daniel Bernoulli den Quotienten aus den unendlich kleinen In- 


co 


4) Diese Rechnung benutz{ ‘die spiter zu behandelnde Bayesache ltegel 
tiber die, aus ihren Wirkungen zu erschlieSenden Ursachen, die Laplace in 
Ba. VI der Mémoires de l’Acad. de Paris dargestellt hatte. 
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krementen oder Dekrementen jener beiden GréSen, und ihn behandelt 
er dann nach den gewéhnlichen Regeln und Vorschriften der Analysis. 
Natiirlich ist dieses Verfahren nicht allgemein bei jeder Aufgabe an- 
wendbar. Bernoulli sagt daraber’): ,Man kann mit Nutzen die In- 
finitesimalrechnung verwenden, wenn nur die Aenderung, die eintreten 
kann, als unendlich klein ‘angesehen werden darf*. Das tritt z. B. 
ein, wenn aus einer Urne, die eine groBe Anzahl von Kugeln enthilt, 
einzelne gezogen werden; ,,denn dann kann die Hinheit als unendlich 
kleines Element betrachtet: werden; und man stiitzt sich auf die 
gleiche Hypothese, deren. sich die Mathematiker vor der Entdeckung 
der Differential- und Integral-Rechnung bedienten“. In der angeftihrten 
Abhandlung bespricht Bernoulli als Beispiel ein Problem, das er fir 
andere Zwecke braucht. Er behandelt es zuerst nach der alten und 
dann nach der bequemeren neuen Methode. Hs scheint uns geraten, 
erst spater dieses etwas komplizierte Problem mitzuteilen, und die 
Methode lieber an einem anderen, einfacheren darzulegen*). 

In einer Urne sind » weiBe, in einer anderen » schwarze Kugeln. 
Aus jeder wird eine Kugel gezogen und in die andere Urne gelegt; 
die Ziehungen erfolgen gleichzeitig. Dieselbe Operation wird von 
neuem und im ganzen r mal gemacht. Wie groB ist hinterdrein die 
wahbrscheinliche Anzahl ~ der weifen Kugeln in der ersten Urne? 


Die Verwendung der gewéhnlichen Methode gibt x - n[1 + (“— *\"}. 
Fiir ein groBes » kann man dies Resultat durch das bequemere 


er 
t= : [1 + e* | 


ersetzen. Hierauf ftihrt die neue Methode direkt. Es werden x und - 
y als stetig verinderliche GrdéBen betrachtet; dr, d. h. die Einheit, sei 
das Inkrement von r; es fragt sich, wie groB dz: dr ist. Die, mit 


der Wahrscheinlichkeit erfolgende Entnahme einer weifen Kugel 
uus der ersten Urne liefert das Dekrement (— 1) fiir dz; das mit der 
Wabrscheinlichkeit a erfolgende Hineinlegen einer weiBen Kugel 
in die erste Urne liefert das Inkrement (+ 1) fir dz; folglich wird 


az n—2x 
e124, ah yt eS. 





Diese Differentialgleichung liefert dann bei richtiger Bestimmung der 
Integrationskonstante wieder den Wert 


ee wee 


+) Novi Comment. Acad. Petrop. XII, 1766, 1767 (1768), p. 87—98. %) Ibid. 
XIV, 1769 (1770), p. 2—26. 
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so fafite ty 


Die Aufgabe wird nach der ali hin erweitert, da8 » Urnen mit 
je » Kugeln vorhanden sind, und da8 jede gezogene Kugel in die fol- 
gende der zyklisch angeordneten Urnen gelegt wird. Durch ein Mi8- 
verstandnis wurde Malfatti') su einer unberechtigten Kritik dieser 
Arbeit verleitet; nur in einem Punkte mtissen wir ihm beipflichten, 
daf namlich das angefihrte Bernoullische Problem nicht mit einem 
anderen identisch ist, von dem Bernoulli es behauptet. Malfatti 
selbst behandelt 20, aus der Bernoullischen Annahme folgende Pro- 
bleme auf elementarem Wege. 

_ Es sei noch erwihnt, daB D. Bernoulli sich der gleichen 
Methode bedient, um niherungsweise gewisse numerische Rechnungen, 
die infolge der Hohe der eintretenden Zahlen unbequem und langwierig 
sind, durch bequemere und ktirzere zu ersetzen. So verfébrt er in 
der ,,Mensura sortis“ usw. (Novi Comment. Acad. Petrop. XIV, fir 1769, 





p. 26) mit dem Ausdracke gq = ee a und findet, je nachdem er 2 
durch » +1 oder durch » — 1 ersetzt, 
qan qdn 
dg——says Und dg~— ym ii 
er nimmt die arithmetische Mitte der rechten Seiten, erhiilt 
dq=— _gqdn 
2n +4 
und kommt durch Integration auf 
1 
inet 


Das eben erwahnte allgemeine Approximationsproblem war hei 
der Behandlung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wie sie in unserem 
Zeitraum geiibt wurde, ein sehr naheliegendes und notwendig zu be- 
handelndes. Dies erkannte auch Laplace nach Bernoulli, wie es 
Stirling vor diesem erkannt hatte. Mit ihm beschiftigt sich La- 
place eingehend in dem ,,Mémoire sur les approximations des formules 
qui sont fonctions de trés-grands nombres“ ‘(Histoire de MAcadém. 4 
Paris 1782). Wir kommen spiter auf diese Arbeiten zurtick. 

Wenden wir uns wieder zu Daniel Bernoulli, so ist noch zu 
erwahnen, da8 er die erste Anwendung der Infinitesimalrechnung in der 
Wahbrscheinlichkeitslehre bereits vor der prinzipiellen, 1766 erfolgten 
Ankindigung und Darlegung schon 1760 ‘n dem Aufsatze ,,ssai 


1) Memorie mat. e fis. Soc. Ital. I (1782), p. 768. 
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d'une nouvelle analyse de la mortalité causée par la petite vérole ete.“ 
(Histoire de l’Acad.... & Paris 1760 [1766], p. 1—45) gegeben hat; 
und als Kritiker dieser Arbeit wendet auch d’Alembert (Opuscules 
_ Il, p. 26—95) dieselbe Methode an. - 

Wir wenden unsere Aufmerksamkeit nunmehr den Arbeiten zu, die, 
sozusagen, noch im Pascalechen Boden wurzeln und nach elementarer 
kombinatorischer Methode eine Reihe von Problemen behandeln, die 
den Mathematikern in den Gliicksspielen entgegen traten. Es ist 
natiirlich nicht unsere Aufgabe, jede kleinste derartige Arbeit zu be- 
sprechen; es reicht aus, die bedeutenderen unter ihnen hervorzuheben. 

Hinsichtlich der Spiele, die nicht alfein vom Zufall, sondern auch 
von der Geschicklichkeit der Spieler abhangig sind, macht Laplace 
(Histoire de l'Académ. Paris [1778], p. 230) folgende Bemerkungen: 
Es sei tiberaus unwahrscheinlich, daB beide Spieler die gleiche Ge- 
schicklichkeit besitzen; die des einen sei 1-+ «, die des anderen 
1—e. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daB der stérkere Spieler die 


beiden ersten Partien gewinnen wird, = zi (1 +)", die, daB der. 
schwichere sie gewinne, = z (1— a)? Nun weiB man von vorn- 


herein nicht, wer von den beiden Spielern der starkere ist; danach 
wird die Wahrscheinlichkeit, daB ein bestimmter unter ihnen beide 
ersten Partien gewinnt, gleich dem mittleren Werte, d. h. 


~ al) +(e) ]- 20+, 


Ohne Beriicksichtigung der Geschicklichkeiten wiirde sich = ergeben. 


Es ist also nack diesen Uberlegungen wahrscheinlicher, daB einer der 
beiden Spieler beide ersten Partien gewinnt, als daB der eine die erste, 
der andere die zweite gewinnt. 

Uber den Wert von « wei8 man zu Beginn der Spiele nichts. 
Das gibt nach mehreren Richtungen hin zu Untersuchungen Anlaf 
(Lc. S. 238ff.). Kennt man fiir « die Grenzwerte (0,..., q) und zu- 
gleich die Wahrscheinlichkeit w(a) daftix, da8 ein bestimmtes « auf- 

trete, dann ist der obige Ausdruck durch das Integral 


fivoa + a) da 


zu ersetzen, wohei #(«) so beschaffen sein muB, daB fi w(a)da = 1 
6 


ist. Es moége ein ftir allemal hier daran erinnert werden, da8 diose 
Schreibweise der Integralgrenzen in unserem Zeitraume noch nicht 


Wahrecheinlichkeiterechnung. 933 


eingefibrt ist. — Somit weist dieses Resultat darauf hin, das ,,Gesetz 
der Fehler“, d. bh. die Funktion » («) za bestimmen. Das unternimmt 
Laplace im weiteren Fortgange seiner Untersuchungen. Wir werden 
davon bald susfithrlich zu sprechen haben. : 

Die sweite Untersuchungsrichtung, suf die wir auch erst spater 
eingehen kénuen, ist die folgende: Die -anfangliche Unkenntnis der 
Geschicklichkeiten der Spieler wird im Verlaufe der Spiele einer 
grdBeren und gréBeren Kenntnis dieser Geschicklichkeiten darch den 
Ausfall der Spiele selbst Platz machen.. Hierzu gehirt die Méglich- 
keit, aus einem Ereignis auf seine Ursachen zu schlie8en. Das ist 
ein Problem, das in unserer Epoche zum ersten Male aufgestellt und 
_behandelt worden ist. | 

Es médge noch bemerkt werden, daB Laplace in diesem ,Mé- 
moire“ nicht bei zwei Spielern und zwei von ihnen zu spielenden 
Partien stehen bleibt, sondern die Anzahl sowohl der Spieler wie der 
Partien beliebig gro8 annimmt. Wir verlassen diese Fragen und 
gehen suf andere hierher gehérige Probleme ein. - 

Schon friher wurde (Bd. IIl?, 8. 338) erwéhnt, daB Moivre. 
1708 die Aufgabe erledigte, die Wahrschejnlichkeit 2u bestimmen, 
daB- mit einem gewéhnlichen Wiirfel in 8 Wiirfen mindestens 2 mal 
die 1 geworfen werde. Das Problem wird in unserer Epoche wieder 
aufgenommen, in erweiterter Form behandelt und gelést. Lagrange, 
der sich im zweiten Abschnitte seines Aufsatzes: Recherches sur les 
suites recurrentes ...ou sur |’intégration des équations linéaires aux 
différences finies at partielles; et sur l'usage de ces équations dans la 
théorie des hasards“ (Nouv. Mém. de l’Acad....& Berlin 1775 [1777], 
p. 183—272) mit verschiedenen Aufgaben der Wahrscheinlichkeite- 
theorie beschaftigt, stellt die Fragen allgemein so: Wie gro8 ist die 
Wabrscheinlichkeit dafir, daB ein Ereignis, dessen Kintreffen bei einem 
Versuche die Wahrscheinlichkeit p hat, in & Kinzelversuchen genau 
@ mal eintritt? — oder mindestens amal? Ferner: es kann bei einem 
Versuche dreierJei eintreffen: entweder, mit der Wabrscheinlichkeit p, 
das Ereignis A; oder, mit der Wahrscheinlichkeit q, das Ereignts B; 
oder, mit der Wahrscheinlichkeit 1 —p— gq, keins von beiden; wie 
groB ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dab in k Versuchen A min- 
destens anial und B mindestens } mal auftritt? oder, da8 A eher a mal 
eintritt als B seinerseits bmal? — Der Titel der Lagrangeschen 
Abhandlung zeigt deutlich die Hilfsmittel an, auf die sich die Lésungen 
der Aufgaben stiitzen, naémlich die rekurrierenden Reilen und die Dif- 
ferenzengleichungen. Hier kniipfen die Arbeiten Trembleys an. 
Hiner angesehenen Schweizer Familie entsprossen, war er, Jean, ge- 


boren 1749 in Genf, nicht der erste al ihren Mitgliedern, der sich 
Caxror, Geechichte der Mathematik Iv. 16 
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wissenschaftlich einen Namen errang. Jean sollte Jurist werden; 
allein, durch Mallet beeinfluBt, wendete er sich dem Studium der 
Astronomie und der Mathematik zu, ging 1794 nach Berlin, wo er 
. Mitglied der Akademie der Wissenschaften wurde, und starb 1811 
bei Verwandten in Siidfrankreich. Er empfand es -als unnitige 
Erschwerung, dab Lagrange urd Laplace bei der Behandlung relativ 
einfacher Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung Hilfsmittel ver- | 
wendeten, die — wie er sich ausdriickt — ,aus den _ tiefsten 
Eingeweiden der Intggral-Rechnung“ entnommen’ sind, und er 
stellt sich die Aufgabe, dieselben Fragen allgemein und ejementar 
,»methodo elementari“ zu behandeln. Das tut er in der _,,disquisitio 
elementaris circa calculum probabilium“, Comm. Soc. Gotting. XII, 
1793—1794 (1796), p. 99—-136. Wir gehen nicht naher darauf ein, 
da kaum etwas Neues geboten wird, und da die Nachteile elemen- 
tarer Behandlung meistens ihre Vorteile fiberwiegen, indem sie er- 
miidend lang und uniibersichtlich ist. 

Auch das Teilungsproblem findet sich unter den Problemen 
wieder, an die man in unserer Epoche herantritt. Die Frage kommt 
schon in der Ars conjectandi vor; sie lautet allgemein: ein Spiel 
wird vor seiner Beendigung abgebrochen; wie sind gerechtermaBen die 
Kinsiitze zu verteilen? Bei der Untersuchung eines solchen Pro- 
blems') kommt Nic. FuB mm einem Resultate, das von dem durch 
Jak. Bernoulli erhaltenen wesentlich abweicht. Es zeigt sich aber’), 
daB dieser Unterschied von einer nicht scharfen Fassung der Aufgabe 
herrithrt, so da8 in Wirklichkeit beide Forscher «urchaus ver- 
schiedene Aufgaben behandelt hatten. FuB selbst klart dies auf. — 

Eine andere hiufig behandelte Aufgabe ist die nach der Dauer 
von Spielen. De Montmort gab die Anregung dazu; und auch hier 
ist de Moivre als erster zu nennen, der sich mit entscbiedenem Er- 
folge des Problems annahm. Wir geben ihm folgenden Ausdruck: 
A besitzt a Marken, B deren b, und es besteht fiir 4 die Wahrschein- 
lichkeit p, im Hinzelspiele 2u gewinnen, fiir B die Wahrscheinlichkeit 
q=1—p. Der im Kinzelspiele Verlierende zahlt dem Gewinnenden 
eine Marke. Wie groB ist die Wuahrscheinlichkeit, daB in k Spielen 
einem der Spieler durch den Verlust aller seiner Marken die Fort- 
setzung des Spiels unméglich gemacht wird? In wieviel Spielen ist 
es gleich wahracheinlich, daB diese Beendigung eingetreten, oder da8 
sie nicht eingetreten ist? Auch hier haben Lagrange und Laplace 
allgyemeine Lésungen gelietert. Dia Lagrangesche Arbeit, in der 
das gegchehen ist, haben wir bereits erwahnt. 





—— ee 


") Act. Petrop. 1779, H, p. 81—92. *) Tbid. 1780, li, p. 91- -y6. 
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Die Entstehung des Genueser Zahlen-Lotto ist bereits oben (Bd. III*, 
S. 336) besprochen und seine Kinrichtung mitgeteilt; wir erwahnen 
dabei, daB Laplace (Mém. de Paris VI, 1774, p. 365) dieses Spiel 
als ,Lotterie der Militér-Schule“ bezeichnet,ghne einen Grund fiir diese 
Benennung anzugeben: Aus 90 mit den fortlaufenden Zahlen 1 bis 
90 bezifferten Marken werden 5 Gewinnmarken herausgegriffen. An 
diese Kinrichtung der Genueser Zahlen-Lotterie kniipfen sich mehrere 
interessante Fragen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Das Erscheinen 
‘ von 2 aufeinander folgenden Zahlen unter den Gewinnmarken heiBt eine 
Sequenz oder eine Folge. Wie gro8 ist die Wabrscheinlichkeit, dab 
bei einer Ziehung eine Sequenz auftritt? Euler hat dieses Problem 
in dem Aufsatze: ,Sur la probabilité des séquences dans la Joterie 
génoise“, Histoire de l’Acad. ... & Berlin 1765 (1767), p. 191—230 
aufgeworfen und erledigt. An gleichem Orte p.271—280 und im An- 
schlusse an diesen Aufsatz behandelt Beguelin die gleiche Frage in 
der Arbeit: ,,Sur les suites et les séquences dans la loterie de Génes“. 
Der Unterschied zwischen beiden ist nur der, daB Beguelin auch 
die Nummern 90, 1 als Sequenz auffaBt, also eine kreisartig ye- - 
schlossene Folge der Nummern annimmt. - Johann III. Bernoulli 
nimmt in einer schon friiher verfaBten, aber erst spater verdffentlichten 
Arbeit: ,Sur les suites ou séquences dans la loterie de Génes“ 
(ibid. 1769 [1771], p. 234—253) den gleichen Standpunkt ein wie 
Beguelin. Werden allgemein » Nummern angenommien, von denen r 
gezogen werden, so ist die Wahrscheinlichkeit bei der Eulerschen 
Annahme (° 7 : + ‘) : (") fiir das Nichtauftreten eimer Sequenz und 
njn—r—l1 
7A r—1 
gibt eine mechanische Aufstelluny der méglichen Ziehungen ohne 
Sequenz, die an die Hindenburgschen kombinatorischen Regeln er 
innert und ,,involutorisch“ genannt werden kann. Wir wollen an 
einem Beispiele zeigen. in welcher Weise Beguelin vorgeht. Fir 
n= 6 und 7 = 2 seien die sequenzlosen Ziehungen gegeben. Es sind 

13, 14, 15, 16, 24, 25, 26, 35, 36, 46. 

Um die fir n= 7 und ¢=2 au erbalten, behalten wir aus den sv- 
eben aufgestellten alle bei, die nicht mit 1 begimnen, also die sechs 
letzten, erhéhen jede eingehende Nummer um 1, so daB 35, 36, 37, 
4ii, 47, 57 entsteht, und schreiben eine 1 vor jeden dieser Kumplexe. 
Das gibt alle die sequenzlosen Kombinationen fiir » == 7, r = 3, die 
* mit einer 1 beginnen: 
135, 136, 137, 146, 147, 157. 


Unter jede dieser, allgemein mit a, 6, c bezeichneten Kombinationen 
16° 


)=(*) bei der Bernoulli-Beguelinschen. Beguelin 
r . 
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wird nun a+ 1, 6+ 1, e+ 1 geschrieben; unter die so entstehenden 
in eine dritte Zeile a + 2, b + 2, ¢ + 2, usf. bis in der letsten, dritten 
Nummer des Tripels die héchste Zahl 7 erreicht wird. Die vollstéin- 
dige Tabelle lautet dann # ) 


13, 136, 187, 146, 147, 157, 

246, 247, 267, 

357, | 
Das sind unter der Eulerschen Annahme die 10 sequensiosen Kom- 
binationen; die 7 Bernoullischen erhalt man durch Tilgung. der 
dritten, fiinften und sechsten dieser 6 Spalten. . Wie es sein mu, ist 
den obigen Formeln entsprechend - 


10— ("31") ond 7= eases | 


Laplace hat im ,Mémoire sur les suites récurrentes et leurs 
usages dans la théorie des hasards*') Probleme behandelt, die 
Euler in Zusammenhang mit der Genueser Zahlenlotterie bringt und 
in folgender Fassung vortrigt (Opusc. analyt. I, 1785, p. 331—346): 
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, da8 nach Beendigung einer ge- 
gebenen Anzahl von Ziehungen alle 90 Nummern als Gewinnummern 
zum Vorschein gekommen sind, oder gerade 89 von ihnen, oder 88, 
oder weniger? Wie groB ist die Anzahl der Ziehungen, nach denen 
die Wahrscheinlichkeit, daB alle 90 erschienen sind, ebenso gro8 ist 
wie die, daB sie nicht erschienen sind? Bei der ersten angegebenen 
Problemreihe figt Euler noch als erschwerenden Zusatz das Wértchen 
»Wenigstens“ ein: wenigstens 89, wenigstens 88. Ist # die Anzahl 
der Nummern, r die Anzahl der jedesmal gezogenen, & die Anzahl 
der Ziehungen, dann ist die Wahrscheinlichkeit daffir, daB in k 
Ziehungen jede der » Nummern erscheint 


n\ nm — 1\4 n\ (nw — 2\t n\t 

{(*) — 1 r + (3)( r =e] 21) 
Aus der Bédeutung dieses Ausdrackes schlieSt man den arithmetischen 
Satz, da8 der Dividend den Wert Null besitzt, sobald »>+r- k ist. 
Hierher gehért auch die folgende Aufgabe: Wie gro8 ist die 
Wabrscheinlichkeit daftir, mit einem Wirfel von » Flachen in q 
Wirfen einmal der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3,...% zu werfen? 
J. Trembley behandelt diese Frage") und gibt die Lésung induktiv 
ohne Beweis: Ist w die gesuchte Wahrscheinlichkeit, so findet er 


1) Mém. prés. p. div. Savans & ]’Acad. de Paris VI, 1775, p. 853. *) Arch. 
f. reine u. angew. Math. herausgeg. v. Hindenburg, 1799, Heft 10, 8S. 128 
bis 187. 
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l—w= 2, wo (q) der Koeffizient von zt in der, nach steigenden 


Potenzen von x fortechreitenden Entwicklung des Bruches eee 
—ANZ 


ist. Auch Laplace hat das gleiche Problem behandelt') und die 
Differenzengleichung hergeleitet, von der seine Lésung abhingig ist. 


Fir n= 2 gibt er w= 1 — att als Lésung, was mit dem Trom- 


bleyschen Resultate Seaslaeonil Der Laplacesche Aufsatz be- 
handelt in seinem zweiten Teile noch mehrere andere auf Spiele, ihre 
Dauer und ihr Abbrechen beziigliche Probleme. 

Von der Behandlung der Lotterien fibrt ein kleiner Schritt zu 
den sozialwissenschaftlichen Zweigen, die sich auf die Statistik stfitzen 
und der Mathematik als Hilfswissenschaft bedtirfen. Wir konnen nur 
in gréBter Kiirze auf diesen Gegenstand eingehen; behufs weiteren 
und fieferen Eindringens verweisen wir auf die Schnft ,Histoire du 
calcul des probabilités depuis ses origines jusqu’a nos jours“ par 
Charles Gouraud, Paris 1846, die gerade auf diese, der reinen 
Mathematik ferner liegenden Partien liebevoll eingeht. 

Eine Anzah] von Abhandlungen befaBt sich mit den verderBlichen 
Wirkungen der Pocken und mit der Schutzimpfung gegen sie. 
Daniel Bernoulli kommt in der Abhandlung: ,,Esgai d’une nouvelle 
analyse de la mortalité causée par la petite vérole et les avantages 
de Vinoculation pour la prévenir‘ Hist. de ‘Acad. & Paris 1760 
(1766), p. 1—45 auf diese, fiir die damalige Zeit eminent wich- 
tigen Fragen, und der Hauptzweck seiner Arbeit ist der, die durch 
die Pocken hervorgerufene erhéhte Sterblichkeit in den verschiedenen 
Lebensaltern zahlenmiiBig festzulegen. Das hatte durch eine sorgfal- 
tige Statistik ohne besondere Schwierigkeiten geschehen kénnen; aber 
es mangelte gerade ai den notwendigen statistischen Daten, und 
diese Liicke sucht D. Bernoulli durch Formeln auszufiillen, die auf 
Grand theoretischer Betrachtungen tiber Wahrscheinlichkeit aufgestellt 
werden, Bernoulli nimmt an, daB von je » Personen 1 von den 
Pocken befallen werde, und daB von je m Befallenen 1 daran sterbe. 
Die Zahlen m und » betrachtet er als konstant, d. h. als vom Alter 
der in Frage stehenden Personen unabhangig, und zwar setzt er 
#==8 und m= 8. Diese Annahmen schienen besonders fiir das frtihe 
Alter bis zu 25 Jahren durch die Erfahrung so ziemlich gesichert 
zu sein, boten aber der Kritik d’Alemberts willkommene Angriffs- 
punkte. : 

Nun mégen von einer Generation & Personen das Alter 2 er- 


1) Mémoires... Paris VII, 1778, p. 87—2382. 
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reichen, und unter ihnen s, die nicht von den Pocken befallen waren; 
dann stellt Bernoulli nach der oben dargelegten Infinitesimalmethode 
eine Differentialgleichung zwischen & x und s her, die durch In- 
i cal auf das Resultat 


oie te: 
| (m — 1)o*'* 41 
fiihrt. Bedeutet z die Zahl der unter den £& Personen im Alter x 
noch Lebenden unter der Annahme, daB die Pocken nicht vorhanden 
waren, dann folgt die Bestimmung 
mé tn 

(m1) 1 _ 
so daB also s =5-e" wird. Diese Formeln ftir s und ¢ erméglichen 
die Herstellung der gewtinschten Tabellen, sowie den SchluB auf die 
Nitzlichkeit der‘ Pockenimpfung, durch die das durchschnittliche- 
Leben der Bevélkerung verlingert werde. Auch hier setzt die Kritik 
d’Alemberts wieder ein und stellt, ohne den Nutzen der Impfung . 
zu leugnen, dem Interesse der Gesamtheit das des Kinzelnen entgegen, 
der lejeht durch die Impfung geschidigt werden kénne’). 

Seinem Programm gema8 geht J. Trembley unter Aufrecht- 
erhaltung der Hypothesen Daniel Bernoullis mit elementaren 
Mitteln an dieselben Untersuchungen in der Arbeit ,.Recherches sur 
la mortalité de la petite vérole‘ (Mém. de PAcad....& Berlin 1796 
[1799], p. 17—38). 

Fiir die Frage nach der mittleren Dauer der Ehen lag ebenso- 
wenlg susreichendes statistisches Material vor. Auch hier niuBte die 
Theorie aushelfen. Daniel Bernoalli fihrt das Problem in seiner 
einfachsten Gestalt — gleiches Alter der Gatten und gleiche Sterb- 
lichkeit fir heide Geschlechter — auf folgende Aufgabe der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zuriick (,De usu algorithm: infinitesimalis 
in arte conjectandi specimen“; Nov. comment. ... Petrop. XI, 
1766, 1767 [1768], p. 87—98): In einer Urne befinden sich 2n 
Karten; zwei von ihnen sind mit 1 bezeichnet, zwei mit 2,... zwei mit 
nm. Es werden m Karten gezogen. Welches ist die wahrscheinlichste 
Zahi von Paaren, die vollstandig in der Urne zuriickbleiben? Er findet 
emery teeta Die Ubertragung auf das Problem der Ehe- 
dauer ist naheliegend; Bernoulli fahrt es in der Arbeit: ,De dura- 
tione media matrimoniorum ...“ Nov. comment. ... Petrop. XII, p. 99 
ites in Jener einfachsten, sowie in all cemeinersr Form durch. Mit 

. Oiaicaina II, p. 26—95: Sur lapplication du calcul des probabilités de 
l'inoculation de la petite vérole. —— Ibid. IV, p. 288—841: Sur les calcule relatifs 
& l’inoculation. 
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&hnlichen Gegenstinden beschaftigt sich Johann UI. Bernoulli in 
der Histoire de l’Acad....& Berlin 1768 (1770), p. 384--403. 

In dholicher Weise behandelt D. Bernoulli die Frage nach dem 
Verhaltnis der Geburten von Knaben und Madchen, der schon -dé 
Moivre in seiner ,,doctrine of chances“, p. 243—254 naher getreten 
war. Bernoulli macht zuerst die Hypothese, daB das Uberwiegen 
der Knabengeburten lediglich Wirkung des Zufalls sei; dann die, duB 
in ihr ein Naturgesetz in Erscheinung trete:' ,Mensura sortis ud . 
fortuitam successiovem rerum naturaliter continyentium applicata“ 
Nov. comment.... Petrop. XIV, 1, 1769 (1770), p. 1--25 und ,Con- 
tinuatis argumenti...“ ibid. XV, 1770 (1771), p. 3—28; seine Unter- 
suchungen zeigen, daB die gréBere Wahrscheinlichkeit auf seiten der 
zweiten Annahme steht, d.h. daB eine natiirliche Ursavhe fiir die 
gréBere Anzahl der Knabengeburten vorhanden sei. . 

Kuler fragt nach der Sterblichkeit und nach der Bevélkerunys- 
zunahme (Hist. de l’Acad....& Berlin 1760 [1767], p. 144--164); 
hierauf griindet er Formeln zur Berechnung von Leibrenten, ein 
Thema, das ihn ibid. p. 165—175 beschiftigt. Es ist nicht méghch, 
noch angingig, in einer Geschichte der Mathematik alle, auf diese 
statistischen Fragen beziiglichen Arbeiten zu besprechen, bei denen es 
sich hauptsachlich um die Herstellung von Tabellen handelt, die 
praktischen Zwecken dienen sollen. Nur ihrer Verfasser wegen er- 
wahnen wir noch zwei Arbeiten; die eine von Lagrange: ,,Mémoire 
sur une question concernante les annuités“; Mém. de l’Acad.... & 
Berlin 1792, 1793 (1798), p. 225—246; sie behandelé fulgende Frage: 
Wieviel muB ein Vater jahrlich, so lange er lebt und mindestens eins 
seiner Kinder noch minorenn ist, als Pramie einzvhlen, damit nach 
seinem Tode, aber nur so lange bis alle seine Kinder majorenn sind, 
eine bestimmte Summe jahrlich den Kindern ausgezahit werde? Die 
andere Arbeit, auf die wir hinweisen wollen, stammt von de Con- 
dorcet: ,Snite du mémoire sur le culeul des probabilités“, Histoire 
de l’Acad....-& Paris 1782 (1785), p. 674. Sie behandelt die fol- 
gende Frage: Auf einem Grundstiick lasten Pflichten in Gestalt von Ab- 
gaben, die nicht zu bestimmten Zeiten fillix sind, sondern beim 
Eintritte von Ereignissen fallig werden, die in yewisser Weise vom Zu- 
falle abhingig sind; dazu gehort z. B. der Ubergany des Besitzes in andere 
Hande, sei es durch Verkauf, sei es durch Erbsrhaft. Diese Ereig- 
nisse kénnen demnach entweder nur médglicherweise eintreten oder 
auch notwendigerweise. Es soll der Ablésungswert einer solchen Last 
bestimmt werden. | ; 

_ Wir kommen nun zu der Darstellung eines weiteren, wichtigen 
Prinzips, das .der Wahrscheinlichkeitsrechnung neue Bahnen eréffnete. 
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Jakob Bernoulli hatte gezeigt, dab, wenn bei einem Versuche eins 
~ der beiden sich ausschlieBenden Ereignisse A, B eintreffen muB; wenn 
ferner die Wahrscheinlichkeit des ersten dabei gleich p und die des 
zweiten gleich g = 1—p ist; wenn endlich bei (m+) Versuchen 
A gerade mmal und B gerade nmal eingetroffen ist: daB dann der 
Quotient ~ sich bei wachsendem (m + 1) dem Quotienten 4 ohne 


- Aufhéren nihert. De Moivre hatte noch einen Schritt weiter getan, 

‘jndem er die Differenz der beiden Quotienten zwischen bestimmte 
Grenzen einschloB, die einander um so naher riicken, je gréBer die An- 
zahl der Beobachtungen ist. Bisher war also die Wahrscheinlich- 
-keit. des Ereignisses das Gegebene- gewesen, aus dem Schltisse fiber 
das Hintreffen des Ereignisses sich ziehen lieBen. Jetzt wird die um- 
gekehrte Frage aufgeworfen: kann man aus dem Kintreffen eines Er- 
eignisses seine Wahbrscheinlichkeit bestimmen? Implizite ist diese 
Frage bereits bei der Aufstellung von Geburtstabellen von Daniel 
Bernoulli (siehe oben) gestreift worden; mit vollster Kiarheit wurde 
sie von dem Englander Bayes aufgeworfen und behandelt. Laplace 
schreibt dartiber'): ,Bayes’ hat direkt die Wahrscheinlichkeit daftir 
bestimmt, daB die durch bereits vollzogene Versuche gegebenen Még- 
lichkeiten zwischen gegebenen Grenzen liegen. Er gelangt dazu auf 
—elegante und sehr geistreiche Art, die freilich ein wenig verwickelt 
ist.“ Uber Thomas Bayes’ Lebensumstinde haben wir nichts in 
Erfahrung bringen kénnen, auBer daB er Mitglied der Royal Society 
za London war und vor Ende November 1763 starb. Seine Ab- 
handlung: ,An essay towards solving a problem in the doctrine of 
chances“ wurde nach seinem Tode unter hinterlassenen Papieren ge- 
fanden und durch Vermittlung seines Freundes Richard Price 
(1723--1791), der sich durch Aufstellung von Lebensversicherungs- 
berechnungen als Fachmann bekannt gemacht hatte, in den P. T. 
LIL, 1763, p. 370%) verdéffentlicht; Price selbst schrieb eine Ein- 
leitung, Erlauterungen und Beweise zu dieser Abhandlung. 

Bayes beginnt mit der Fixierung des Problems: ,,Es ist bekannt, 
wie oft bei einer Anzahl von Versuchen ein Ereignis eingetroffen 
und wie oft es ausgeblieben ist; gesucht wird die Wahrscheinlichkeit 
dafiir, daB die Wahrscheinlichkeit seines Eintreffeis in einem einzelnen 
Versuche zwischen zwei gegebenen Grenzen liege“. 

Die Behandlung des Problems yeschieht auf geometrischem Wege. 
Auf eine rechtwinklige Tafel ABCD von der Linge AD =a wird 
eine Kugel geworfen, die in G zur Ruhe kommt; ihre Entfernung | 


1) Théorie anslytique dee probabilités, 8™* édit. Paris 1820, p. CKXXVI. 
*) Nebst Supplement P. T. LIV (1764), p. 296. 
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von AB sei c= AF= BH. Alle Werte von «<= 0 bis  ~ a seien 
fir die Ruhelage der Kugel gleich wahrschemlich. Nun wird eme 
zweite Kugel auf die Tafel geworfen; ihre Ruhelage habe von AB 
die- Entfernung £. Der Wurf der zweiten Kugel finde (m + #) mal 
statt. Es soll, bevor die erste Kugel ge- 
worfen ist, die Wahrscheinlichkeit dafir 
bestimmt werden, daB x zwischen zwei: 
gegebene Grenzen 6= AK und c= AN | 
fallt, und daB sich dann mmal § <x und 
nmal >a bei den Wirfen mit der 
zweiten Kugel herausstellt. Bayes zeichnet | 
fiber AD eine Kurve mit der Ordinate ~ 
y = 2°(a — x)? und zeigt, daB die gesuchte 
Wabrscheinlichkeit, abgesehen von einem konstanten Faktor, 
= KJMNK 
wird. Nimmt man ) = 0, c =a, so wird die Wahrscheinlichkeit 
= AJEMDNKA 

Da diese Wahrscheinlichkeit — 1, d. h. GewiSheit wird, so bestimmt . 
sich dadurch der konstante Faktor. Daraus folgert Bayes: Wissen wir,. 
daB bei den (m+n) Wirfen der zweiten Kugel mmal £ <2 und 
nmal § > 2 gewesen ist, dann wird die Wahrscheinlichkeit dafir, daS 


b<x<e ist gleich dem Quotienten der Flichen KJMNK und 
AJEMDA, oder in unserer Schreibweise 





Fig. 2. 


[re —axidz 
b 


Jf x? (a — x)'dx 
g 


Man kann Laplace nur beistimmen,; wenn er diese Schlitsse ein 
wenig verwickelt nennt. * 

Laplace stellt seinerseits das Prinzip, auf das sich die Unter- 
suchung der Wahrscheinlichkeit von Ursachen aufbaut, an den Beginn 
seiner Abhandlung'). Er gibt ihm die Form: Ist ein Ereignis A die 
Folge einer der » Ursachen B,, B,,..., B,, derart daB jedes B, dem 
Kintreffen von A die Wahrscheinlichkeit , erteilt, dann ist die 
Wahrecheinlichkeit dafir, daB B, das Kintreffen von A hervorgerufen 
hat, w,: Zw, Laplace erklirt dies Prinzip an einem Beispiele: Es 


") Mémoires... Acad. des sciences & Paris VI (1774), p. 621. 
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saien zwei Urnen 3B, und B, vorhanden; B, enthalte p weiBe und 
q echwarze Kugeln: B, enthalte p’ weiBe und g’ schwarze. Aus einer, 
aber unbekannt aus welcher Urne werden (f+ h) Kugeln gezogen; 
dabei sind f weiBe und h schwarze herausgekommen. Wie groB ist die 
Wahrscheinlichkeit, daB sie aus B,, wie groB die, daB sie aus B, ge- 
zogen wurden? Das Ziehen der f weiBen und h schwarzen Kugeln ist 
das Ereignis A; die Wahl von B, oder die von B, die Ursache; , wird 
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, wenn es aus der Wahl von 
B, stammt, und w,, wenn es aus der von B, stammt; also ist, wie 
Laplace angibt, 

| C+>)'(p+a—f—h)ipigt 


M1 (pF a)! (p— A @— IFA 
— Sti td --f—A)ip't¢! 
P+ qv —Ni@ —AIfia 
Die Wahrscheinlichkeit dafir, daB B, die Ursache des Ereignisses 
war, ist dann ees 

Laplace geht darauf zu der Aufgabe iiber: wenn eine Urne un- 
endlich viele weiBe und schwarze Bille in unbekanntem Verhiltais 
enthilt, und wenn bei der Ziehung von (p+ q) Kugeln p weiBo und 
q schwarze erschienen sind, wie groB ist die Wahrscheiulichkeit, daB 
eine neue Ziehung eine weiBe Kugel liefern wird? Hier ist die An- 
zahl der méglichen Ursachen, dem unbekannten Verhiiltnisse ent- 
sprechend, unendlich groB. Als Resultat ergibt sich fir die gesuchte 


Wabrscheinlichkeit - ort — Unter den gleichen Verhiltnissen 


kénnen die Zahlen » und g so hoch genommen werden, daB mit einer 
an GewiBheit streifenden Wabrscheinlichkeit behauptet werden kann, 
das Verhiltnis der weiBen zu samtlichen Kugeln der Urne liege 





und ebenso 





Wy 


° Pp = Pp * 4. ° 
zwischen g4— 2 und ppg t% Wo @ beliebig klein gemacht 
werden kann. — Auf diesen wichtigen Satz war auch Price (1. c. 


LIV, p. 317 Anm.) schon gekommen; da Laplace in seiner ersten 
Publikation 1774 weder Bayes noch Price erwiahnt, 1a8t sich wohl 
annehmen, da8 ihm ihre Untersuchungen damals noch unbekannt 
waren; zum ersten Male werden beide englische Mathematiker im Zu- 
sammenhange mit Laplace in der Inhaltsangabe erwahnt, die der 
Arbeit des franzisischen Forschers in der Histoire de l’Acad.... 
Paris 1778 (1781), p. 43 vorausgeschickt ist. Die Arbeit ist von 
1780 datiert. Zu ahnlichen Resultaten gelangt auch Condorcet, 
auf dessen Leistungen wir bald genauer einzugehen haben werden, in 
einem Aufsatze der Hist. de )’Acad.... Paris 1783 (1786), p. 539. — 
J. Trembley hat sich ebenfalls mit diesen Fragen beschiftigt, wieder 
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in der Absicht, ohne Verwendung der hdheren Mathematik die Re- 
sultate abzuleiten, wie wir das schon friiher erwahnten. Seine Arbeit 
De probabilitate causarum ab -effectibus oriunda“ findet sich in den — 
Comm. Soc. Reg. Gotting. XH, 1795—1798 (1799), p. 64—119; sie 
vermeidet tiefer liegende Hilfsmittel nur auf Kosten der Kiirze und 
Ubersichtlichkeit. 

Im vierten Abschnitt seines ,,Mémoire sur le calcul de probabilités“ 
Histoire de l’Acad. des sciences & Paris 1783 (1786), p. 539 stoBt auch 
Condorcet auf diese Fragen. Er macht auf folgendes aufmerkeam. 
Wenn bei 100000 Versuchen das Ereignis A 51000mal und das Ereig- 
nis B 49000 mal eingetreten ist, so wird dag Problem iiber die Wahr- 
scheinlichkeit des Ausfalls der weiteren Ziehungen verschieden sein, 
je nachdem jene 51000 Ereignisse stattgefunden haben; wenn namlich in 
je 100 aufeinander folgenden Versuchen darchschnittlich 51 mal A und 
49mal B erschienen ist, so wird der gesunde Verstand andere Er- 
wartungen tiber die folgenden Ereignisse hegen, als wenn in den 
ersten Serien von je 100 Versuchen A stark tiberwogen hat, dann 
dieses Sherwiegen aber abnahm, und dafir allmahlich das Ereignis B 
haufiger und hiufiger auftrat. Bei beiden Annahmen gibt die Bayes- 
sche Formel jedoch das gleiche Resultat. Sie erscheint daher nur 
dann anwendbar, wenn die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A 
wenigstens durchschnittlich den gleichen_Wert beibehilt. Auf die 
Faille, in denen das nicht eintrifft, wendet Condorcet seine Aufmerk- 
samkeit. Er stellt analog der Bayesschen Formel zwei andere 
auf; die eine bezieht sich auf den Fall, daB die Wahrscheinlichkeit 
des Ereignisses A zwar verinderlich ist, jedoch nicht von der Folge 
der Versuchsausfalle abhingig erscheint; die zweite Formel laBt die - 
Wabrscheinlichkeit auch von der Folge der Ereignisse abhingig sein. 
Die Wahrscheinlichkeiten stellen sich als Quotienten aus vielfachen Inte- 
gralen dar. Sie liefern z. B. das Resultat: Ist A dreimal eingetreten, 


dann ist die Wabhrscheinlichkeit eines vierten Eintretens - == 08, 


wenn die Wahrscheinlichkeit konstant ist; a 


verinderlich, allen von der Folge der Ereignisse unabhingig ist; 


tote = 0,599, wenn die Folge des Ereignisses als auf die aurenen 


lichkeit wirkend angesehen wird. 

In der Abhandlung ,Mémoire sur les probabilités“ datiert vom 
19. Juli 1780 in der Hist....& Paris far 1778 macht Laplace 
darauf aufmerkeam, daB in gewieser Art, aber anders als d’Alembert 
es sich dachte, kiinfiige Ereignisse von fritheren abhingig erscheinen, 
insofern némlich als durch den Ausfall der fritheren die Anschauung 


== 0,607, wenn sie zwar 


“ 
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und die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit des Eintreffens der spéteren - 
korrigiert und erweitert werde. Im Artikel XIV dieser Abhandlang 
 heiBt es bei der Besprechung des Ausfalles fortgesetzter Spiele zweier 
Personen, da8 man durch die Folge des Ereignisse neue Aufschifisse 
tiber ihre Geschicklichkeiten erhalten kdnne, derart da8 sie bei un- 
endlich vielen Spielen genau bekannt werden. ,,Unter diesem Gesichts- 
punkte laBt sich nicht bezweifeln, daB frithere: Ereignisse auf die 
Wabhrscheinlichkeit spiterer EinfluB haben.“ 

Das gibt Laplace Veranlassung, diesen EHinflu8 zu untersuchen 
und so zu der Bayesechen Regel zu gelangen. Die dazu ndtigen 
Schliisse hat Laplace wiederholt vorgetragen. Wir gehen sofort 
darauf ein; nur erwiéhnen wir erst noch, daB in Artikel XVI der 
besprochenen Abhandlung dieser EinfluB an dem Beispiele zweier Spieler 
erlautert wird: B hat die erste Partie gewonnen, wie gro8 ist die 
Wahrscheinlichkeit, daB A die beiden folgenden gewinnt? Es stellt 
sich heraus, daB unter Bericksichtigung der Verschiedenheiten der 
Geschicklichkeiten diese Wahrscheinlichkeit kleiner als = ist. 

Laplace kommt in seinem ,,Mémoire sur les approximations des 
formules qui sgnt fonctions de trés-grands nombres“, Art. [V (Hist. | 
de l’Acad....& Paris 1783 [1786], p. 423), auf die Begriindung der . 
- ‘Bayesschen Regel zurtick und leitet sie mit gré8ter Einfachheit ab. 
Er geht dabei folgenden Weg: Bezeichnen e und E zwei Kreignisse, 
p und W ihre Wahrscheinlichkeiten, und hat das gleichzeitige Ein- 
treffen von e und von E die Wahrscheinlichkeit v, so ist v= p- V; 


p= — Die gesamte Theorie der Ursachen und der zukiinftigen Er- 


eignisse, erschlossen aus den bereits eingetretenen, flieBt mit groBer 
Leichtigkeit aus dieser Formel“ (p. 428). Namlich so: 

Es mége £ Folge eines der Hreignisse ¢,, ¢,, &,;..., €, SelM; 6, 
_ gebe dem Erscheinen von FE die Wahrscheinlichkeit a,. A priori 
migen alle e, gleiche Wahrscheinlichkeiten, d. h. jedes die Wahr- 


scheinlichkeit - haben; dann hat das Zusammentreffen von e, und EF 
die Wahracheinlichkeit —a, und daraus folgt fir die Wahrecheinlich- 
keit von E 

Vm — (a, +o +4, +-+++4,) 


Bezeichnet p, die Wahrscheinlichkeit, daB e, die Ursache von E war, 
und bedenkt man, daB —a, die Wahrecheinlichkeit des Zusammen- 


treffens von e, und E, also gleich v, ist, so wird nach der gbigen 
Elementarformel 
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= > = ~—__——_-- ea oe 
S4 ~ (+46 +: -+4,) a, +4 + + Gn 


Das ist die Bayessche Regel. 

Auch hier gibt Laplace ein sehr treffendes Beispiel: Eine Urne 
enthalt drei Kugeln, schwarze oder wei8e. Es wird blindlings eine 
. Kugel .gezogen; diese wird wieder in die Urne getan und dann eine — 
neue Ziehung vorgenommen. In m aufeinander folgenden Ziehungen sind 
nur weife Kugeln sum Vorschein gekommen. Wie groB sind die 
Wahrecheinlichkeiten dafiir, da8 die Urne nur weiBe, oder 2 weiSe 
und 1 schwarze, oder 1 weiBe und 2 schwarze Kugeln enthialt? - 
Nimmt man fiir ¢,, ¢,¢ diese 3 en so wird a 


% = (5) = (5) > wad 


3™ 08 mm 
er ir ’ ioe eee Pe ae 


Laplace bemerkt weiter, da8 die genaue Wahrscheinlichkeit der 
meisten einfachen Ereignisse uns unbekannt, also fir uns jedes Wertes 
zwischen 0 und 1 fahig sei. Sie heiBe 2; die Wahrscheinlichkeit 
von EF unter der Geltung von x sei {(z)dx; dann geht die obige Formel 
fir p, nach Erweiterung mit dx tiber in 


f BUA hata 


fre (a) dx 


und die Wahrecheinlichkeit, da8 2 zwischen den beiden Grenzen 0 
und 0, liegt, ist gleich dem Quotienten 


i Sf (x)da : Jf (x) dz. 


6 und 6, werden nahe dem Werte a, diesen einschlieBend, ge- 
wahlt, wo =a die Funktion f(x) zu einem Maximum macht; und 
dann 1a8t sich zeigen, wie die Wiederholung einfacher Ereignisse 
durch ihren Ausfall Schliisse auf ihre Wabrscheinlichkeit erméglicht. 

Laplace wendet dann die erhaltenen Theoreme auf das Problem 
der Knaben- und Madchen-Geburten an (vgl. S. 239) und benutzt fir 
die wirkliche Berechnung der -unbekannten Wahrscheinlichkeiten die 
in dem friheren Teile des Mémoire (Hist.... Paris 1782, p. 1—88) 
hergeleiteten Naherungsformeln fir die Integrale der angegebonon 
Formen. 


De eae as 
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Dann geht er auf weitere theoretische Untersuchungen dartiber 
ein, wie aus dem Vorkommen friherer Ereignisse auf das Kintreten 
spaterer Schltisse méglich sind. Ist g(x) die Wahrscheinlichkeit des 
zukiinftigen .Hreignisses, a priori betrachtet, und P die, aus'den be- 
obachteten friiheren Resultaten erschlossene Wahrscheinlichkeit, so 
ergibt sich 


P = lf (2)p (x) ax: Jf (x) dx. 


Auch diese Formel wird auf das typische Beispiel vom Ziehen einer 
Kugel aus einer Urne angewendet: ist einmal eine weiBe Kugel ge- 
’ gogen, dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir das weitere Erscheinen 
von » schwarzen Kugeln 
1 i - 
: ee ee: 
F= z(1—2x)"*dz feds sees mariage or 

Von der Methode der Bestimmung zuktinftiger Ereignisse durch 
den Ausfall fritherer macht Laplace auch in dem. Aufsatze ,Sur les 
naissances, les mariages et les morts & Paris“ (Hist. de |’Acad. 1773 
[1776], p.693—702) Gebrauch, um die Ergebnisse von Volkszahlungen, 
die in einzelnen Distrikten Frankreichs vorgenommen wurden, ver- 
allgemeinernd zu verwerten. Aus ibnen sollte die Bevélkerung des 
ganzen Reiches bestimmt werden. Das konnte mit Hilfe von Geburts- 
tabellen fiir das gesamte Gebiet, geschehen, wenn das aus jenen 
-Distrikten erhaltene Verhialtnis zwischen Geburten und Lebenden fir 
das Yanze Reich Giltigkeit @eanspruchen darf. Laplace erértert, 
mit welcher Wahrscheinlichkeit man eine solche Annahme machen 
diirfe. Er reduziert sie auf das Urnenschema: In einer Urne befinden 
sich unendlich viele schwarze und weiBe Kugeln in unbekanntem Ver- 
haltnisse. In einer ersten Ziehungsserie werden p weiBe und q 
schwarze Kugeln gezogen; in einer zweiten g, schwarze, wieviel weibe 
ist unbekannt. Dabei ist es am naturgemaBesten, anzunehmen, daB 
die Zahl p, der weiBen das Verhiltnis befriedigt p:q = p,:4,, also 


p= 7 wird. Es wird nun die Wahrschtinlichkeit P dafiir bestimmt, 
da8 fiir den wahren Wert p, die Eingrenzung ) ? 


PH a) <p, <PB $0) 
bei kleinem gilt. Bis auf GréBen der Ordnung o* wird 


Pmi- fae _— pagyet—, 
yn ate (« ieee) 
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Auch in dem Aufsatze der Histoire de !'Acad.... Paris 1778, p. 227 
geht Laplace auf das Problem des Geburtsverhiltnisses von Knaben 
und Madchen ausfibrlich ein. 

Hine weitere Frage zieht, sowohl wegen der Untersuchungen, zu 
denen sie in unserem Zeitraume selbst AnlaB gab, als auch wegen 
ihrer praktischen Wichtizkeit unsere Aufmerksamkeit auf sich. Zu- 
dem gab sie den ersten Ansto8 zur Theorie der Beobachtungs- 
fehler. Ist eine GréBe mehrfach beobachtet, dann werden die Re- 
sultate der einzelnen Beobachtungen i. a. nicht miteinander tiberein: 
stimmen, so z. B. wenn die Lange einer Strecke oder die (GréBe eines 
Winkels gemessen worden ist. Als das wahrecheinlichste Resultat . 
hat man dann, wenn die BeoDdachtungen als gleichwertig eingeschatzt 
werden, das arithmetische Mittel der Hinzelbeobachtungen angesehen. 
Es ist die Frage, mit welchem Rechte das geschieht. Davon war 
(diese Vorlesungen III*, S. 640—641) im AnschluB an cine Abhand- 
lung von Th. Simpson schon die Rede; Lagrange nimmt (Mis- 
cellanea Taurinensia V, 1770—1773, p. 167—232)'), wahrscheinlich ohne 
Kenntnis jener friiheren Untersuchung zu haben, das Problem wieder 
auf und flihrt die Behandlung ahnlich wie Simpson durch. Er setzt den 
wahren Wert der zu beobachtenden GréBe und die begangenen Be- 
obachtungsfehler als gegeben voraus, kann daraus das Mittel der Be- 
obachtungen berechnen und darauf hin bestimmen, mit welcher Wahr- 
scheinlichkeit das Mittel den genauen Wert gibt, und mit welcher 
Wabrscheinlichkeit bei seiner Annahme ein Fehler von gegebener 
GréBe begangen wird. Liegen z. B. Fehler nur von den GréBen 
+1, 0, —1 vor, gilt gleiche Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten 
von jeder der drei Sorten, und hat man n Beobachtungen gemacht, 
dann ist fiir die Annahme 

: _m= 1, 2, 3, 4 45, “6... 

die Wabrecheinlichkeit = 5555 7355 59> gas? iad? 7357 "7" 
dafiir, daB das Mittel den wahren Wert gibt. Es scheint auf Grund 
dieser Zahlen unvorteilhaft, die Anzahl der Beobachtungen tiber 2 
steigen zu lassen; allein, wenn man nach der Wahrscheinlichkeit fragt, 
daB der bei der Annahme des Mittels gemachte Fehler den Betrag 
. nicht fibersteigt, dann findet sich fiir die Annahme 

m= 1, 2, 3 4, 55, 6,... 

die Wahchunioheeit~ 24, S87, $18, 68, 08, aT, 

Es ist also in Wirklichkeit vorteilhaft, 2 als groBe und als gerade 


) Ueuvres publ. p. Serret, Ul, Paris 1868, p. 171. 
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Zahl anzunehmen.. In den ersten acht der zehn Probleme, mit denen 
seine Abhandlung sich beschiftigt, behandelt Lagrange den Fall, 

da8 eine endliche Anzahl diskreter Fehler begangen sei; von da. aus 
macht er den Ubergang su der, in der Natur begrtindeten Annehme, 
daB unendlich viele Fehlerméglichkeiten innerhalb gewisser Grenzen 
vorliegen. Am Schlusse der Abhandlung geht Lagrange direkt auf 
diesen natirlichen Fall ein. Dabei fihrt er den Begriff der Fehler- 
wahrscheinlichkeit ein, und sttitet diesen auf die gemachten Be- 
obachtungen; ist z die GréBe des Feblers, so ist die Feblerwahr- 
scheinlichkeit y hierfir gleich der Anzahl der Male, in denen «@ anf- 
getreten ist, dividiert durch die Gesamtzahl der Beobachtungen. In 
den gegebenen Beispielen wird einmal y als Konstante, einmal als 
y = cat. (p* — z*) angenommen, so daB hier die beiden Grenzen der 
Fehler — p und +p sind. Die zweite Hypothese fir y erklart La- 
grange fir die einfachste und naturgemaBeste, die man erdenken © 
kénne. Ein letztes Beispiel nimmt y = cat.cosz an. Auf eine- theo- 
retische Annahme, die zu. der jetzt aiblichen Feblerwahrscheinlichkeite- 
. fanktion fthren kénnte, geht Lagrange nicht ein. 

Von. ganz anderen Gesichtspunkten 1a8t sich Daniel Bernoulli 
in seiner ,Dijudic&tio maxime probabilis plurium observationum dis- 
crepantium atque verisimillima inductio inde formanda“ (Act. Acad. 
Petrop. 1777 [1778], p. 3—23) leiten. Kommen, so itiberlegt er, 
groBe Abweichungen unter den Beobachtungen vor, so werden mit 
einem gewissen Rechte die extremen Resultate weggelassen; das arith- 
metische Mittel verliert in solchem Falle seine Gitiltigkeit als wahr- 
scheinlichster Wert. Vor allem ist ein Gesetz fir die Wahrachein- 
lichkeit der Fehler, als eine Funktion ihrer GréBe, aufsusuchen. Falls 
z die GréBe des Fehlers und y die Wahrscheinlichkeit seines Ein- 
_treffens ist,.findet Bernoulli folgende Annahmen tiber y ndtig: 
8) y mu8 fir + und — x gleichen Wert haben; b) mit wachsendem 
2 mu8 y abnehmen; c) im héchsten Punkte der Fehlerkurve y = f(x) 
muB die Tangente parallel der z-Achse laufen; d) y=/(2) mu8 auf 
der z-Achse enden; e) die Tangenten in diesen Endpunkten miissen 
senkrecht auf der 2-Achse stehen. Uber d) und e) kann man ge 
teilter Ansicht sein; jedenfalls haben diese Hypothesen sich im Ver- 
sgaayt der weiteren eee nicht Garongcests: Als Fehler- 


deasen Radius bei jeder Untersuchung experimentell dadurch zu ane 
stimmen ist, da8 —r und +7 als Grenzen ftir migliche negative und 
positive Fehler genommen werden. Es kommt ferner noch auf die 


Lage des Halbkreises, d.h. auf die seines Mittelpunktes an, der so 
festgelegt wird: A, A4+a, 4+5,..., die nach steigender GréBe 
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geordneten Beobachtungen sind gegeben; x ist die Entfernung des 
Mittelpunktes von A; dann ist die Wabrscheinlichkeit des gleich- 
zeitigen Vorkommens der Fehler x, x — a, x — b, ... proportional zu 
dem Produkte Yr? — z?- Yr? — (7 — u)®- Vr? — (¢ — BP... = VQ 
Nun wird folgender SchluB gewagt: Da diese Fehler ja wirklich ein- 

getroffen sind, so ist ihre Wahrscheinlichkeit, wie Bernoulli be- 

hauptet, ein Maximum; man findet also z dadurch, daB man Q zu 
einem Maximum macht. Das fihrt bei » Beobachtungen auf eine | 
Gleichung des Grades (2n—1). Bei »=—1 und 2 liefert diese 
das arithmetische Mittel; bei » = 3 schon nicht mehr. 

In seinen Bemerkungen zur eben besprochenen Abhandlung greift 
Euler (ibid. p. 24—33) die eben hervorgehobene gewagte Behauptung 
D. Bernoullis an. Er selbst umgeht durch eine geistreiche Wendung 
die Auflésung der Gleichung des Grades (2n — 1) und zeigt, wie die 
einer. Gleichung dritten Grades in allen Fallen ausreicht. 

Auch Laplace nimmt in der oben erwaéhoten Untersuchung 
(Mémoires de l’Acad. des Sciences, Paris V1{1774], p.621) Stellung zu der 
Frage nach dem arithmetischen Mittel aus einer Reihe von Beobach- 
tungen. Er erklirt (p. 639), die Annahme, die auf das urithmetische 
Mittel fibrt, sei ,wenig nattirlich“ und halt es fir notwendig, bei 
feineren Untersuchungen von einer anderen Methode Gebrauch zu 
machen. Laplace setst die- Wahrscheinlichkeit eimes Fehlers von 
der GréBe x gleich f(x); dabei fordert er, daB f(-+ 2) = f(— 2) sei: 
ferner daB die a-Achse eine Asymptote der Kurve y = f(x) werde, 
und daB die von der x-Achse und der Kurve y = {(z) begrenzte Fliche 
die GréBe 1 oes Mit Hilfe einer ganz willkirlichen Annahme 


wird f(z) = -, 1 me-™ gefunden. Merkwiirdigerweise iibersicht La- 
place dabei, ‘a8 die erste seiner, fair f(x) saufyestellten drei Forde- 
rungen durch y= : me—™* nicht befriedigt wird. Zur weiteren Be- 


handlung der Frage verwendet er das von ihm aufgestellte Prinzip tiber 
die Wahrscheinlichkeit der. Ursachen und kommt auf einem, schon 
fir drei Beobachtungen recht komplizierten Wege zum Ziele. Die 
Bestimmung des Mittels ist selbst in diesem so einfachen Falle von der 
Lésung einer Gleichung 15°" Grades abhangig. Liner kleinen von 
Laplace berechneten Tafel entnehmen wir folgende Resultate: Sind 
die drei heobachteten Punkte A, B, C: wird siets AB=—1 gesetzt 
und dann BC =4q; hat endlich das Laplacesche Mittel M die Ent- 
fernung AM = + von A, so ergibt sich fir | 


q=Q - 01 ; 02 ; 08 ; O4 ; 0,5 : 06 3; 0,7 ; 08 ; 09 3; 1.0 
x == 0,860; 0,894; 0,916; 0,982; 0,944; 0,965; 0,965; 0,975: 0,984; 0,992: 1 
Carron, Geschichte der Mathematik Iv. 17 
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Aut mehr als drei Beobachtungen geht die Abhandlung bei der 
Schwierigkeit der Rechnungen nicht ein. 

Auch in seinem ,Mémoire sur les probabilités‘ vom Jahre 1785 
(Histoire de )’Acad.... Paris, 1778) behandelt Laplace diese Fragen. 
Er lést dabei znerst «das folgende Problem: ,,Es seien # positive, 
stetige Variable ¢,, %,..., 4, mit der festen Summe s gegeben. Das 
Gesetz, der Wahrscheinlichkeit fiir.das Kintreffen jedes einzelnen ¢, 
sei bekannt. Es soll die Summe der Produkte aller Werte einer ge- 
gebenen Funktion w(¢,, ¢,-.., ¢,) in die Wahrscheinlichkeit des Auf- 
tretens:des betreffenden Wertes ermittelt werden.“ Damit hangt aufs 
engste das, wie wir S.248 sahen, schon von Lagrange behandelte Problem 
zusammen: ,,Die Wahbrscheinlichkeit dafiir- zu finden, daB die Summe 
der Fehler bei mehreren Beobachtungen zwischen gegebenen Grehzen 
liegt, wenn das Fehlergesetz durch eine rationale ganze Funktion ge- 
geben ist.“ Auf die Entdeckung dieses Feblergesetzes geht nun La- 
place (I. c. S. 254; art. XI) aus. Er nimmt an, daB keine Fehler 
von héherem abeolaten Betrage als a vorkommen; ferner daB gleich 
groBe positive und negative Fehler mit gleich groBer Wahrscheinlich- 
keit auftreten; endlich daB die Wahrscheinlichkeit bei stetig wachsen- 
der FeblergréBe stetig abnimmt. Hierauf teilt er die Strecke, auf der 
die » Fehler als Abszissen reprasentiert werden, von 0 bis a in » 
gleiche Teile und errichtet in der Mitté eines jeden Teils ein Lot, das 
die entsprechende, zur Abszisse gehdrende Wahrscheinlichkeit dar- 
stellt. Da die Fehlerkurve mit der Achse eine Flache von konstantem 
Inhalte 1 bildet, so muB auch die Summe der errichteten Ordinaten 
konstant sein: diese Summe denkt sich jetzt Laplace auf alle mdg- 
lichen Weisen in » ihrer GréBe nach geordnete Lingenteile zerlegt; 
dann entspricht jeder solchen Zerlegung eine Fehlerkurve oder ge- 
nauer ein Fehlerpolygen. Yon allen médglichen, so konstruierbaren 
wird ein ,,mittleres“ Polygon genommen; und diese Annahme wird 
durch die Gleichberechtigung aller konstruierten Fehlerkurven be- 
griindet. Lat man dann » ins Unendliche wachsen, so gelangt man 
zu der Kurve, die das Fehlergesetz mit der gré8ten Wahrscheinlich- 
keit. darstellt. Laplace findet fir diese Kurve die Gleichung 


sa Ngee 
$a °8 = } 

Dabei ist jedoch anzunehmen, daB fir negative z in den Nenner des 
Logarithmus-Arguments die entgegengesetzt gleiche positive GréBe 
eingetragen wird. Uber die bei der Abszisse z= 0 auftauchende 
Schwierigkeit geht Laplace hinweg; ebensowenig stért ihn der Um- 
stand, daB fir 2 > a reelle negative y auftreten. 

Die erhaltene:- Lésung benutzt Laplace am Schlusse seiner um- 


e w 


‘Wahrscheinlichkeitarechnung. OBI 


fangreichen Abhandlung bei der Bestimmung des ~vorteilhaftesten 
Mittelwertes, der aus mehreren Beobachtungen 2u nehmen ist, also bei 
dem 8. 248, 249 besprochenen, schon von Laplace selbst, dann von La- 
grange, von D. Bernoulli und Euler behandelten Probleme. flier 
macht Laplace die erschwerende Voraussetzung, da8 die 2 einzelnen 
Beobachtungen eines Phinomens von x verschiedenen Personen her- 
rihren, also auch verschiedenen Fehlergesetzen unterliegen. Diese 
Gesetze seien durch y = g, (x), y = 9,(2),..-, ¥ = 9, (x) repriisentiert; 
die Beobachtungsresultate seien in steigender GrdBe angeordnet, und 
die Differenz des zweiten Resultats gegen das erste, des-dritten gegen 
das-sweite, usw. selen p,, p,,..., p,- Dann bezeichnet Laplace die 
_ Kurve 

B= Gy(Z) - Py(Dy —- 2). - Pal Pa — 2) 


als Kurve der Wahrscheinlichkeiten, .,courbe des probabilités*, und 
bestimmt als vorteilhaftesten Mittelwert den Wert x, der die zwischen 
der z-Achse und dieser Kurve gelegene Fliche halbiert. Dabei macht 
Laplace ausdrticklich darauf aufmerksam, daB der Begriff ,,Mittel- 
wert“ durchaus nichts fest Bestimmtes ist, indem ,,das mittlere Re- 
sultat“ einer Reihe von Beobachtungen auf unendlich viele Arten 


definiert werden kann. — Die einzelnen g unterscheiden sich nur durch 


die Werte des a@ voneinander, so da8 man hat 


1 1 1 
p, (2) = 2a, log =, 9, (2) _ 2a, log =, eer gy, (2) = a log a : 


Setzt man alle a gleich oo, so gelangt man zum arithmetischen 
Mittel. Das Gleiche tritt auch in einem allgemeineren Falle ein, den 
wir aber als zu verwickelt fibergehen. _ | 

Die vorgetragene Theorie wird endlich auch noch zur Ableitung 
einer Regel fiir die Korrektion von Beobachtungsinstrumenten be- 
nutzt. — 

Wir gehen nunmehr zu der Anwendung der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung auf soziale Fragen uber, auf Fragen Ober die Richtigkeit 


von Urteilespriichen, tiber Einftihrung von Gesetzen, fiber Hinrichtung. 


von Gerichtshdfen, iber Wahlen. Dieser ganze Zweig wurde haupt- 
sichlich von dem franzésischen Mathematiker Condorcet geschatfen 
und gepflegt, dessen wir bereits mehrere Male gedenken muBten. Da 
seine Leistungen hauptsichlich auf diesem Gebiete der Wahrschein- 
lichkeitsrechoung liegen, so haben wir den Bericht tiber seinen 
Lebenslauf bis hierher aufgeschoben. Marie-Jean-Antoine-Nico- 
las-Caritat marquis de Condorcet wurde am 17. September 1743 
in der Picardie als SproB einer altadligen Familie geboren. Seine 


Mutter erzog ihn, nach dem frithzeitigen Tode des Vaters, in frémmsten 
17° 


252 Abschnitt XXI. 


Anschauungen; acht Jahre hindurch trug er zu Ehren der Jungfrau 
Maria Midchenkleider; sein Erzieher war ein Jesuit. Im Collage von - 
Navarra widmete er sich mathematischen Studien und erhielt, sech- 
zehnjahrig, in. Paris seinen akademischen Grad. Durch seinen ,,Kasai 
sur le calcul intégral“ (1765) und sein ,.Mémoire sur le probléme des 
trois corps“ (1768) gelangte er zu .hohem Ansehen. 1769 wurde er 
zum Mitglied der Académie des sciences gewahit. Turgot und Vol- 
taire waren ihm eng befreundet; mit dem ersten betrieb er national- 
Skonomische Untersuchungen; mit dem zweiten behandelte er litera- 
rische Fragen. 1782 wurde er Mitglied der Académie francaise. Ks 
beseelte ihn eine durchaus liberale, fir die Fortschritte der Mensch- 
heit begeisterte, fiir die Verbesserung ihrer Lage eintretende Ge- 
sinnung. Unter und mit Turgot hatte er fir Reformideen gekampft, hatte 
* gegen die Sklaverei der Neger, gegen die Zuriicksetzung der Calvi- 
nisten geschrieben; er hatte dOffentlich gegen ungerechte Entechei- 
dungen des Parlaments, gegen ungerechte Verurteilungen der Gerichte 
protestiert. 1789 schloB er sich der Revolutionspartei an. Er wurde 1791 
zum Kommissar ‘der Schatzkammer ernannt, dann in die gesetz- 
gebende Versammlung gewahit und 1792 sogar Président derselben. 
Im ProzeB gegen den Konig stimmte Condorcet fir die harteste 
Strafe nach der Todesstrafe. Er stand auf der Seite der Girondisten 
und fliichtete, um der Verhaftung zu entgehen, 1793 nach ihrem Sturze. 
' Acht Monate hindurch lebte er in einem Verstecke in Paris und ver- 
faBte dort mehrere sozial-wissenschaftliche Schriften. Durch einen 
anonymen Brief gewarnt, verlieB er sein Asyl im April 1794, fand 
den Schutz, den er erhofft hatte, nicht, irrte zwei Tage lang umher 
und wurde als verdachtig in Clamart angehalten. Im Verhdr legte 
er sich einen falschen Namen bei.. Unerkannt wurde er nach Bourg 
la Reine transportiert und dort im Gefangnisse am niachsten Tage 
tot aufgefunden; wahrscheinlich hatte er Gift genonimen. Mehrere 
Monate hindurch blieb infolge des falechen Namens seiner Familie 
sein Geschick unbekannt; nur dank einer, beim Gestorbenen aufgefun- 
denen Uhr konnte seine Peraon festgestellt werden. 

Charakteristisch fir ihn ist das Wort d’Alemherts, das ihn 
als ,un volcan couvert de neige“ bezeichnete. Auch far seine wissen- 
schaftlichen Bestrebungen gilt d’Alemberts Ausspruch. Condorcet 
war von heiligem Eifer. fir das Wohl der gesamten Menschheit 
durchglitht und von ihrer unbeschriinkten Vervollkommnungsfihigkeit 
tiberzeugt, auf ethischem wie auf wissenschaftlichem Gebiete. Von 
diesen Gesichtspunkten aus ist sein Hauptwerk zu betrachten und zu 
beurteileh; ihm dient die Mathematik darin als Mittel, die Wohlfabrt 
und die Wahrheit zu fordern. Es trigt den Titel: ,Hssai sur l’appli- 
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cation de l’analyse a la probabilité des décisions rendues 4 {fa plura- 
lité des voix“ und ist im Jahre 1785 zu Paris erschieuen. Es be- 
steht aus einem ,Discours préliminaire‘ von 191 Seiten und dem .. 
eigentlichen Werke von 304 Seiten. Der ,,Discours“ liefert eime, dem . 
Werke parallel laufende, eingehende und erliuternde Inhaltsangabe 
unter Ausschaltung der mathematischen Ableitungen, die das Werk 
selbst gibt. Eine kurze Einfiihruny in die Grundsatze der Wabrschein- 
lichkeitsrechnung bildet den Anfang des Discours. Das eigentliche 
Werk zerfallt in vier Teile. 

Bei der Wahrscheinlichkeit von Entscheidungen beachtet Con- 
dorcet folgende Hauptpunkte: 1) die Wahrscheinlichkeit, daB eine 
Versammlung keine falsche Entscheidung abgibt; 2) die, daB sie eine 
richtige abgibt; 3) die, daB sie tberhaupt eine aby. bt; +4) die, daB 
eine abgegebene Entscheidung richtig ist. Dey Unterschied von 1) und 
2) liegt darin, daB 1) auch den Fall umfaBt, in dem keine Entschei- 
dung erfolgt. 

Im ersten Teile werden diese Fragen unter verschiedenen An- 
nahmen tiber den Abstimmungsmodus untersucht. Es wird der Reike 
nach voreausgesetzt: 1) die Anzah! der Abstimmenden ist ungerade; 
man sucht die Wahrscheinlichkeit ftir die Richtigkeit des Urteils, 
wenn nach absoluter Majoritaét beschlossen wird; 2) wenn eine vor- 
-geschriebene Majoritat von (2y, + 1) Stimmen zum BeschluB nétig 
ist; 3) wenn bei gerader Anzahl der Abstimmenden eine Majoritit von 
2q, Stimmen gefordert wird; +) wenn’ die Majoritét einen vorge- 
schriebenen Prozentsatz der Anzahl der Abstimmenden erreichen, 
oder 5) wenn die Majoritaét die Minoritét um eine vorgeschriebene 
Anzahl tbertreffen mu8; 6) wenn die Abstimmung so lange wiedér- 
holt wird, bis man eire vorgeschriebene Majoritét erhalten hat; 
7) wenn die Entscheidung von den aufeinander fglgenden Ab- 
stimmungen einer Anzahl von. Kirperschaften spas e gemacht 
wird, usw. 

Um ein Bild dieser Untersuchungen za geben, knipfen wir an 
die erste Annahme an. Es sind (2q + 1) Abstimmende vorhanden; 
alle haben gleiche Geistesscharfe, sind von gleichem Gerechtigkeits- 
gefiihle beseelt und die Abstimmung jedes einzelnen yeschieht un- 
beeinfluBt von der der iibrigen. Die Wahrscheinlichkeit, daB das Ur- 
teil des einzelnen mit der Wahrheit ibereinstimmt, sei gleich v 
(vérité); daB es falsch’ sei, gleich e¢ (erreur); also v-+e=1. Die 
Wahrscheinlichkeit, daB bei der Abstimmung mindestens (g¢ + 1) 
Stimme sich fiir die Wahrheit uusspricht, sf. V,; daB das Gegenteil 
eintrete, E,. Dann wird, _Wwie sofort ersichtlich ist, der Wert von if 
bestimmt als 


954 pore XXI. 
Vi wx yigt! (as ") ve + ‘es ') e2z-1)eF 4... af ‘ex ‘) vitter 


und duaraus leitet Condorcet den Ausdruck her 


Viwot+(o— e) [ve + (;)ote? + (3) ve +... + (a eter]. 


Ist » > ¢, so wichat V, zugleich mit q und wird gleich 1 fir g = oo 
Ist v <e, so nimmt V, bei wachsendem g ab und wird gleich 0 far 
q~=oo. Das rechtfertigt den SchluB: ,eine rein demokratische Ver- 
fassung ist bei Abstimmungen fiber Dinge, die den Horizont gewdhn- 
licher Leute tibersteigen, unter allen Verfassungen die schlechteste*; . 
denn bei der Mchrzahl des Volkes ist ja e>v.— Fir v =e wird 
VB a 

IV’, und E, geben die Wahrecheinlichkeiten ftir die Richtigkeit 
und die Unrichtigkeit eines abzugebenden Urteils. Ist: die Entachei- 
dung aber schon gefallt und die Majoritét, mit der sie eintrat 
== 2q, +1 bekannt, dann berechnet sich die Wahrscheinlichkeit ftir 
die Richtigkeit des abyegehenen Urteils folgendermafen: ftir die Rich- 


tigkeit sprechen 


(3 a ‘) vita, they, 
—T—- 4 
dagesen sprechen 


a) yim %, eit, +1 
I—-h , 
Chancen,. also ist die Wahrscheinlichkeit far die Richtigkeit und die 
Cnrichtigkeit des gefallten Urteils bezw. 

e — +1 . ae 1 +1 


In thnlieher Art wird a Problem unter der ‘aweien Annahme 
behandelt, daB eine Majoritat von 2g, +1 Stimme zum BeschluB 
notig ist. Dabei stellt sich heraus, daB bei e >e die Werte von V, 
zwar im allgememen mit wachsendem q zunehmen, da8 aber bei 
kleinen Werten von g Abweichungen von dieser Regel vorkommen 


kdnneu. So liefert bei v= 5, c= > und g,—3 der Wert g=19 den 


kleinsten Betrag fiir V,; diesen kleinsten Betrag, der eine Funktion 
von q ist, bezeichnet Condorcet durch M. Es ist bei diesem Ab- 
stimmungsmodus also nicht stets geraten, die Anzahl der apetimimen: 
den zu vermehren. 

Im ersten Teile geht Condorcet auch auf Untersuchungen fiber 
die Richtigkeit von Wahlen ein und zeigt, da8 eine durch Stimm- 
zettel erfolgende Wahl eines unter drei Kandidaten sehr wohl den 
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Ansichten der Majoritét,der Abstimmenden direkt entgegangesetzt 
sein kaun. Condorcet war nicht der erate, der auf diese Kompli-’ 
kationen hinwies; Jean Charles de Borda hatte svinen Ideen 
dariiber schon 1770 vor der Akademie Ausdruck gegeben. In der 
Histoire de l’Acad....& Paris wurde 1781 eine von ihm verfaBte, 
darauf beztigliche Abhandlung gedruckt (8.617: Mémoire sar les 
élections au secratin). Das folgende Beispiel mag die Schwierig- 
keiten, die bei der Wahl auftreten kénnen, erldutern. Von den drei 
Kandidaten A, B, C soll durch Abstimmung einer gewahlt werden. . 
Es sind 12 Wiihler vorhanden, die einzeln die drei Kandidaten in 
meas Hethentolg? der Wirdigkeit bringen 






woh 
mob 








ee 


C1 CY onl A ,A | 
Hat jeder der Wahler nur einem der Kandidaten seine Stimme su 
geben, so erhalt..4 5 Stimmen, B. 4 und (’ 3; somit ist A gewiahlet. . 
Legt man aber der dritten Stelle das Gewicht a bei, der zweiten das 
Gewicht « + 8 und der ersten das Gewicht a + 8 + y, so besitst A das 
Gewicht 12a + 68 + 5y; B das Gewicht 12a +-88 + 4y und C end- 
lich das Gewicht 12a@+ 108+ 3y. Je nach den-Werten, die «, B, y 
erhalten, kann man A oder C an erste Stelle bringen. So miBte 
fir B =.y der Kandidat C gewahlt sein. 6 = y ist Bordas Annahme, 
die offenbar ihrer Willkitr halber die Schwierigkeit nicht beseitigt. Con- 
dorcet heschaftigt sich eingehender mit der Hebung der Schwierigkeit, 
indem er die Wahrscheinlichkeit der Richtigkeiten der Gruppierungen 
heranzieht. Aber auch er scheitert an der Lisung des vollkommenen 
Widerspruches, der bei solchen Abstimmungen auftreten kann; wenn 
sich zB. bei der Abschétzung von je 2 der 4 Kandidaten unter sich 
eine Majoritéat fir jede der 6 Anordnungen findet, in denen das 
> Zeichen die Uberlegenheit andeuten soll: 

A>B;,A>C; A>D; B>C; D>B; C>D, 
so sind die drei letzten Beziehungen unvereinbar. 
~ Der zweite Teil des Essay liefert eine Umkehrung der Aufgaben 
des ersten Teils; dort waren v, g, g, bekannt, und es wurden V, und 
M gesucht. Hier nimmt man die letzten GréBen als bekannt an und 
bestimmt aus ihnen die ersten. Um diesem Zwecke za geniigen, 
werden die Formeln des ersten Teils naherungsweise aufgelést. Der 
Verfasser besch&ftigt sich dann cingehend mit philosuphischen Fragen 
fiber die Gruridgesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnuny und wieder- 
holt seine Kritik S. 223, 244 der Buffonschen Annahmen. 
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; Im dritten Teile werden zwei Probleme behandelt: durch Ver- 
suche soll die Wahrscheinlichkeit der Richtigkeit abgegebener Urteile 
bestimmt werden; und zweitens soll die Wahrscheinlichkeit festgelegt 
werden, die notwendig zu fordern ist, damit ein Urteil als gerecht 
angesehen werden kénne. Fir die Erledigung des ersten Punktes ist 
es nétig, die Wahrecheinlichkeit eines Ereignisses, das eintreten soll, 
aus dem vorhergehenden Verlaufe des Eintretens dieses Ereignisses 
zu bestimmen; und dies fthrt direkt~auf die Bayessche Theorie. 
Sie findet sich denn auch in dreizehn Problemen erliutert.. Wir 
fihren die ersten derselfen an. Von zwei Ereignissen, die so be- 
schaffen sind, daB bei jedem Versuche immer nur eins eintreten 
kann, aber auch eins eintreten muB, ist bei (m-+ 2) Versuchen das 
erste A mmal, das zweite B mal eingetreten; mit welcher Wahr- 
scheinlichkeit ist bei einem neuen Versuche A zu erwarten, wenn 
die unbekannten Wahrscheinlichkeiten x und 1—z von A und B- 
entweder I. konstant; oder II. verinderlich sind; oder III. wenn fiber 
ihre Konstanz oder Veranderlichkeit ‘nichts bekannt ist? — Bei der 
Besprechung des zweiten Punktes stellt Condorcet, tbnlich wie 
Buffon, ein Ma8 auf ftir die Wahrscheinlichkeit der Richtigkeit 
von Urteilen, mit der man sich begntigen miisse; er kommt. durch 
merkwiirdig verzwickte, an die Lebenshoffnung gekniipfte Betrach- 


tungen zu dem Werte aa = M. Setzt man eine Versammlung 


von 2g -+ 1 = 61 Abstimmenden: voraus, fir deren jeden v = = ist, 


so reicht eine Mehrheit von 2q, + 1 —9 Stimmen, um die Wahr- 
scheinlichkeit des Spruches > M zu machen. 

In der Einlejtung zum vierten Teile des Werkes gesteht Con- 
dorcet ein, daB die fir Abstimmungen gemachten allgemeinen An- 
nahmen: unverandertes v, gleiche geistige Stellung, gleiche Wabhr- 
heitsliebe, Freiheit von Beeinflussungen der Abstimmenden untereinander 
— sich allzuweit von der Wirklichkeit entfernen, und er unternimmt 
es, die wirklichen Verhiiltnisse mehr, als dies bis dahin geschehen 
war, in die Rechnung zu bringen. 

An, vier ausfihrlich besprochenen Beispielen versucht endlich 
der finfte und letzte Teil die Anwendung der aufgestellten Grund- 
satze zu zeigen. Die Durchftihrung ist so wenig.mathematisch, da8 
eine weitere Darlegung zu sehr aus dem Rahmen dieser Vorlesungen 
heraustreten wiirde. 

Es ist schwer, zu dem Werke Condorcets gerechte Stellung zu 
nehmen: ,,Bewundert viel und viel gescholten“. Rein mathematisch 
betrachtet bietet es schon so manchen Angriffspunkt; sein Haupt- 
mangel aber liegt in der Grundansicht, es kénne das verwickelte 
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Leben sich unter so einfache Annahmen einschniiren lassen, wie sie 
hier aufgestellt werden; einen anderen Mangel finden wir in der 
Dunkelheit seines Stils und in der Unklarheit seiner Ideen. Manche 
Beurteiler haben gemeint, Condorcet sei es gelungen, die Liicke 
auszuftllen, die der vierte Abschnitt der ,ars conjectandi“ Jakob 
Bernoullis aufweist. Dieser geniale Mann wurde durch den Tod 
gehindert, die Anwendung der Wahrscheinlichkeiterechung auf biirger- 
liche, moralische und wirtschaftliche Verhaltnisse zu liefern, was er 
beabsichtigte; Condorcet habe nach 72 Jahren die Gedanken Ber- 
noullis durchgefthrt. Andere Beurteiler finden Condorcet eher phan- 
tastisch als streng, eher enthusiastisch als wissenschaftlich scharf. 
Wir miiesen noch einen Blick auf die letzten beiden Artikel 
eines Condorcetschen Aufsatzes fiber die Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung werfen, deren erste Artikel bereits S. 243 besprochen sind. 
Diese beiden: tibrigen Artikel handeln aber die Wahrscheinlichkeit auBer- 
ordentlicher Ereignisse (Histoire de l’Acad. des sciences... Panis 
1783, p. 553, und 1784, p. 454) und fiber die Glaubwirdigkeit dahin 
gehender Zeugenaussagen. Die Ausftihrungen des ersten werden im 
zweiten zuriickgenommen, weil sie zu hypothetisch, zu schwierig, zu 
wenig dem gesunden Verstande entsprechend seien. Neue, ziemlich 
unverstindliche Betrachtungen werden an ihre Stelle gesetzt und 
2a einer Untersuchung fiber die wahrscheinliche. Regierungsdauer der 
sieben Kénige von Rom benutzt! Man kénnte es wirklich verstehen, 
wenn jemand solche Anwendungen als einen recht svhlechten Scherz 
auffaBte, nur dazu angetap,-die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu dis- 
kreditieren. 


Reihen. 


Wir gehen jetzt zur Theorie der Reihen fiber. Dabei macht 
sich eine, in der Natur der Sache liegende Schwierigkeit fihlbar, 
mehr als in den friiheren Epochen. Sie betrifft die Anordnung des 
Stoffes. Die Verwendung der unendlichen Reihen findet jetzt nim- 
lich nahezu in allen Gebieten der Analysis statt und nimmt an 
prinzipieller Wichtigkeit mehr und mehr zu; Differential- und Inte- 
gralrechnung, Differenzenrechnung, Funktionentheorie, Algebra waren 
ohne die Theorie und die Praxis der unendlichen Reihen eines weit- 
' tragenden Hilfemittels beraubt. Eine Darstellung dieser Gebiete, die 
die Reihen ganzlich ausschlésse und auf eine Sonderdarstellung ver- 
wiese, wire kaum denkbar. So muB es denn in gewissem MaBe dem 
Belieben iiberlassen. bleiben, ob die eine oder die andere Arbeit hier 
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unter der Theorie der Reihen oder an einer anderen Stelle besprochen 
wird, wohin sie dem Stoffe nach oder aus anderen Gritnden gebért. 

Ein Beigpiel fir das soeben Gesagte moge gentigen: Lagrange 
hat 1768") eine , neue Methode“ gegeben, um die literalen Gleichungen 
mit Hilfe von Reihen aufzulésen. Dabei gelangt er, ohne einen Be- 
weis fiir sein Resultat zu geben, za der wichtigen Formel, die als ,,La- 
grangesche Umkehrungsformel% seinen Namen trigt. Er bringt 
die Gleichumg mit der Unbekannten x auf die Form a—z + ¢(2) =0. 
Ist dann p eine Wurzel dieser Gleichung, #(p) eine Funktion von 
p und #’(z) die Ableitung von (x), dann wird nach seiner Formel 

iy, ; 
o(p) = o(2) + ¥'(2) p(x) + Stee 

+ Slee + aly 96 oar 

falls nach dem Differenzieren 2 tiberall durch a ersetzt wird. Diese 
Formel gehért ihrem Wesen nach zur Infinitesimalrechnung, ihrer 
Anwendung und Entstehung nach zur Algebra, ihrer Form nach zur 
Reihentheorie und ihrer Herleitung nach (wie wir frither 8. 216 
sahen) auch wohl zur Kombinatorik. — Dies mag gleichzeitig zur 
Erklérung dafiir dienen, daB wir die, auf den binomischen Satz be- 
ziiglichen Untersuchungen vereint an den Beginn der Besprechung 
tiber die Kombinatotik gesetzt haben; daB dort auf die Potenzierung 
des Polynoms und auf die formelle Umkehrung der Reihen eingegangen 
wurde. 

Was die Grundlegung der Theorie’ der inaddlichen Reihen be- 
trifft, so kénnen wir uns, ebenso wie im 109. Kapitel des dritten 
Bandes der Uherzeugung ‘nicht verachlieBen, daB bei auBerordentlich 
angewachsenem Reihenmaterial die Begriindung der Reihentheorie 
und zwar besonders die Begriffe von Konvergenz und Divergenz in 
Hinsicht auf Strenge noch fast alles zu wiinschen lassen. Selbst 
Geistern wie Euler und Daniel Bernoulli war es nicht vergénnt, 
sich zu korrekten suscnounges durchzuarbeiten; sie gerieten auf die 
seltsamsten Abwege. 

Hinsichtlich des Stoffes mag gleich hier erwahnt werden, daB in 
unserer Epoche die Reihen, die nach dem Sinus oder dem Kosinus 
der Vielfuchen eines Winkels fortschreiten, besonders die Aufmerk- 
sainkeit der Mathematiker auf sich ziehen und ein bevorzugtes Objekt 
der Untersuchungen werden: wir -stehen eben in der vorbereitenden 
Epoche fir die Entdeckungen Fouriers. 

Ks mége nun die Besprechung der einzelnen, wichtigeren Arbeiten 

7 Histoire de l’Acad. de Berlin 1768, p. 251, insbefondere p. 274. 
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folgen. — Wir beginnen mit einer Arbeit von John Landen’), der 
1760 eine Methode angibt, gewisse Reihen zu summieren. Sie be- — 
ruht auf der gliedweisen Integration einer Reihe, deren Summe be- 
kannt ist, nebst zugehériger Bestimmung der Integrationskonstanten. 
Landen knipft dabei an die bekannte Entwicklung von 


log (1 + 2) 
an. Er findet Beziehungen zwischen Reihen von der Form 
ai gt gt 
att tate 
_ bei verschiedenen x. Bezeichnet wird 
PWM) Be ot Ea sae) 0G) a a 
Pt Aro te toe ; QF lt+ctetet ; 
Fe, (eee ae pe ae 
¢ ; 1 3* + 5" q* + ? 
dann beweist Landen, was Euler schon auf ses _ Wege in - 
ylntroductio in analysin“ hergeleitet hatte, da8 P™ — —, QU) = —- 
gD) an = ist. Weiter liefert er Formeln wie 
— PM — 2PM + i; 


8-32 
ca6.67 0 t:: 


sworn 5? = — x ist. Auch Reihen von der Gestalt 





Pm + 


1 1 1 x* 1 


ae ee 
1 1 8x? 1 
Pate Tt greg Tp 7 Tor t= 56 


werden bestimmt. 

Eine groBe Anzahl von Abhandlungen mehr oder weniger be- 
deutenden Inhalts fiber Reihen liefert Euler i seiner Unermiidlich- 
keit und seinem nie versiegenden Ideenreichtum. 

Durch einén gewissen geometrisch-asymptotischen ProzeB hatte 
Descartes die Quadratur des Kreises konstruktiv geliefert. Huler 
abertragt ihn ins Gebiet der Analysis*) und gelangt dabei zur Sum- 
mation der Reihe 


1 1 1 1 
tang p +5 tangy +> tang +9 +++: — 2 cotg2g, 


*) Ph. Tr. (London), Vol. 51; part II; p. 558.  *) Nov. Comment. Petrop. 
Vl, pro 1760, 1761, p. 157. 
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die er dann auch , wie f&hnlche Formeln, rein rechnerisch und 


- elementar herleitet. 


In einem anderen kleineren Aufsatze entwickelt Euler’) Be- 
ziehungen wie 
A tang = + A tang + Ateng ,+---+Atangs,+--- 


= A tang , + A tang, + A tang +-: 


1 % 
In diesen Formeln bedeutet, wie auch anderswo zu dieser Zeit, 
A tang@ so viel wie unser arctang 9. : 


Im Jahre 1765 beschiftigte sich Euler*) mit der Entwicklung 
der Potenz (1 + 2+ z?)" und insbesondere mit dem darin auftretenden 
Koeffizienten der Potenz 2". Bezeichnen wir ihn durch a,, so ist 


, (s\ (2-1 n\ (n— n\ (n— 8 eo 
m= TEGO )+G)(s ) +6)" ) +: 0 die Klammer 
die Binomialkoeffizienten in moderner Schreibweise angeben. Es 
gilt die Rekursionsformel (” + 1)4,,, = (2% + 1)a,,, + 3na,. 


Daraus folgt a, + a,2 + Gu? + az? +--+ = (1 — 22 + 32°) + End- 
lich wird die allgemeinere Potenz (a + bx + cx")* in &hnlicher Weise 
behandelt und auch bei ihr der Koeffizient von 2* untersucht. _ 
Im Jahre 1767 verdffentlichte der Italiener Francesco Luino 
oder Luini zwei Werke: ,,Delle progressioni e serie“ und ,,Sulla 
interpolazione delle serie e suo uso all’ astronomia“*), die mehr ihrem 
Titel als ihrem Inhalte nach hierher gehéren. Das erste beschiftigt 
sich eingehend mit der elementaren Arithmetik und Algebra, fihrt 
die Behandlung der positiveri -und negativen, der reellen und der ima- 
ginaren GréBen durch, lést die Gleichungen der niederen Grade, be- 
spricht die endlichen arithmetischen und geometrischen Reihen und geht 
dann zu den unendlichen Reihen fiber. Dabei verwertet Luino eine 
von Vincenzo Riccati stammende Idee‘). Die Summe der m ersten 
Glieder einer unendlichen Reihe sei S, die Summe ihrer (m— 1) 
ersten Glieder s, und das allgemeine m” Glied heiBe 7.. Dann ist 
T=S—s, Hat man andererseits 7 = A—a, wo A dieselbe Funktion 
von m, wie a von (m — 1} ist, so braucht A noch nicht gleich S za 
sein, man kann aber leicht S finden. Bedeuten naimlich 7’ und A’ 





1) Nov. Comment. Petrop. IX, pro 1763, p. 40. *) Ibid. XI, pro 1765, p. 124; 
vgl. den Aufsatz in den Opuscula analytica I; Petrop. 1788, p. 48. *) Luinow 
oder Luini (1740—-1792). Beide Werke erschienen 1767 zu Mailand. ‘*) Annali 
dei lettarati d'Italia; vol. I. ‘Modena 1756. 
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die Werte, die 7’ und A fir m= 1 annehmen, und setzt man 7” — A’ = b, 
dann ist S= A+. Riccati und Luino nehmen nun 8 als ge- 
gebene Funktion und bilden daraus das allgemeine Glied 7 = S — s. 
Dies gehért dann als -allgemeines Glied zu einer Reihe mit bekannter 
Summe. Als die praktisch wichtigsten Reihen werden die arith- 
metischen mit T =a + bm+cm’?+-*-+ dm", die geometrischen 
mit 7 =e" und die. gemischten mit 7 = (a+ bm +----+ dm*)e™ 
behandelt. Die Methode tragt aber weiter, wie an dem Beispiele 


J. Lu + Mm’ +---+ Re? | 
(4 + Bm)(4-+ Bim —1))...(4 + Bim — p+ bh) 
gezeigt wird. 

Nahm Luino die Riccatische frithere Arbeit als besonders 
wichtig in seine Darstellung auf, so veréffentlichte Riccati selber im 
gleichen Jahre neue Untersuchungen fiber rekurrente Reihen'). Schon 
1756 hatte er das allgemeine Glied einer rekurrenten Reihe aus der 
zwischen ihren Gliedern geltenden Rekursionsformet bestimmt. Hier er- 
ledigt er das gleiche Problem ftir allgemeinere Reihen, ftir ,rekurrente mit 
Appendix“. Bei solchen unterscheidet sich die Rekursionsformel da- 
durch von der ftir gewdhnliche rekurrierende Reihen, daB eine addi- 
tive Konstante als Appendix hinzutritt. So gehért die Reihe 0, 1, 1, 
2, 4, 9, 21, 50, 120,... su den rekurrenten Reihen mit Appendix, da 
fir sie a, = 2a,_, +4,_,—1 ist; das Glied —1 ist der Appendix. 
Auch fir solche Reihen bestimmt Riccati das aligemeine Glied. 
Dabei geht tr schrittweise vor, indem er zuerst Reihen ,,erster Ord- 
nung“ oder ,ersten Grades“, d.h. solche behandelt, bei denen die 
Rekursionsformel a, = ¢a,_,;+-@ ist. Fir sie findet er als allge- 

a | é 
meines Glied a, = a,—1+ 7 ies Dann geht Riccati su 
Reihen 2weiter Ordnung oder zweiten Grades tiber, d. h. zu solchen, 
bei denen a, = ¢u,_, + 8a,_, +4 gilt, wo ¢, s,a konstant sind, so 
daB jedes Glied aus den beiden vorhergehenden berechnet werden 
kann. Die Bestimmung von a, in independenter Weise wird auf die 
bei gewShnlichen rekurrenten Reihen zuriickgeftihrt, wobei dann eine 
quadratische Gleichung zu. lésen ist. Induktiv ergeben sich weiter 
die Resultate fir rekurrente Reihen mit Appendix beliebigen Grades. 

Im ersten Teile des zweiten Bandes der ,Opuscules mathéma- | 
tiques“ von d’Alembert*) findet sich als 35. Mémoire ein Aufsatz 
tiber die Reihen, deren erster Paragraph von Konvergengz und Divergenz 
unendlicher Reihen handelt, und sich insbesondere auf die Entwick- 


) Mém. préeentés p. div. Sav. Paris 1768, V, p.158—174 und auch Comment 
Bonon. V, 1767. *) Paris 1768, p. 171. : 
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lung von (1+ 4)" fir willkarliche m bezieht. Nach d'Alembert 
konvergiert (divergiert) eine Reihe an einer Stelle, wenn der Betrag 
jedes folgenden Gliedes kleiner (gréBer) ist, als der des vorhergehenden; 
er bemerkt dabei aber ganz zutreffend, daB die Reihe im Unend- 
lichen konvergieren mitisse, um richtige Resultate zu geben, und gibt 
fiir diese eigentliche Konvergenz als Kriterium an, daB der Betrag 
von « kleiner als 1 sein miisse; ,sonst liefert sie falsche Resultate, 
auch wenn sie bei |u!> 1 anfanglich konvergiert. Eine solche an- 
fingliche Konvergenz kann ‘sehr weit hinaus bestehen, z. B. bei 


(1 + 3004, wo die Divergenz erst mit dem 300% Gliede beginnt“. 


Er betrachtet eine Reihe als ,,vollkommen“, wenn ihre Glieder gleich 
vom ersten an abuehmen, und wenn sie samtlich das gleiche Vor- 
zeichen haben. Er zeigt, wie man bei (1 + p)™ stets ne erste asia 


verwirklichen kann, indem man z. B. (1.+ 1)? = -— =V 1— -—  setzt; 


oder indem man bei der Reihe sing =— = _= + eo --- fiir groBe 


xz besser (1 — 2x) einsetzt, wo # so gewahlt wird, da8 der Klammer- 
wert modglichst klein ist. 

Im Jahre 1769 beschaftigte sich Euler mit der Summation von 
Reihen, deren Koeffizienten mit den Bernoullischen ea eng zu- 


sammenhiingen ’). Statt der Bernoullischen Zahlen 4) 30) - xa? 


ap waa = reg . hatenehtet Euler ihre Produkte mit be%. den Zahlen 


6, 10, 14, 18, 22, 26, 30,...; er benennt diese Produkte &, B, ©, D, 
&, 3, G,..., so daB : 


691 


5 
U = 1, B=, cms, D= =, C= --, Ftp 


@ = 35,... 
wird, und geht von ihnen zu einer neuen Reihe von Zahlen 


1 2? 2. 
A= 1%, B=2B, C=26, D=-2, E-* &... 


fiber. Fair A, B, C,... bestehen zwei Sorten von Rekursionsformeln; einmal 


1 1 2 1 1 8 
Am, BeqAa—-q Cm B-TAt ay 


4 


fo... A 1 


und andererseits auch 5B=2A', 1C=4AB, 9D =4AC4+ 2B, 


oe 


) Nov. Comment. Petrop. XIV, pro 1769, p. 129—167. (Auf dem Titelblatt 
steht irrtiimlich 1759.) 
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WE=4AD+44BC,... Euler sucht nun die Summe 2 von 
Reihen zu hestimmen, die die Form haben 


aAxct+ BBat + yCr§ + dD 4+.---, 


' wo a, B: y, 8,°.. gegebene GréBen sind. Nimmt man z. B. 


a=Bory=d=---=1, 
so fulgt . | 
S = Ag+ Bot + O24 +--+ = (5-8 — Fat + aat—--) 


1 , 1 1 1 
2 9 © cotg x, 


und daraus erhailt man A— B+ C— D+4+.-.-- = wy . 
Ferner gibt dieselbe Formel durch Differentiation das Resultat 
; 
sing 


. A 1 1 i 
Eine andere Quelle fiir summierbare Reihen liefert die Formel 
(Bd. III, S. 678 dieser Vorlesungen) 


a AdX BdX , Cd'X 
25—2 {Xdo+X+4 dx 2 da’ + 9¢ dat 


hier ist ;das summatorische Glied“ X (ibid. 8. 657) eine Funktion von 
z, und S ist ~ 2X, wo die Summe tiber die Werte z=1, 2, 3,...% 


erstreckt wird. Zunichst setzt Euler X = — bei »> 1; dann wird 
- x 


Balt ott +s und man erhalt 


g—t4 2) ag hg BOF NOTE 
2x" (n—1)2"7) 2a"t! gag ts 
n(atity---(n tay . nint1)...Qn+6)D 
ee ts 2 ae “gier 


In dieser Formel ist O die Integrationskonstante, die durch besondere 
Annahmen bestimmt wird. Fiir «= 2 z. B. erhalt man 


214 4B, 6!C 1 
tt eet eg SR OF Het ges 
x” 1 . 1 
| = tat y—2(D'5)- 
1 
Far » — 4 ergibt sich 

414 6!1B. 8!C - ; (<1 
“Sa — ge t gigs 8! Batt — 3 — 22% — 62?( 5 =). 
ra 1 
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Setzt man den ,,terminus summatorius* X = logz, so ergibt sich 


A 23B , 41C 61D 1 
a gi tT gs gt TS = 1 — = log 2z. 








Dies dirfte zur Charakterisierung der Abhandlung ausreichen. — 
Euler hatte bereits in Kap. XIV der ,,Introductio‘ Reihen von 
der Form | | 
sina + sin(a + b) + sin(a + 26) +--+ + sin (a + nb) 
oder 
cosa + cos(a + b) + cos(a + 2b) + --- + cos(a + nb) 


summiert. Der Abbé Charles Bossut') léste im Jahre 1769 
vierzehn derartige Aufgaben wie .>(cosvqg)* fir x—1, 2, 3, 4; 
y= 


(cos vg sinvg)* usw. Diese Arbeit wirde kaum erwihnenswert 
eal 


sein, wenn sich nicht weitere, wichtigere Untersuchungen an sie 
angeschlossen hitten, auf die wir bald eingehen werden. 

Condorcet verdffentlichte im gleichen Jahre und im gleichen 
Bande*) einen Artikel ,sur la nature des-suites infinies“. Bediirfte 
es noch der Bestiitigung ftir unsere, oben (8S. 257) ausgesprochene 
Ansicht, daB Condorcet ein zwar ideenreicher, aber unklarer Kopf 
gewesen sei, so wiirde diese Arbeit sie liefern kénnen. Es gibt, wie 
der Verfasser meint, drei Arten von Reihen, solche wie / 

atbet+catt+tde+. 
fiir <1, bei denen der Rest unendlich klein or die gleichen ftir 
z> 1, bei denen der Rest unendlich gro8 wird, und solche wie 
a+bcosz+ccos2z2 + dcos3zx+-:--, 
bei denen der Rest endlich bleibt. Im ersten Falle ist die Reihe 
gleich der Funktion, aus deren Entwicklung sie entsteht, im zweiten 
Falle nicht*). Far diesen zweiten Fall gibt Condorcet als Beispiel, 


daB Itz+2+--J)+(-+tatat::) nicht durch 








ettan ehtia | atte 
: z—1 Te , 2£—1 
x 
') Histoire de l'Acad. & Paris 1769, p. 453. *) Ibid. p. 88. *) Die 


erste Anschauung trifft sich mit der Eulers, der sie aber auf alle Reihen be- 


Der dritte Fall ist der, daB eine gewisse endliche Anzahl von Funk- 
tionen durch ihre Entwicklung die Reihe gibt; ihre Summe dividiert 
durch ihre Anzahl liefert den Wert der Reihe. — Vollkommen un- 
klar sind die Darlegungen aber Transformation divergenter Reihen in 
konvergente. — Des weiteren integriert Condorcet Differential- _ 
gleichungen wie dyV1—2*=dz oder Funktionalgleichungen wie 
p(x + q) = (az) in Reihenform durch die Methode der unbestimmten 
Koeffizienten, wobei er darauf aufmerksam macht, daB die als Lésung 
vorausgesetzten Reihen mit den zu bestimmenden Koeffizienten die 
allgemeinste Form der Lésung haben miissen, wenn man die Auf- 
’ gabe umfassend behandeln will. Hat eine Differential- oder eine Fank- 
tional-Gleichung mehrere, ihrer Form nach verschiedene Lésungen, so 
miissen alle diese Formen beriicksichtigt werden. 

Wir kniipfen hieran die Erwahnung, daB Condorcet 1770 einen 
kurzen Beweis fiir die oben (S. 216, 258) besprochene Lagrangesche 
Umkehrungsformel gab"). Kine Verifikation des gleichen Satzes stammt 
von Andr. Joh. Lexell*). 

Wir kommen nun zu drei Arbeiten von Daniel Bernoulli, 
die gleichfalls die Prinzipien der Reihentheorie behandeln. Der Titel 
der ersten lautet: ,De sammationibus serierum quarundam incongrue 
veris earumque interpretatione atque usu“. Dieses ,incongrue verum“ 
‘ist ein charakteristischer Verlegenheitsbegriff, der sich glticklicher- 
weise nicht adiquat ins Deutsche ittbersetzen la8t. Reihensummen 
kénnen ,,in concreto“ falsch, ,in abstracto“ richtig sein, indem sie 
durch legitime Schitisse hergeleitet werden. So kann die Gleichung 


(1 er ees 


2 
als falsch aufgefaBt werden, da bei fortlaufender Summierung immer 
- nur 1 oder 0 herauskommt; — aber auch als richtig, da aus der 


richtigen Gleichung 3 ~1l—x+a—a2'+.--- fir «= 1 jenes 
Resultat entspringt; genau wie bei der, ohne Determination als richtig an- 
genommenen Gleichung — = = cos x + cos 2x + cos3z+--- firz=x. 
Setzt man endlich 1 —1+1—1+---=S, so wird 1 —S=S also 


wieder S = -. Unterstiitzt wird der Glaube an die Richtigkeit dieser 
sieht; die dritte mit der sofort zu besprechenden Daniel Bernoullis (vgl. 
Band II*, 8. 698). 

1) Miscell. Taurin. V, 1770, p. 7—9. *) Nov. Comment. Petrop. XVI pro . 
1771, p. 220. 3) Nov. Comment. Petrop. XVI pro 1771, p. 71; ibid. XVII pro 
1772, p. 3; ibid, XVII pro 1778, p. 3. 

Cawror, Geschichte der Mathematik IV. 18 
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Uberlegungen dadurch, da8 man aus solchen Reihen richtige Resultate 
herleiten kann, wie die Reihe ftir ; : = %. B. nach Integration bei z= 1 


den richtigen Wert von log2 gibt, und da ,ex falso veram numquam 
legitime deduci potest“. Bernoulli leitet dann 


(to 0S 110 ee 





oo| ms 


dagegen 


| eee erg ee ne) eee ee 
her; aus der Entwicklung | 


1 
bestimmt er’ : 
1 

a aa ea a ar 
usf. 


Im sweiten Aufsatze geht Bernoulli von der Reihe, wie Euler 
sie summiert hatte (siehe Band II? S. 717) 


cos z + cos2z% + cos3z +--- -~-+ 
aus, kommt durch Integration auf 
sing + > sin 2a + — sin 32 4---—C0—<2 
und bestimmt die Konstante der Leibnizschen Reihe fiir 7 = = als 


C= >; (@=0 liefert einen unrichtigen Wert far C). Iv satan 
Art geht es weiter auf 


008 2 + 3, cos 2a + 2, cos 3a 4---— tat ae + iat, 


usw. Die a. a. O. erwahnte Reihe 


= sine 
sing + sin2z + sin3a +--+ = Tres 

liefert durch Integration | 
cone +3 conte +5 cos3a+-- feel ad 


2 2(1—cosz)’ 

usw. 
Erst nach der Verdffentlichung ‘ies Arbeit hatte Daniel Ber- 

noulli die oben (8. 264) Pesprosnese Arbeit Bossuts kennen ge- 


lernt, in der die Summen > cos xq, = Sin 4 I) ++: abgeleitet waren, 


und untersucht in der dritten reer wie man vom Resultate Bossuts 
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sin q [1 -+ cosq — coang — cos(n + 1)q] 
1 — cos 2q aa. 


bei der Annahme # = oo zu dein Eulerschen Resultate 


sing + sin2q -+---+ sinng = 


: See 
-— gin g 


sing + sin2qg+--- 


i 1—cosq - 


kommen kénne. Er fragt sich: Was ist far sin cog, was filr coscog, usw. 
zu setzen, wo doch kein bestimmter Wert mit Notwendigkeit sich dar- 
bietet? Und er antwortet: ,,Gems8 der Natur des Unendlichen mu8 ein 
Wert genommen werden durch die Forderung, die gesunden metaphy- 
sischen Grundsitzen entspricht, daB alle mdglichen Werte in der gleichen 
‘Weise berticksichtigt werden: der wahre Wert mu8 daher gleich der 
Summe aller méglichen Werte, dividiert durch ihre Anzahl, sein, also 
= (©. Das ist rein metaphysisch, nicht geometrisch.“ In der Tat 
geht durch diese Annahme der Bossutsche Wert in den Eulerschen tiber. 
Diese Theorie beruht nach Bernoulli auf zwei Voraussetzungen; zu- 
erst, daB die Glieder der unendlichen Reihe in Perioden geteilt werden 
kénnen, die sich unendlich oft in gleicher Gliederfolge wiederholen; 
zweitens, daB die Summe der Glieder einer, also jeder Periode gleich 


Q ist. Die erste Annahme ist bei den Reihen =5(sin xq)’, <> (cos xq) 
erfillt; denn wenn auch @ kein aliquoter Teil eines Vielfachen der 
Peripherie ist, ,s0 kann doch die Periode als aus unendlich vielen 
Gliedern bestehend angesehen werden“. Die zweite Annahme ist 
nicht immer erfillt, 2° B. dann nicht, wenn (sin coq)’, (cos cog)’ auf- 
tritt. Bernoulli stiitzt sein Vorgehen auf die Analogie mit der 
Wahl eines Mittelwertes in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

In einer unmittelbar sich anschlieBenden Abhandlung*) behandelt 
auch Euler, aber von anderem Standpunkte aus die Summen 


(sin gy)‘ + (sin 2p)’ + --- + (sin mp) 
(cos py’ + (cos 2p)" +--+ + (cosng)’, 


die er durch Einfihrung von ExponentialgréSen statt der Winkel- 
fonktionen umformt und fir 1 = 1, 2, 3, 4 wirklich herstellt. Dann 
(§ 9) geht auch er 2u n= oo iiber. Dabei wahrt er Bernoulli 
gegeniiber seine eigenen Anschauungen iiber die unendlichen Reihen. 
»Der beriihmte Verfasser der vorstehenden Abhandlung gibt in diesem 
Falle die Summen sehr geistvoll auf Grund metaphysischer Uber- 
legungen an, bei denen wir uns in der Analysis durchaus beruhigen 
kénnten. Ich habe schon frtther, auf allerstirkste Griinde gestiitzt, 


und . 


4) Nov. Comment. Petrop. XVIII, 1773, p. 24. 
18* 
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darauf hingewiesen, da8 in diesen Fallen dem Ausdrucke ,Summo“ 
eine andere, der Analysis angemessenere Bedeutung beigelegt werden 
miisse. Diese neue Bedeutung mu8 meiner Ansicht nach so feat- 
gestellt werden, daB els Summe jeder unendlichen, konvergenten oder 
divergenten Reihe die analytische Formel angesehen wird, aus deren 
Entwicklung die Reihe entspringt.“ Auf die Fragen, ob stets eine 
und ob auch nur eine solche analytische Forme! vorhanden ist, geht 
Euler nicht ein. DaB tbrigens Euler doch nicht so ganz von der 
Richtigkeit seiner Anschauungen fiber die Reihen fiberzeugt war, liBt 
sich aus einer Stelle einer anderen Arbeit) entnehmen, in der er 
1—V2 + V3 — V4+ Vb —--- = 0,380317 ... berechnet. Da heiBt 
es dann, ,daB8 diese Gleichungen absolut richtig seien, mdchte ich 
weder hartnéckig noch mit Zuversicht behaupten“. 

Am Schlusse zeigt Kuler, wie man aus der bekannten Summe 

einer Reihe az + bs* + ce*° + ----+ As* durch Einfthrung von 


s = 2(cosg + V— 1 sing) 


die Summen 
az cos@ + bz* cos2q@ +---+ ha" cosnp 


und 
| ax sing + ba*sin2g +---+ ha sinng 
herleiten kann und wendet dies Verfahren aff a = b = cm--- mh = 1- 
and auf a—1,b=—,cm4,+-h—— on 

Wie Euler, so richtete sich auch Anders Johann Lexell, der 
gleichfalls Mitglied der Petersburger Akademie war, gegen die An- 
sichten D. Bernoullis®). Er bestreitet, daB von Perioden die Rede 
sein kénne, wenn qg zu 2 in irrationalem Verhiltnis stehe, und meint, 
daB selbst wenn cosnq fir » = oo gleich Null gesetzt werden diirfe, 
doch cosng + cos(n+1)q nicht auch gleich Null sei, wie Ber- 
noulli es angenommen hatte. Im letzten Punkte fibersieht er aber 
wehl die Begriindung, die Bernoulli seiner Annahme beiftgte. 

Aus dem gleichen Jahre stammt noch eine Abhandlung Eulers, 
die -erwahnt werden mag*). Euler setzt 


a(o+ 7) +qVin+ 3 (4- vi) (p — @ VEY = [n] 
uud stellt dann den Ausdruck [* + 2] durch [n + v] und [#] her; 


fernér den von [2%] durch [] usf. Ist [mn] der Wert, der aus [1] 
entsteht, wenn @ und 6 durch andere Werte a und Bb’ ersetzt werden, 





1!) Nov. Comment. Petrop. XVII, 1772, p. 178. *) Ibid. XVII, 1778, p. 37. 
*) Ibid. XIVII, 1773, p. 198. 
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Der italienische Mathematiker Ant. Mar. Lorgna verdffentlichte’) 
1775 eine Arbeit, in der er eine groBe Anzahl von-Reihen. gewissen 
Charakters summieren lehrte. Die Reihenglieder bestehen namlich aus 
Brtichen, deren Zéhler und Nenner Produkte aus Faktoren von der 
Form (a + bs) sind; dabei sind a und } fir alle Glieder der Reihe 
konstant, wihrend ¢ die Ordnungsziffer des Gliedes bedeutet, so daf 
ulso z= 1,2,3,... su setzen ist. Die Abhandlung teilt sich in finf 
Kapitel. Das greta besch&ftigt sich mit Reihen von der Form 


7 tapitepetapet a 
das zweite mit Reihen | 


Daa as <5 -(8, +8)? 


| wobei nacheinander r¢ = 2, 3, 4,.. co wird. Als Beigpiel diene ‘die 


; 1 1 1 
Reihe veto tot - + Saietote -. Im dritten Kapitel 


+2)p-* .. : : 
handelt es sich um Datta > im vierten Kapitel tritt 
noch ein zweiter linearer Faktor (b + 2) in bias re ua Das 
fiinffe Kapitel behandelt ie Summen 1 3 a+ or ato —~+°:: 


Die Berechnung seiner Summen griindet tery serant dat er das 
allgemeine Glied der Reihe als Integral darstellt, die Summe der Inte- 
grale bildet und das Resultat nach Méglichkeit vereinfacht. Dieser 
_ Methode werden wir noch mehrfach begegnen. 

Im gleichen Jahre 1775 gibt. Euler die Summation gewisser 
Reihen von besonderer Gestalt*). Es sind dies Reihen 


145(ite)talttetelt altetetelt 
die er der Abktrzung wegen durch iF ‘- ( oy bezeichnet. Ahnlich 


setzt er auch Ie 1 oe a --+, Ks gelten fir sie Re- 
: 3 
lationen von der Form | 


SO - fs SaQ- a Se 
So) + SG) SQ) fo SoS 


") Specimen de seriebus convergentibus. Verona 1775. — Giornale dei 
Letterati d'Italia XXIV, p. 79. *) Nov. Comment. Petrop. XX. 1775, p. 140. 
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Zum Teil beweist Euler diese Formeln, zum Teil stiitzt er sie nur 
auf unstrenge Induktion. . 

Da friiher die Behandlung der Kettenbriiche mit der der Reihen 
zusammengenommen wurde (III®, S. 693), so miissen wir uns, diesem 
Prinzipe treu, jetzt 2u emer Abhandlung von Lagrange wenden’), die 
sich auf die Verwertung der Kettenbriiche bei der Integration von 
Differentialgleichungen bezieht. Die Verwertung von unendlichen 
Reihen zu diesem Zwecke ist niherliegend; Lagrange benutzte sie 
schon frither; sie hat aber den Ubelstand, da8 auch rationale Lésungen 
in die Form unendlicher Reihen treten. Das fallt bei Kettenbriichen 
fort. Ist eine Differentialgleichang zwischen x und y gegeben, so be- 
stimmt Lagrange zunichst das Anfangsglied — der Entwicklung 
von y nach Potenzen vom z bei kleinen Werten dieser Variablen; 


dann setzt er y = iy in die vorgelegte Gleichung ein und erhilt 
1 
dadurch eine Gleichung zwischen x und y,; diese wird in gleicher Weise 
behandelt; sie fiihrt auf y, = ry usf. Man kommt sonach 
3 


guym—/1+8/1+6/14+8/---. Die & treten in der Form 
aaz* auf; der Exponent « wird durch eine Methode bestimmt, die 
als analytische Form des Newtonschen Parallelogramms bezeichnet 
‘werden kann; a wird durch Lésung einer i. A. linearen Gleichung 
gefunden. Als Beispiel behandelt Lagrange die Integration von 


my + (1 +2)$%—0 und kommt sur Kettenbruch-Entwicklung 
ne (m — 1) (m + 1) (m —2)x 
(1 + 2) —1tme/1—S=2 /1 + ee 1 SPE 
(m + 2)a° (m — 8)x (me +- 8)x 
sas oa coat 7s tet hclaabea ta oan 
Daraus ergeben sich weiter Kettenbriiche ftir I(1 + 2x), e* usw. Das 
Beispiel 1 — (1+ a*)$% fabrt auf 


a 3 2 3 
arctangee ao /1+ 5/14 5/1455 [14+ 75/1+---. 

_ Wenden wir den Blick nach England auf die Veréffentlichungen 
in den Philosophical Transactions der Londoner Royal Society, so 
stoBen wir auf drei Arbeiten iiber Reihen, die der Zeit nach hierher ge- 
héren. Ch. Hutton*) gibt bequeme, schnell konvergierende Entwick- 
lungen zum Zwecke der Berechnung von x, die sich auf die Formel 


oe 2. 2 : : 
arctangz = >—-= +=-—--- stfitzen und die Zerlegungen 


") Mém. de Berlin 1776, p. 286. *) Phil. Trans. London 1776, VI, part I, 
p. 476. 
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arctg] = arc tg > + are tg5 = 2are tang —- + are tang > meee 


benutzen. Diese Art von Zerlegungen wird eingehend untersucht; sie 
hiangt von den Werten = ab 





lftuo 
Fr. Maseres') wandelt die Reihe a — bx + ez? — dz + ex*—... 
fn die Mommie ee ee ee 
14+2 (t+)? (+z) (1+24 


kannten D’, D”, D”,... um; er will damit, wenn a >b >c>d>...; 
a—b>b—edSc—d,...,a—2b+e>b—2c+d>... usf, und 
“<1 ist, eine raschere Konvergenz der Reihe erzielen. Fir die 

D’, D’, D”,... findet er die Differenzen erstr, zweiter, dritter,... Ordnung 


b—c,b—2c+d, b—3ce+3d—e,---. 


Von dieser Umformung macht er eine Anwendung auf die eben be- 
sprochene arc tang-Reihe, sowie auf die Pendel-Schwingungsdauer. 

Kine sweite Arbeit*) von Fr. Maseres lauft darauf hinaus, da8 er fair 
die harmonische Reihe. z + = + = + = + = +--- als Annéherung 

ee : 
den Wert b[(1 —z) *—1] bei sehr groBen 6 benutzt. Far 5 setzt 
der Verfasser der Abhandlung 10" ein. 

Bossut gibt®) ohne theoretische Begriindung eine praktische 
Anweisung fiir die angeniherte Umkehrung von Reihen. Ein Beispiel 
wird am besten sein Verfahren erliutern: aus der Gleichung 
t=.2¢-+ 9 sinz soll 7 durch eine Reihe 


e=—t+Asiné + Bain2t+ Csin3t+ Dsin4t+.-.-- 


dargestellt werden. Bossut bricht die Reihe nach den hingeschrie- 
benen 5 Gliedern ab und bildet von der so entetehenden, als angenéhert 
richtig angenommenen Gleichung die 1., 3., 5. und 7. Ableitung; die- 
selben Ableitungen erhalt er aus der vorgelegten Gleichung als 


da 1 


da a Sanaty — n8ane3 4 ee 
ae a woe 1 —n cosz + n* cos*z — n® cos*s + n* cos*z : 


wo auch die weiteren Glieder unterdrtickt werden. Dann liefert ¢-~.2 = 0 
vier lineare Gleichungen, die zur Berechnung von A, B, C, D ausreichen. 

In dem gleichen Bande der Histoire de l’Acad. Paris‘) findet sich 
eine Abhandlung von Laplace, die sich mit Differenzenrechnung und 
mit Reihen beschiftigt. Ist « eine Funktion von a, a,, «,..., und 


*) Phil. Trans. London 1777, vol. 67, part I, p. 187. *) Ibid. 1778, vol. 68, 
p. 895. *°) Hist. de l'Acad. Paris 1777, p. 52. *) Ibid., p. 99. - 
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wird & = (4) + OQs99 + 27Qao9 + °° + dg + EM19 °° * Be 
setzt, wo («) den Wert von « fira =—«,=—a,=—---=( angibt, so 
findet man durch Differentiationen den Wert 


1 ( qt tmtmt:--. ) 
Tam, m:-- ainingt... da"da,da,™... 


Wenn dann etwa u= g(a +t, a,+4,, &+%,...) genommen wird, 
so ist offenbar a letzte KlammergréBe gleich 


isso gttntmt: “p(t, &,...) 
dt" dt," dt,™... dtd de®...’ 


man kommt somit auf die”’Taylorsche Reihenentwicklung. 
Nimmt mau « om ervinis einer GréBe z an, die durch die 


Differentialgleichung $ —_— = Pate definiert wird, in der g eine beliebige 


Funktion von z ntl ed kommt man auf Sbnliche Art 2a der 
Lagrangeschen Reversionsformel. Nach derselben Methode lassen sich 
viele andere, zur Differenzenrechnung gehdrige Formeln herleiten, die 
bereits Lagrange aufgestellt!) und zum Teil bewiesen hatte. 

Das Studium der Lambertschen algebraischen Arbeiten fthrte 
Euler zu der Aufgabe, die Lambertsche Reihenentwicklung der 
Wurzel einer trinomischen Gleichung zu verifizieren”). 

Es muBte dabei folgendes gezeigt werden: Wenn z eine Warzel 
der ‘trinomischen Gleichung (a — 8)v-2*t+? — 2*— a? bedeutet, so 
gilt ffir jedes » die Gleichung 


a = lineoe+— a (8 + a + B)v?+ 4 n(w +a + 28)(n + 20+ A)o? 


+a 0(n +a + 36)(n + 2a + 26) (m + Ba + A) u4 eeeee 


Euler geht bei dem Beweise folyéndermaBen vor. Er betrachtet die 
rechte Seite der zu beweisenden Gleichung als, Funktion von n, setzt 
sie gleich S(n) und zeigt, daB Sim — 8) — S(m — a) = (a — B) vS(n) 
wird. Diese Funktionalgleichung 148t sich integrieren und faihrt zu 
dem SchluBergebnis, daB S(s) = 2” ist. 

Fir a= 68 geht die trinomische Gleichung tiber in aes = OL. 
Man erhalt fir a = 1 





lies eer as ot FO Pp OTM ay. and 
ae" 1 2)? 8)* 
t) Mém. Acad. Berlin 1772. *) Nov. Comment. Act. Petrop. XX, 1775, 


pars II, p. 29. 


Reihen. 273 


Aus dem Jahre 1779 stammt eine umfangreiche, das Gebiet der 
Differenzenrechnung nahe berihrende Arbeit von Laplace’). Ist 
y, eine Funktion von 2, so heibt u =—y,+ y,¢ + y,0+---+y,0+4+--- 
die erzeugende Funktion von y,- Bezeichnen wir die Differenzen 
9n41 —~ Ve Ay,; AYe 41 < Ay, fre A’*y,; ... und setzen 


Vy, = ay, + by,.; + CYza3°' + Oe ans 
ee ce 


Insbe- 
sondere gehért V’y, zur erzeugenden Funktion us’. Wird i negativ, 
so treten Summen |>° statt der Differenzen A’ auf; «% (1 ~ 4)’ 


ist die erseugende Funktion von S‘y,. Hieraus folgt, daB V'y, 
durch einfache Entwicklung algebraischer Funktionen gefunden werden 


kann. Bildet. man z. B. u:f = u((1 + +) — 1) und entwickelt die 
rechte Seite, so entsteht 

Yn+5 = 9s a9 tAy, + HS) Ary, + DEN ary yor 
Dadurch, daB der Wert von y, +; auf diese Reihen-Form gebracht ist, 
hat man die Méglichkeit, fir + gebrochene Werte einzufiihren; das 
gibt also die Lésung der Interpolationsaufgabe ftir y,. -Laplace 
leitet auf diese Art sowohl bekannte, wie auch neue Formeln her. — 
In groBer Ausfiihrlichkeit werden in den Nummern II bis VIII be- 
‘ gonders wichtige Fille behandelt. In Nummer IX folgt die Trans- - 
formation von Reihen; ihre Besprechung wiirde uns zu weit fahren. 
— Auch auf Reihen von zwei Variablen geht Laplace ein. Er 
nimmt y,, als Funktion von « und o an und behandelt die ,rekurro- 
rekurrenten“ Reihen in &hnlicher Weise, wie er die von einer 
Variablen behandelt hatte. 

Die nachste, der Zeit wie dem Stoffe nach zu erwahnende Arbeit 
stammt wieder von Euler*). Sie beschiftagt - sich mit der Reihen- 
entwicklung des: Produktes 
(l—2)(1—2*)(1 — 2°) (1 — a4) --- . 

os 1 — ot — op + oe? + oe? — eB — gl +... 
Hierin haben auf der sais Seite die Exponenten die Form 


= (3n" + 1); 
und der zugehérige Koeffizient ist gleich (— 1)*. Diese shaped Be- 


z—r° 


dann ist ut’s* (+) die erzeugende Funktion’ von A‘V'y 


1) Hist. de PAcad. Paris 1779 (1782), p. 207. *) Act, Petrop. IV, 1780, 
pars I, p. 47. es 
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ziehung hatte Euler schon friiher in den Nov. Comment. Acad. Petrop. III, 
1750—1751, p. 155 induktiv hergeleitet und das Resultat in das 
Kap. XVI, § 323 der ,,Introductio in Analysin“ aufgenommen. Spiter 
hat er es in den Nov. Comment. Acad. Petrop. pro 1754, 1755, p. 75 
bis 83 bewiesen. Jetzt, 25 Jahre spiter, modifiziert er jenen Beweis. 
Jacobi beschiftigte sich 1840 eingehend mit derartigen Reihen, bei 
denen die Exponenten eine arithmetische Folge zweiter Ordnung 
bilden. Er stidB auf solche Entwicklungen in der Theorie der ellip- 
tischen Funktionen. Jacobi nimmt dabei!) ausdriicklich Bezug auf 
diese Eulerschen Untersuchungen, und gibt als interessante Ergin- 
zung zn dem Eulerschen Satze noch die folgende. Entwicklung der 
dritten Potenz der rechten Seite unserer letzten Gleichung 
(l—e¢—a'§4+ 2° 4 27 gt — 7 +..--)8 

= 1— 32 + 52° — Ta? + 92 — Ila +... 


hier haben die Exponenten der rechten Seite die Gestalt = (# +n); 
die zugehdrigen Koeffizienten sind (— 1)*(2” + 1). 
' . In einer anderen Arbeit des gleichen Jahres*) dehnt Euler die 
Formel ; : ; - 
s0)=(Q)'+ GY + (t= egies 

auf gebrochene Werte von » aus; es handelt sich also dabei um eine 
Interpolationsaufgabe. Er findet mit Hilfe der Integrale, die von 
Legendre als Eulersche Integrale zweiter Gattung bezeichnet 
worden sind, 


8) - 25 §G)-235 8G) -z:563 8G)- 2s 
Ebenso wird fir gebrochene m, p, g a 


n n n 

(5) (@) + (@) Gea) + - Gs) 
behandelt. Das behandelte Problem gehért als Interpolationsproblem 
eimer Reihe von Aufgaben an, die den meisten Forschern der da- 
maligen Zeit sehr am Herzen lag. 

Von den ,,Mathematical Memoirs‘ von J. Landen®) haben wir 
das fiinfte ,eine neue Methode, um die Summen gewisser Reihen zu 
erhalten“ in unsere Besprechungen zu ziehen. Nach einigen analytischen 
Vorbereitungen geht Landen so vor: Aus den Entwicklungen von 


(1 +) und u(1 + =) folgert er ohne Konvergenz-Bedenken 
Leg om (4 — 47?) — 5 (a —a-%)+ 5 (ut — 4-5) —..- 


3) Jacobis Werke VI, p. 281. *) Act. Petrop. IV, 1780, pars I, p. 74. 
_ *) London 1780. 
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hierin trigt er Ju = 2Y—1 ein und erhilt 
s sinz sin2s  sin8s 
2. 1 @ 8 
In diese Formel setzt er zur Herleitung spezieller Resultate 


r 4 
Sum -—, § um --, 


, 8 4 
usw. Die Integration der Formel liefert 


s* 008 8 cos 28 cos 8s ¥ 
et Es at ei eat es —f—y- mom p, 


4 1! 2? 33 
wo ie a ist; dies wird mittels eines Kunst- 
griffes = — ~ bestimmt. In entsprechender Art leitet Landen die Formein 


. 8 . § . 7 
sin — 2 sin — 8 sin --2Z 
> aed 2 3 2 % . 1 1 
peg — pe tocar (+8 — F) sings — 24-008 8 
und 


$s kb 7 
coHTs §=600S SS CORSE 2 . 
[rar ae + >: — + 37, -_- + +m (ae — s)sings + (F—x0+ 5048) 


her... Aus diesem letzten Resultate folgt 
x=? 1 1 1 
3 Sear tang tage t 


Im folgenden Jahre verdffentlichte Ed. Waring’) seine ,Medi- 
tationes analyticae*, deren drittes und viertes Buch uns hier inter- 
essiert. Waring zeigt zum Teil schon moderne Anschauungen iiber 
Konvergenz und Divergenz; er sagt: ,streben in a-+b+-e+a+e-+-- 
die Summen a+b, a+b+c, a+b+¢e+d, ... emer endlichen 
- Q@rdBe zu, an die sie néher herankommen als eine beliebig gegebene 
Differenz, so konvergiert die Reihe“. — ,,Die Reihe 


1 1 1 
Pa ge ge 
konvergiert fir » >1, und fir n< 1 divergiert die Reihe. Ist oe 


beliebige endliche x und » = co das unendlich ferne Glied a, < — 


dann und nur dann konvergiert die Reihe a +a+a@+a,+-- 
Wenn fiir unendlich groBes » der Quotient a,:a,,, kleiner (groBer) 
als 1 ist, so divergiert (konvergiert) die Reihe Wir stof8en also hier 
auf das bekannte Konvergenz-Kriterium. In die Reihen 


) Cantabrigiae 1781. 
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ia eae 
tpeperlnet@ etal y. 
iteperpe tim ete—at tata +... 


setzt Waring zwar «= 1 und erhalt dabei verschiedene Werte fir 
1—1+1—1+1—1+---; aber er setzt bei diesen Herleitangen 
ausdritcklich hinzu (8. 355): ,in Wahrheit kann diesen Reihen keine 
Summe zugesprochen werden“. 

Waring ist in erster Linie Algebraiker; das zeigt sich auch hier 
darin, da8 die Untersuchung gern auf das Gebiet der Gleichungen 
ibertritt. So werden die Warzeln a, B, y, 6, ... der _,infiniten“ 
Gleichung far x von der Gestalt 0 = a — ba + ez? — da* + ext —.--- 
in Zusammenhang mit den Koeffizienten gue 7 

b 1,1,1 
eo ap he saute 5 a tate 


und die Reihe liefert in Faktoren aufgeldst 


es (aie A a 7 dit 


wie das schon in den Kulerschen Untersuchungen benuitzt ist. — Im 
vierten Buche geht -Waring ausfthrlich auf Beziehungen ein, die 
zwischen dem n° Reihengliede, der Summe der » ersten Glieder und 
der Ordnungsziffer » selbst bestehen kénnen; ebenso vergleicht er 
Reihen, zwischen deren Partialsummen vorgeschriebene Relationen be- 
stehen. Ausgiebigen Gebrauch zur Herstellung summierbarer Reihen 
macht er von dem Kunstgriff, die Summe zu geben und die Reihen 
daraus Herzustellen. Auf weitere Hinzelheiten des umfassenden Werkes 
hier einzugehen, miissen wir uns versagen; iiber eimige Nachtrige zu 
den ,,Meditationes algebraicae“ werden wir an gehériger Stelle zu | 
berichten - haben. 

Aus dem Jahre 1781 sind noch zwei Eulersche Arbeiten zu be- 
sprechen. Des besseren Zusammenhanges wegen behandeln wir sie in 
der umgekehrten Folge ihres Erscheinens. 

Die zweite, kleinere Arbeit Eulers') dehnt die S. 274 behandelte 
Summations-Formel fir 


(<) (£) + GG) (ex) + ) (ea) + - GE 


+ ts) BG) ~-b8)- 


Act] Act. Petrop. IV, 1781, Il, p. 76. 
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aus, WO [+ durch die Gleichang 


(Lta2tarte-tayrmi+[Fje+[F Je4[2]e4- 
erklirt wird. 

Die erste, gréBere Arbeit’) -beschaftigt sich mit Umwandlungen 
der harmonischen Reihe 


14i43434...42 -044 3-54 5,-54+5-—-, 
in der, eta von frtherer —— (vgl. 8. is 


A == — 7) Bar ae ro D=—5 5 E= 


die Bernoullischen Zahlen sind, und C = caiagie. die Kon- | 
stante bedeutet, die spiiter die Bezeichnung ,.Eulersche Konstante“ 
erhalten hat. Setzt man 


ae Qn ee 


wobei die Summen von #=~1 bis »= oo erstreckt werden, dann 
findet Euler 


1-0-3144 58-1) +i@-D+- 
ferner 
Cmia—sBh+ ty — Opens 
ebenso 
2— Cm b+ bt ett 
8-3? 5.24 7.26 


und andere Beziehungen mehr. Euler gewinnt dabei den Anschlu8 
an bereits friher von ihm angestellte Untersuchungen (Band III’, 
8. 657) und liefert hier den Beweis fir die, dort in der Gestalt 


S—— [Xde+eX+ pe +7SF4-. 


gegebene Summenformel. Dabei ist X eine Funktion von 2 etwa X(z) 
und S(z) = X(x)+ X(a+1)+ X(v@+2)+--- oder, wie Euler 
ktirzer schreibt, S = Xi Xe ar' gen, 

Kin ahnliches Problem beschaftigt Euler auch weiterhin. ) Er 
fragt nach der Summe S = X — X’ + X” — X" +---. Ist & die- 
selbe Summe, in der nur x durch (x + 1) ersetzt wird, so hat man 


S +S’ = x und erkennt daraus, daB in erster Néherung S = ; x 
und, bei noch unbekannten Koeftizienten a, B, y, ..., weiter 


1) Act. Potrop. IV, 1781, I, p. 45. —«) Nov. Act. Acad. Petrop. II pro 
1784, p. 46. 
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1 ax a*x a*x 
Sm agXteg +b ge trae to 
_wird. Die «, 8, y, --- kann man nan mit Hilfe von Reduktions- 
formeln bestimmen, und zwar am bequemsten durch die Hinfthrung 


einer Funktion | 
s=— att BP + yh + d+... 


Euler beseichnet s— {= und findet als Bestimmungs- Gleichung 
1 1 


do @ . 
a oo Po] Teper esas 
dt 4 ite 2 


_Hieraus ergeben sich dann die gesuchten Koeffizienten a, B, y, ..., 
die in enger Beziehang zu den Bernoullischen Zahlen stehen. Ist 





1 1 8 5 691 
a=1, bm, C=’ d=—, c= 5” DY oer e. aco 


(Introductio in analysin infin. Cap. X, § 168), dann wird 





gutx 2@—14adX  2—1b aX 216 dX 

eo —8r 2 da 61 2 da 7! 2 da 
a®—1id d'xX 

+o @ det | 


Ftir diese Entwicklung gibt Euler dann noch einen zweiten Beweis. 
Ferner behandelt er die Summationen der beiden Reihen 


07 XK — tt’ 4 et 8X” — et OX +... 
ol X — (e+ 1)1X' + (a + 2X” — (a + 8)” 4 -. 


Die Arbeit wurde erst nach dem am 7. September 1783 (A. St.) zu 
Petersburg erfolgten Tode Eulers publiziert. Bei seinen Lebzeiten waren 
von ihm allein 473 Abhandlungen erschienen; tiber 200 andere hinterlie8 
er. Bis zum Jahre 1830, also beinahe noch 50 Jahre, nachdem 

‘Euler die Augen geschlossen hatte, dauerten die Publikationen ihres - 
gréBten Mitgliedes seitens der Petersburger Akademie fort. 

Wir kehren zum Jahre 1782 zurtick und erwihnen einen Aufsatz 
von Nic. Fu’), der sich auf folgendes sttitzt. Es seien A, B, C, 
D,... X,... beliebige GréBen 4.4, 4B, AC, ... die Reihe ihrer 
ersten Differenzen, 4*°A, J°B, 4°C, ... die ihrer zweiten Diffe- 
renzen usf.; dann hat man bekanntlich 


und 


X= A+ 4Aw + MA. 28) 4 gry FEW NETH) 1... 
Daraus folgt 


) Act. Petrop. 1782, I, p. 96. 
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1 1 | 1 
gPAt+ZPA—{HAt: 3 





die linke Seite tritt’ dabei unter der Form 0:0 auf. Gelingt es, den 
wahren Wert dieses Quotienten zu bestimmen, so liefert derselbe die 
Summe der rechtastehenden Reihe. So findet FuB 





Ul +2) +te-e pit. Se) 4 pth ee NeW)... 


aus der Annahme X = /(1 + 2); und 
2g cosg = 2sing -cos2g + = Mein" p sind go — y2tsin’y cos4g 
<< 
— 7 2ein‘ p sin5g + = 2*8in*p cos6@ + --- 


aus der Annahme X = sin(1 + 22)q. 

Von dem schon erwihnten Italiener Lorgna stammt eine um- 
fangreiche Untersuchung fiber Reihensummen.') Wir kénnen sie aber 
gleichwohl kurz behandeln, da ihr Inhalt im wesentlichen mit dem 
der fritheren Arbeit tibereinstimmt. In zehn Kapiteln werden ver- 
schiedene Arten von summierbaren Reihen besprochen. Als neu heben 
wir hervor aus Kap. VI die Reihe 1!+ 2!+ 8!+4!+---+2!, allgemeiner 

(a + b)!+ (a + 2b)! + (a + 3d)! + 
und 
(mm + 1) (om + 2)* + (om + 1) (m + 2) (m + 3)? 
+ (m + 1) (m + 2) (m + 8) (m + 4)(m + ry 
aus Kap.-VIl 
12 + (13 — 212) + (14—8.-13 + 312) + (5—414 + 613 — 412) + ---; 
aus Kap. VIII = 


__S{ap+b) S8ap+bp+b) 4(ap+2bp-+ b) 


G@+da+p) G@+2b)a+ 2p) @+3di+ 8p ; 
coe ae Z(ap+2b) Sap+bp+2b) 4Gp-+ 2bp+ 2b) 
2a 


———— ee eee 


G@+HGtP) @+8ja+ap) @+satsp T'S 
aus Kap. IX die Doppelreihe 











als 








(Q—-ath—hst 4 (1-545 -T+-) 
+(l-atpopt) tee 


- *Die benutzten Summationsmethoden sind die gleichen wie in dem 





1) Memor. mat. fis. Soo. Ital. I, ‘1782, p. 268. 
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oben (S. 269) besprochenen Aufsatze des Verfassers. — Wir wollen 
gleich hier eine dritte Abhandlung Lorgnas erw&hnen, trotsdem sie 
erst 1784, also zwei Jahre spiiter erschienen. ist. es In ihr handelt es 
sich um die Summierung der Reihe 

1 1 
aK tS a CS + oeaet 
wo K die Basis der hyperbolischen Logarithmen beseichuet. Sie wird 
durch die Substitution 


sinma =~ (K*"* — K-***)/(@ = V— 1) 
geleistet. Dadurch wird | 
K* + 1 = 2oK*sin = :(K* — 1) 


und 
K* — 1 = 20K*sin—:(K* + 1), 


so daB in jedem Reihengliede die Summe aus dem Nenner in den 
Zahler geschafft. werden kann. — Weiter beschaftigt sich Lorgna mit 
anderen Reihen und erhialt z. B. die Resultate 


11 1 1 1 1 


Se eee? 


. 6-12 Wag Go ee eee "9 


1 1 1 1 
Sie 6 a 0 | oe ee 


1 
6 2 oe eve 

Wir gehen nunmehr zu einer, ganz anderen Anschauungskreisen 
angehérigen Arbeit von Laplace iiber.*) Bei seinen eingehenden 
Forschungen im Gebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihrer 
praktischen Verwertang bei national-dkonomische Fragen war Laplace 
haufig auf Formeln gestoBen, die zur Berechnung ganz ungeeignet 
sich zeigten, weil sehr groBe oder sehr viele Zahlen in sie eintraten. 
‘Handelt es sich z. B. bei hohem Werte.des s um die Berechnung von 

2s-(28— 1)- (2s — 2)...(¢ + 1) 
1-2-8...8 os 

so wird dies selbst bei der Benutzung von Logarithmen sehr mih- 
selig. In diesem Falle hatte Stirling eine bequeme Formel zur an- 
genaherten Berechnung jenes Binomialkoeffizienten aufgestellt; in 
anderen Fallen war, wie wir oben sahen, D. Bernoulli in &hnlicher 
Weise vorgegangen (vgl. S. 231). Laplace greift hier die Frage 
fundamental an und oo 


') Memor. mat. fis. Soc. Ital. II, 1784, p. 210. ") Hist. Acad. Paris, 1782, 
p. 1, und 1788, p. 428 (vgl. S. 281). 


sie zur Liésung. Seine umfangreiche Ab-  - 
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handlung ist aber in derartigem MaBe von Formeln durchsetzt, daB 
eine Darlegung der Entwicklung hier -nicht méglich erscheint. Wir 
mntissen uns auf die Angabe des Zieles der Untersuchung und auf die 
Mitteilung einiger Resultate beschrinken. Das Problem, dem Laplace 
seinen Scharfsinn widmet, zerfallt in zwei Teile. Zuniichst wird eine 
Integration durch unendliche Reihen fiir solche Integranden hergeleitet, 
die in hohe Potenzen erhobene Faktoren enthalten. Die hierftir ge- 
gebenen Reihen konvergieren duBerst schnell. An zweiter Stelle 
werden Funktionen, von welchen man angenaherte Werte sucht, auf die 
angegebene Integralgestalt gebracht, deren Entwicklung soeben be- 
sprochen wurde. Diese Behandlung umfaBt alle Funktionen, die durch 
gewohnliche oder partielle Differenzen- oder ‘Differentialgleichungen 
definiert werden. 
Bei solchen Untersuchangen treten Integrale von der Gestalt 


fore at 
- 


auf. Laplace bestimmt au8er dem schon vor ihm bekannten Integrale 
a . = 
fe-eat—tyx 
0 . 
noch andere: wie z. B. 


Sfeeratm at (4 2Y2-x}), 


wo x! die Stirlingsche Konstante 1,311028777 ... bedeutet, die zur 
Lange der elastischen Kurve in enger Beriehung steht. Der. dritte 
Abschnitt der Laplaceschen Abhandlang liefert Anwendungen der 
erhaltenen Resultate auf, pia ie Probleme der Wabhrscheinlich- 
keitsrechnung. 

Ein Aufsatz, der vielfach an die Arbeiten von Lorgna erinnert, 
stammt von dem Englander Samuel Vince.') Im ersten Teile geht 


der Verfasser von der Bemerkung aus, daB die Integration von 





1 
1+a 
durch Logarithmen und Kreisfunktionen ausfithrbar sei, und daB 
andererseits die Reihenentwicklung des Bruches mit nachfolgender, 
von 0 bis 1 erstreckter Integration die Summe 

1 1 1 
1— rhitrpa rqpat a 
ergebe. Daher kann die Summe S dieser Reibe durch die aaa 
Transzendenten ausgedriickt werden; S wird als bekannt angesehen. 


1) Phil. Transact. London, for 1782, p. 889. 
Canror, Geschichte der Mathematik IV. 19 
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Auf diese Reihe werden andere dadurch reduziert, daB Glieder zerlegt 
oder in eis zusammengezogen werden, So findet Vince 


i+  @FDGr+D * @rFDGr+) Gr+narent 


— 5 ([2ra— (r+ 2)b]S — ra + (r + 1b}. 


Bei der Annahme 2ra = (vy + 2)b fallt S weg. So erbialt man z. B. 
5 9 . 18 1 


rr eT i es) 
Andere, in ahnlicher Art summierte Reihen sind 


am m+. m+ 2n : 
iG HGr +H * Gr Fert Har +H | Gr PHErFHGr+H 


ferner 





: ™ : 4 ‘m+n 
(EHQr-HGr+iy) * Or+iGr+Or+) 
. m-+-2n 
+ GrpHGr t+ ierpy to 
m m-+n 
@r+i@r+id@r+i) + Gr+ier+Gr4+i 


m+ 2” a 

; +? Gnd Pperpy tT 
Dann folgen solche, deren Nenner vier derartige Faktorer enthalt usw. 
Durch Spezialisierung kann man auch mitunter das transzendente S 
‘aus den Formeln entfernen. Man findet u. a. 


. 


1 1 1 1 


1-(2r +1) + (2¢ + 1)(4r + 1) IF (4¢ + 1)(6r + 1) oo ae 


Der zweite Teil beschiftigt sich mit der Summierung von Reihen, 
die die Form haben ji 


Oa ee 
a@etm)..@prm (n+ m)(n + 2m)...(n-+ (r+ 1]m) 
7 r 
CS CES CeCe eee 
in der p, g, 7,... eine arithmetische Reihe beliebiger Ordnung bilden 
Von den erlangten Resultaten fiihren wir an 
8 6 10 15 11 


1-2-8-4 + 33a T2408 + 06607 + = Fe) 

1-2 2.8 3-4 4-5. -1 
186.7 + 30B-79 T B79: 41 | To ais tO 

12 3? 5? 72 87 


eee OS o—-—— = 6 


1-4-7-10 + pcatiovis + Tovasa6 + i0-13-16-19 T 3268 
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Im dritten Teile geht Vince von der Bemerkung aus, daB in 
einer unendlichen Reihe, deren Glieder nach Null konvergieren und 
abwechselnde Vorzeichen haben, aufeinander folgende Glieder in eins 
eee werden dfirfen, wie bei 


1 1 1 1 _4| 1 
Liat pitttitee ett 
1 1 1 1 . 
PY —~@.8 €£-6 67» 


daB dies aber bei Reihen, deren Glieder nach einer endlichen GréBe 
+- 0 konvergieren, nicht erlaubt sei; daB also nicht 

1 6 2 -t 1 

St a ee on te ee 

1 i 4 
| “ratratset 

Es miissen also bei solcher Zusammenfassung noch Ergiusungaglieder 
beigeftigt werden. Das erklart sich (an den obigen Beispielen) so: Die 


Reihe — sis aa »hért im Unendlichen auf“, da ihre 
Glieder 0, 0, --- werden; die Reihe tee pgebt im 


Unendlichen noch fort“, da sie die Gestalé 1 —1-+ 1—1--- annimmt. 
Die Wahrung der Gleichheit fordert also, daB man sum Ausdrucke 


~ 2.8 45 °° noch 1—1+1—1+--- hinzufige. Und das 
hat ,,bekanntlich* den Wert - - Genau aus den gleichen Grinden 


° . t 1 1 a = 
wird bei 5 + 5-7 ty7g +: : > das Erginzungsglied 
—141—-1+41-....—<= 


sein. Es ist interessant zu sehen, welche wilden SchéBlinge die Lehre 
von den divergenten Reihen treibt, und wieviel Scharfsinn auf das 
Dogma von der Summe solcher Rethen aufgewendet wurde. 

In dem Eulerschen Werke, dessen erster Teil 1783, in des Ver- 
fagsers Todesjahr, dessen zweiter 1785 zu Petersburg erschien und den 
Titel ,Opuscula analytica“ trigt, finden wir Reihen-Untersuchungen. _ 
Gleich die erste Abhandlung (p. 3) des ersten Bandes gehért hierher. 
Das in ihr behandelte Problem ist etwas unbestimmt gedacht und 
ausgedrtickt: Eine Reihe von Zahlen A, B, C, D, E, F,--- ist ge- 
geben, und eine andere a, J, ¢, d, ¢, f, g,--- soll gefunden werden, so 
daB ab= A; be=B; cd=C; de=D; ef=E; fg=G; --- wird. 
Offenbar hiingt alles von der Bestimmung des a ab, und dies a bleibt 
ganz willkfirlich. Euler sucht nun, ohne es ausdriicklich anzugeben, 

19* 
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einen solchen Wert des a, fir den die Reihe a, b, c, d, --- mdglichst 
einfach sich gestaltet. Er findet fair diese, auch so noch unbestimmte 
Aufgabe, da der Begriff der ,,Kinfachheit“ unbestimmt ist, 
A-CC-EE-G° SG 
a~ASe DD FF 
und stellt daraus bei besonderen Annahmen fiber A, B, C,--- das a? 
durch Integrale dar. Andererseits entwickelt er a? in einen Ketten- 
bruch und erhalt durch Gleichsetzung beider Lésungen merkwiirdige 
Beziehungen, von denen wir wenigstens eine anfihren wollen, nimlich 


= =142/84+1-3/44+8-5/445-7/447-9/44.--- 


Die zweite Abhandlung dieses Bandes fihrt Eulers frihe Unter- 
suchungen (S. 260) tiber die Potenzerhebung von (1 + 2 + 2%), ins- 
besondere iiber den Koeffizienten von 2" in diesem entwickelten Po- 
lynome weiter, in der ausgesprochenen Absicht, verschiedene analy- 
tische Kunstgriffe darzulegen, und andererseits zu zeigen, wie vor- 
sichtig man mit Induktionsschifissen sein miisse. | 

Der vierte Aufsatz (p. 85) beschaftigt sich mit Kettenbrtichen 
und steht in gewissem Zusammenhange mit dem zweiten Teile des 
ersten Aufsatzes. Mit Hilfe eigentiimlicher Relationen werden Glei- 
chungen zwischen gewissen Kettenbriichen hergestellt, aus denen 
- durch Spezialisierang folgendes Resultat hervorgeht. Setzt man 


p= m + n/(m + 1) + (+ 1)/(m + 2) + (+ 2)/(m + 3) +---, 
so wird | 

ee a eh i a Re a 
Daraus folgt der Wert von p fir »=m+2, m+3, m+ 4, - 
Auch fir n—m-+ 1 gelingt, freilith auf andere Weise, die Bestim. 
mung. Setzt man in diesem Falle p=——1, so wird 


SE CRaS: oe nT eee eee 
mei m@+i)@+s) (+l) (m+ 9) wt 8) 


1 


QO _ 


om — J ee”dsz. 
a 


Im sechsten Aufsatze (p. my wird die Aufgabe behandelt, die 
Koeffizienten der Reihe 
y= Ax + Ba(z? — a*) + Cx(a? — a*) (a? — 5°) 
+ Da(xz? — a*) (a* — b*) (2* — ce) +--- 
so zu bestimmen, da8 y fir 7 =a, b, c, d,--- die Werte p,q, 1, 8, 
annimmt. Fir a, b,c, d,--- werden dann irgendwelche Kreisbdgen 
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(beim Kreis-Radius 1) und fir p, g, 7, 8,--- ihre Sinus eingetragen; 
dabei wird allgemein y= sinz. Das liefert 


a*b? 
eee ai + Gray Fo ah tS ‘ 


- b%¢? 
— sata (1+ slat @o@ct t+ 


und fihrt durch Spezialisierung auf interessante Formeln. 
Auch der zweite Band der Opuscula liefert Bemerkenswertes. 
Im siebenten Aufsatze (p. 102) wird die Zerlegung transzendenter 


Briiche in unendliche Reihen geliefert. Ist 5 dieser Bruch, dessen 


Nenner eine transzendente Funktion von z ist; ist a eine Warzel 
des gleich Null aos Nenners, so wird der Zahler « des 


Gliedes ——, das in = als Partialbruch eingeht, durch 


8 
_ Pds+(s—aydP 
a iq 


gegeben. Diese Bestimmung der Zahler wird auf — , auf 





£ z* z* - coss 1 1 1 
sins’ ging’ sing’ sing’? cos——cosz’  ° sins*? sing? pore 
angewendet. 
Die nachste Abhandlung besehiftigt sich mit der OUmwandlung 
von Reihen in Kettenbrtiche (p. 138) in der Gestalt 


B+ e+ 80+ my net ey ae t 
So wird aus der Reihe 1 — Pie ee eeatets hergeleitet 


1:02 — 1 + 19/1 + 29/1 + 38/1 + 


und aus 1 — < + = — < Se = folgt die Brounckersche Ent- 


wicklung 4: % = 1+ 12/2 + 32/2 +. 57/2+.---. Hier mag gleich bemerkt 
werden, daB Euler auch") die umgekehrte Aufgabe léste: den Broun- 
ckerschen Kettenbruch in as ri bnizsche Formel umzuwandeln. 


1 . 
Ferner folgt fir s = @ — = + iy —--+- der reziproke Wert 
: ‘ 
> =ata/(B—1)+ By—1)+7/6—-1) +--°5 
‘und aus $= = - er —-+-+ ergibt sich ‘allgemeiner 


“ 


1) Nov. Act. Petrop. JI, 1784, p. 38. 
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fet 2/6 — 2) + Bally — 2) + 72/(0—2) + 
und dgl. mehr. 

Das gleiche Thema wird in einer spateren Abhandlung (p. 217) 
fortgesetzt. Euler erledigt dabei den Fall, der den frttheren Me- 
thoden nicht zugiinglich war, daB alle Teilzahler gleich 1 sind, wiah- 
rend die Teilnenner eine arithmetische Reihe bilden. Die Lésung 
wird durch die Integration einer Differentialgleichung vermittelt. 

In der zehnten dieser Arbeiten (p. 240) handelt es sich, ohne da8 
erwihnenswerte Resultate zutage geférdert werden, um die Summe der 


Reihe 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
f—-ste- rT -ateta—p ata at 


Die elfte Arbeit des zweiten Bandes (p. 257) gibt eine nene Ab- 
leitung der Summen 1 F $i + rr + i + +t +--+, die sich auf 
die Entwicklung. der beiden Formeln 





% 2 2 2 
Se wa agian) ata 
“sin — : ‘ 
und . 
AS, | ERO Reet REP 
‘* ni—t 4n'—1 On?—1 
ntg — 
nm 
stiitzt. 


Nach der Beanies der auf Reihen bextiglichen Arbeiten in 
Eulers Sammelwerke ,Opuscula analytica“ gehen wir zu einem Auf- 
satze von E. Waring fiber‘) Waring betrachtet hauptsichlich 
Reihen, deren allgemeines Glied eine rationale Funktion des Stellen- 
zeigers oder, wie sein Ausdruck lautet, der Entfernung vom Anfangs- 
gliede ist. Er geht davon aus, eine gegebene Summe A(z) in eine 
nach Potenzen von 2 fortschreitende Reihe sich entwickelt zu denken. 

Setzt man den Nenner von A(z) gleich Null, so liefert die, ihrem 
absoluten Betrage nach kleinste Wurzel dieser Gleichung die obere 
Grenze fir die Konvergenz der Reihe. Das ist also eine bereits voll- 
kommen moderne Auffassung; bemerkenswert ist, daB hier bei einer 
komplexen Wurzel a + b Y— 1 statt des absoluten Betrages Ya* + 0? 
die kleinere der beiden GréBen ja — b|, |a + D| gencminen wird, — 


Hat das allgemeine Glied die Form fit | sath a 


mit m<n— 2, so kann es in ein Aggregat 
EN ae See eEEE Nee 
GEOGTEED Gao cuts ace erent 


1) Phil. Transact. R. Soc. London 74 (1784), p. 8865. . 





(Fe) (sfe+l)-+-(6+ fepaa 
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umgewandelt werden, und als Reihensumme ergibt sich daher 


7 ' Cera ee: re eae & 4 ; 
ste’ 2@+oe+e+1) ' 3e+0 @tep 


In fibnlicher Weise werden Reihen behandelt, deren Glieder mit 
Nennern der verwickelteren Form 


(ete)---(ete+n—1)-(6+f)---(@+ftna—1)-(e+9)-- 
(stg+n—l1)-- 


behaftet sind. Die Bestimmung der Reihensumme kann auch mit 
Hilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten geliefert werden, 
da durch die eben besprochene Uberlegung die Form der Summe be- 
m - 1 
kannt ist; zum allgemeinen Gliede eA DG EEL INT OE. rapes 
ast + pst +... 
E+e@+e+1)---Efep+n—3) 
Waring behandelt dann auch den Fall, daB zum angegebenen all- 
gemeinen Gliede ein Exponentialfaktor g’ hinzutritt. — Des weiteren 
bespricht er das folgende Verfahren zur Herstellung summierbarer 
Reihen: Ist %, %,, %, °° eine unendliche Reihe von, nach der Null als 
Grenze konvergierenden Zahlen, so hat die Reihe mit dem allgemeinen 
Gliede (au, + Btsya t+ yuseot-::), falls a+ B+y+---=—0 ist, 
eine leicht angebbare Summe. — Ferner bildet Waring aus einer Reihe 
mit bekannter Summe ¢ = a, + a7 + a,2° + a,z°+--- durch Multi- 
plikation mit zx” und Differentiation 


z. B. gehért namlich eine Samme ——-——-— 


wm te) _ payer + (9 + l)ha ati +(r+2)aa7t?4.-.--; 


hd =#rsajr+(r + 1)(s+l1)a,et! + 


vCo=2 





usf. — Wie man sieht, geht Warings Absicht darauf hinaus, Regeln 
zu bilden, die zur Herstellung summierbarer Reihen fahren. — Den 
Schlu8 des Aufsatzes bilden Prioritétsreklamationen gegeniber Euler 
und Lagrange hinsichtlich algebraischer Entdeckungen. So nimmt 
Waring. die Behandlung der Wurzeln einer auflésharen Gleichung 
in der Gestalt y= a Vn + bY p? + cVp'+.--- gegen Euler fir sich 
in Ansprach; Bestimmungen der Anzahl komplexer Wurzelpaare einer 
Gleichung gegen Lagrange. Fiir die damalige Zeit, die noch nicht 
im Zeichen des Verkehrs stand, sind derartige Fille durchaus nicht 
tiberraschend; Waring behandelt sie auch demgeméB: ,,er habe an 
Buler eine Arbeit’ geschickt; ob der sie je empfangen habe, kénne 
er nicht sagen“. 
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Die zeitliche Folge leitet uns nunmehr zu einem Aufsatze von 
Carlo Gianella fiber’). In vier Paragraphen werden Fragen be- 
sprochen, die sich auf die Theorie der Reihen beziehen. Im ersten 


8 . 
= +... gur n™ Potenz er- 


hoben. Dabei findet sich die Relation, deren Ridhtigkeit evident ist, 


Paragraphen wird Zm1—F4+o— 


n2xZ . w%e2Z?  ntx8Zt 


G+ 2yp—l+ +a + a 








Im zweiten Paragraphen wird die Reihe 4+ B+C+.---=lg Vis 
a 
summiert, wo die einzelnen Glieder A, B, C,... durch die Gleichung 


teas Sede -< + Su” + mAne—? 


+ MD) Bam 8 nin Dian) Cn*™-54... 


bestimmt sind. ‘Der dritte Paragraph beschiftigt sich mit einem 
Symbole d, fir das da*=—a"~* ist., Dadurch kfirzen sich manche 
Formeln in ihrer Schreibweise wesentlich ab; man erhilt z. B. 


2 24 1 gross _ 1 gron- 
na Pt dry Sad — Saeed. 


und im vierten Paragraphen wird das gleiche Symbol @ fir die Trans- 
" formation und die Iteration von Reihen ausgeniitzt. 

Kin kleiner Streit spielt sich um diese Zeit ab. Euler hatte, 
unbektimmert um Konvergenz-Notwendigkeiten, die Gleichung 


1 1 1 1 1. 1 1 1 
etetetetat cet eg+egtst 


aufgestellt?). Greg. Fontana’) greift die Ableitung der Gleichang 
an; Nik. FuB gohcey sie‘). Auch tiber die Eulersche Behauptung, 


1 a-+1 
dB tag t  teqpe BE 
herrschen verschiedene Meinungen. G. Fonteaa erwahnt tibrigens 
den bereits verstorbenen Euler bei seinen Angriffen nirgend. Es ist 
ein ,Verfahren gegen Unbekannt“, das er einschligt. FuB weist. 
aber nach, daB nur Euler bei den Angriffen gemeint sein kann. 
Aus der FuBschen ‘Abhandlung heben wir hier gleich noch eine 
interessante Formel heraus, die in den letzten Paragraphen der Arbeit 


fir n= co werde, 





1) Mém. Acad. Turin J, 1784—1785, p. 891. *) Comm. Petrop. IX (1787), 
1744, p. 188. *) Mem. mat. fis. Soc. Ital. II, 1784, p. 183. °4) Nov. Act. Petrop. 
VIII, 1790, p. 201 
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sehr 


einfach. | 

Aus demselben Jahre. 1784 stammt von dem eben erwahnten 
G. Fontana eine zweite Arbeit) tiber unendliche Reihen, in der er 
wiederum gelegentlich Eulers Schltisse angreift. Der Hauptinhalt 
der Abhandlung liegt in der Benutzung der Integralrechnung fir die 
Summierung von Reihen. Als Beispiel midge folgendes dienen: um 
Sami¢ 2424... zu finden, leitet er i= 8 her und inte- 
griert diese Differentialgleichung. Abnlich behandelt er 


Phat ib 


a? az x 3 
l+atateato a+ S+itigt: 


8 4 5 a? Prt at 
peotreatrest crratrastredt 3 
er kommt auch auf Bossuts Theoreme (vgl. 8. 264). 

Aus dem im Jahre 1785 erschienenen letzten Bande des Brief- 
wechsels Lamberts interessieren uns hier zwei Stellen*), in denen 
Ludwig Oberreit tiber eine Reihentransformation berichtet, die er 
und schon vor ihm Lambert gefunden hatte. Von Oberreit werde 
erwahnt, daB er 1734 zu Lindau geboren wurde und 1803 zu Dresden 
als Finanzbeamter starb. Die erwahnte Transformation von 


y= ar™ — bat + camtin4... 


geht so vor sich, daB die Gleichung zunachst mit a + 62" multi- 
pliziert wird. Dadurch fallt das Glied mit 2*+* fort, und man hat 


(a.+ bx") y — aPa® = a grtin — H’gmt*e 4 c’gmtin —...; 
durch Multiplikation mit (a’ + b’2") wird das Glied mit 2™+*" weg- 
_ geschafft usw. Dieses Vorgehen liefert | 

a2" a’ te tin a’? gmtin 

atta (o4 (a+ ba*)(a’ 4 SOG; +b’ vary (a+ bx") (a’ + 02") (a" 4 teary 
Wendet man diese Transformation auf die Reihen fiir die Logarithmen, 
fir die Quadrat- und die Kubikwurzeln an, 80 erhalt man sehr schnell 
konvergierende Entwicklungen. 


Im Jahre 1786 verdffentlicht A. M. Lorgna wieder eine Reihen- 
untersuchung®). Er summiert 


y= 


t Mem. mat. fis. Soc. Ital. IT, 1784, p. 886. | *) Lamberts gelehrter 
deutacher Briefwechsel, herausgeg. von Joh Bernoulli, Band V (1785), p. 304 
und p. 854. ®) Mém. Acad. sci. Turin Ill, 1786—1787. 
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1 i 1 wg 
sap toe + nw tide | sn@+8a9 + + inp tade 
(und die entsprechende Reihe fir die Kosinus) durch Benutzung des 


1m 


Integrals. f ae fiir endliche und ftir unendlich groBe n._ Bei- 
a : 
0 
spielsweise wird fiir p= = gefunden 


1 72 
tng t mate t mig Vet S: 


G. Fontana gibt ohne Beweise 1) 37 Theoreme iber Reihen- 
summen; wir fihren, um eine Anschauung zu vermitteln,. einige an: 





1 1-8 1-8-5 


atrretraee tom 
,—2_ 17:8 _ 17-875 2. 
ana eae 
1 1? 17.37 = 18. 8?. 53 2 
etratarnme trae tm a 
Das geniige! 


Mit rekurrenten Reihen beschiftigt sich Gian. Franc. Mal- 
fatti®). Er kntpft an Lagranges grundlegende Untersuchungen 
an. Ist Ay, + By,,,+-:>+Ny,,, = 0 die Relation, die je (n+ 1) 
aufeinander folgende Reihenglioder verbindet, dann ist 


y,= ae + bp ey +-- 


das allgemeine Reihenglied, wobei a, B, y,... die Wurzéln der Glei- 
chung A + Béi+---+ Nt" =O sind. Dabei werden a, £, y, ... von- 
einander verschieden angenommen. Die Behandlung gleicher Wurzeln 
hatte Lagrange geliefert; aber Malfatti findet sein Verfahren in- 
korrekt, zeigt den Fehler an einem Beispiele und ersetzt es durch 
ein anderes, das er im Falle zweier und dreier gleichen Wurzeln er- 
lautert (vgl. aber auch 8, 295). — 

Eine eigentiimliche, der Differentiation, und eine andere der 
Integration ahnliche Rechnungsart bespricht Euler®) in einem kurzen 
Aufsatze. Ihm ist panne daB die Formeln fiir die Rethensummen 
1* + 2" + 3" + ----+ 2" bei aufeinander folgenden ganzzahligen 
Werten vou.» in engem Zusammenhange ‘stehen. So kann man aus 


oat teeta tng tio. de durch Inte- 


1) Mem. mat. fis. Soc. Ital. II, 1786—1787, p. 174. *) Ibid. Il, 1786, 
p. 571. . % Nov. Act. Acad. Petrop. VI, 1788, p. 3. 
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gration der rechten Seite und gieichzeltige aan. mit 5 herleiten 
154 24... re ee ee 7a + 0. a? — = a? + est. In 


aihnlicher Weise geht er von » auf (n —1) zuriick. GréBere Wich- 
tigkeit k6énnen wir dieser gelegentlichen Bemerkung nicht z- 
sprechen. — 

Aus dem Jahre 1787 ist kaum etwas beizubringen. Denn die 
Arbeit von E. Waring’), deren Titel auf Reihen hinweist: ,,Werte 
algebraischer GréBen ausgedriickt durch konvergente Reihen“, ist in 
Wahrheit algebraischer Natur; sie rechtfertigt ihren Titel nur durch 
eine ungerechtfertigte Benutzung des binomischen Lehrsatzes fiir ge- 
brochene Exponenten. Am Schlusse gibt sie eine historische Ober- 
sicht fiber die bis zur damaligen Zeit unternommenen Versuche, die 
Anzahl] der positiven und der negativen Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung zu bestimmen. 

Wir haben jetzt auf eine umfangreiche, in Buchform erschienene 
‘Schrifé von Johann Friedrich Pfaff einzugehen”): ,,Versuch einer 
neten Summationsmethode nebst anderen damit zusammenhiangenden © 
analytischen Bemerkungen“. 

Pfaff beginnt mit einer Reihe literarischer Notizen. Im zweiten 
Abschnitte setzt er seine Methode auseinander, die als Hilfssitze die 
bedenklichen Gleichungen 


eee ey ey ee 


no| 


und 1% 94 3m_ 4m4...=0 


benutzt. Handelt es sich nun z. B. um die Reihe 
sin @ — sin 2y + — sin 39 —-- 5 


so setzt Pfaff fir jedes Glied die Potenzentwicklung nach dem Boyen 
ein und fat die Glieder von gleichen Exponenten in g zusammen. 
So entsteht mit Benutzung der obigen fragwiirdigen Resultate | 


yg (A—-141—14--)-S a — a4 34 +...) 
er eer ee ee re 


also merkwiirdigerweise etwas Richtiges. Abnlich wird 








. sin2g , sin8® sing’ sin2g’  sin8g” | 
SID Pp — Sin ars und ™ ee ae aa 


behandelt. Im letzten Falle ist die Summe nur dann angebbar, wenn 


1) Phil. Transact. Lond. 1787, p. 71. *) Berlin 1788. 
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- » und m zugleich gerade oder zugleich ungerade sind. Pfaff findet 
fir die letzte Summe 0, wenn m< 1; dagegen +9", wenh =f 
ist. Ebenso werden Reihen 


n?7—1 


+7 ee? und 2 suena 


untersucht und mittels der Substitution 1 = » V¥—1 umgeformt. Auf 
weitere Kinzelheiten gehen wir nicht ein, da die Grundlagen seiner 
Beweisfihrung zu wenig fest sind. 

Aus dem Jahre 1789 haben wir eine kleinere Arbeit Eulers zu er- 
wahnen’), in der er darauf aufmerksam macht, da8 die Substitution 


z= r(cosy + Y—1 sing) von der Summe der Reihe 
A+ Bat+ C2? + Da?+.--- 
auf die Summen der beiden Reihen fihrt 


A+ Br cosg + Cr? cos2g + Dr* cos3@ + --- 
und 
Br sing + Cr? sin2g + Dr sind +--- 


(vgl. S. 268). Diese Methode verwendet Euler auf die binomische 
Formel. Unter Vernachlassigung der Konvergenzfrage stéBt er dabei 
auf Resultate wie 


1 — 4 cos @ + 10 cos2gp — 20 cosy +--- = cos2y: (16 cos £) 


und 1—38+5—-749—.---=9, 

Unter den Verdffentlichungen der Petersburger Akademie im 
Jahre 1790 befinden sich zwei Abhandlungen Eulers*), deren erste 
an eine frihere des Jahres 1781 ankntipft (vgl. S. 276). Es handelt 
sich um die Summen - 


(5) (5) + @) Ga) + (3) Gs) + - G8). 


die’ fiir ganze Werte von m,%, p bewiesen werden und die auf be- 
liebige Werte von m, , p ausgedehnt werden sollen; also auch 


hier wieder um eine Interpolationsaufgabe. Der Wert von (2) fiir 
1 


beliebige p,q wird mit Hilfe von Ji (7 =) ae =p! definiert, und dann 


—_- —<m. =e a= 


") Nov. Act. Petrop. VII, 1789, p. 87. *) Ibid. VII, 1790, p. 83. 
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die vorgelegte Summe als ein bestimmtes Integral dargestellt. Setzt 
1 


man fond — 2)? de = A, so wird 
5 


F 
ye =! __@ a+b a-+ 2b a+(yv—1)b ,. 
[ern a dem FB apis spec 


und das leitet zur Lésung hin. Auch mit Aufgaben folgender Art 
beschaftigt sich Euler in dieser Arbeit: Er setzt 


(l1—o) © m1 + As + Bot? + Cat 4+:.. 


und 
(1—a) @=1+4 Ax’ + Bot? + Ca +... 
und bestimmt die Summen der Koeffizienten-Aggregate 


1+UA+8B+-:-, A+AUB+BC+--, BEACH BD+.-.. 


Sebastiano Canterzani untersucht‘) die Umkehrung der Reihe 
y=—az+a'e+a’e?’+---, mag die rechte Seite dabei bis ins 
Unendliche gehen oder im Endlichen abbrechen. Er findet 

om by + b’y? + By + ae 
st Bh > Pe Gr i ee Ls and gibt die 
Regel fir die Bildung der Zahler an. Die erhaltenen Resultate ver- 
wendet der Verfasser bei der Lisung der Gleichung 


O=—y+anrt+a'z?4+.--:-. 


Konvergiert die Reihe fir z, dann konvergiert sie, wie dem Verfasser 
yecheint“, nach der, dem absoluten Werte nach, kleinsten Gleichungs- 
wurgel, falls diese reell ist; das hatte bereits E. Waring angegeben. 

Von den Eulerschen Untersuchungen tiber Reihen gehéren zwei 
ins Jahr 1791. Die eine*) liefert far das, durch Rektifikation der 
‘gleichseitigen Hyperbel geometrisch erlangte Resultat 





1 1-5 1-5-9 1 
tran t art ce 


einen sehr einfachen direkten Beweis. Euler leitet auf dem gleichen 
@ a a+0 , @ at+0@ a+26 a 
Wege ote o+et bd40'd4+30° °° ~b— a0 


sowle 





ae ee 
° 


") Mem. mat. fis. Soc. Ital. V, 1790 *) Nov. Act. Petrop. IX, 1791, p. 41. 
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é 


a _ @ 
roti peti a ae 


o|e 


her. 
Die andere’) knipft an folgende Tatesache an. _Setzt man 
2cos gy = 2, so wird fiir positive ganze n, die > 2 sind 


2cosng = at — nar? 4 POP) yas _ “ee = 
n(n — 5) (m — 6) (n — 7) 
aeeeas ape 


falls man sich auf die nicht negativen Potenzen von x beschrankt. 
Fir n= 0,1 und alle negativen und gebrochenen » ist die Formel 
aber falech. Wie erklart sich das? Euler setzt cosg oder sing 
gleich ¢ und cosn@ bezw. sinng =s. Dann gilt 
d*s(1 — 2°) — sdeds + n'sdz* = 0. 
Die Integration liefert, wenn f, g willktrliche Konstanten bedeuten, 
s=f-(e+ Vet—1)"+ 9- (e— Ve? — 1%. 

Die dem Problem entsprechenden Werte von jf, g werden durch Reihen- 
entwicklungen gefunden. So erhalt man 


gam (om — Ftp MET pene.) 
+ (s-* + ee ale ct a wrt...) 


als richtige und allgemein gtiltige Formel; bei positivem, ganzen 

n> 2 fallen die Potenzen mit negativen Exponenten von selbst fort. 
An diese Arbeit kniipft Nik. FuB einige Untersuchungen’), in 

denen er die Eulersche Formel herleitet durch Entwicklung von 


(y + Vy? — 1) = Ay — By-* + Cy-4— Dy-8 4-0 
Kine andere Arbeit Eulers aus dem Jahre 1760 (siehe S. 259) 


gab Pfaff, der sich mit der Herausgabe von Eulers hinterlassenen 
penned beschiéftigte, Veranlassung zu weiteren Forschungen.®) Die 


Reihe 2 arc tang é“) oder in damaliger Schreibart S.A tang ¢*) laBt 


2) — (@) -- F@ +4) 
sich leicht unter der Annahme ¢*) = +f) farD durch Zerlegung 


der einzelnen Summanden in (A tang/(xz) — A tang f(z + 1)) summieren. 
Man erhilt dabei als Summe Atang/f(1)— Atangf(z+ 1). Wird 


4c = b? + 4a? — 1 und f*) = Serer 
Darstellung von ¢) méglich, und man erhilt 


gesetzt, dann ist eine solche 








1) Nov. Act. Petrop. IX, 1791, p. 64. *) Ibid. p. 205. _ ») Ibid. X, 
1792, p. 123. 
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= a 2ax 
2, Atos ap bape ~ 4408 GtHetppic’ 


Abnlich 1a8t sich die Form ¢) = Fo — MEF) bei ganzzahligem r be- 








—f o f(z +1) 
handeln. — kann z. B. &*) = Haake genommen werden, falls 
=x ? +5 —, —9' gesetzt wird. Pfaff wendet diese Methode noch 


weiter an, um im zweiten Kapitel allgemeinere Falle summierbarer 


Reihen aufzustellen. So berechnet er > z= i Te wenn 
¢c 


a — op 4 iz + ist; die Groen 2 +> E "+ bilden dabei 
i Riccatischer Bezeichnung (8S. 261) eine " etlastaaits Reihe mit 
Appendix“ 

Wir besprachen oben (8. 290) eine Arbeit Malfattis, der einen 
Punkt in Lagranges Untersuchungen iitber rekurrente Reihen als 
falsch erkannt und verbessert hatte. Lagrange. selber war auf 
diesen Fehler schon bei der Drucklegung seines Aufsatzes gestoBen; er 
gibt mun jetzt’) eine neue Bearbeitung der Frage nach gleichen 
Wurzeln, und gestaltet sie direkter und fibersichtlicher als Malfatti. 
Seine Resultate fir Wurzeln zweiter, dritter, vierter Multiplizitat treten 
in verschiedener Form auf; am Schlusse ‘der Abhandlung wird eine 
fir alle Wurzel-Muitiplizititen gemeinsame Form den Mathematikern 
zum Beweise vorgelegt. 

Kine wunderliche Arbeit Jean Trembleys stammt aus dem 
‘Jahre 1794.*) Der Verfasser knipft an den vierten, tiber Ketten- 
briiche handelnden Aufsatz der Opuscula Eulers (vgl. S. 284) an, uhd 
bringt 2unichet eine Reihe Eulerscher Resultate auf dje elegante Form 


1/—" + 2/(— 2 + 1) + 3/(— #9 + 2) + 4/(—n + 3) 4+--- =n 41. 
Fir den Beleg der Giiltigkeit aber begnigt er sich mit einem yn- 


strengen Induktionsbeweise; und er macht sogar eine Methode aus 
dieser Art von Beweisen. Ey setzt z. B, als Anniherung 
nm 1+ Ax+ Bat+ C2? 
Oo a) Beams rey-y-eleg ayy 
wobei er die Konstanten in Zahler und Nenner der rechten Seite 
dazu benutzt, die Glieder der rechten Entwicklung so weit als még- 
lich mit denen der linken Seite in Ubereinstimmung zu bringen. Dann 
wandelt er den Bruch rechts durch sukzessive Divisionen in einen 
Kettenbruch um und kommt vermutungsweise so uuf das Gesetz, 


1) Mém. de Berlin 1792, p. 247. _—*) Ibid. 1794, p. 109. 
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nach dem wohl die Kettenbruch-Entwicklung der linken Seite fort- 
schreiten kann. Auf diese Art leitet er voller Stolz, immer mit Be 
tonung der Einfachheit seiner Methode, Lagrangesche und Lam- 
bertsche Resultate. her, die natiirlich auf minder einfachem Wege 
von ihren Entdeckern erhalten worden waren. 

Pietro Paoli (Petrus Paulus) beginnt eine zur Reihentheorie 
gehérige Abhandlung’) mit folgender Angabe: ,Lagrange hat be- 
merkt, daB das allgemeine Glied rekurrenter Reihen von der Integra- 
tion einer (endlichen) Differenzen-Gleichung abhaéngt. Bisher hat nie- 
mand wahrgenommen, da8 auch die Summation einer rekurrenten 
Reihe durch die Integration einer ahnlichen Differenzen-Gleichung ge- 
leistet werden kann.“ Kennt man das allgemeine Glied einer rekur- 
renten Reihe, so kann man auf verschiedene Arten ihre Summe 
finden; die Paelische Methode kann aber auch ohne diese Kenntnis 
auskommen. Die Reihe sei 9, 41, ¥2, °°, Yer °*°; €8 bestehe far 
jedes x die Relation ay, + by,.+---+py,_,=9. Dann ist 


¥, = Am* + A,m,? + Am,’ +---, 
WO Mm, m,, m,,-+- die Wurzeln von at” + b6@-1+---+p=0 sind. 
Setzen wir die Summe z.—y, +9, +y¥,+---+ y,, 80 folgt 
4, 8,4 Ye, Sei1 = 2z_g F Ye_-1)*°*5 

und wenn man diese letzten Gleichungen der Reihe nach mit a, 6, ¢,... 
multipliziert und zueinander addiert, so entsteht 

az,+ (b—a)s,_, + (c—b)s,_,+-°--—pe,-,-1 = 9. 
Demnach bilden auch die s, eine rekurrente Reihe; man hat also die 
' Gleichung au™t+! + (b—a)u™ + (c— d)u™-1+4---—p=0 aufzu- 
lésen; aber offenbar sind ihre Wurzeln gleich 1, m, m,, m,,---, und 


daher ist 2, = C, + Cm* + C,m,.7 + Cym,7+---. Die C lassen sich 
nun leicht aus linearen Gleichungen bestimmen, die aus den Anfangs- 
werten 2,, %,°-- hervorgehen. — 


Hier ist vielleicht der beste Platz fiir die Besprechung einer 
Arbeit, die sich zwar nicht auf Reihen, “sondern .auf fortgesetzte Pro- 
dukte bezieht, aber doch wegen deren Umwandlung in unendliche 
Reihen nicht ganz unangemessen an dieser Stelle untergebracht werden 
kann. Es handelt sich um einen Aufsatz von Chr. Kramp fiber die 
Wallisschen Briiche*); sie ist der Ausgangspunkt der Untersuchungen 

fiber ,Fakultaiten“. Kramp setzt 


a(a+r){a+ 2r)---(a+ [nw — 1]r) = a"*’; 








1) Mem. Acad. Mantova I, 1795, p. 121. *) Nov. Act. Acad. Elect. Mogunt. 
sci. quae Erfurti est; I, 1797 (1799), p. 257. 


= Reihen. | 997 
“dann gotten die Formeln | | 


gies t+n)xr = qmar. (a +- mr)r*r 
und 
a™*"s (a + mr)mF" = at*": (a+ mr)"*" 





Wenn man hierin 2 —*=6 setzt, so ergibt sich 
| tee, 6 
amar: b™"r aug" 3: (a+ mr)" 
fir m= oo wird jeder Faktor des letzten Divisors gleich (co-r), und 
bei b — a —d entsteht daher die Gleichung 


+ 


sla 


at NOt EN@tsy eh 
@td)@td+r)@td+2r)(@td+8r)--- 








a. 


(90 1) 
Durch diese Formel meint Kramp den Wert’ der linken Seite tie: 
stimmt zu haben; er iibersieht dabei, daB die rechte Seite nur eine Be- 
zeichnung ist. Er geht dann zur Umwandlung der Fakultit 
qieatr a. g™ + Aa™—tr + Ba™~-?*,r? - Ca™- 3,5 4 ae 
in eine Reihe tiber und bestimmt die ersten Koeffizienten 
A m—1 2B m—1 1 A m 
mim+1)  m+1 2’ (m—i)(m+i1) m+1° 2“ 19? 
8C  m—1 1 m— 1 
ma Diet epi 2 PO 4° 
Die erhaltenen Resultate werden auf die nvrie 





gin nx _ md — m) (1 + m) (2 — m) (2 + m)-- pee 
ain nw n(l—n) (1+ n) (2 — eae 
sin nx 2n (2 — 20) (2 + 202) -- 











C08 %% eG —2n) (1 + 2n)(3 — mee 


angewendet. An und far sich bedeutet die Arbeit nicht viel; ste ist 
jedoch historisch interessant als Ausgangspunkt der Fakultaten-Lehre. 

Im Jahre 1798 wurden die letzten Eulerschen Arbeiten iber 
Reihen, die in unsere Epoche fallen, von der Petersburger Akademie 
veréffentlicht. Die beiden ersten dieser Abhandlungen’) beschiftigen 
sich mit der Entwicklung einer Funktion, die er in der damaligen 
Funktional-Bezeichnung I": g schreibt, in eine Reihe von ‘der Form 
A+ Beosg + Ccos2g + Deos3q +--- oder, nach Euler, um 

= (0) + (1) cos pm + (2) cos 2m + (3) cos3m +--- 

Die zweite Bezeichnungsweise wahlt er, weil bei der ersten ,,bald das 
ganze Alpbabet erschépft sein wiirde“. Soll die Funktion I": » 
stetig sein, so miissen, wie Kuler behauptet, die Koeffizienten sehr 


we ee ee 





') Nov. Act. Petrop. XI, 1798 (1798), p. 94 und p. 114. 
Caxtor, Geschichte der Mathematik IV. 20 
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schnell abuehmen, da nae z. B. bei der Vermehrung des Arguments 


y um die kleine GréBe sano das Glied (1000) cos 1000q in 


(1000) cos (x + 1000) = — (1000) cos (1000) 


itbergehen wiirde, was die Stetigkeit gefiihrden kénnte. Die spateren 
Koeffizienten dtirfen demnach gegen die friiheren a 
werden. Nun bildet Euler, um A zu bestimmen, 


eP:04+2P:a=AFCHLE+G4S 4... 
= (0) + (2) + 4) + ©), ++ +5 


dann as 
i P0427: 24 7Pia=AtEFILN+:-. 

be po 3 oa) i) 
und | 
Bas 1 _% i 

are oe veer rer very ries 
Im letzten Resultat ist (0) schon als hinreichend genauer Wert der 
rechten Seite anzusehen,. so daB die Summe der linken Seite = A = (0) 
gesetzt werden kann. Die weiteren Koeffizienten in ahnlicher Art zu 


berechnen, wiirde viele Mthe machen. Euler wendet daher andere 
‘Methoden an, die sich auf die Summation von 


1 + cos gp + cos2g +--+ + cosny 
stiitzen, wo ng ein Vielfaches von w sein soll, Dabei erlangt er 
das Resultat, daB, wenn 
Ps =>T: 0 + cos ** Cr; — = cos a:  eexcde 5 cosdal: x 


n 


gesetzt wird, die ee 
= S'=() + n—d) + Cn a) + (4n— a4 Agt ate. 


folgt. 

So interessant diese Arbeit auch ist, so kdnnen wir uns doch 
nicht gegen ihre Méngel verschlieBen, die zum Teil in unbewiesenen 
Annahmen iiber die Konvergenz sowie tiber die GréBe der Koeffi- 
zienten, dann tiber die nur naéherungsweise erfolgende Auflésung des 
Problems -beruht. Fiir die Zwecke der Astronomie, die bei der 
Untersuchung an erster Stelle in Betracht kommen, bedentet das Re- 
sultat vine betrachtliche Rechnungs-Vereinfachung. 

Ein ungemeiner Fortschritt wird durch die unmittelbar fol- 
gende Abhandlung reprasentiert, die am gleichen Tage, dem 26. Mai 
1777, wie die erste Arbeit der Akademie vorgelegt wurde. Hier tritt 
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zum ersten Male «ie gebriiuchlich gebliebene Koeffizienten-Bestimmung 
durch Integrale 


4-O-i fr. dp und @-2fr. dg - cos n@ 
auf. Dieses Resultat benutzt Euler dann zur Transformation. von 


L£: mp = (0) + (1) cos pm + (2) cos2g +--- 


in die Reihe, die nach Potenzen von cos fortschreitet, und die wir 
etwas abweichend von der Bezeichnung der Original-Arbeit 


= [0] + [1] eos » + [2] (cos y)? + [3] (cos g)" + 


schreiben. Dabei kommt es natiirlich auf die Berechnung von a 


tegralen f cosxg-(cosg)‘dg an. Es ergibt sich: 


(0) = [0] + 2 [2] +) = 5 (4 + pa ae (6] + - 
und wenn » > 0 ist: 
Q*-1() = [n] + 22 [nv tog CEO OTS ta 4) 


ae (nm + 6) (n ore + 4) ) In + 6] oe 

Die beiden letzten Aufsitze Eulers*) beschiftigen sich mit 
Zyklometrie, d. h. mit der Frage nach expediter Berechnung des 
Wertes der Zahl x. Euler gibt zuniichst eine kurze historische 
Ubersicht tiber die Resultate von A. Sharp, J. Machin und 
G. de Lagny (vgl. Band II’, 8. 668—669); dabei erklirt er die 
Arbeit des letzteren, der die Berechnung auf 100 Stellen derchfihrte, 
fir eine mehr als herkulische Leistung.* Danach stellt er eine neue 
Formel auf, die bedeutende Vorztige gegen die Leilnizsche Formel 
hat. Bedeutet s den zur Tangente ¢ gehdrigen Bogen, so wird 


f{ # 2 4 pe 2 4 6 ‘ha, 
oT Te [1 +- + (re) Tg me +r) T 3°87 (xa) + see | 
Auf verschiedenen Wegen, einmal durch eine Reduktionsformel, einmal 
durch eine Integral-Transformation, wird die Richtigkeit dieser Be- 


ziehung nachgewiesen. Die einzcinen Glieder lassen sich deswegen 


a 


1) Nov. Act. Petrop. Xf, 1793 (1798), p. 133 und p. 150. %) Euler iber- 
sieht hierbei eine Arbeit, anf die im Briefwechsel von Lambert 1V, ‘p. 480 
(Sechreiben von Wolfram an Lambert) aufmerksam gemacht wird: B. Lamy 
hat z bis auf 128 Ziffern geliefert. 

20* 
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bequemer entwickeln als bei der Leibnizschen Formel, weil jedes 
durch eine einfache Multiplikation aus dem vorhergehenden _abgeleitet 
werden kann. Ein weiterer Vorzug liegt darin, da8 alle Glieder von 
gleichem Vorzeichen sind, so da8 eine Addition der Glieder geniigt. Wird 


die neue Formel bei a4 4A tang — + 4A tang — verwendet, so entsteht 
B43) EEG + 
4 


++) tase) tose) +-) 
noch bessere Formeln erhalt man fiir 7 = 8A tang > + 4A tang > ; 


da a auf den zweiten Summanden beziigliche Reihe nach Potenzen 


von _— fortschreitet, und fir 1 = 204 tang 7 + 8A tang a wo die 
144 


entsprechende Entwicklung nach Potenzen von rr erfolgt. 


Der Ausgangspunkt der iin Abhandlung (ibid., p. 150) ist die 
Integralgleichung 


2-+ 22 +- a? x 
fears ipar 9% - {#27 faAtongs*, 


x xd xidz 
| (ef tef Gat f Be 
Nimmt man die Grenzen der Integrale gleich 0 und z, so wird ibr 


Wert gleich A tang 55 ; dies Integral bezeichnet Euler mit dem 


astronomischen Zeichen fiir die Sonne und adhnlich die drei Integrale 
rechts mit den: Zeichen fir Saturn, Jupiter und Mars: 


dz raz * wide 
Sie-. [ie Jifn-e 


Er schreibt also @ = 2h+24+ 3 = Atang =. Nan ist die Ent- 











wicklung des Nenners der Integrale nach Potenzen von x leicht. Die er- 
Jangten Reihen werden fiir x =1, x = ; und 2 = z benutzt, wodurch 
man auf Atangl, A tang und A tang = kommt. Die beiden letzten 


| | 1 
Reihen, die nach Potenzen von ,; bezw. -;, er yz fortschreiten, konver- 


gieren recht gut und liefern den Wert fir 
| * = 2A tang > + Atang > 
mit ziemlicher Leichtigkeit als Aggregat von sechs unendlichen Reihen. 
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Im gleichen Bande der Petersburger Veréffentlichungen kommt 
Nik. FuB’) auf ein, friher von Euler behandeltes Thema zurtick 
(s. S. 294). Es handelt sich um die Entwicklung von cos#q = s nach 
Pofenzen von cosg = Z, und bei sinng =v/1—s um die von v 
nach Potenzen von z. Fu8 stellt die schon von Euler angegebene 
Differentialgleichung d*s(s*— 1)+ sdzds—n’sdz*=0 auf und integriert 
sie mit Hilfe unbestimmter Koeffizienten in Gestalt einer Reihe, die 
nach steigenden Potenzen von ¢ fortschreitet, statt nach fallenden, 
wie bei Euler. Dabei wird das Eintreten von Ausnahmefiallen ver- 
mieden. 

Wir haben unsere Blicke jetzt wieder nach England zu richten, 
wo uns die Transactions von Edinburgh und die von London einiges 
Bemerkenswerte bieten. Da sei kurz einer Arbeit von James Ivory *) 
gedacht, der eine Forme! schneller Konvergenz ftir den Umfang einer 
Ellipse aus der Entwicklung der. Potenz (a? + b® — 2abcosg)" her- 
leitet. Auf den Kreis — liefert diese Formel 

12.12.32 12.1%. 3%. 5? 
ao +3 23 ‘tip F, 3 i+ pa 27.47.69 " ot. 47.62. 9? 
als besonderen Fall. | 

Vier Aufsitze von John Hellins®) beschiftigen sich mit kon- 
vergenten Reihen. Der erste leitet eine Hilfsformel fiir die Trans- 
formation gewisser Reihen her. Durch zwei verschiedene piteeretone 





_m— 1g 
Ausfithrungen von =o = wird die Gleichung 


a" 
x ghtn gmtin x” not" 
ae pene eee Peres + ee a a 
mtn- m+2n m (1 — 2") n(m + n)(1— 2") 
n-2n-gntin mean sn tn 


mim oie ane web a).. toe 
gefunden; durch sie wird dann die zyklometrische Formel 
-” . 
a 1 1 /1 1 
é vil! Pca aan ee) sale + nee 
1 1 bo fy - 4 
i (s T ara T a — sya lr + 36-81 T =) 


 umgestaltet, indem die Hilfsgleichung sich auf jede der vier Klammer- 


ee ee ee ee 


') Nov. Act. Petrop. XI, 1793 (1798), p. 165. %) Transact. R. Soc. of 
Edinburgh IV (1798), p. 177. °) Transact. R. Soc. of London 84 (1794), p. 217; 
86 (1796), p. 185; 88 (1798), p. 188 und p. 527. 
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reihen anwenden ae Die entstchendea Reihen schreiten etwa wie 
die Poteuzen von . g fort. 


Die gleiche Teaecmnne wird in dem zweiten Aufsatze ver- 
wertet, der sich die Aufgabe stellt, den log10 méglichst expedit zu 


berechnen. Es wird log 10 = 3 log 2 + log 4 durch drei Rethen her- 
gestellt, die ungefabr nach Potenzen von A fortschreiten. Noch be- 


quemere Reihen werden durch log 10 = 10 log | + Slog- ies erlangt. 
Im dritten Aufsatze vee die Reihe | 


pe eygs Aapeu ges eee. 


die be: ma&Big abnehmenden positiven Koeffizienten a, b, c, ... und 
einem 2, welches nur wenig kleiner ist als 1, sehr gering konvergiert, 
in die Summe zweier Reihen 


(au -- ba? + ea? — dat + €2° — +++) + 2(ba* + dat + fa* + ---) 


zerlegt. Die erste Reihe kann nach der Methode von F. Maseres 
(vgl. S. 271) behandelt werden; und die zweite Reihe, die offenbar 
schon fir sich besser konvergiert, gestattet die gleiche weitere Be- 
handlung, wie sie bei der urspriinglichen Reihe vorgenommen wurde. 
Die Wirksumkeit dieser Methode soll durch das Beispiel 

4%. +i pe pa fir g <= a 
das recht ausfiihrlich behandelt wird, klar gestellt werden. 

Der letzte Aufsatz vun Hellins beschiftigt sich mit einer Auf- 
gabe der Stérungstheorie: Der reziproke Wert von (a — bcos)” ist 
in die Reihe A+ Bceosz + Ccos2x + Deos3z+--- zu entwickeln. 
Der Weg fihrt fiber Summationen miBig konvergierender Reihen. 
Der Verfasser bemtiht sich, sie in besser konvergierende umzu- 
wandeln. - 

Im Bande 86 (1796) der Ph. Tr. Lond. befindet sich auch ein 
franzdsisch geschrieboner Aufsatz von Simon L’Huilier’j, in dem 
die Reihen fir die Exponentialfunktionen, fair die Logarithmen und 
fiir die Kreisfunktionen auf elementarem -Wege abgeleitet werden; vor 
allem \Wird die Verwendung des Unendlichen dabei vermieden. Bei 
den Herleitungen fallt dem Verf. die Analogie zwischen den Loga- 
rithmen und den trigonometrischen Funktionen in die Augen. 


’. Transact. R. Soc. of London 86 (1796), p. 142. 
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Imaginiires. 

Man hatte der Ansicht sein kénnen, daB iilcr die Meinungsverschie- 
denheit, die zwischen Leibniz und Johann Bernoulli in betreff der 
Natur der Logarithmen negativer GrdBen bestand, durch die geniale 
Arbeit Eulers, dic im Band III*, 8. 722 ausfiihrlich besprochen 
wurde, endgiiltig entschieden sei. Dem war nicht so! Und der 
Grund daftir lag nicht zum mindesten in der freien Art und Weise, 
mit der Euler in der Sitte seiner Zeit das unendlich GroBe und das 
unendlich Kleine verwendet hatte; freilich auch darin, daB er in seiner 
Arbeit nicht darauf elngegangen war, alle friiheren falschen Be- 
hauptungen auf ihren wahren Wert zuriickzufiihren, und alle auf- 
gestellten Paradoxa aufzukliren. Diese tauchten daher wieder und 
Immer wieder auf. — 

D’Alembert veréffentlichte 1761 in seinen ,Opuscules mathé- 
matiques“ J, Paris, einen schon mehrere Jabre friher geschricbenen 
Aufsatz ,Sur les logarithmes des quantités négatives*, in dem er fiir 
Bernoullis und gegen Leibniz’ Anschauungen eintrat. Er fithit 
eine Reihe von Griinden dafiir an, daB log(— «) = log (+ a). oder 
nach der damaligen Schreibweise, daB /-—a=—/-+ a sei. In erster 
Linie beutet d’Alembert dabei eine etwas unbestimmte, yon Neper 
herrtihrende Definition des Loyarithmenbegriffs «us: ,,Logarithmen 
sind eine beliebige Folge von Zablen in arithmetischer Progression, 
die einer beliebigen Folge von Zahlen in geometrischer Progression 
- entsprechend zugeordnet sind; nur mit der Einschriinkung, daB der Null 
der arithmetischen Progression stets die Einheit der geometrischen 
entspricht“. Man hat also nach dieser Auffassung als 


Logarithmen ..., — 2a, —a, 0, a, 2u, 3a, ..., na,... 


‘ 1 1 
Numeri er ee b? 1, b, U, b, si tersty b", do 238 


bei beliebigen positiven oder negativen Zahlen a und b. Davon 
macht d’Alembert haufig nicht ganz einwandfreien Gebrauch: Be- 
hauptet Euler unter der stillschweigenden Voraussetzuny einer posi- 
tiven Basis, die Logarithmen negativer GréBen seien ,unmdglich, 
d. bh. kowrlex, so nimmt d’Alembert } negativ an und erhiilt dabei 
fir gewisse negative Zahlen auch reelle Logarithmen. SchlieBt Euler, 
aus der Bernoullischen Annahme log (+ a) = log(— a) miisse not- 
wendiy fiir jedes a folgen log(a) = 0, so erklirt d'Alembert, das 
berge keinen Widerspruch, denn man brauche ja in dem oben ge- 
gebenen Systeme nur a=) zu setzen, um ein Logarithmensyatem zu 
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haben, das aus lauter Nullen bestehe. Ja! d’Alembert faBi (1 c. 
p. 185) dus Schema 

.. 3a, 2a, 4a, 0, —@, —2a,..., —na,. 

,—B, Bb, -1, fGen a angi 

.4y — 00, ..., —Ma,..., —2a, —a, 0, a, 2a, . 


1 "4 : 
eee. “OE s.a5 re a cE , 1, 6, .B, 
als. sinaithichés logarithmisches System auf, cia es in der Mitte 
der Beziehungsreihe die Basis wechselt; und das, um log (+ 4) =log (—k) 


zu erhalten. — Aus (+ 1)* = (— 1 wird log (+ 1) = log(— 1) er- 


e "3 


weg 


schlossen. —- In der Kulerschen Gleichung, die zur Berechnung von - 
y = log(— 1) fthrt (vgl. Vorles. Il?, S. 725 Z. 9 v. u.), 
1+ ¢. = CO og 4 +Y-1 ein nz 


setzt d’Alembert 4=1» und kommt zu 

1+ 4 = cos ( —=)x 4+Y—1sin (2 -—)z— 1 
also zu log(—1)==0, statt daB er auf beiden Seiten gleichzeitig *. 
nach Null fahrt und dann die richtige Gleichung log (— 1) = + V—1- 
erlangt: 

Mu8 d’Alembert zugeben, da8 man im ersten, oben angefihrten 
Schema ftir Logarithmen und Numeri durch keine Fortsetzung oder 
Interpolation auf (— b), (— b*), (— 6°), ... kommen kénne, so schiebt 
er. metaphysische Griinde vor, um diesen Ubergang herzustellen. Er 
behauptet, es sei nicht zu verstehen, wie der Logarithmus einer, vom 
Positiven durch Null zum Negativen gehenden Verinderlichen durch 
negative Werte und das negative Unendliche ins imaginére GréBen- 
gebiet iibertreten kénne. Er seinerseits laBt deskalb die Logarithmen 
vom negativ Unendlichen ins positive Gebiet treten. Wir ko6nnen 
nicht auf alle Einzelheiten eingehen, miissen aber jedenfalls zwei 
| : Punkte hervorheben, um die sich 
“ vielfach der Streit drehte. Es han- 

delt sich dabei um die geometrische 
Fassung der Frage nach den Loga- 

rithmen negativer Zahlen. 
|_._ Ist y= c*, also x= logy: loge, 
so heiBt die hierdurch reprasentierte 
Kurve die ,, Logistica“ oder die ,,loga- 
Fig. 3. rithmische Linie“. Der oe 

keit wegen setzen wir loge == 

Zur Abszisse x =0 gehért die Ordinate y = =1 und zu 7 = 1 
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gehért y=c. Die von O aus gerechnete Abszisse ist also der 
Logarithmus der zugehérigen Ordinate. Bernoulli behauptete nun, 
die Logistica habe noch einen zweiten Linienzug y=—c’, eine 
»Gefahrtin“ (comes), das Spiegelbild des ersten Zuges an der x-Achse. 
Leibniz leugnet dies. D’Alembert tritt auf die Seite Bernoullis 
und gibt folgenden Beweis: Ist in der obigen Figur 4Q = QP, so 
ist die zu Q gehérige Ordinate = YW AB- PM =+ QS. Hier stoBen 
wir also auf den oben erwahnten Fehlschlu8, daB aus a? — 6? auch 
a=b folge. Das Gleiche beweist d’Alembert analytisch auch fol- 
gendermaBen: Die Gleichung y = c* gibt ftir unendlich viele Werte 
von x einen doppelten Wert von y, sobald namlich z ein rationaler 
Bruch mit geradem Nenner ist; also hat die Logarithmica auf der 
-negativen Seite der Achse unendlich viele, vielleicht diskrete Punkte 

An zweiter Stelle 
handelt es sich um r 
die Bernoul)lische ” 
Darstellung der Loga- 
rithmen mittels einer 
gleichseitigen Hyber- 





F 
J 
bel y ae =, die auf —— 
ihre Asymptoten als 
Achsen bezogen wird. 
Ist AN=1, AR=y, 
dann wird die Fliache 
NPSR=logy. ss 
Diese Beziehung zwi- 
schen der Ordinate si as 
AR und der trapezartigen Fliche NPSR wird jetzt auch fir den 
oberen Teil der Hyperbel als giiltig angesehen, so daB z. B. zu der 
Ordinate Ar als Flache 


NPQOA + AGpn + npsr 





gehért. Dann wird behauptet, es sei AGpn bei An = AN gleich 
dem negativen Betrage von NPQOA und npsr gleich NPSR; 
daraus folge dann, daB zu Ar die Fliche NPSR gehére, d.h. das 
gleiche Flachenstiick wie zu AR; somit sei 


log (AR) = log (Ar) = log(-— AR). _ 


Es ist auffallend, daB diese Schliisse auf alle méglichen Weisen 
bekampft worden sind, nur nicht dadurch, daB die Gleichung 
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AGpn=—NPQOA 


der Behauptung co — co = aquivalent wire. 

Gegen die d’Alembertschen Anschauungen und Behauptungen 
erhob ein italienischer Chevalier, Daviet de Foncenex seine Stimme’). 
Sein Aufsatz ist hauptsichlich durch den Versuch eines Beweises der 
Wurzel-Existeuz algebraischer Gleichungen bekannt, den C. F. Gau8 
in seiner Inaugural-Dissertation eingehend kritisierte. Wir wollen 
einem frither (Band IV, 8. 119) gegebenen Hinweise folgen, und neben 
dem weiteren Inhalte des Foncenexschen Aufsatzes fiber die imagi- 
niireh GréBen auch diegen besonderen Beweis in den Bereich unserer Be- 
sprechungen ziehen; dazu sind wir um so mehr berechtigt, als es sich 
beim Foncenexschen Beweise. nicht eigentlich um die Existenz der ° 
Wurzeln, als vielmehr darum handelt, zu- zeigen, daB die als existie- 
rend voransgesetzten Wurzeln ejner jeden algebraischen Gleichung die 
Gestalt A+ BY— 1 besitzen. Die Frage nach der Existenz der Wur- 
veln selbst war zu damaliger Zeit: noch nicht mit der nétigen Schiarfe 
vefaBt worden. 

In § 5 der Abhandlung zeigt Foncenex. zuniichst, daB die Wur- 
zeln einer quadratischen Gleichung mit reellen oder komplexen Koef- 
- fizienten in die Form ¢ + d@ Y— 1 bei recllen c und d gebracht werden 
kénnen. Dann betrachtet er eine algebraische Gleichung in ¢ des 
Grades 7, wo 7 in seine verschiedenen Primzah!-Potenz-Faktoren, zerlegt 


ist; er versucht nun einen quadratischen Faktor (s*° — us + M) des 
vorgelegten Gleichurgspolynoms herzustellen. Dabe: hangt u von 


einer Gleichung des Grades 2"-!P -(2"P — 1) ab, da » die Summe 
je zweier Wurzeln der vorgelegten Gleichung darstellt, also 


4 r-(r—--1) Werte hat. Die Gleichung in « ist daher vom Grade 


2"-1P,, wo P- ungerade wird. Fir dieses neue Gleichungspolynom 
in « wird wieder ein quadratischer Faktor (u? — wu, + M,) gesucht; 
dabei hangt u, voa einer Gleichung des Grades 2”~*P, -(P,2"-!— 1) 
ab. So geht man weiter, bis man nach m Schritten auf eine Glei- 
hung ungeraden Grndes fiir v_, in = Faktor 


(Was — by’ Uy + M aca) 


des vorhergehenden Polynoms stéBt. Eine solehe Gleichung un- © 
geraden Grades hat, wie Foncenex aus Stetigkeitsbetrachtungen her- 





1) Miscellanea Philosophico-mathematica Societatis privatae Taurinensis [, 
1759, . 118 (der zweiten Numerierung). 
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leitet, immer windestens eiue reelle Wurzel; «, , ist also reell. . 
Aber anch M,_,; Foncenex sagt nimlich: ,17,_, ist, wie mau 
weiB, durch «,_, und durch die Koeftizienten der gogebenen Glei- 
chung in # ohne Wurzelausziehung darstellbar“. Folglich hat 


tn—2 — ty ~1° 4 ¢ + MM, = (Q 
eine Wurzel m + 2V— 1 bei reellen m und ». Setzt man sie in 
us,_s — Uys’ bas + M n—- 3 = 


ein, so bestimmt sich M,_, 


durch rationale Operaticnen’); also hat 
auch diese Gleichung Wurzeln von der Form: p + qYV— 1 usw. bis - 
man zu 2? — ug + J/ = 0 kommt, deren Wurzeln dann auch die Form 
A+ BY—1 haben. Damit wire gezeigt, daB die vorgelegte alge- 
braische Gleichung r*" Grades in 2 das Trinom (2°—2Az + A?+ B*) 
als Faktor besitzt, also die Wurzel A + BY— 1 hat. 

Wir haben: schon hervorgehoben , daB diese Folgerungen die 
Wurzelexistenz algebraischer Gleichungen nicht beweisen. sondern vor- 
aussetzen; daB sie also nur den Zweck haben kénnten, den Satz zu 


begriinden, jede algebraische GriBe stehe unter der Form A+ BY—1. 
Aber selbst dieser Zweck wird nicht erreicht. Denn, wie GauB in 
$ 11 seiner Dissertation zeigt, ist die Behauptung, aie Grobe Af, _, 
sel durch u_, und die Koeffizienten rational darstellbar, nicht allge- 
mein richtig. Gau8 faBt sein Urteil duhin zusammen, es wire ein bet 
weitem tieferes Kindringen in die Theorie der Elimination nétig, 
um den Foncenexschen Beweis zu einem strengen zu machen. 

Gehen wir zur Besprechung des weiteren Inhalts der Arbeit 
iiber!. Hinsichtlich der imaginaren Gleichungslisungen AduBert sich 
der Verfasser noch nicht sebr weitblickend (§ 6): ,,Die imaginadren 
Wurzeln haben keine geometrische Darstellung. In welchem Sinne 
man sie auch nehme, man kann keinen Natzen aus ihnen ziehen. Man 
muB bestrebt sein, sie soviel als méglich aus den Endgleichungen zu 
entfernen.“ 

Foncenex unternimmt es, die Eulerschen Resnitate auf neuem 
und sichererem Wege herzuleiten und zugleich die Schwierigkeiten, die 
Bernoulli in der Theorie der Logarithmen gefunden hatte, zu be- 
seitigen. Sein erstes Ziel crreicht er leicht mit Hilfe deg Glei- 
chungen des Kreises und der Hyperbel; er figt hinzu, daB der ge- 
gebene Beweis von Lagrange ihm mitgeteilt sei. 

Hinsichtlich der Schliisse, die Bernoulli an die Betrachtung der 
Flichen gleichseitiger Hyperbeln gekniipft hatte, wendet Foncenex 


ee ee eee eee 


) ,»Dar de pures préparations algébriques* 
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ei, daB zwar die beiden entgegengesetzten Zweige der Hyperbel ge- 
maf dem Gesetze der Stetigkeit miteinander im Unendlichen zu- 
sammenhingen, da8 dies jedoch fir die oben konstruierten Flachen 
der Hyperbel nicht gelte. Denn das ae va Flaiche fir 


eine unendlich kleine Strecke Aa sei ja rdy = —" = a = 1 ftir ein. 


positives y und gleich Ny —=— 1 ftir ein cdi y. Es ge- 


schehe also beim Wbergange von positivem unendlich Kleinen zu 
negativem unendlich Kleinen ein endlicher Sprung, der sich mit 
stetiger Fortsetzung der Flachen nicht vertrigt. Foncenex gibt 
den Anhingern Bernoullis die Existenz eines zweiten Zweiges 
der Logarithmica zwar zu, sagt aber, daB beide reell, voneinander 
isoliert, zwar transzendent miteinander verbunden, dagegen algebraisch 
voneinander unabhingig seien. | 

Diese Ansichten bekimpft nun wieder d’Alenrbert in dem ,Sup- 
plément“*) “des oben erwihnten ,Mémoire“. Auf den Einwurf be- 
treffs der Unstetigkeit des Flachentibergangs erwiderte d’Alembert 


mit Recht, daB fir negative, unendlich kleine y folge =» - 1, 


Auch seine tibrigen Behauptungen verteidigte er mit Beharrlichkeit. 

Die Schrift hatte den Erfolg, da8 Foncenex sich in einigen 
Punkten fiir tiberzeugt erklirte.”) Er trat der Anschauung bei, daB 
die Logistica aus zwei, algebraisch zusammenhangenden Zweigen be- 
stehe; andererseits versucht er die Eulersche Formel mit den d’Alem- 
bertschen Ansichten zu verknfipfen. Fiir die Existenz zweier Zweige 
der Logistica bringt Foncenex jetzt selbst einen neuen Beleg bei: 
bedeuten ¢ und u Abszisse und Ordinate der Evolute der Logistica, 
so gilt u = +)V(t— 1)-'; das doppelte Zeichen fihre mit Notwendig- 
keit auf die beiden Zweige. 

Hier mége noch folgendes jm AuschluB an die besprochenen 
Aufsiitze von Daviet de Foncenex erwaihnt werden. J. B. J. De- 
lambre teilt in seinem ,Eloge de Lagrange“ mit und wiederholt 
es in seiner, den Werken Lagranges vorgedruckten ,,Notice sur la 
_ vie ete.“ p. XI, daB Lagrange seinem Schiiler und spiteren' Freunde 
Foncenex eigene Forschungen. in der Form fertiger Resultate tiber- 
lieB, die dann dieser, weiter ausgefihrt und begriindet, unter eigenem 
Namen veréffentlichte. Ob diese Mitteilung richtig ist, mag dahin- 
gestellt bleiben; jedenfalls stand die Abhandlung ,,sur les logarithmes 
des quantités smapimirest (Misc. Taur.I), wie Foncenex selbst an- 
gibt, unter Lagranges Binflu8. Das Verlassen des hierin eingenom- 


1) Opuscules J, 1761, p. 210. *) Miscell. Taurin. Hl, p. 837. 
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menen: Standpunktes in den ,,Eclaircissements“ (Misc. Taur. II1) 
spricht dagegen weniger fiir eine Mitwirkung von Lagrange. 

Um die Arbeiten d’Alemberis auf diesem Gehiete gleich hier 
zu erledigen, erwahnen wir einen im fiinften Bande der ,Opuscules“ - 
gegebenen Aufsatz") tiber die Mehrdeutigkeit der Ausdriicke von der 


Form Va + bY—1. Seine Darstellung der Wurzeln ist véllig kor- 
rekt. — Ferner stammt aus dem Jahre 1778 ein Artikel. iber Loga- 
rithmen*) von ihm; er vertritt durchaus noch seinen friiheren, von 
uns oben dargelegten Standpunkt. — 

Im Jahre 1768 erschien unter dem Titel ,.Von den Logarithmen 
verneinter GréBen“ eine sehr umfangreiche Arbeit von W. J. G. Kar- 
sten.*) Sie liefert eine gute historische Darstellung der Frage und 
eine eingehende mitunter etwas breit gehaltene Kritik der Darlegungen 
und Beweise d’Alenberts (sic!). Karsten steht vdllig auf der 
Seite Eulers. Den Hyperbel-Beweis, durch den Bernoulli die 
Existenz der beiden Zweige der Logarithmica dartun will, sucht 
Karsten dadurch zu entkriftigen, daB er die dabei benutzten Be- 
griffe der positiven und der negativen Flachenstiicke kritisch prift 
und ihre Anwendung auf das vorliegende Problem als unstatthaft er- 
klirt. Die Unhaltbarkeit des ersten oben gegebenen Beweises (S. 304) 
tut Karsten dadurch dar, daB er ihn anf eine beliebige Kurve 
anwendet, indent er deren Gleichung y = f(x) durch y? = f(z)’ er- 
setzt. — Im ersten Teile seines Aufsatzes geht Karsten auch aus- 
fiihrlich auf die Natur und den Begriff der negativen Zahlen ein. 
Er erklart sie als Richtungs-GréBen und bekimpft die Meinung, es 
seien negative GréBen solche, die ,,kleiner als die Null“ seien. Sonst 
wiirde ja (vgl. Bd. Ill?, 8.367) aus der unzweifelhaft richtigen Pro- 
portion 1 :(— 1) =(— 1): 1 folgen, daB sich das GréBere zum Klei- 
neren verhalte, wie das Kleinere zum GréBeren. 

Die Zeitenfulge nétigt uns, auf eine andere Frage einzugehen, 
die auch ein wesentlicher Bestandteil der Theorie des Imaginfren ist. 
Es ist die Frage, ob alle imaginaéren GréBen in der Gestalt 


A+BY-—1 
darstellbar sind, wo A und B reelle GréBen bedeuten. Uber die Un- 
bestimmtheit, um nicht zu sagen die Unklarheit der Fragestellung 
setzten sich die Mathematiker der damaligen Zeit um so leichter hin- 
weg, als die Begriffe des Imaginiren und des Unmdglichen noch immer 
ineinander spielen. D’Alembert hatte 1747 durch die Benutzung 


~~ eee eee ee 


1) Opucules VY, 1768, p. 183. *) Encyclopédie XX, Genéve 1778, p. 234. 
*; Abbandl. der churfiirstl. Baierischen Akad. d: W. V, 1768, p 3. ° 
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unendlich kleiner GréBen den Beweis dafiir zu liefern gesucht, daB sich 
die ,unméglichen* Wurzeln algebraischer Gleichungen in der Form 
A+ BY—1 darstellen lassen; Bougainville hatte in seinem ,,Traité 
du calcul inteyral, Paris 1752, diesen Beweis recht ibersichtlich 
reproduzicrt. Auch Foncenex lieferte (1. c.) einen Beweis dieses be- 
sonderen Satzes zugleich mit einer Kritik des d’ Alem bertschen Ver- 
suches; d’Alembert kritisiert dann scinerseits den Foncenexschen 
Beweis in dem ,,Supplément“ (siehe 8. 308). Euler haite 1749 durch 
eine Reihe von Beispielen den allgemeineren Satz iiberaus wabhr- . 
scheinlich gemacht. 

Nach gleicher Richtung geht eine Arbeit des italienischen (e- 
_lehrten Pietro Paoli; sie findet sich als drittes ,,Opusculum“ 
seiner Opuscula analytica'). Paoli legt Gewicht darauf, seine Ab- 
leiturigen unter Vermeidung der Infinitesimal-Rechnung zu geben, und 
benutvt, um das zu erméglichen, durchgehend das Prinzip der unbe- 
stimmten Koeffizienten als Hilfsmittel fir dic Herleitung der nétigen 
Formeln. So liefert er die Entwicklungen von a*, log(1 +2), sing, cos, 
tang x, arctangz. Nach diesen Vorbereitungen geht der Verfasser zu 
einer Reihe von Beispielen iiber. ir beginnt mit dem Logarithmus 
von (a+b-y—1); diesen stellt er mit Hilfe der zuerst vorgenommenen 
Entwicklung in der Form einer uneudlichen Reihe dar und findet 


log(a + b¥—1) = log Va? + ¥ + BY—1, wo B = arc tang — ist. 
Fiir a = 0 gibt er noch als besonders erwihnenswert das J. Ber- 
noullische Resultat 
x  log(— 1) 
| 200 41 
an. Dann folgt die Behandlung von 
log[log(a + 6-V—1)], log {log [log (a + 6-Y—1)]}, 


usw. In gleicher Weise wird 


prt? VA, pete Vd) ae 


auf die Form A + BY—1 gebracht; dann 
(@+b-Y=1), @+b-y—irre 


usf Hierauf kommen die goniometrischen uud die zu ihnen inversen 
Funktionen an die Reihe. Und den Schlu8 bilden die Kettcnbriiche 
mit imaginiren Teilzéhlern und Teilnennern. Die abbrechenae:: Jassen 
sich sofort durch Aufrechnung erledigen; die ins Unendliche fort- 
laufenden werden zuniichst in unendliche Reihen verwandcit. 


oe ee 


1) Liburnum (Livorno) 178v, p. 181. 
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Auch Nik. FuB heachiftigt sich') mit der Frage nach der Dar- 
stellung imaginérer GréBen. Dabei macht er ganz wunderliche 
Spriinge. Wenn z eine variable imaginire GréBe, a, 6, ¢,... reelle Kon- 
stanten bedeuten, dann umfassen die beiden Formen a +2 und b-s 
bei der willkirlichen Bedeutung von a, &, 2 unendlich viele imagi- 
naire GrdéBen. Die GréBen der beiden Formen a + 4 und be kénnen 
einander nur gleich sein, wenn a=0 und b= 1 ist. Die allgemeinere 
GréBenform a + bz umfaBt unendlich vielmal mehr GréBen als @ + 2, 
da in ihr auch 6 alle reellen Zahlen durchlaufen kann; deshalb um- 
faBt sie ,,wahrscheinlich“ alle imaginiren GréBen; somit auch jede 


von der Form . —— kann man, wie es scheint, als sicher 
annehmen, daB jedes £ ae einem a+ bs sei, und zwar nur auf 


eine Art.“ Aus a+ bs es “ folgt die Gleichung 


bit+az—c=0 wd s=-a+fVY-—I, 


wo « und 6 rcell sind; dadurch wire der Satz iiber die Darstellung 
imaginarer GréBen slipemei bewiesen. 

Kuler wird- diesen Beweis von Fu8 schwerlich als vollgiitig 
und tiberzeugend anerkannt haben; sonst hatte er wohl kaum 1783 
im zweiten Teile der ,Opuscula analytica® p. 81 unter anderen For- 
derungen an die Forschung auch die eines strengen Beweises fir 
diesen Fundamentalsatz aufgestellt. 

Mehrere andere Mathematiker versuchten sich, wie d’Alembert 
und D. de Foncenex, um das Theorem in der Weise, daB sie es 
mit dem Problem der ‘Wurzelexistenz algebraischer Gleichanwen ver- 
quickt®, sich also die Aufgabe stellten, die Form der, noch nicht 
als vorhanden bewiesenen Wurzelu festzustellen. Wir kénnen solche 
verfehlten Untersuchungen, wie die von Seb. Vanterzani’) hier 
tibergehen. — | 

An dem Leibniz- Bernoullischen oder, wenn man will, dem 
Euler-d’Alembertschen Widerstreite der Meinungen beteiligte sich 
auch der Italiener Greg. Fontana.*) Er steht auf Eulers Seite, 
findet aber, daB Kulers Herleitung der unendlich vielea Werte von 
. log feos g + sing YV—1) durch die Benutzung des Unendlich-GroBen 
und des Unendlich-Kleinen an Ubersichtlichkeit und an Uberzengungs- 
kraft verliert. Deswegen schligt t'ontana einen anderen Weg ein. 
Er beweist die entscheidenden Formeln eiumal durch Integration von 


1) Act. Petrop. 1781, pars II, p. 118. *) Mem. Soe. ital. li, 17384. 
*) Ibid. [, 1782, p. 188. 
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Differential-Ausdriicken, dann aber auch ohne Integrierung durch Sub- | 
stitution von 2 = tangg-Y—1 in die Entwicklung 


log =-— ae © = 2(a +5e+ea+aatt--); 
dadurch gelangt er zu der gewiinschten Eulerschen Formel 


pV —1 = log (cd8 p+ sinp Y—1), 
die die unendlich vielen Werte des Logarithmus vermittelt. 

In aller Kiirze sei noch ein Aufsatz von Fr. Mallet erwahnt’), 
der den Zwist schlichten will, aber in seinem elenden Ktichenlatein 
kaum iber die historische Darstellung der Meinungsverschiedenheiten 
hinauskommt. 

Hinige Darlegungen von J. A. Chr. Michelsen ftthren uns zu 
der Logarithmenfrage zuriick. Michelsen gab 1788 die Ubersetzung 
der ,,Analysis infinitorum’ Eulers heraus und versah sie mit An- 
merkungen zweifelhaften Wertes. Die zum siebenten Kapitel gehérigen 
beschiftigen sich mit der Hulerschen Logarithmen-Theorie und be- 
kimpfen sie. Nattirlich kniipft Michelsen an die Verwendung des Un- 
endlichen an. Er sagt 8S. 500—501: ,,Euler betrachtet die Formel 


log # = lim n (Vz — 1) 
uo @ ‘ 


als allgemein giiltig. Setzt man ftir 7 irgendeine negative Zahl und 
fiir *» nach und nach immer gréBere positive ungerade Zahlen, so 


findet man fiir 7/z auBer den unméglichen Werten auch allemal einen 
reellen negativen Wert, und es sollte folglich jede negatiyg Zahl 
aufer den imaginiren auch einen reellen und zwar negativen Loga- 
rithmen haben, der mit dem Logarithmen der gleichgroBen positiven 
Zahl verglichen, gréBer sein wiirde. ~Ferner setze man fiir » nach 
und nach immer grd8ere positive aber gerade Zahlen und lasse 2 


positiv sein. Alsdann hat Va zwei einander entgegengesetzte sonst 
gleiche Werte, und es mtiBte demnach logz einen doppelten, sowohl 
den Zeichen als der GréBe nach verschiedenen Wert haben.“ Zu 
weiteren Angriffspunkten fthrt die Allgemeingiltigkeit der Gleichung 


a™ =a", wie dies ja schon bei Bernoulli und d’Alembert zu 

verzeichnen war, die ihre darauf gegrindeten Einwinde geometrisch 
formuliert hatten. 

Seine Ansicht ist (S. 503) die folgende: ,Zu jeder GrdBe, 


ee 





) Nov. Act. Upsal. IV, 1784, p. 205. 
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sie mag nun positiv oder negativ, reell oder imaginiar sein, gehdrt ein 
moglicher Loyarithmus und nicht mehrere.“ 

Ferner sei noch erwihnt, daB Pietro Franchini in seiner 
»Leoria dell’ Analisi“ Roma 1792; I fiinf Beweise fir die Richtigkeit 
der Formel log (— s) =log (+ 2) publiziert, freilich ohne neue Ideen bei- 
zubringen; und da8 Malfatti’) eingehend untersucht, ob die Logistica 
einen oder zwei Zweige besitze. : 

- Auch Kistner findet, wie so mancher vor und nach ihm, daB die 
von Euler beliebte Benutzung der héheren Analysis das Eindringen in 
die Natur der Logarithmen erschwere. Kastner erkennt an*), daB 
Hilfsmittel.der hSheren Mathematik notwendig seien, um ,die Mannig- 
faltigkeit der unmdglichen Logarithmen zu kennen und zu brauchen“, 
aber er meint, daB sich schon ,,aus den ersten gemeinen Lehren von 
den Logarithmen dartun lasse, daB jede bejahte Zahl einen miiglichen 
Logarithmen hat und nur einen méglichen, und daB verneite Zahlen 
keinen méglichen Logarithmen haben“. Der Standpunkt ist, wie man 
sieht, ein noch ziemlich beschrinkter. Um den Nachweis elementar zu 
liefern, erklart Kastner jede ,,bejahte“ Zahl als abgektirzten Ausdruck 
ihres Verbaltnisses zur Kinheit und setzt, um das anzudeuten, + a 
= (1:a). Dann wird fiir ganze positive m die Potenz a™ = m-(1:a), 
d. b. das Resultat des m-fachen Verhiltnisses (1:@), (a@:a*), ... 
(a"-1:a™); die gleiche Erklarung soll fiir gebrochene positive Expo- 


nenten ™ = a gelten, ,da das Verhiiltnis (1:a) in q Teile geteilt 


werden kénne, von denen dann p genommen werden, um a! -(1:a) 
zu geben“. So sei (1:8) =3-(1:2), also 


pQt8) = (1:2) umd 5(1:8) = (1:4). 


»Das Verhiltnis (1:— a) la8t sich mit keinem Verhaltnis zwischen 
ein Paar bejahter Zahlen vergleichen.“ Ist bei konstantem positiven c 
und bei positivem y das Verhaltnis (1:y) das 2-fache des Verhiilt- 
nisses (1:c), alan (1:y) = 2-(1:c) oder c’ = y, so liefert das ein loga- 
" rithmisches System mit der Basis c. Ist x ein Bruch 2 je , dann 
kénnte y zwar einen verneinten Wert annehmen; aber diese Annahme - 
wiirde besagen, das Verhiltnis zwischen 1 und ciner verneinten Zahl 
sei ein Vielfaches des Verhiiltnisses (1:c). ,Und das findet nicht 
statt.“ Den Grund bleibt Kastner uns schuldig. Denn das soeben 


1) Mem. R. Acad. Mantova, 1795. p. 3. *) Leipz. Magaz. fir. u. 
Mathem., Stiick IV, 1786, p. 531. 
Cawror, Geschichte der Mathematik IV. 21. 


' . $14 Abschnitt XXI. 


in Anftihrangsseichen Gesetzte ist doch sicher kein Grund fiir diese 
Behauptung. 
Paolo Frisi hatte in seiner Algebra’) eine Unterscheidung 
* gwischen der reellen und der 
___ imaginfren Null gemacht und 
~~ die Behauptung aufyestellt, es 
sei nicht 0-Y—1—0; denn 
daraus wiirde die unrichtige 
Proportion folgen 
1:V—1=0:0. 
Er meint, die imaginire Null 
| zeige eine reelle GréBe an. 
cig. 5. Diesen vermeinten Unter- 
schied hatte G. Riccati*) durch 
geometrische Griinde zu stfitzen versucht. Es sei HDG...J BE... eine 
Konchoide; AB= FE=AD=FG=.---—a; CA-=c und c>e. 
Dann bestehe .zwischen den Koordiriaten x, y jedes Kurvenpunktes 
e—s)¥or—¥* 
y 





E=(r\y) die Gleichung z = - Fir y ==c ergebe das 


z—0.y—iWe= 2. 


Aber fiir y= c existiere uach der Definition der Kurve kein Kurven- 
punkt; demnach kénne x nicht gleich Null sein. 

F. Th. Schubert*) weist diesen Kinwurf ganz richtig zurtick: 
Der Punkt C besteht tatsdchlich als isolierter Kurvenpunkt, als 
»punctum conjugatum“. 

Ohne Kenntnis von dem Aufsatze Schuberts zu haben, auf den 
er sonst hingewiesen hiitte, tut Greg. Fontana das Gleiche.*) Dabei 
wendet er sich polemisierend gegen die soeben besprochenen Aus- 


fihrongen Frisis: Wire 0-Y—1 von 0 verschieden und etwa =a 
+bY—1, wo a, b reelle GréBen bedeuten, so wiirde daraus das 


offenbar unrichtige Resultat Y-—1 = — * folyen; die von Frisi be- 


anstandete Proportion 1: /—1 = 0:0 weise wegen der Unbestimnt- 
heit der rechten Seite gar nichts Widersinniges auf. 
Franc. Pezzi>) sucht die Frage zu beantworten, warum Kuler 


in seinen Formeln stets die Gestaltung cosg + sin g-V—1 statt der 
ebenso naheliegenden und scheinbar ebenso berechtigten 


') Mailand 17892. *) Memorie mat, fis. Soc. Ital. IV, 1788, Pa 116. 
5) Nov, Act. Petrop. VIII, 1790, p. 171. *) Memorie mat. fis. Soc. Ital. 1799, 
VIUL, p. 174. *) Toid, 1799, V. ; ; 
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sing + cosp-V—1 


genommen habe. Er kommt zu dem Schlusse, dies sei erfolgt, weil 
die Darstellung der Potenzen dos Ausdrucks bei der ersterer Form 
einem -einfacheren. Gesetze unterworfen sei, ale bei der zweiten, 

B. Fr. Thibaut*) gibt in einer historischen Arbeit eine kurze, 
gedriingte Ubersicht tiber die wichtigsten Phasen der Entwicklung der 
' Lelfre von den imaginéren GréBen. Er fagt einige kritische Be- 
merkungen an, mit denen er sich in dieser Frage ganz auf die Seite 
von L. Euler stellt. | | 

Wir nahen uns dem Schlusse; haben uber zunichat eine historische 
Bemerkung zu machen, die sich auf die Bezeichnung der imaginaren 


Einheit bezieht. “Im yorhergehenden haben wir diese, dem Gebrauche 
der damaligen Zeit entsprechend, mit Y~—1 bezeichnet; das jetzt 


meist tibliche ,:“ hatte noch kein Biirgerrecht erlangt. Von wem 
stammt die Ejinfihrung dieses ,#“? Wohl.von Euler! Im vierten 
Bande der zweiten Auflage der Eulerschen ,,Institutiones Calculi 
integralis“*) findet sich als viertes ,Supplementum“ erstmalig ge- 


drackt eine Abhandlung des Verfassers ,De inteyratione formularum: 


apgulos sinusve angulorum implicantinm“ und als ihre erste Nummer: 
yl. De formalis differentialibus .., M.S. Academiae exhibit. die 5 Maii 
1777". Darin heiBt es: ,Problema 1: ,Proposita formula difte- 





rentiali Bd Aes , ejus integrale per logarithmos et arcus circulares 


ae rr 
investigare’, Solutio: Quoniam mihi quidem alia adhuc via non 


patet istud praestandi, nisi per imaginaria procedendo, formulam 
V—1 littera ¢ in posteriorem designabo, ita ut sit w= — I, 
ideoque = —¢.“ Auf einen friiheren Gebrauch des Zeichens ¢ sind 


wir nirgends gestofen. 

Den SchlaB unserer Darlegnngen lhiefert eine Abhandlung von 
groBer Bedeutang, der wir das Motto gebeh michten: ,habent sua 
fata- libelli“. Sie eilte ihrer Zeit voraus; sie blieb unbeachtet; sie 
wurde nach 100 Jahren der Vergessenheit entrissen und anerkunnt. 
Die Abhandlung tragt den Titel: ,Om direktionens analytiske Beteg- 
ning“; ihr Autor ist Caspar Wessel.*) Zunichst heben wir aus 
einer Besprechung seitens des Herrn Valentiner einleitend folgendes 
heraus.‘) 


meee ee ee eee 


1) Dissertat. inaugur. Gotting. 1797. *) Petropol. 1792—1794, 4 vol. 4°, 
(wibrend die erste Auflage nur 3 Volumina aufweist). . *) Danske Selsk. Skr. 
N. Samml. V, 1799. *) Jabrb. Fortschr. Math. 28 (1897), p. 199. 

. 9,* 
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Diese Abhandlung, welche vermutiich die 4lteste ist, die eine 
vollstiindige Theorie der imaginéren Zahlen enthalt, wurde am 10. Marz 
1797 der Kgl. Akademie der Wissenschaften in Kopenhagen vorge- 
legt. Der Verfasser, 1745 in Norwegen geboren, kam 1763 nach 
Diinemark, wo er spater sein ganzes Leben als Feldmesser verbrachte. 
Er starb 1818. In seinem Berufe war er sehr geschatzt; einen groBen 
Teil der Triangulation und der genauen Aufnahme des Konigreichs 
hat er besorgt. .Im Jahre 1815 wurde er Ritter des Danebrog; dies - 
wird nur deshalb angefiihrt, weil es sicher damals ftir einen Feld- 
messer eine auBergewohnliche Ehrenbeweisung gewesen ist. Von 
seinen Fahigkeiten als Mathematiker haben wir gar keine Nach- 
richten. Die Tradition schweigt ganz davon. Nichtsdestoweniger 
ist das.in Rede stehende Werk eine: sehr bemerken8werte Leistung. 

Mit den eigenen Worten des Verfassers werde der Zweck des 
Werkes angegeben. Er sagt: 

Diese Abhandlung hat zum Gegenstande die Frage, wie kanu 
die Richtung analytisch dargestellt werden, das hei8t, wie kann man 
die Abschnitte von Geraden darstellen, wenn man mittels einer ein- 
zigen Gleichung zwischen einer unbekannten Strecke und anderen be- 
kannten Strecken einen Ausdruck finden wollte, welcher auf einmal 
die Linge und die Richtung der unbekannten Strecke darstellt. 

Weiter sagt er: Was mir die Veranlassung gegeben hat, diese 
Abhandlung zu schreiben, ist, daB ich eine Methode suchte, welche 
mir erlaubte, die unméglichen Rechnungen zu vermeiden. Nachdem 
ich sie gefunden habe, habe ich sie dazu verwendet, mich der allgée- 
meinen Gtiltigkeit einiger wohlbekannten Formeln zu versichern. 

— Soweit Valentiner. — . 

“Wessel geht von geometrischen Betrachtungen aus und definiert 
die Addition zweier Strecken folgenderma8en: ,man laBt die eine 
von dem Punkte ausgehen, in dem die andere endet; dann verbindet 
man durch eine neue Strecke die beiden Endpunkte der so erhaltenen 
gebrochenen Linie; die feue Strecke heiBt dann die Summe der- 
beiden gegebenen“ (8 1). ,,Das Produkt zweier Strecken mu8 in 
jeder Hinsicht aus dem einen Faktor in der gleichen Weise gebildet 
werden, wie der andere Faktor aus der positiv oder absolat genom- 
menen Einheitsstrecke gebildet ist“ (§ 4). Dabei ist es notwendig, 
daB die Faktoren solche Richtungen haben, die mit der Einheits- 
strecke in einer Ebene liegen, und die Worte ,,in jeder Hinsicht“ be- 
ziehen sich auf die Linge sowie auf die Richtung des Produktes. 
»Dureh + 1 wird die geradlinige positive Kinheitsstrecke bezeichnet, 
durch ¢ eine andere, auf der ersten senkrechte, mit gleichem An- 
fangspunkte“ (§ 5). Aus der Definition der Multiplikation folgt so- 
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fort «—Y—1. Es werden dann Strecken ‘a + eb elngefilrt und 
mit ihnen die Operationen der Addition, der Multiplikation, der Po- 
tenzierung und der Radizierung vorgenommen. Als Anwendung 
wird der Beweis des Satzes von Cotes gegeben (Bd. IIl?, S. 410—411) 
und die Bestimmung aller Elemente eines Polygons geliefert, von 
dem die nétige Anzahl von Bestimmungsstiicken bekannt ist. 
Um zu einer analytischen Bestimmung der Lage von Punkten 
im drei-dimensionalen Raume zu gelangen, nimmt Wessel zu den 
beiden Hinheitsstrecken +1 und + ¢ eine dritte mit gleichem An- 
fangspunkte, auf 1 und « senkrecht stehende + 1 an, fiir die auch 
7? = — 1 ist, und gibt die Form 7+ yy-+ 2 als allgemeiner Aus- 
druck einer ,,G@eraden“, d. h. eines Strahles vom Anfangspunkte bis 
zum Punkte mit den Koordinaten z, y, ¢. Das Hauptproblem besteht 
in der apalytischen Bestimmung der Rotation. Wessel zerlegt eine 
beliebige Rotation in zwei, deren eine die 74-Achse, die andere die 
é-Achse zur festen Drehungs-Achse hat. Soll sich (@ + ny + é¢) um 
die 7-Achse durch einen Winkel @ drehen, so driickt er dies durch 
die Bezeichnung . 
(x + ny + €2) » (cosa + esina) 
. aus, und dhnlich die Drehung um die s-Achse durch den Winkel b 
durch die Bezeichnung (2 + ny + ¢2) ~ (cosb + qsinb). Es ist, wie 
Wessel zeigt, 
(a + ny + €2) “ (cosa + ésina) = (xcosa — zsina) 
+ yy + e(xsina + £c08a@); 
(x + ny + &2) (cosh + ysinb) = (x cosb — ysinb) 
+ (asin b + ycosb).+ ez; 
(x + yy + &2) (cosa + esina) » (cose + ésinc) | 
= (4+ yy + &2) ~ (cos[a + c] + esin[a + ¢}). 
Auf die kurz gefaBte’ Theorie der Drehungen um die Achzen der 
n und ¢ folgt als Anwendung die Behandlung der sphirischen Polygone, 
die im wesentlichen auf eine sphiirische Trigonometrie hinauslauft. T.-N. 
Thiele, einer der beiden Herausgeber der ins Franzésische tibersetzten 
‘Abhandlung’), macht auf den merkwiirdigen Umstand aufmerksam, 
dah Wessel bei seinen Untersuchungen nicht auf die Gleichungen 
von Gau8 oder Delambre gestoBen sei, denen er doch so nahe war. 
Ebenso bedauert Thiele, daB der Verfasser die Behandlung der 
Drehung um die reelle Achse unterlassen hat; dieser eine Schritt hitte 
ihn ohne Zweifel zur Entdeckung der Quaternionen gefiihrt. Wenngleich 





1) Essai sur la représentation analytique de la direction par C. Wessel 
avec préface de H. Valcentiner et T. N. Thiele. Copenhague 1897. 
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der Gedanke Wessels also nicht vollkommen von ihm selbst ausge- 
schépft erscheint, so genilgt doch der Inhalt der Arbeit, um die Prio- 
ritat der Darstellung komplexer GréBen Argand 2a entziehen und 
Wessel zuzuerkennen. Argaud, der 1806 seinen ,Essai sur une 
maniere de représenter des quantités imaginaires“ veréffentlichte, hat 
zweifellos von der Idee des danischen Mathematikers nichts gewuBt — 
wie die ganze damalige wissenschaftliche Welt nichts mehr von ihr 
wuSte; auch der ,Kssai‘ Argands wurde vergessen, hatte aber den 
Divektonens analytiske Betegning“ gegenber das Glick, friher‘) 
wiedes entdeckt zu werden; so konnte Argand langezeit far sei Ent- 
decker gelten. 


1) Annales de Gergonne 1818. 
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ELEMENTARE GEOMETRIE 
| VON 


Vv. BOBYNIN 


Lehrbticher der Elementargeometrie. 


Ihre schon langst begonnene sowohl quantitative als auch qualitative 
_ Entwicklung fortsetzend, bereicherte sich im Laufe der zu betrach- 
tenden 40 Jahre die lehrende elementargeometrische Literatur mit 
einer sehr ansehnlichen Anzahl] neuer Errungenschaften. Infolge des 
unvollstandigen bibliographischen Materials, das uns zu Gebote stand, 
sind die deshalb zum Teil verminderten und nur annahernd richtigen 
Ziffern, die die oben erwahnte Anzahl ausdriicken, folgende: 55 Ge- 
samtlehrbiicher, welche neben den Teilen, welche allen oder auch 
einigen Abteilungen der elementaren Mathematik gewidmet sind, auch 
Teile, die ausschlieBlich die elementare Geometrie betrachten, ent- 
halten, 35 spezielle elementargeometrische Lehrbiicher, 35 Uher- - 
setzungen der Elemente des Euklid und 10 Ubersetzungen der Werke, 
die im Laufe der ersten Hialfte des 18. Jahrhunderts erschienen sind. 
Folgende Tabelle stellt die Verteilang dieser Ziffern in den Haupt- 
lindern Europas dar: 











| Ubersetzungen der 





Euklids , Schriften der 
Linder Leh each : Klementar- | Elemente I. Halfte d. 2.Hialfte d. 
enEree ‘a geometrie . | 48. Jahrh. heh, |18.Jabrh. .Jabrh. 
Deutschland....... 24 | 10 18 — oa 1 
England ..... .... 1 | 3 8 — — 
Frankreich........ 13 4 8 — | _— 
Italien..../....... 5 | 3 ) a oe 1 
Niederlande....... 2 | 9 3 2 = 
Polen............. 8 -— 1 2 8 
RuBland .......... ee 6 2 | 8 6 
Schweden......... — | — 8 |; 2 | — 


Einige der hier angegebenen Biicher sind mehrmals verlegt worden. 
Zur Erginzung und Erklérung dieser Tabelle ist folgendes zu be- 
merken. Werke der ersten Hilfte des 18. Jahrhunderts, deren Uber- 
setzungen in der Tabelle angegeben sind, waren folgende: Christian 
Wolffs Anfangegrinde aller mathematischen Wissenschaften (Halle 
1710) waren ins Hollindische, Polnische, Russische und Schwedische 
tibersetzt. Clairaut, Hiléments de géometrie (Paris 1741) waren ins 
Schwedische, Hollindische und Polnische iibersetzt. Georg Wolf- 
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gang Krefft, Kurtze Einleitung zur theoretischen Géometrie, zum 
Gebrauche der studirenden Jugend in dem Gymnasio bey der Aca- 
demie der Wissenschaften in St. Petersburg (1740). Weidlers In- 
stitutiones mathematicae (Wittenberg 1718). Diese beiden Werke 
Waren nur ins Russische fibersetzt. Das letzte Werk, ebenso auch 
das obengenannte Buch Wolffs sind mehrmals auch bei sich in 
Deutschland verlegi worden. Zu den Ubersetzungen des Werkes 
Wolffs in der. Tabelle ist auch die 2. italienische Auflage des 
Buches Christiani Wolfii*) Elementa Matheseos.universae*) mit 
eingerechnet. Als Werke, die in einiger Bezichung za den Elementen 
des Euklid stehen, obwohl sie in die Tabelle nicht eingefihrt sind, 
sind folgende anzugeben: in England R. Simson, The Elements of 
Euclid. Notes critical and geometrical (Glasgow 1762 und 1781) 
und The philosophical and mathematical Commentaries of Proclus, | 
surnamed Plato’s Successor, on the I Book of Euclids Elements 
and his life by Marinus ete..(London 1788); in Deutschland Euclid’s 
Data verbessert und vermehrt von. K. Simson, fibersetzt von Ch. 
Schwab (Stuttgart 1780, 8°). In England, Deutschland und Frank- 
reich beanspracht die vollstandige Abwesenkeit der tibersetzten Werke 
aus anderen Sprachen besondere Beachtung. In Frankreich und Eng- 
land war nicht eine einzige Ubersetzung vorhanden. In Deutschland 
nur eine, namlich die Ubersetzung aus dem Hollindischen des Werkes 
von Swinden, Anfangsgriinde der MeBkunde. Die gréBte Zahl der 
Ubersetzungen erschien in den am wenigsten zivilisierten Lindern, 
namlich in RuBland, und schon in geringerem Mae in Polen. In 
diesen beiden Lindern trifft der Forscher wohl fast zum erstenmal 
Ubersetzungen an, die mcht nach gedruckten Ausgaben, sondern nach 
Hendschriften angefertigt sind. Als derartige Ubersetzungen sind an- 
zugeben: in RuBland Eulers Geometrie*) und das bereits oben an- 
gefihrte Werk Kraffts und in Polen ,Geometrie‘ von Lhuilier‘). 

Die wichtigste der Angaben, die die angeftthrte Tabelle dem 
Forscher liefern, ist diejenige, welche die Beziehung der ,Klemente“ 
des Euklid zu dem Fache des Unterrichts der Geometrie in den 
_ verschiedenen Lindern Europas bezeichnet. Aus dieser Tabelle ist 
ersichthch, daB die ,Elemente‘ des Euklid ihre uralte Stellung, als 
der einzigen Lehrbiicher der Elementargeometrie, nur in England im der 


. 
— ae ee 


1) Diese Vorlesungen III’, 8. 529— 581. *) Editio secunda veronensis. 
Veronae 1788—98, vol. 5; 4°. *°) Leonh. Eulers Geometrie, zam Gebrauche 
in dem Gymuasio bei der Akademie dor Wissenschaften in St. Petersburg. Aus 
dem Latcinischen. 1765. *) Geometrie fir die Volksschulen. 1. Teil. 
Warschau 1780. 2, Teil Krakau 178). * 3 
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gweiten Halfte des 18. Jahrhunderts behalten haben. Ungeachtet , 
dessen, da Deutschland pach der Anzahl der Ausgaben der Werke 
des Euklid alle anderen Linder itbertrifft, kann dennoch von dem 
vorherrschenden, geschweige dem ausschlieBlichen Gebrauch beim 
Unterricht der Elementargeometrie keine Rede sem. Das bezeugen 
uns mit voller Deutlichkeit die noch viel bedeutenderea Zahlen der 
Lehrbticher, die von einheimischen Autoren verfaBt und verlegt worden 
sind. Was Frankreich anbetrifit, kann der direkte Gebrauch der 
»Elemente“ des Euklid beim Unterricht der Elementargeometrie jetzt 
als vollistindig aufgehoben betrachtet werden. Die itbrigen Haupt- 
lander Europas endlich nehmen Mittelstellungen zwischen Deutschland 
und Frankreich ein, dennoch néher an Frankreich stehend. Auf diese 
Weise erreichte das Bestreben, die ,Elemente“ des Euklid beim 
‘Unterricht der Elementargeometrie durch zweckentsprechendere Lehr- 
biicher za ersetzen, was der Philosoph Ramus als erster aus- 
gesprochen und im Laufe der Zeit sich immer verstirkt hatte, in der 
zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts bedeutende Resultate. Zur selben Zeit 
macht auch das Verstiindnis der Ursachen des cbengenannten Be- 
strebens Fortechritte, obgleich in geringerem Ma8e. Da die haupt- 
sichlichsten dieser Griinde sehr tief im Wesen der ‘Sache selbst liegen, 
war das Verstaindnis derselben in der zu betrachtenden Zeit noch 
nicht erreicht. Man hatte bloB Zeit, diejenigen ihrer Folgen kennen 
zu lernen, die ohne tiefe und umfassende historische Kenntnisse den 
anmittelbaren Beobachter zuginglich waren. 

In demjenigen Lande, wo die zu betrachtende Strémung sich am 
meisten kundgegeben hat, und deshalb beinahe ibr Ziel voll erreicht 
ist, nimlich in Frankreich begegnet der Forscher der Angabe dieser — 
oder jener Ursache bei vielen Schriftstellern. Nach den. Worten 
d’Alemberts‘) sind die Beweise des Euklid, ungeachtet ihrer Ge- 
‘nauigkeit, dem Verstaéndnis so schwer zuganglich, da8 es vielen be- 
rtihmten Mathematikern nicht gelungen ist, ihrer vollstandig Herr zu 
werden. Bouillau z B. gestand offen, daB er sie niemals gut ver- 
stand, und der noch berihmtere Vieta verdichtigte ihn des Para- 
logismus, was nur aus mangelhaftem Verstindnis zu erklarcn ist. Im 
Discours préliminaire zu derselben Ausgabe*) sagt Bossut, daB viele, 
vollkommen die Vorziige des prachtvollen Werkes des uk! id an- 
erkennend, ihm doch Vorwiirfe machen wegen zu groBer Anzahl von 
Bestimmungen und scholastischen Einteilungen, wegen zu strenger 
und verfeinerter Beweisfiihrung von Wahrheiten, die schon on und 


1) Encyclopédie méthodique. Mathématiques, Tome II, p. 129. *) Ebenda, 
Tome J, p. IX. 
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fir sich vollkommen klar sind. Man ist geneigt, anzunehmen, be- 
merkt er weiterhin, daB es den spitzfindigen- und kleinlichen Methoden 
griechischer Sophisten gelungen ist, auch in die exakten Wissen- 
schaften einzudringen. Spater, in seiner Histoire générale des mathé- 
matiques’), die den erweiterten und ergiinzten Discours darstellt, 
spricht derselbe Autor vom Charakter und den Higenschaften der Be- 
weise des Euklid. ‘Letztere verursachen nach seinen Worten An- 
fingern groBe Schwierigkeiten, weil sie indirekt, nicht selten lang 
und verwickelt sind. Gerade diese Eigenschaften zwangen viele der 
neuesten Gelehrten bei der Herausgabe der ,,Elemente“ des Euklid 
leichtere und einfachere Beweise anzufiihren. Andere jedoch 
fanden es am niitzlichsten, in ihren eigenen Aufsitzen ‘sich ganz und 
gar von der Methode des Euklid zu entfernen. Die bedeutendsten 
aus der Zahl der ersten, die Bossut beim Namen nicht anfihrt, waren 
selbstverstindlich in England: Robert Simson mit seinem Werk 
The Elements of Euclid. Notes critical and geometrical*) und 
James Williamson mit seiner Ausgabe The Elements of Euclid, 
with dissertations*) und in Deutschland Lorenz mit seiner vollen 
Ausgabe der ,,Elemente“ des Euklid*) und der teilweisen: der sechs 
ersten Biicher®), des elften und zwélften®), und der ersten acht Bicher 
mié dem elften und zwélften’). Montucla, dieser tiberzeugte An- 
hinger der ,,Elemente“ des Euklid, verweilt besonders in der ihnen 
geweihten Apologie bei’ der Unzufriedenheit vieler Geometer aber die 
Verteilung des Gegenstandes*). Die Verteidigerrolle, die Montucla 
in bezug auf die ,,.Klemente“ des Kuklid auf sich genommen hatte, 
verhinderte ihn jedoch nicht, am Ende seiner Apologie den Nutzen 
der Werke, die von den neuesten Autoren als Ersatz derselben verfaBt 
worden sind, anzuerkennen. Sich der Meinung der Gelehrten, daB 
die Erlernung der Geometrie nach den ,,Elementen“ des Euklid fir 
Anfanger sehr schwierig sci, anschlieBend, findet er es fiir nétig, die 
Geometrie fir Anfanger zuganglicher zu machen, hauptsichlich den- 
_ jenigen, die nicht beabsichtigen, Geometer von Fach zu werden. 

Von den Geometern der 2. Halfte des 18. Jahrhunderts, die be- 
sonders scharf ihre Unzufriedenheit tiber die Verteilung des Materials 
in den Elementen aussprachen, geniigt es auf Lacroix hinzuweisen, 
welcher in seinem Werk , Essais sur ]'enseignement“ diese Verteilung 
als unordentlich kennzeichnet. Als Beispiel nimmt er iibrigens nur 
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eines, dafiir’ jedoch besonders wichtiges, namlich Euklids Folyerung 
des Grundsatzes der.Theorie der proportionalen Linien aus der Ver- 
gleichung der Flachen der Dreiecke. 

‘Womit Lacroix in unmittelbare Berihrung kam, und was ihn 
dabei besonders unangenebm beriihrte, waren die durch die ,,Hlemente“ 
des Euklid und durch ihre seit Jahrhunderten erworbene Autoritat 
in der Wissenschaft und im Unterricht hervorgerufenen Schwierig- 
keiten fir die neueren Autoren der Elemente der Geometrie. Diese 
Schwierigkeiten sieht er erstens in der Konkurrenz mit den Werken 
des Kuklid, welche immer sehr gefahrlich ftir die neuesten Autoren 
ist, ungeachtet jeden Beweises ihrerseits zugunsten des gewahiten 
Planes; zweitens in der Notwendigkeit, nach dem Beispiel des Euklid 
und fiberhaupt der griechischen Geometer sich der synthetischen 
Methode zu bedienen auf ginem Gebiete, wo alle anderen Teile sich 
der analytischen bedienen, wodurch sie dem Lernenden zuganglicher~ 
und gelaufiger werden; und drittens in der drohenden Méglichkeit, zu 
jeder Zeit Vorwiirfe sowohl von den Anhangern als auch den Gégnern 
des Euklid zu erhalten. . Von ersteren fair die Unzulanglichkeit in 
der Strenge der Beweise, die von den Alten festgesetzt sind, und 
von letzteren fir die Unterwerfung dieser Forderung, welche klein- 
liche, nur den Verstand verwirrende Formen verursachen, als auch far 
die Beseitigung der analytischen Prozesse, welche die Methode der 
Erfindung darstellen. 

Das kritische Verhalten zu den ,,Klementen“ des E uklid, welches 
sich in den Kreisen der Mathematiker fesigestellt hatte, cad welches 
eine groBe Anzahl Arbeiten, die, der Hrérterung der Elemente der 
Geometrie gewidmet sind, hervorgerufen hatte, muBte vor jeden philo- 
sophischen Denker die Frage stellen, was eigentlich die Elemente der 
Geometrie seien. Woraus soll sich ihr Inhalt bilden? Die Aufsitze 
d’Alemberts in der Encyclopédie méthodique') waren in der 
' gweiten Halfte des 18. Jahrhunderts wohl nahezu die bedeutendsten 
Versuche, diese Frage zu lésen. 

D’Alembert unterscheidet in jeder Wissenschaft, darunter auch 
in der Geometrie, zwei Arten von Elementen. Wenn man in einer 
Wissenschaft glle Siatze oder Wahrheiten, welche die Grundlage zu 
allen anderen bilden, absondert, und sie in ein Ganzes vereinigt, er- 
halt man die Elemente der ersten Art. Sie bilden sozusagen den 
Keim, aus welchem alle Teile samt ihren Details entwickelt werden 
konnen, was daraus folgt, da® sie alle allgemeimen Wahrheiten und 


) Elémens dea sciences. Mathématiques, Tome I, p. 617—625. Des élé- 
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Satze, welche die Elemente bilden, wenn auch nicht ‘augenscheinlich, 
alle anderen Wabrheiten enthalten, Daraus folgt also, da8 in ihren. 
Klementen erster Art jede Wissenschaft in ihrem vollen Umfang ent- 
halten ist. In der Geometrie wirden nicht nur diejenigen Siatze 
solche Elemente sein, die die Prinzipien der Ausmessung und der 
Kigenschaften der ebenen Figuren enthalten, sondern auch diejenigen, 
die die Prinzipien der Anwendung der Algebra auf Geometrie und 
der Differential- und Intogralrechnung bei krummen Linien ent- 
halten: 

Wahrheiten oder Satze, die die Wissenechaft bilden, kénnen auch 
von einem anderen Standpunkt aus betrachtet werden. LEinige von 
jhnen kénnen in sich selbst oder auch in ihren Folgerungen den 
Gegenstand auf die einfachste Art betrachten. Die Gesamtbeit solcher 
Wahrkeiten oder Saétze samt ihren genau angefihrten Folgerungen 
stellen die Klemente der uweiten Art dar, zwar allgemein gebrauch- 
licher, jedoch vom Standpunki der Philosophie aus den Elementen 
der ersten Art viel nachstehend. Dieselben stellen folglich die de- 
tailliertere Betrachtnng der einfachsten Teile des Gegenstandes dar. 
In der Literatur der Geometrie bilden sie die Elemente der gewdhn- 
lichen Geometrie, welche nichts weiter betrachtet, als die Eigen- 
schaften der ebenen Figuren und des Kreises, und deshalb, wenn such 
mit allen Einvelheiten, dennoch den einfachsten Teil des Gegenstandes 
_ enthalten. . 

Weiterhin die einzelnen Stadien der Entwicklung jeder Wissen- 
schaft betrachtend, dargestellt erstens durch dio Anhdufung neuer 
Kenntnisse, und zweitens der sie ablésenden Systematisieruvg dieser 
Kenntnisse, erklirt d'Alembert das Unzureichende der Traktate, die 
die ersten Versuche genunnter Systematisierung darstellen, damit, 
daB die Autoren gewSdhnlich nicht zu den Erfindern und Erschaffern 
der Wissenschaften gehéren. Jedér Traktat einer Wissenschaft, ob 
voll oder bloB ihre Elemente darstellend, mu8 nach seiner Meinung 
derjenigen Richtang fulgen, nach der der Erfinder ging. da einzig 
nur diese Richtung als fahig erklart werden kaun, den Zusammen- 
hang der Wahrheiten oder Siitze der Wissenschatt in ibrem natir- 
lichen Zustand darzustellen, D’Alembert vergiBt dabei nicht, auch 
auf diejenigen Fille hinzuweisen. in denen der Erfinder selbst nicht: 
imstande erscheint, den schon durchgegangenen Weg wieder einzu- 
schlagen, was jedesmal geschieht, weun er waihrend seiner Forschungen 
sich einer gewissen Art Instinkt tberlaBt, anstatt der Spekulation’). 
Nach weiteren vier Seiten*\)s kehrt d’Alembert zu. dem gleichen 
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Gegenstand zuriick- Nachdem er die Frage stellt, ob es ratsam ist, 
sich beim Auslegen der Elemente der Reihenfolge, an welche sich 
die Erfinder hielten, anzuechlieBeu, spricht er folgende Gedanken aus: 
Zweifellos ist diese Reihenfolge Gberhsupt die vorteithafteste, als die 
am meisten dem Gedankengang entsprechende. Die Vernunit ichrend, 
klart sie auf, weist den Weg, weicher weiter zu verfolgen ist, und 
gibt die Méglichkeit, auf diesem Wege jeden fulgenden Schritt vorau,zu- 
sehen. Diese Reihenfolge ist es nimlich, die als analytische 
Methode bezeichnet wird, die von zusamimengesetsten gu abstrakteu 
Ideen fibrt, aufsteigend von bewuBten SchluBfolgerungen «zu un- 
bewuBten Prinzipien, and die Entwicklung der letzten durch die Ver- 
allgemeinerungen der ersten erreicht. " 

_ Far die Elemente der Geometrie schlagt- d’Alembert fol- 
genden Plan vor. Indem er ihre gewéhnliche Teilung in Longi- 
metrie, Planimetrie und Stereometrie als nicht sutreffend er- 
klirt, weil sie neben der Betrachtung der geraden Linien tnd 
der Ebene die Betrachtung der Kreislinie und der spbiarischen 
Figuren vergiBt, teilt er sie in die Geometrie der geraden Linien 
und der Kreistinie, Geometrie der Filichen und Geometrie der 
Koérper. Der erste dieser drei Teile zerfallt in zwei Abteilungen. 
In deren erster werden die Linien ihrer Lage nach betrachtet, und in 
der zweiten ihre Beziehungen zueinander. Ungeachtet dessen, dab 
die gerade Linie unvergleichlich einfacher ist, als die Kreislinie, 
mifissen beide in den Elementen dennoch zusammen betrachtet werden, 
und nicht jede besonders, da die Kigenschaften der Kreislinie ungemein 
niitzlich sind beim Beweise deseen, was zur Vergleichung der geraden 
Linien ihrer Laye nach diet. Der Satz von der Ausmessung des 
Winkels mittels des Kr@isbogens, beschrieben aus seinem Schceitel 
ale Zentrum, und das Prinzip der Kongruenz bilden zusammen- 
genommen die Basis des ganzen ersten Teils der Geometrie der 
Linien in den Elementen, da mit ibrer Hilfe alle ihre Satze bcewiesen 
werden kénnen. Die Erdérterung dieses ersten Tcileg abschlieBend, 
muB der Verfasser zur Auslegung des zweiten Teiles abcrgehen, als — 
dessen Grundsatz, nach d’Alemberts Meinung, das Theorem von der 
Teilung der Seiten des Dreiecks in proportionale Teile durch eine 
seiner Basis parallele Linie dient. Um dieses Theorem zu beweisen, 
gentiyt es zu zeigen, daB wenn die erwihnte Parallele durch die 
Mitte einer der beiden Seiten des Dreicks geht, sie auch durch die 
Mitte der anderen geht, weil danach leicht zu beweisen sein wird, 
da8 im Falle der Kommensurabilitét des Abschnittes mit der ganzen 
Seite die erhaltenen Abschnitte proportional sind. Was den‘entgegen- — 
gesetzten Fall anbetrifft, bleibt nur tbrig, mittels der apagogischen 
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Methode zu beweisen, da8 das eine von den betrachteten Verhilt- 
nissen weder kleiner noch gréSer sein kann als das andere, es ihm 
folglich gleich sein muB. Die &apagogische Methode sowohl in diesem 
als auch in den meisten anderen Fillen, wo es sich um inkommen- 
surabele GréBen handelt, wird an Stelle der direkten Beweise, welche 
hier nicht anwendbar sind, aus folgenden Griinden gebraucht. In 
den Begriff der inkommensurabelen GréBen gehért, wenn auch nicht 
augenscheinlich, auch die Idee der Unendlichkeit, welche sich uns 
immer als negativer Begriff der Endlichkeit darstellt, was auch als 
natiirliche Folge hat, daB alles, was die mathematische Unendlichkeit 
anbetrifft, unméglich direkt und a priori zu beweisen ist. In voll- 
kommener Anerkennung der Schwierigkeiten, welche die inkommen- 
surabelen GréBen Anfingern verursachen, gibt d’Alembert den Rat, 
sie wegen ihrer Wichtigkeit in der Geometrie und besonders in der 
Theorie der Proportionen der Linien lieber friher als spiiter in die 
Elemente einzufiihren. Dabei ist es unméglich, ohne den einzigen Satz 
auszukommen, den die Theorie der inkommensurabelen GréBen ver- 
langt und der die Grenzen der GréBen behandelt. Dieser Satz lautet 
folgendermaBen: GréBen, welche die Grenzen einer und derselben 
GréBe bilden, oder GréBen, welche eine und dieselbe Grenze haben, 
sind einander gleich. 

Die Geometrie der Flichen bitinadalt nach d’Alemberts An- 
sicht, ihre Ausmessung, ebenso wie die Geometrie der Kérper die 
Ausmessung des Rauminhalts behandelt. Als Grundprinzip beim 
Ausmessen der ersten dient das Prinzip der Ausmessung des Recht- 
ecks, und in der zweiten das Prinzip der Ausmessung des recht- 
winkligen Parallelepipedons. Die Sehwierigkeit, die wir in der Geo- 
metrie der Kérper antreffen und der keirfe in der Geometrie der 
Flichen entspricht, liegt in dem Satze von dem Inhalte der Pyramide, 
der den dritten Teil des Inhalts eines Parallelepipedons darstellt, 
welches: mit der Pyramide gleiche Grundfliche und Hohe hat. Um 
diesen Satz zu,beweisen, ist es notwendig, zuerst den Satz von der 
Volumengleichheit der Pyramiden, die gleiche Grundflache und Héhe 
haben, zu beweisen, was leicht zu bewerkstelligen ist mittels der 
Mx haustionsmethode. Der ‘gleichen Methode oder der Methode 
der Grenzen mu8 man sich in der Geometrie der Flachen bedienen, 
beim Messen des Flicheninhalts des Kreises und in der Geometrie 
der Kérper beim Berechnen der Oberfliiche und des Inhalts der Kugel. 
Zu diesem Zweck mu8 man z. B. im ersten Fall zeigen, daB die 
_ Grenze des Flicheninhalts beim eingeschriebenen oder umgeschriebenen 

Vieleck das Produkt des. Umfanges in die Hilfte des Radius ist, und 
danach, weil augenscheinlich die Fliche des Kreises als dieselbe 
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Grenze eesiak endgtltig daraus schlieBen, daB die Fliche des 
Kreises das Produkt des Umfanges mit dem halben Radius ist, oder — 
des Radius mit dem halben Umfang. 

Von der Methode der Grenszen spricht d’Alembert auch in 
den Abhandlungen Différentiel?) und Limite*). In der zweiten Ab- 
handlung, deren Hauptteil dem Abbé de la Chapelle’) gehort, be- 
miiht sich d’Alembert, dessen Definition der Grenzen, klarer und 
strenger zu machen. De la Chapelle gab folgende Definition: Eine 
GréBe ist dann die Grense einer anderen GriBe, wenn dig zweite 
der ersten naher als jede gegebene GréBe kommen kann, wie klein 
der Abstand auch vorausgesetzt wirde, dabei aber auf solche ‘Weise, 
da8 die sich annihernde GréBe niemals diejenige Ubertreffe, der sie 
sich niahert; die Differenz zwischen einer solchen GréBe und der 
Grenze erscheint auf diese Weise absolut undefinierbar. D’Alembert 
erganzt diese Definition dahin, daB die Grenze niemals zusammen- 
fallt, oder niemals gleich wird mit derjenigen GréBe, ale deren 
Grenze sie erscheint; da8 sie jedoch, sich ihr immer mehr nahernd, 
sich von ihr so wenig als nur mdglich unterscheiden kann. Der 
Kreis z. B. ist die Grenze der eingeschriebenen und umschriebenen 
Vielecke, weil er niemals mit ihnen zusammenfallt, obgleich dieselben - 
sich ihm bis zur Unendlichkéit nahern kénnen. Danach, um an 
einem Beispiel die Bedeutung dieser Bemerkung zur Beleuchtung | 
einiger mathematischen Sitze zu zeigen, verweilt er~bei der Unter- 
suchung des Ausdrackes der Summe der unendlich abnehmenden geo- 
metrischen Progression. Uberhaupt raumt d’Alembert der Theorie 
der Grenzen wichtige Bedeutung ein, weil er in ibr die Grundlage 
der wahren Metaphysik der -Differentialrechnung sieht. In der Ab- 
handlung Différentiel fiihrt d’Alembert, sich des ersten der beiden 
von de la Chapelle angefiihrten Grundsiitze der Methode der Grenzen 
bedienend, zugleich auch seinen Beweis an, in welchem er sich der 
apagogischen Methode bedient. . Dieser Satz und der ihm beigeftigte 
Satz von de la Chapelle sind in seiner Schrift folgenderma8eh dar- 
gestellt: 1. Wenn jede von zwei GréBen die Grenze ein und derselben 
GréBen darstellt, so sind diese GréBen einander gleich. 2. Wir nehmen 
an, daB A>< B das Produkt zweier GréBen A, B ist. Nehmen wir 
fener an, da8 ( die Grenze der GriBe A, und D die Grenze der 
GréBe B ist, so folgt weiter, daB das Produkt C >< D unbedingt die 
Grenze von A >< B, dem Produkt zweier GréBen A, B, sein wird. 
‘Den Beweis dieser Siitze fiihrt der Verfasser nicht an, den Leser an 
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sein Werk ,,Institutions de Géométrie“ verweisend, um sich mit ihm 
 -vertraut zu machen. Was jedoch den erwihnten Beweis d’Alem- 
_berts des ersten Satzes anbetrifft, so besteht er aus folgendem: Wir 
nehmen an, da8 Z und X die Grenzen ein und derselben GréBe Y 
sind, ich sage X= Z, denn wenn zwischen ihnen irgend eine Diffe- 
renz V ware, so ware X= 2Z-+ V. Aber nach Voraussetzung kann 
die GréBe Y sich beliebig an X niahern, d. h. die Differenz 
zwischen X und Y kann beliebig klein sein. Da jedoch Z sich von 
X um die GréBe V unterscheidet, so folgt daraus, da8 Y sich nicht 
‘mehr als bis zur GréBe V dem Z niahern kann, und folglich ist Z 
nicht die Grenze von Y, was der Voraussetzung widerspricht'). - 

Dem Abbé de la Chapelle gehért auch in der Encyclopédie 
der Artikel fiber die Exhaustionsmethode an*). Er definiert sie als 
Mittel zum Beweise der Gleichheit zweier GréBen, indem man auf- 
deckt, daB ihre Differenz kleiner als jede darstellbare GréBe ist, und 
ebenso beim Gebrauch der apagogischen Methode. Aus dem Grunde, 
. daB ungeachtet der Einfachheit des Prinzips der Exhaustionsmethode 
deren Anwendung nicht selten die Beweise sebr lang und kompliziert 
macht, schligt d’Alembert vor, sie durch das Prinzip des unend- 
lich Kisinen zu ersetzen, indem er die vollige Identitat der beiden 
Prinzipien zeigt, von denen das zweite -bloB der verkirzte Ausdruck 
des ersten isi. 

Um beim Verteilen des Materials strenger in der Reihenfolge 
und dem System zu sein, sollte die Behandlung der Kugelflache zur 
Geometrie dcr Flichen gerechnet werden. Gleichzeitig gibt d’Alem- 
bért den Rat, die Theorie der Proportionen der Linien mitiels des 
geometrisch bewiesenen Satzes, daB bei vier proportionalen Linien 
das Produkt der beiden fuBeren dem Produkt der beiden inneren 
gleich ist, ebenfalls der Geometrie der Flachen naher 2u bringen. 
Den Gebrauch der algebraischen Rechnung beim Beweis dieses 
Satzes, ebenso wie auch in allen anderen Fallen findet d’Alembert 
fiir die Elemente der Geometrie volistindig liberfliissig, wegen der 
volligen Unfahigkcit dieser Rechnung, in irgend einem Mae bei 
deren Darstellung zur Erleichterung beizutragen. Als ein sebr niitz- 
liches, zur Entwicklung und Starkung des Verstandes des Lernenden 
dienendes Resuitat der zu betrachtenden Annaherung erscheint die 
_ Beobachtung, wie zwei einzeln betrachtete Theorien im Beweise ver- 
schiedener Satze zusammentreffen, wie z. B. der Satz von dem Quadrate 
der Hypotenuse. _ 

Nachdem d’Alembert seinen Plan fiir die Elemente der Geo- 
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metrie dargelegt hat, bemerkt er, daB sowohl diese Darlegung als 
auch die allgemeinen Erwiigungen, die im Artikel Eléments des 
Sciences ausgesprochen sind, alle beweisen, daB es nicht. einen 
Geometer gibt, von dem gesagt werden kdnne, daB er erhaben 
tiber die Aufgabe sei, die Elemente der Geometrie zu verfassen; 
daB diese Zusammenstellung nur von einem Mathematiker ersten 
Ranges gut verfaBt werden kann, und da8 endlich diese Aufgabe der 
Verfassung der bestméglichen Elemente der Geometrie als wiirdig 
solcher Krafte erscheine wie Descartes, Newton, Leibniz, Ber- 
noulli und anderer. Als Gegensatz zu diesen idealen Forderungen 
spricht d’Alembert folgende ‘unerbittliche Kritik der traurigen 
Gegenwart aus: Es gibt womdglich keine einzige Wissenschaft in 
der Gegenwart, von der Zukunft schon nicht zu reden, in der so 
viele den Elementen gewidmete Arbeiten erschienen sind als in der 
Geometrie. Und diese Werke sind gréBStenteils von mittelmaBSigen 
Mathematikern verfaBt, deren geometrische Kenntnisse nicht tiber die 
Grenzen des Inhalts ihbrér Schriften gehen, und die deshalb absolut 
nicht imstande sind, ihrem Gegenstande gerecht zu werden. Zu alle- 
dem ist es notwendig, noch hinzuzufiigen, daB es beinahe keinen 
einzigen Autor der Elemente der Geometrie gibt, der in seinem Vor- 
wort nicht mehr -oder weniger schlecht spreche tiber seine Vorginger 
in diesem Fache. 

Die Bemerkungen, die dazu dienen, die Elemente der Geometrie 
nach Méglichkeit zu vervollkommnen, treffen sich nicht nur in der 
Darlegung des Planes derselben an, sondern auch im SchluBteil des . 
ihnen gewidmeten Aufsatzes, ebenso auch in einigen anderen Auf- 
sitzen von d’Alembert, die sich in der Encyclopédie méthodique 
befinden (z. B. ,Axiome“, ,Courbe“). sAxiome sind ‘vollatindig nutz- 
los, sowohl fiir alle Wissenschaften im allfemeinen, als auch im 
_ einzelnen fir die Geometrie. Was fir eine Notwendigkeit z. B. kann 
in dem Axiom vom Ganzen und seinen Teilen sein, um zu_ sehen, 
daB die Hialfte einer Linie kleiner als die ganze Linie ist? Das Fest- 
legen von Axiomen soll iiberhaupt nicht in den Elementen der Geo- 
metrie stattfinden. Vdllig verboten soll auch die Auslegung von 
_Definitionen werden, dieses besonders notwendigen Teiles. Definitionen 
sofort im Anfang anzuftthren ohne besondere Art der Analyse be- 
deutet nicht nur gegen die gesunde Philosophie handeln, sondern 
auch vollstandig entgegen dem natiirlichen Gang der Gedanken. Ist 
es z. B. am Platze, direkt zu sagen: Die Flache ist die Grenze eines 
KGrpers, der keine Dicke hat? Ist es nicht besser, anfangs den 
Kérper zu betrachten so wie er wirklich ist, und erst darnach zu 
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Vorstellung von einem Korper, als von einem raumlichen Gebilde, 
und danach erst durch eine neue Reihe von Abstraktionen zur auf- 
einander folgenden Betrachtung von Oberfliiche, Linie und Punkt 
kommen kann? Endlich sind auch solche Falle anzutreffen, be- 
sonders in vollen Kursen der Geometrie, bei welchen die De- . 
_ finition eines Gegenstandes erst nach seiner Analyse gegeben werden 
kann, d. h. wenn ‘sie als Resultat derselben erscheint. Die gerade 
und die krumme. Linie diirfen tiberhaupt nicht in den Elementen 
definierb werden, hauptsichlich aus dem Grunde, weil ihre Begriffe 
gar nicht auf noch einfachere Ideen zuriickgefithrt werden kéunen. 
Das Streben zur Genauigkeit darf niemals zu einem Hasten nach 
pseudoidealer Genauigkeit werden. Den Raum z. B. soll man als 
solchen darstellen, wie ihn alle Menschen verstehen. Sich seinethalben 
nach Beispiel der Sophisten Schwierigkeit erschaffen, ist vollstindig 
unniitz. Auch um nur gewdhniich scheinende Genauigkeit zu er 
langen, soll man sich nicht grober unvollkommener physischer Formen 
bedienen, zum Ersatz abstrakter mathematischer Hypothesen, wie 
z. B. ein Zeitgenosse d’Alemberts zum Ersatze des Begriffes einer 
geraden Linie sich der Vorstellung eines straff gespannten Fadens 3 
bediente. 

Aufer d’Alembert beschiftigten sich mit der Vervollkommnunyg 
der Elemente der Geometrie auch viele andere Gelehrte, sowohl in 
separaten Werken, als auch in. Aufsaitzen in Zeitschriften. Louis 
Bertrand’) (1731—1812), in Genf geboren, war bis zur Revolution 
., Professor der Mathematik an der Akademie zu Genf, und vor diesem 
Amte lebte er lingere Zeit in Berlin, wo er Mitglied der dortigen 
Akademie der Wissenschaften geworden war. In den Sitzungen der- 
selben verlas er einige von seinen mathematischen Arbeiten und von 
den Mitgliedern stand er Euler am niichsten. In seinem fir An- 


fanger bestimmten Kursus der elementaren Mathematik, Développe-. 


ment nouveau de la partie élémentaire des mathématiques, 
prise dans toute son étendue*), macht er sie zum Hilfsgegen- 
stand fiir die Theorie des Kreises und der geraden Linie, als dem 
Hauptgebiet der Elemente der Mathematik. Den ganzen ersten Band‘) 
der Arithmetik und der Algebra bestimmend, widmet er den gréBten 
Teil‘) des zweiten Bandes®) den Elementen der Geometrie, die er 
ebenso wie d’Alembert in drei Teile teilt: der erste ,,Von der ge- 
raden Linie und Kreislinien“*), der zweite ,Vom Ausmessen der 
Stiicke der Ebene, die von geraden Linien und Kreisen begrenzt sind“*) 








1) Poggendorff, I, 8.171. = *) 2 vol. Genéve 1778. 4. *) 1-4 XXX 
+6768. ‘ 8888S. %) 1-4 6468. und XIX Tafeln. % 1608. *") 161—194 8. 
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und der dritte Teil, der sich mit dem Ausmessen krummer Flichen 
und Kérper beschiaftigt, die vom Kreise und von der geraden Linie 
abhiingen’). Sieben Kapitel bilden den ersten Teil. Das erste handelt 
von der Ebene, von geraden Linien und von Winkeln; das zweite 
von- den Bedingungen, die die Dreiecke bestimmen; das dritte von 
der Abnlichkeit der Dreiecke und einiger ebener Figuren; das vierte 
von der relativen Lage der Geraden und der Kreislinie, ebenso auch 
von zwei Kreislinien; das finfte von der Lésung von 19 Aufgaben 
auf Grund der Prinzipien, die in den vorhergehenden Kapiteln dar- 
gelegt sind; das sechste von den eingeschriebenen und umschriebenen 
_ Vielecken und von der Rektifikation der Kreislinie und das siebente 
von der Kriimmung der Kurven and Kreislinien. Zwei Kapitel, die 
den zweiten Teil bilden,- enthalten folgendes: das erste die ebenen 
geradlinigen Flachen, und das zweite den Flacheninhalt des Kreises 
und seiner Teile. Endlich von den sechs Kapiteln, die den dritten 
Teil bilden, handelt das erste von der Begegnung der geraden Linien 
und Ebenen; das zweite von den Kérpern, reguléren Koérpern und 
von der Kugel; das dritte von den Prismen, Pyramiden, Keyeln und 
Zylindern, ebenso auch von einigen Definitionen, die die Kugel be- 
treffen; das vierte vom Ausmessen der Oberflichen der Zylinder, ge- 
raden Kegel, der Kugel und ihrer Teile; das fiinfte von den Volumen 
der Prismen, Pyramiden, Kegel, der Kugel und ihrer Teile und das 
sechste von der Ahnlichkeit der Kérper. Beztiglich des zweiten 
Teiles bemerkt Bertrand, da8 man das Kapitel aus dem dritten 
Teil von den krummen Oberflichen, zu deren Ausmessung die Kennt- 
nisse von den HKigenschaften des Kreises und der geraden Linie ge- 
niigen, tibertragen kénne. Mit demselben Rechte miiBte man es aus 
dem dritten Teil in den ersten Ubertragen, der da handelt von der 
Begegnung gerader Linien und Ebenen mit alle dem, was sich zur 
Konstruktion regelméBiger K6rper und den Abstanden ihrer Mittel- 
punkte von den Seiten und Scheiteln der Ecken, ebenso auch den 
Querschnitten der Prismen, Zylinder, Pyramiden usw. von Ebenen, 
welche zu ihren Grundflachen parallel sind, bezieht. Er unternimmt 
aber weder das eine, noch das andere, weil er dadurch mit der an- 
erkannten Sitte in Widerspruch geraten wiirde, und welches vollstandig 
dadurch gerechtfertigt ist, daB beide erste Teile . nichts weiter ent 
halten, als die Ebene. 

Die Idee d’Alemberts von der gleichzeitigen Behandlung der 
geraden Linie und der Kreislinie in dem ersten Teil der Elemente 
der Geometrie finden wir im Buch von Bertrand vollkommen verwirk- 
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licht, besonders im ersten Kapitel. Was jedoch seine andere Idee an- 
betrifft, niimlich die der Kinteilung desselben ersten Teiles in zwei 
Abteilungen, so. ist sie vollkommen bioB in den ersten drei Kapiteln 
anzutreffen, von denen die beiden ersten vollkummen der ersten Ab- 
teilung angehéren, und das dritte der zweiten. In den navhsten drei 
Kapiteln sind die beiden Abteilungen schon in gemischtem Zustand 
vorhanden. So enthalten von den drei Teilen, die das vierte Kapitel 
bilden, der erste Teil die Siatze von der relativen Lage der Geraden 
und der Kreislinie und zweier Kreislinien, der zweite das Vermesgen 
der Winkel im Kreise, und der dritte die sich mit dem Kreise in. 
Beziehung befindenden proportionalen Linien. Ebenso auch in der 
Sammlung der Aufgaben, welche das fiinfte Kapitel bilden, gehéren 
die einen zur einen Abteilung, die anderen zur anderen. 

Das Bestreben, die Elemente der Geometrie zu vervollkommnen, 
welches das Werk Bertrands durchdringt, duBert sich vor allen im 
den von ihm gegebenen Definitionen der Ebene und der ge- 
raden Linie. Der Raum ist unendlich und homogen ‘oder mit 
anderen -Worten, ist sich selbst gleich zu jeder Zeit und an jedem Ort. 
Und wirklich, wenn wir seiner Ausdehnung Grenzen angeben wollten, so 
miBten wir es auf seiner ganzen Ausdehnung tun, das wiirde aber 
bedeuten, daB die angegebenen Grenzen ihn nicht begrenzen. Was 
seine Homogenitat: anbetrifft, so auBert sie sich darin, daf der Teil 
des Raumes, der von einem Kérper an irgend einer Stelle eingenommen 
wird, sich in nichts -unterscheidet von einem anderen Teil, welcher 
von demselben Korper an einer beliebigen anderen Stelle eingenommen 
wird; dazu ist hinzuzufiigen, daB der Raum, welcher den Kérper an 
einer Stelle umgibt, derselbe ist wie der Raum, der denselben K6rper 
an einer anderen Stelle umgibt. Aus diesem Begriff vom Raum folgt, 
daB man sich den Raum in zwei solche Teile geteilt vorstellen kann, 
von denen inan nichts von dem einen sagen kann, was nicht auch von 
dem anderen gesagt werden kénnte, und daB ihre allgemeine Grenze 
zu einem jeden von ihnen ein und dasselbe Verhiltnis hat, mag man 
sie im ganzen oder in ihren Teilen betrachten. Diese Grenze, die 
den Raum in zwei Teile teilt, ist dasjenige, was man die Ebene 
nennt. Die Ebene wie auch den Raum kann man sich in zwei solche 
Teile geteilt vorstellen, von denen man nichts von einem sagen kann, 
"was nicht auch vom anderen gesagt werden kénnte, und daB ihre 
allgemeine Grenze auSerdem zu einem jeden von ibnen ein und die- 
selben Verbiltnisse hat, beliebig betrachtet im ganzen oder in seinen 
Teilen. Diese Grenze, die die Ebene in zwei Teile teilt, ist das, was 
man die gerade Linie nennt. Mit [lilfe dieser Definitionen beweist_ 
Bertrand folgende Sétze von geraden Linien, die ohne sie nicht 
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bewiesen werden kénnen und deshalb gewohnlich als Axiome angenommen 
werden: ,Aus einem Punkt der Ebene zum anderen kann man nur 
eine gerade Linie fthren.“ Zwei Punkte der Ebene bestimmen die 
gerade Linie.“ Zwei sich auf einer Ebene schneidende Linien 
schneiden sich nur in einem Punkte.“ Spiterhin werden dieselben 
Satze auch auf eine andere Weise bewiesen mit Hilfe der von La- 
place im Journal des séances de l’Ecole Normale gegebenen Definition 
der geraden Linie. 

Indem Bertrand im allgemeinen mit d'Alembert ziemlich 
fibereinstimmt in der Beweisftihrung von Sitzen, welche von Uber- 
gingen von den kommensurabelen Gré8en zu den inkommensurabelen 
und von den geraden Linien zu den krummen handeln, gibt er bloB - 
einer gréBeren Verbreitung der apagogischen Methode Platz. Er be- 
dient sich dieser Methode in allen Sitzen nicht nur in der ersten 
von den angegebenen zwei Gruppen, sondern auch in den beiden 
der zweiten Gruppe, welche sich mit der Bestimmung des Flichen- 
-inhalts des Kreises und der Oberflichen des Zylinders und des Kegels 
beschaftigen, obwohl dank ihrer Eigenschaften er auch dabei nicht 
ohne die Exhaustionsmethode auskommen kann. Der Exhaustions- 
methode bedienen sich alle anderen Beweise der Satze in der zweiten 
Gruppe und ebenso auch der Satz von der Gleichheit der dreiseitigen 
Pyramiden mit gleichen Grundflichen und Héhen. 

Das Bestreben Bertrands zur gré8tmdglichen Verkiirzung der 
Anzahl einzelner Satze tritt besonders stark in dem 5. Kapitel des 
3. Teiles hervor, wo eine ganze Reihe von Satzon durch eine Reihe 
entsprechender Autgaben ersetzt erscheint, die in folgendem einen 
Satze vereinigt sind: Es sollen ausgemessen werden das Prisma, die 
Pyramide, die abgestumpfte Pyramide, der Zylincer, der Kegel, der 
abgestumpfte Kegel, die Kugel, der Kugelsektor, das Kugelsegment, 
das abgektirzte Kugelsegment. Der Rauminhalt der abgestumpften 
Pyramide (bez. des abgestumpften Kegels) wird hier als J)ifferenz 
zwischen den Rauminhalten der vollen Pyramide (bez. des Kegels) 
und der’ Erginzungspyramide (bez. des Irgiinzungskegels) gekenn- 
zeichnet. Der Rauminhalt des Zylinders wird ausgemessen mit Hilfe 
des Theorems: Das Verhiltnis der Zylinder’zu den Prismen ist gleich 
dem zusammengesetzten Verhiiltnis ihrer Héhen und Grundflichen, 
und das Ausmessen des Inhalts des Kegels und der Kugel wird auf 
das Ausmessen des Inhalts des Zylinders zurtickgefthrt. 

Indem das Buch Bertrands in der zweiten Halfte des 18. Jahr- 
hunderts als eines der inhaltsreichsten und tiefsinmgsten Werke in 
der elementaren Mathematik im allgemeinen und der Geometrie im 
besonderen erscheint, ist es trotz seiner geringen Verbreitung nicht 
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ohne wesentliche Wirkang auf die nachfolgende Literatur in diesem 
Fache geblieben, was aus der von. Lacroix geriehteten Einladung 
an diejenigen seiner Leser, welche sich in die Prinzipien der Ana- 
lysis und der Elementargeometrie zu vertiefen wiinschen, zu ersehen 
ist, sich an das Werk Bertrands za wenden, welchem Lacroix 
selbst viele wichtige Ideen verdankt. 

AuBer den betrachteten sind noch zwei Werke Bertrands im 
Druck erschienen: Rénouvellements périodiques des continents ter- 
restres') und Sur une question du calcul des probabilités.?) Aus den 
Memoiren, die er in der Berliner Akademie der Wissenschaften ver- 
lesen ‘hatte und die nicht im Druck erschienen sind, ist bekannt 
- Sur le développement des puissances d’un binome, dont les exposans 
sont des fractions ou des nombres négatifs. | 

Aus den Schriften der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts, die 
den Elementen der Geometrie gewidmet sind, waren am allerver- 
breitetsten, besonders wahrend des ganzen nachfolgenden 19. Jahr- 
hunderts, die Eléments de géométrie; par A. M. Legendre, die in 
Paris im Jahre 1794 erschienen waren. Im 19. Jahrhundert hatten 
sie viele Ausgaben, in Frankreich und Belgien, und aufferdem 
waren sie fast in alle europiaische Sprachen fibersetzt worden. Die 
Einkiinfte aus denselben waren so bedeutend, daB sie vollistindig 
ihrem Autor die Existenz sicherten. Sie wiirden noch in einer 
gréBeren Anzahl von Exemplaren erschienen sein, wenn sie daran 
nicht gehindert worden waren durch die in groBer Anzahl erschie- 
nenen Lehrbticher, die nach ihnen in allen Sprachen zussmmengestellt 
waren und oft nur ihre Wiederholung darstellten. Ihr Verfasser, 
Adrien Marie Legendre (1752—1833), von Geburt ein Pariser, 
lernte in dem Collége Mazarin, wo er nach Beendigung der Huma- 
nitaétsstudien die Vorlesungen tiber Mathematik des zu seiner Zeit 
sehr bekannten Lehrers, des Abbé Marie, besuchte. Die Fihig- 
keiten Legendres lenkten auf ihn die Aufmerksamkeit des Lehrers, 
der zu seiner wissenschaftlichen Entwicklung viel beigetragen hat. 
Die Resultate im Studium der Mathematik, die Legendre zu jener 
Zeit erreicht hatte, auBerten sich in einzelnen Kapiteln, die er im 
Auftrage seines Lehrers fair dessen Werk Traité de mécanique aus 
dem Jahre 1774 geschrieben hat. Indem sie zu den bemerkens- 
wertesten des Buches gehérten, traten sie besonders im Kapitel von 
den beschleunigenden Kraften in der Klarheit und Strenge der Dar- 
stellung hervor, so daB sie den Beifall von Lagrange ernteten. So- 
wohl in praktischer, als auch in wissenschaftlicher Beziehung war 
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wichtig seine Bekanntschaft mit d’Alembert, die er zu dieser Zeit 
geschlossen hatte, und der ihn ‘als Gelehrten richtig zu schatzen 
wuBbte. Mit dem Beistand d’Alemberts gelang es ihm im Jahre 
1775 eine Lehrstelle der Mathematik an der Pariser Kriegsschule zu 
erhalten, welche er alsdann bis 1780 inne hatte. Durch diese Stel- 
lung in materieller Hinsicht gesichert, begann Legendre mit groBem 
FleiBe die Werke berithmter Geometer zu studieren, hauptsachlich 
Eulers, der ihm seitdem als Muster in allen Arbeiten und Forschun- 
gen diente. Als erstes wissenschaftliches Werk Legendres erschien 
im Druck im Jahre 1782 und erhielt die volle Prémie der Berliner 
Akademie der Wissenschaften sein Memoire: Recherches sur la tra- 
jectoire des projectiles dans Jes milieux résistants.) Nach diesem 
Aufsatze folgte bald ein anderer mit dem Titel Sur attraction des 
sphéroides homogtnes?), der der Pariser Akademie der Wissenschaften 
‘im- Jahre 1783 vorgelegt wurde. Die ginstige Meinung, die La-— 
place von diesem Werke, welches ihm und d’Alembert zur Be- 
urteilung tibergeben wurde, aussprach, veranlaBte die Partser Aka- 
demie der Wissenschaften den Verfasser in demselben Jahre 1783 
zom Adjunkten der Akademie zu ernennen an Stelle von Laplace, 
der den nachsten hodheren akademischen Grad erhielt. Im Jahre 
1787 wurde Legendre zum Mitglied der Kommission ernarnt, deren 
Aufgabe es war, die geodiatischen Arbeiten zu verrichten, um das 
Pariser Observatorium und das Observatorium zu Greenwich in Zu- 
sammenhang zu bringen. Sich mit der tatigen Beteiligung an der. 
praktischen Seite dieser Operationen, welche aus tiglichen Beobach- 
tungen und logarithmischen Berechnungen bestanden, nicht begniigend, 
trug Legendre auch zu deren Theorie viel bei. Als er bemerkte, 
daB die Dreiecke auf der Erdoberfléache, die zum Bau des geodiati- 
schen Netzes gehdérten, nicht als eben angesehen werden konnten, wie 
es friiher geschah, entdeckte er den wichtigen Satz, der unter dem 
Namen des Legendreschen Theorems bekannt ist. In diesen seinen 
Arbeiten fiihrte er zum erstenmal in die Wissenschaft ein die Definition 
der geoditischen Linien, als den kiirzesten von allen, die auf einer 
Oberflache gezogen werden kénnen. Zum Studium dieses Gegenstandes 
und im einzelnerf zur Theorie der geodatischen Linien auf den Flaichen 
zweiter Ordnung kehrte er dfters zuriick nach mehr oder weniger be- 
deutenden Zeitabschnitten. Sowohl diese als auch andere weniger 
bedeutende Entdeckungen und Neuerungen waren im beriihmten Werke 
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des Autors Sur les opérations trigonométriques, dont les résultats dé- 
pendent de la figure de la terre’) dargestellt, zu der auch seine Suite 
du calcul des triangles qui servent 4 déterminer la différence de lon- 
gitude entre l’Observatoire de Paris et celui de Greenwich’) in un- 
mittelbarer Beziehung stand. In seiner Teilnahme an den Arbeiten 
der Kommission ging Legendre viel weiter als es verlangt wurde. 
Er berechnete nicht nur alle Dreiecke, die sich in Frankreich be- 
fanden, sondern auch die, welche das Ufer Englands mit Greenwich 
verbanden. Um diesen letzten Teil seiner Arbeit auszufiihren, muBte 
er sich nach London begeben, wo er mit groBen Ehren emp- 
faugen und sofort zum Mitglied der Royal Society ernannt wurde. 
Dem Bericht tiber die praktischen Arbeiten Legendres und der anderen 
Mitglieder der Kommission ist das Buch Exposé des opérations faites 
en France en 1787 pour la jonction des observatoires de Paris et de 
Greenwich par Cassini, Méchain et Legendre*) gewidmet. : 

Im Jahre 1791 wurde Legendre zum Mitglied der Kommission 
ernannt, welche zur Bestimmung der Grundlagen des neuen Systems 
der MaBe und Gewichte gebildet wurde, und zur Berichtigung der 
Ausmessung des Bogens des Meridians zwischen Dinkirchen und Bar- 
celona, was mit ersterem in Zusammenhang stand. Nach Beendigung 
der Arbeiten dieser Kommission hérte die unmittelbare Teilnahme 
Legendres beim Erschaffen des neuen Systems der MaBe und Ge- 
wichte auf, bis zu seinem Eintritt in die internationale Kommission, 

welche zur Berichtigung der Arbeiten auf diesem Gebiete bestimmt 
war. Er unterschrieb im Jahre 1799 den Bericht, welcher von der 
Kommission der Akademie erstattet wurde, worauf diese endgiiltig 
beschloB, das metrische MaBsystem anzunehmen. 

Auch nach Beendigung der praktischen eodatinehen Arbeiten 
setzte Legendre die Bearbeitung des theoretischen Teils der Geodisie 
fort. So druckte er im Jahre 1798 sein Mémoire analytique pour la 
détermination d’un arc du méridien bei der Herausgabe des gleich- 
namigen Werkes Delambres. In dem Memoire Analyse des triangles 
tracés sur la surface d’un sphéroide*) verallgemeinerte er die von ibm 
friher angegebenen Methoden und besprach im allgemeinen Uberblick 
alle hauptsiachlichsten geodatischen Operationen. , | 

‘Die Beschaftigung mit der Theorie der Anziehung fihrte Le- 
gendre zur Himmelsmechanik und die geodatischen Arbeiten zur 
Astronomie. Der ersten widmete er zwei Memoiren mit dem gemein- , 
samen Titel Sur la figure des planétes®), im welchen er das Theorem 
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-bewies, da8, wenn die Figur einer fliissigen Masse sich wenig von 
einer spharischen unterscheidet, sie blo® ein Umdrehungsellipsoid sein 
kann. Von den homogenen Sphiroiden, fiir die der Satz im Jahre 
1784 bewiesen wurde, erweiterte er ihn im Memoire des Jahres 1789 
auf die ungleichartigen Sphéroide. Am SchluB dieses zweiten Me- 
moires bestimmte er die Dichtigkeit der Erde, die er als finfmal die 
Dichtigkeit des Meerwassers itibertreffend bezeichnete. 

Mit dem Verlassen der Pariser Kriegsschule hérte die direkte 
und indirekte Beteiligung Legendres am Unterricht der mathemati- 
schen Wissenschaften nicht auf. Nach dem Eréffnen der Pariser Nor- 
malschule im Jahre 1795 wurde er, wenn auch nicht sofort, dort zum 
Professor ernannt. Noth spater wurde er dem Lehrpersonal der poly- 
technischen Schule als Examinator einverleibt. Bei Eréffnung der 
Universitit im Jahre 1809 wurde Legendre zum Hhrenrat ernannt 
und noch spiter zum Mitglied. der Kommission des éffentlichen Unter- 
nichts. Im Jahre 1812 trat Legendre an ca von Lagrange 
ins Bureau des Longitudes ein. 

Die Abfassung der Eléments de géométrie von Legendre 
wurde durch das Bestreben, das Fach dieses Werkes zu _ vervoll- 
kommnen, hervorgerufen. Wie «das lange Vorwort zeigt, welches 
seluer ersten Auflage vorausgeschickt ist, erkennt Legendre nur 
einen von den zuhlreichen und verschiedenen Vorwiirfen an, welche 
. den existierenden Lehrbiichern der Elementargeometrie gemacht werden, 
‘naimlich den Mangel an (enauigkeit. Auf die Beseitigung dieses 
Mangels konzentrierte er sein ganzes Bestreben, alles andere iiber- 
sehend. Dieses Verhalten zu seiner Aufgabe blieb vor allem nicht 
ohne Wirkung auf die Anordnung des Gegenstandes, welche in ihrer 
Unordnung den zum Muster genommenen Elementen des Euklid nicht 
nachsteht. hn Buche von Legendre ist auch nicht die Spur von 
der Sorge um die Harmonie und das System des Planes der Elemente 
der (seometrie, die die soeben betrachteten Werke d’Alemberts und 
Bertrands kennzeichnen, anzutreffen. Nicht nur, daB er den ganzen 
Gegenstand in. Teile. nicht teilt, er erwahnt auch dartiber nichts. 
Dieser Gegenstand zerfallt bei ihm von selbst, seiner Natur gemiB, 
in zwei Teile: die Geometrie der Ebene und die Geometrie des 
Raumes. Ganz auBerlich ist sein Werk in acht Bicher geteilt. 
Das erste, ,Die Prinzipien“ betitelt, beginnt nach Beispiel der Ele- 
mente des Euklid mit einer Sammlung von Definitionen und Axiomen, 
za denen der Verfasser noch die Erklirung der Ausdriicke ‘und Zeichen 
heifiigt. Weiter folgen die Betrachtungen der Higenschaften der sich 


* schneidenden geraden Linien, der Gleichheit und der anderen Eigen- 
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parallelen Linien, und am Schlusse der Parallelogramme. Den Inhalt 
des zweiten Buches bilden der Kreis und die Ausmessung der Winkel; 
des dritten die Proportionalitat von Figuren; des vierten die regel- 
mafigen Vielecke und das Ausmessen des Kreises; des ftinften dié 
Ebenen und die kérperlichen Winkel; des sechsten die Polyeder; des 
siebenten die Kugel und die sphirischen Dreiecke und des achten 
die drei runden Kérper: der ye die Kugel und der Kegel. Den 
SchluBteil des Buches unter dem Titel ,Notes sur les éléments de 
géométrie“ bilden. eine Menge von Ergingungsartikeln. Die Unord- 
nung und besonders, nach seinem eigenen Ausdruck, das ,,Verwechseln 
der Eigenschaften der Linien mit den Eigenschaften der Flachen“ 
gesteht er selbst ein, sich mit dem Beispiel des Euklid entschuldigend, 
sowie mit der Behauptung, daB eime Anordnung nicht als schlecht 
angesehen werden kann, wenn die einzelnen Sitze darin gut mitein- 
ander verbunden sind. . ; 

Der von Euklid eingeftihrte Gebrauch, jedem Buch der Elemente 
eine Sammlung der darin enthaltenen Definitionen vorauszuschicken, 
wurde von Legendre nicht nur in seinem ersten Buche der Ele- 
mente, wie oben angefiihrt, sondern auch in allen anderen beibehalten, 
ungeachtet der strengen Verurteilung seitens der philosophischen 
Kritik. Die Definitionen der Linie und der Flache sind bei ihm die- 
selben, wie bei Euklid. ,Die Linie ist eine Linge ohne Breite“ ,Die 
Flache ist das, was Linge und Breite hat, jedoch ohne Héhe oder 
Dicke.“ Die gerade Linie, die Ebene und der Winkel werden von — 
ihm schon anders definiert. ,Die gerade Linie ist die ktirzeste Ent- 
ferning von einem Punkte zu einem anderen.“ -,Die Ebene ist eine 
solche Flache, auf der jede gerade Linie vollkommen aufliegt, welche 
zwei beliebig auf dieser Flaiche genommene Punkte verbindet.“ ,,Wenn 
zwei gerade Linien AB und AC sich begegnen, so wird jede mehr 
oder weniger bedeutende GréBe, um die sie gegenseitig voneinander 
entfernt sind, der Winkel genannt.“ 

Beim Beweise der’ Theoreme, die von dem Ubergang von den 
kommensurabelen GréBen zu den inkommensurabelen handeln, be- 
dient sich Legendre dér apagogischen Methode, zeigend, daB das 
eine der beiden Verhiltnisse, deren Gleichheit zu beweisen ist, weder 
gréBer noch kleiner sein kann, als das andere. 

Beim Beweise der Sitze, die vom Ubergang von den geraden 
Linien zu den krummen handeln, gebraucht Legendre die von Archi- 
medes angegebene Form der Exhaustionsmethode in etwas verin- 
dertem Zustande. Die wenig bedeutende Anderung dieser Form, die 
er sich erlaubt, bestand im Gebrauch der zwei folgenden Hilfssitze: 
Wenn die Flache eines Kreises gréBer ist, als irgend eine andere 
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Flache, so kann in diesen Kreis immer ein regelmaBiges Vieleck ein- 
geschrieben werden, dessen Filiche ebenfalls gréBer sein wird als die 
gegebene Filiche. Wenn die Fiche eines Kreises kleiner ist, als 
irgend eine andere Flache, so kann man diesem Kreis immer ein 
regelmaBiges Vieleck umschreiben, dessen Fliche ebenfalls kleiner sein 
_ wird als die genannte Flache. Anstatt diese beiden Hilfssitze einzeln - 
za entwickeln, ftihrt Legendre in seinem Buche folgenden sie 2u- 
sammenfassenden Hilfesatz an: Wenn zwei konzentrische Kreise ge- 
geben sind, kann man immer in den griéBeren von ihnen ein regel- 
miBiges Vieleck einschreiben, ohne daB seine Seiten den kleineren 
schneiden, ebenso kann man auch um den kleineren Kreis ein regel- 
maBiges Vieleck umschreiben, dessen Seiten den gréBeren Kreis nicht 
schneiden; auf diese Weise werden im einen sowohl wie im anderen — 
Falle die Seiten des konstruierten Vielecks zwisehen den beiden 
Krersen eingeschlossen sein. Dieser Hilfssatz sowohl als dessen scharf- 
‘sinnigé Benutzung in der Exhaustionsmethode stellen nicht die Er- 
findung von Legendre dar. Er befindet sich im 16. Satze des 
12. Buches der Elemente des Euklid; und dessen erste Benutzung in 
der Exhaustionsmethode gehért Maurolycus an, wie aus der Aus- 
gabe seiner Uhersetzung der Werke des Archimedes zu ersehen ist.') 
In seinem Vorwcrt sagt Legendre, daB er im Anfang, an Stelle 

der Exhaustionsmethode, oder, nach seinen Worten, der Methode des 
Archimedes, die Methode der Grenzen anwenden wollte, weil sie als 
vorzigliche Vorbereitung zur Erlernung der Differentialrechnung er- 
escheine. Spiter aber lieB er dies Vorhaben fallen, weil in die Theorie 
der Grenzen einige allgemeine Anfangsgriinde, die eher den Gegen- 
stand der Algebra, als der Geometrie bilden, hineingehéren, und weil 
zweitens die Anwendung dieser Theorie zum Besprechen einer unend- 
lichen Reihe von eingeschriebenen und umschriebenen Figuren fihrt, 
was Lange der Auseinandersetzung und verschiedene Schwierigkeiten 
nach sich zieht. Es ist fibrigens zu bemerken, da8 der erste dieser | 
Griinde mit der Aussage des Verfassers in demselben Vorwort, daB 
er beim Leser seines Buches Kenntnisse der Arithmetik, und wenigstens 
des anfainglichen Teils der Algebra, voraussetzt, im Widerspruch steht. 
Aus den Neuerungen, die Legendre in den Elementen der Geo- 
metrie gemacht hat, ist das Heranziehen des Prinzips der Sym- 
metrie in die Zahl der Prinzipien der Elementargeometrie hervor- 
‘ gaheben. Die direkte Anwendung dieses Prinzips finden wir bei ihm 


1) Admirandi Archimedis Syracusani monumenta omnia mathematica quae: 
extant, ex traditione D. Franc. Maurolici, ete. Panormi 1685, in-fol., p. 5 
et suiv. 
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dort, wo uum Bewelse der Gleichheit das Prinzip der Kongruenz sich 
als unzuliinglich erweist, nimlich beim Betrachten der Kérper. Er 
nennt zwei solche Polyeder symmetrisch,') von denen bei gemein- 
_ schafilicher Basis der eine unter und der andere iiber dieser Basis 
_ Konstrwiert sind, bei der Bedingung, da8 die Scheitel der homologen 
kdrperlichen Winkel auf gleicher Entfernung von der Grundfliche 
und auf dem Perpendikel zur selben Grundfliche gelegen sind. Diese 
Definition ‘ erklart er am Beispiel zweier Pyramiden S.4BC und 
T ABC, die eine gemeinschaft-. 
A ' liche Basis ABC haben und 
deren Spitzen S und 7 auf dem 
Perpendikel SZ zur selben 
Basis gelegem sind, wobei der 
Perpendikel sich im Schnitt- 
S O T pankt O mit der Basis in zwei 
Fig. 6. - .  gleiche Teile teilt. Nachdem er 
: alsdann im II. Satz des sechsten 
Buches Wewiceen hat, da8 jedes Polyeder nur ein symmetrisches 
Polyeder haben Keni. fiihrt er in die Elemente der Geometiie eine 
veue Art yon Gleichheit ein, die manches Mal die Gleichheit von 
Kérpern durch Symmetrie genannt wird. Sie ist im folgenden Satz 
erhalten: Wenn zwei Kérper a und b symmetrisch dem dritten ¢ sind, 
sd sind sie kongruent.. 

Das Einschlagen des Weges, ise ihn zu dieser Neuerung fiihrte, 
verdankt er Robert Simson, welcher in seinen ,Kritischen und* 
geometrischen Bemerkungen“ zu seiner Ausgabe der Elemente des 
Euklid*), als erster auf die 9. und 10. Definitionen im XI. Buche der 
Elemente des Euklid hinwies (die Definition aéhnlicher Kérper; die 
Definition gleicher und thnlicher Kérper), als auf solche, die nicht 
als Definitionen angesehen werden kénnen und deshalb als Theoreme 
bewiesen werden miissen. Die Richtigkeit dieser Bemerkung an- 
erkennend, und zu gleicher Zeit diese Definitionen in. die Zahl der 
Theoreme. nicht einftihrend, muBte Legendre, ebenso wie Robert 
Simson, zum Auffinden neuer Beweise zu solchen Theoremen sich 
anschicken, die Euklid auf die oben erwahnten Definitionen griindete. 
Dabei muBte auf den 28. Satz des XI. Buches der Elemente des 
Euklid acht gegeben werden, der aus dem Theorem tiber die Teilung 
eines Parallelepipedons in zwei gleiche Teile bestand. Robert 
Simson betrachtete diesen Satz als Folge des von ihm vorher be- 





re ee —— 


1) §. livre VI, XVI. définition. *) The Elements of Euclid by Robert 
Simson, p. 888sqq. | 
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wiesenen Theorems: die #-seitigen Prismen, welche’ von gleichen, 
ahnlichen und entsprechend gelegenen Seiten begrenzt sind, sind 
einander gleich. Was jedoch Legendre anbetrifft, so beweist er in 
seinen Elementen vor diesem Satz folgendes Theorem"): eine Ebene, 
welche durch zwei entgegengesetzte und parallele Kanten geht, teilt 
das Parallelepipedon in zwei dreiseitige, einander symmetrische Prismen. 
Diesen Satz selbst jedoch faBt er in Form eines Theorems zusammen’): 
zwei symmetrische dreiseitige Prismen, in die ein Parallelepipedon 
sich teilen 1aBt, sind volumengleich. 

Aus allem Gesagten tiber die Elemente von Legendre folgt, daB 
sie durchaus den Forderungen der Zeit, die die philosophische Kritik 
stellte, nicht entsprachen. Indem sie sich als Vorbild Euklid und 
. Archimedes nahmen, hauptsachlich den ersteren, teilten sie mit ihm 
auch alle seine Méngel. Wie soll man aber in diesem Fall ihren - 
kolossalen Erfolg erklaren? Die Erklarung dazu finden wir teils in 
einigen Bedingungen jener Epoche, hauptsichlich aber im Vorhanden- 
' sein wirklicher wichtiger Verdienste neben den Mangeln. Aus den 
Bedingungen der Epoche, die zum Erfolg des Buches von Legendre 
beitrugen und hauptsiichlich im Anfang, sind folgende aufzuweisen: 
Die Anforderungen seitens der philosophischen Kritik in bezug auf 
Elemente der Geometrie wurden lange nicht von allen Zeitgenossen 
gestellt. Viele von ihnen, wie wir es schon friiher gesehen, hielten 
es als unbedingte Pflicht der Autoren solcher Werke, die den Elementen 
der Geometrie gewidmet waren, den Werken der alten Griechen als 
Vorbildern zu folgen. Was die erwihnten Verdienste des Buches von 
Legendre anbetrifft, iuBerten sie sich in der bemerkenswerten Klar- 
heit der Darstellong und der vom Autor erreichten auBerordentlichen 
Genauigkeit. Zum Erfolg des Buches von Legendre trugen auch 
viel die beigefiigten Noten bei, von denen viele sogar in Beziehung 
zur Wissenschaft sich als wertvoll erwiesen. Mit einigen ‘von ihnen 
werden wir noch spaterhin zu tun haben. 

Obwohl Legendre im Zusammenstellen der Elemente der 
Geometrie nicht auf der Héhe derjenigen Forderungen der zeitgemaBen 
Wissenschaft stand, die die voranschreitenden Krafte der Wissenschaft 
ihnen stellten, muBte er dennoch Kind seiner Zeit bleiben. Und 
wirklich war er nicht imstande, die Methode der alten Griechen in 
der Elementargeometrie in ihrem reinen Zustand vollstandig frei von 
dem Einflu8 der arithmetisch-algebraischen Richtung wiederherzu- 
stellen. Schon die Forderung der arithmetischen und algebraischen 
Kenninisse, die er den Lesern seines Buches stellt, beweist seine 





) Der 6. Satz des VI. Buches. *) Der 8. Satz desselben Buches. 
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Absicht, die Darstellung der Elemente der Geometrie von den arith- 
metischen Prozeesen der neuesten Analysis abhingig zm machen. Diese 
Absicht wurde auch von ihm in vollem MaSe ausgefihrt.. Uberall in 
seinem Buche setzte er die geometrische GréBe, als durch eine Zahl 
ersetzt, voraus. In seiner Darstellung spricht er z. B. vom Produkt 
der Linien oder vom Produkt der Linien und Flachen. In den 
Beweisen, welche die Anwendung der Proportionen fordern, wendet 
er zur Proportion der Linien -direkt arithmetische Theoreme an, die 
nur ftir die Proportion der rationalen Zahlen bewiesen sind. Auf - 
diese Weise erscheint d’Alembert, dieser beste Darsteller der den 
‘Elementen der Geometrie gestellten zeitgemaBSen Forderungen in der 
von ihm ausgesprochenen Ansicht fiber die Unniitzlichkeit der Algebra 
fiir die Beweise in dem Gebiet der Elementargeometrie, als dem 
_wahren Versténdnis des Geistes der altgriechischen Methoden der 
Geometrie viel naher stehend, als Legendre, der sich die genaue 
Befolgung dieser Methoden als Ziel setzte. 

Von den Lehrbiichern der Elementargeometrie. in der zweiten 
Halfte des 18. Jahrhunderts stand seiner Verbreitung nach neben den 
Liléments de géométrie“ von Legendre ein gleichnamiges Lehrbuch, 
dessen Autor Sylvestre Francois Lacroix) (1765—1843) war, 
ein Pariser von Geburt. Sein ganzes Leben war dem Unterricht der 
Mathematik gewidmet, was er als Professor an der Marineschule zu 
Rochefort seit 1782, an der Kriegsschuje in Paris seit 1787 und an 
der Artillerieschule zu Besancon seit 1788, als Examinator der Aspi- 
ranten und Zéglinge des Artilleriekorps vom Jahre 1793, als Adjunkt- 
professor der beschreibenden Geometrie an der Normalschule, als Pro- 
fessor der Mathematik an der Zentralschule der vier Nationen, als 
Professor der Analysis an der Polytechnischen Schule vom Jahre 1799, 
als Professor der transzendenten Mathematik bei der Fakultét der 
Wissenschaften und seit 1815 auch am Oollége de France durch- 
fiihrte. AuBerdem war er vom Jahre 1794 an Vorsitzenfler des Bureaus 
der Kommission zur Reorganisation des éffentlichen Unterrichts. Seine 
literarische Tatigkeit war ebenfalls beinahe ausschlieBlich dem Unter- 
richt der Mathematik gewidmet. Diese Richtung zu verandern zu- 
gunsten der Ausarbeitung speziell wissenschaftlicher Fragen érwies 
sich selbst Lacroix, dessen.Ernennung zum Mitglied der Akademie 
im Jahre 1799 erfolgte, nicht imstande. Seine wissenschaftliche Tatig- 
keit als Mitglied dieser Anstalt kennzeichnete sich beinahe ausschlief- 
lich durch Berichte iiber Werke, die ihm zum Durchsehen von der 


’ Poggendorff, I, 8. 1840. Cantor, Vorlesungen tiber Geschichte der 
Mathematik, III*, 8. 506. 
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Klasse der Wissenschaften vorgelegt wurden, spater genannt ,,Die 
Akademie der Wissenschaften“. 

Die Bestimmung als Elementarlehrbticher hatten folgende Werke 

von Lacroix: ,,Essais sur les plans et les surfaces“'); , Introduction 

& la géographie mathématique et critique et & la géographie phy- 
’ gique“*); ,.Essais de géométrie sur les plans et les surfaces courbes“*); 
yiraité dlémentaire du caleal des probabilités“*); ,Manuel d’arpen- 
tage“*): Introduction & la connaissance de la sphére“.*) Die erste 
und dritte dieser Schriften und ebenso auch das ,Complément des 
Elémens de Géométrie ou Elémens de Géométrie descriptive*’) haben 
als erste ihren Gegenstand, die darstellende Geometrie, allgemein zu- 
ginglich gemacht und zu diesem Zweck ihre Prinzipien entwickelt. 
Der Popularisierung seinos Gegenstandes waren auch das vierte Werk 
und die Artikel im ,Dictionnaire des sciences naturelles“ und ,,Bio- 
graphie universelle“ gewidmet. In der letzteren ist besonders be- 
merkenswert der Artikel tiber Euklid, welcher eine wertvolle Analyse 
seiner Elemente enthilt. 

Das umfangreiche Werk Lacroix’ in der lehrenden Literatur 
war der am Anfang in sieben Banden erschienene ,Cours de Mathé- 
matiques & l’usage de l’Ecole centrale des Quatre-Nations“ in den 
Jahren 1796—1799. Die einzelnen Uberschriften jedes Bandes dieses 
Werkes waren: ,Traité élémentaire d'Arithmétique“; ,lémens d’Al- 
gebre“; ,Elémens de Géométrie“; ,,Traité élémentaire de Trigono- 
métrie recti-ligne et sphérique, et d’application de l’Algdbre 4 la 
Géométrie“; ,Complément des Elémens d’Algebre“; ,Complément des 
Elémens de Géométrie, ou Elémens de Géométrie descriptive“; , Traité 
élémentaire de Calcul .différentiel et de Calcul intégral“. Von der 
franzdsischen Regierung als Leitfaden in den Lyzeen und mittleren 
Lehranstalten angenommen, bekam es sofort nach seinem Erscheinen 
eine sehr gro8e Verbreitung, die sogar in der neuesten Zeit nicht ein- 
gebiBt ist, was aus seiner fiinfundzwanzigsten Ausgabe im Jahre 1897 
za ersehen ist. Es erschienen im Druck auch dessen Ubersetzungen 
in andere Sprachen, wie zum Beispiel in die deutsche, russische 
und polnische. Die ausfahrliche Kritik seines Werkes und den Be- 
richt fiber die gemachten Vervollkommnungen in den Elementen der 
Mathematik gab Lacroix sechs Jahre nach dem Erscheinen des 
letzten Bandes in der Schrift ,Hssais sur l’enseignement en général, 
et sur celui des mathématiques en particulier“*), wo ihnen der § III 


1) 1 vol. 8°, Paris 1795. *) 8°, Paria 1811. *) Paris 1812. *) 8°, 
Paris 1816. *) 12°, Paria 1825. *, 18° Paris 1832. ") 8°, Paris 1796- 
%) Paris 1805, 8°, 398 8. 

Camron, Geschichte der Mathematik IV. 28 
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in der zweiten Aliteilung, ,Analyse du Cours éi¢mentaire de Mathé- 
matiques pures & l’usage de I'Keole Centrale des Quatre-Nations“*) be- 
titelt, gewidmet ist. Zur groBen Verbreitung der Lehrbticher Lacroix’ 
trug die Art der Darstellung bei, welche sich durch Klarhett, Ge- 
nauigkeit und Hinfachheit auszeichnete. 

In dem elementargeometrischen Teile des Kursus von Lacroix, 
welcher dem angenommenen Plan des Autors gema&BS verfaBt ist, 
wortiber er sich iibrigens in seinem Bericht wenig aufhalt, wird die 
Elementargeometrie in zwei Teile geteilt, welche nicht mit besonderen 
Uberschriften versehen sind. Die Ubersicht ihres Inhalts jedoch zeigt 
klar, daB der erste Teil die Elementargeometrie der Ebene genannt 
werden soll, und der zweite die Elementargeometrie des Raumes. Mit 
der Einfihrung dieser Einteilung der Elemente der Geometrie wich 
Lacroix der Unfolgerichtigkeit aus, in die Bertrand verfiel, indem 
er die Kinteilung d’Alemberts annahm und zu gleicher Zeit es nicht 
wagte, aus dem zweiten Teil eine richtige Geometrie der Flachen zu 
machen. Semen ersten Teil verteilt er folgendermaBen: die erste Ab- 
teilung ,,Von den Eigenschaften der geraden Linien und der Kreis- 
linien“ und die zweite ,.Von dem Flacheninhalt des Vielecks und des 
Kreises“. Die zweite Abteilung hat keine Unterabteilungen. In der ersten 
befinden sich folgende Artikel: ,,Definitionen und vorlaufige Begriffe“; 
»Von senkrechten und echiefen Linien“; ,,Theorie der parallelen 
Linien“; ,,.Von den Vielecken“; ,.Von der Geraden und der Kreislinie“; 
»Von den eingeschriebenen und umschriebenen Vielecken“. Die An- 
sichten d’Alemberts tiber die gleichzeitige Betrachtung der geraden 
Linie und der Kreislinie und tiber die Unterabteilung der ersten Ab- 
teilung dés ersten Teiles in zwei Hilften werden bei Iacroix tber- 
haupt nicht verwirklicht. Uber den zweiten Teil endlich: geniigt es 
zu bemerken, daB er ebenfalls in zwei Hilften geteilt ist, von denen 
die erste betitelt ist ,Uber Ebenen und Kérper, die von Kbenen be- 
greuzt sind“ und aus den Artikeln besteht: »Uber Ebenen und Gerade*; 
»Uber durch Ebenen begrenzie Korper“; ,,Uber das Auamessen des 
Rauminhalts* und die zweite Hialfte unter dem Titel ,.Von den runden 
Kérpern“ au8er dem Artikel gleichen Namens noch dea Artixel , Uber 
die Vergleichung runder Kérper“ enthilt. 

Der Bericht von Lacroix fiber den angenommenen Plan der 
Elemente der Geometrie ist sehr kurz und bezieht sich hauptsichlich 
auf die Geometrie der Linien.” An den Anfang der letzten setzt er die 
Betrachtung der geraden J.inien beztiglich der Vergleichung ihrer 
Lingen und erst danach schreitet er zur Betrachtung ihrer relativen 


) p. 254—-390. 
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Lage. In diesem zweiten Teil seiner Darstellung der Geometrie der 
Linien vereinigt er vor allem alle Satze,. die fiber die Ahnlichkeit und 
Gleichheit der Dreiecke handeln, aus dem firunde, daB die Dreiecke 
als Elemente aller andern Figuren erscheinen und auBerdem am ein- 
fachsten die Lage der Punkte und Linien auf den Ebenen bestimmen. 
Danach geht er zur Abnlichkeit und Gleichheit der Polygone iiber, 
und zum Schlu8 der Abteilung setzt er die Artikel fiber den Kreis 
und die in Verbindung mit ihm stehenden geraden Linien. Aus dor 
Verteilung der Satze in der ersten Abteilung der Elementargeometrie 
kann man leicht den SchluB ziehen tber ihre. Verteilung in den andern 
Abteilungen, die dem Ausmessen der Flacheninhalte, den Ebenen und 
den Eigenschaften der Kérper gewidmet sind, mit Hilfe der zwischen 
allen diesen Teilen existierenden Analogie, deren Anwendung im Unter- 
richt Lacroix groBes Gewicht beilegt, als Mittel dus Gedichtnis und 
die Gewohnheit zur Verallgemeinerung der Ideen des Lernenden zu 
stirken. Wenn die Anslogie beim Beweise einiger Sitze nicht durch- 
gefiihrt werden kann, wie es manchmal vorkommt, so muB sie dennoch, 
wenn auch nur im Verteilen der Satze und in der Art der Darstel- 
lung aufrechterhalten werden. Aus den Satzen der Elementargeometrie 
gehdren, nach der Meinung von Lacroix, blob zwei Arten von 
Satzen in die Elemente der Geometrie, erstens die zam Verstiindnis 
des Ganges des Denkens erforderlichen Satze, beim Betrachten der 
Figuren mit Hilfe der synthetischen Methode, und zweitens solche, 
die aus praktischen Operationen der Geometrie folgen, wie zum Bei- 
spiel das ReiBen, Vermessen usw. Was tibrigens die Siitze der zweiten 
Art anbetrifft, findet es Lacroix fiir notwendig zu bemerken. daB aus 
ihnen nur solche gewahit werden sollen, die als wirklich bequem und 
anwendbar anerkannt werden kénnen. Seinen Plan der Elemente der 
Geometrie hilt Lacroix auf Grund seiner langjahrigen padagcgischen 
Erfahrung fiir natirlich und streng. : 

Da er im Worte ,die gerade Linie den direkten Ausdrack der 
tnmittelbaren Resultate der Titigkeit der Gefihle sieht, nimlich der 
Vorstellung des kiirzesten Weges, der zu vérfolgen ist, um von einem 
-Punkt zum anderu zu gelangen, fiihbrt Lacroix die Definition dcr 
geraden Linie auf den Ausdruck dieser einzigen Eigenschaft zuriick. 
Die Definition des Begriffs in diesem Falle erhalt er auf diese Weise 
mit der Definition der Bedeutung des Wortes, welche in folgendein 
Satze enthalten ist: der kiirzeste Abstand zwischen zwei Punkten wird 
die gerade Linie genannt. Indem er die Adsicht fiber die Punkte, 
Linien und Flichen, als abstrakte Begriffe, die auBerhalb uns selbst 
keine Objekte haben, verneint, findet er, daB sie wirklich existieren, 


wenn sie auch, getrennt vom Kurper, dem sie angehiren, nicht ge- 
23* 
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dacht werden kénnen. Jeder K6rper mu8 in Wirklichkeit abgegrenzt 
sein, sonst wird er sich vom anendlichen Raume nicht unterscheiden. 
Solche Grenzen sind eben die Flichen, die ihrerseits wieder als Grenzen 
die Linien haben, and diese letzten — die Punkte. Alle diese Grenzen 
existieren nicht nur in Wirklichkeit, sondern stehen auch gerade 
unseren Sinnen vor, weil diese ohne ihre Hilfe keine Figuren der 
K6rper kennen wiirden. Von der Darlegung dieser Ansichten mu8 
auch die Darlegung der Elemente der Geometrie anfangen. Lacroix 
fiihrt es auch: wirklich in seinem Lehrbuche durch, indem er seinem 
ersten Teil die der oben-genannten Auslegung gewidmete Stelle voran- 
schickt, nimlich den ,,Hauptbegriff der Ausdehnung“. 

Alle Axiome in Form einer Sammlung an den Anfang der Elemente 
zu setzen, findet Lacroix nutzlos, sogar lacherlich, weil ihrer 
Natur nach sich keine Hindernisse in den Weg stellen kénnen, sich 
ihrer bei Beweisen dort zu bedienen, wo es als notwendig erscheint. 
Als Definition, die besonderer Aufmerksamkeit wert ist infolge ihrer 
volligen Unzulinglichkeit bei Euklid und die fiberhaupt ernste Schwie- 
rigkeiten bietet, findet Lacroix die Definition des Winkels. Um diese 
zu umgehen, schligt er sogar vor, fiberhaupt keine Definition zu 
geben, sondern sich mit der Bekanntmachung mit dem Winkel oder 
direkt durch den Gegenstand selbst zu begniigen. In seinem Lehr- 
buche fthrt er dieses jedoch nicht durch und begniigt sich, nach 
seinen eigenen Worten, mit der ungeniigenden Definition des Winkels, 
als eines unbestimmten Raumes, eingeschlossen von zwei geraden 
Linien, die sich in irgend einem Pankte treffen, und die man sich als 
beliebig verlangert vorstellen kann. Derselben Definition bedient sich 
‘ auch Bertrand, jedoch in folgendem viel genauerem Satze: Kin 
Winkel ist der Teil ‘einer ebenen Flache, eingeschlossen von zwei 
geraden sich schneidenden Linien, die im Punkte ihrer Begegnung 
endigen. | 

VerhiltnismaBig viel Platz, wie es eigentlich auch sein soll, 
widmet Lacroix in seinem Berichte dem in verschiedenen Teilen der 
Elemente der Geometrie sich antreffenden Ubergang vom Endlichen 
zum Unendlichen. Solcher Fille, die denselben augenscheinlich oder 
nichtaugenscheinlich darstellen, existieren drei: 1. der Ubergang vom 
Kommensurabelen zum Inkommensurabelen, der in der Theorie der 
proportionalen Linien gemacht wird; 2. der Ubergang von geraden . 
Linien zu krummen, der beim Ausmessen des.Kreises und der runden 
K6érper vorkommt; 3. das Auftreten der Gleichheit des Rauminhaltes 
von Kérpern in Fallen, wo das Prinzip der Kongruenz unanwendbar 
ist, was als Folge davon erscheint, da8 der K6rper eine GréBe von 
drei Dimensionen ist. Als einfachstes Mittel in solchen Fallen, dieser 
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Betrachtung vom Unendlichen auszuweichen, bezeichnet Lacroix die 
Grenzen. Die beim Gebrauch dieses Mittels angewandten Prinzipien, 
als gemeingiiltig fiir Sitze dieser Art, miissen getrennt von ihnen und 
unabhingig von den Linien dargestellt werden, als Prinzipien, die 
nicht nur auf GréBen, die in den Elementen der Geometrie betrachtet 
werden, anwendbar sind, sondern auch auf andere Gréfen. Dank 
diesen Folgerungen stellt Lacroix die erwaéhnten Prinzipien in fol- 
genden Formen dar: 1. Wenn bewiesen werden kann, da8 die Diffe- 
renz zweier unveranderlicher Gréfen klemer ist, als jede gegebene 
GréBe, wie klein sie auch ware, so folgt daraus, daB die beiden ersten 
GréBen einander gleich sind. 2. Wenn von drei GréBen eine sich 
verandernde und dabei immer gréBere, als die beideu anderen, die 
unverinderlich bleiben, sich gleichzeitig einer jeden von ihnen néhern 
kann, so nahe wie nur wiinschenswert, so sind die beiden unverander- 
lichen GréBen einander gleich. Indem er diese beiden Theoreme als 
Ausdruck, wenn auch nicht als offenbaren, der ersten Griinde der 
Grenzmethode ansieht und die angenommene Form des zweiten sich 
zuschreibt, spricht er die Uberzeugung aus, daB diese letzte besonders 
die Higenschaft besitzt, alle ihrer bediirftige Beweise zu vereinfachen, 
bedeutend zu verktirzen und sie symmetrischer zu machen. In seinen 
Elementen der Geometrie setzt er das erste Theorem an den Anfang 
des Artikels tiber die Rektifikation des Kreises und das zweite an 
den Anfang des Artikels vom Ausmessen des Fiacheninhaltes des 
Kreises. Zu zeigen, daB je mehr sich die geradlinigen Figuren den 
krummlinigen naéhern, sich auch das Ma® der ersten dem MaBe der 
zweiten nihert — das sei die Hauptsache, auf die nach Lacroix’ 
Meinung die Aufmerksamkeit gerichtet werden mu8, bei Anwendung 
dieser beiden Theoreme zum Ubergang von geraden Linien zu krummen. 
_ Als Erfindung kann hier bloB die Methode der Anniherung angesehen 
werden, die am Ende mit Hilfe der Induktion die gesuchte strenge 
Bedeutung der betrachteten GrdBe offenbart. 

Lacroix gibt den Rat, die apagogische Methode nur zum Be- 
weis der einfachsten Satze anzuwenden. In allen komplizierten Fallen 
jedoch muB man seiner Meinung nach dieser Methode ausweichen, 
weil sie den Verstand tiberzeugt, ihn jedoch nicht erleuchtet. Zu 
diesen Ansichten und ebenso auch zur oben angefihrten Uberzeugung: 
von der Méglichkeit, die Methode der Grenzen in aller Fallen des Uber- 
gangs vom Endlichen zum Unendlichen anzuwenden, gelangte La- 
croix augenscheinlich nach dem Erscheinen der ersten Ausgaben 
seiner Elemente der Geometrie. In ihnen benutzte er wirklich beim 
Beweise der Sitze, die vom Ubergang von den kommensurabelen zu 
inkommensurabelen GréBen handeln, in Ubereinstimmung mit d’Alem- 
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bert und Bertrand die apagogische Methode. Von diesem 
anfinglichen, von ihm gewiahlten Wege zugunsten seiner er- 
wahnten Uberzengung abzugehen, findet er tibrigens auch in 
allen folgenden Ausgaben seiner Elemente der (eometrie nicht 
fir ndtig. 

Dem Bestreben zur Verminderung der Anzahl der einzelnen Siatze, 
das so klar bei Bertrand ausgedriickt ist, bleibt auch Lacroix nicht 
fremd. Als Anla8 dazu dient ihm die Erwigung, da es nétig sei, 
die Ausfithrlichkeit zugunsten der Forderungen der Wissenschaft an 
den Unterricht, die sich infolge des Fortechritts immer vergréBern, 
zu opfern und zugleich das existierende Verhiltnis zwischen dem Um- 
fang und der gegebenen Zeit des Unterrichts aufrecht zu erhalten. 
Als die bemerkbarste Folge des betrachteten Bestrebens in den Ele- 
menten der Geometrie von Lacroix erscheint das Auslassen des 
Satzes tiber das Zerlegen des Rauminhaltes der abgestumpften Py- 
ramide und ebenso auch des abgestumpften Kegels. Indem er yor- 
schligt, in Beziehung auf diese Satze dem von Bertrand eingeschla- 
genen Weg zu folgen, bemerkt Lacroix in seinem Bericht, daB aus der 
Auslassung der eigenartigen Art des Beweises dieser Satze keine Un- 
bequemlichkeit entstehen kann, weil dieselbe Art der Beweisfithrang 
auch beim Beweise des Theorems tiber das Zerlegen des abgestumpften 
dreiseitigen Prismas angewandt wird, welches niemals ausgelassen 
werden darf. 

Zum Schlu8 seiner Bemerkungen vom Ubergang vom Endlichen 
zum Unendlichen in den Elementen der Geometrie bleibt Lacroix 
bei der Darstellung der Bedeutung der Arbeiten von Robert Simson 
- gtehen, die sie nach seiner Meinung in der Literatur der Elementar- 
geometrie hatten, welche mit seiner Ausgabe der Elemente des Euklid 
in Verbindung standen, und bei dem oben erwahnten Werk von - 
Bertrand. Indem er auf diese Ausgabe Simsons, als auf eine 
wichtige Erscheinung in der Geschichte der Geometrie hinweist, 
ebenso auch auf das Werk Bertrands, sagt cr, daB sie die geringe 
Anzahl von Satzen enthalten, die nétig sind, um die richtigen An- 
sichten in allen schwierigen Stellen der Elementargeometrie mit Hilfe 
der Mittel allein, die uns die Werke der Alten liefern, festzustellen. 
Nach Erscheinung dieser beiden Biicher kann seiner Meinung nach 
in den Elementen der Geometrie keine Veriinderung mehr, auBer der 
Anordnung des Inhaltes, vor sich gehen. _ 

Die in den eben erwihnten Meinungen von Lacroix geduferte 
Ansicht tiber die Grundbedeutung der Vervollkommnung der Bearbei- 
tung der Siitze, die vom Ubergang vom Endlichen zum Unendlichen 
handeln, teilt auch vollkommen der russische Gelehrte Simeon Gu- 
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rief!) (1766—1813). Er war in den Jahren 1778 —1784 in Peters- 
burg Schiiler im Artillerie- und Ingenieurkadettenkorps. Infolge der 
schon hier sich kundgebenden Neiguny zur Beschiftigung mit der 
Mathematik muBte er die Grenzen des elementaren Kursas dieser Wissen- 
schaft iiberschreiten. Nachdem er das Korps im Range eines Off- 
ziers verlassen hatte, widmete er seme Tatigkeit nicht dem Militér- 
dienst, sondern dem Unterricht der Mathematik und yelehrten Arbeiten 
in dieser Sphire. Anfangs war er Lehrer der Navigation und Artillerie 
in dem griechischen Kadettenkorps in Petersburg. Der Mangel 
an Werken iber Navigation, die der zeitgemifen Lage der Wissen- 
schaft entsprachen, in der russischen Literatur bewog Gurief, den 
sechsten Teil des ,Cours de mathématiques“ von Bezout, der diesem 
Gegenstand yewidmet war, ins Russische zu iibersetzen und ihn unter 
dem Titel ,Nautische Untersuchungen“*) herauszugeben. In dieser 
Ausgabe fiigte er viele eigene Erginzungen bei, von ihnen als wich- 
tigste die in russischer Sprache zum ersten Male gelehrte Differential- 
und Integralrechnurg.®) Im Jahre 1792 machte Gurief eine Reise 
nach England, um dort die hydraulischen Arbeiten zu studieren. Nach 
der Riickkehr im Jahre 1793 wurde ihm die Vorlesung der physico- 
mathematischen Wissenschaften und der Artillerie fiir die Offiziere 
‘der Ruderflotte anvertraut, und seine umfangreichen Kenntnisse in der 
reinen und angewandten Mathematik, die er durch das Studium der 
besten Autoren erworben hatte, lenkten auf ihn die Aufmerksamkeit 
der Akademie der Wissenschaften in Petersburg, die ihn am 26. Mai 
1796 zum Adjunkten der physico-mathematischen Wissenschaften er- 
nannte. Sehr bald nach dieser Ernennung, uéwlich im Jahre 1798 
am 31. Januar, wurde er zum ordentlichen Akademiker befdrdert. Die 
ersten wissenschaftlichen Arbeiten von Gurief, die er der St. Peters- 
burger Akademie der Wissenschaften bis zum Jahre 1800 vorlegte, 
‘waren folyende: ,,.Mémoire sur la résolution des principaux problemes 
qu'on peut proposer dans les courbes dont les ordonnées partent 
d’un point fixe.“') ,,Essai de démontrer rigoureusement un théoréme 
fondamental des équations de condition de la différentielle des fonc- 
tions a plusieurs variables, et du caleul des variations“.*) ,,Obser- 
vations sur le théoreme de Taylor, uvec sa démonstration par la 
méthode des limites; application de ce théoréme, ainsi démontré, a la 
démonstration du binome de Newton, dans le cas od l’exposant est 
une quantité fractionuaire, négative et incommensurable avec lunité; 


") Mémoires de l'Académie Impériale des sciences de St. Pétersboury, VJ 
(1818). Histoire, p. 4—6. — Poggendorff, I, 8. 38u. *) 2 Bande, St. Peters- 
burg 1790—91, 4°. *) 59.8, “*) Nova Acta Academiae Scientiaram Imperialis 
Petropolitanae, T. XI, p.176—191.  °) Ebenda, T. AJL, p. 154--165. 
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suivie de la résolution d’un probléme qui concerne la méthode in- 
verse des tangentes, par le moyen de ce théortme“.') Eins der Resultate 
der literarischen Beritihmtheit, die Gurief dank seiner wissenschaftlichen 
und lehrenden Tatigkeit erlangte, war seine Ernennung am 1. Septem- 
ber 1800 zum Mitglied der Russischen Akademie zu St. Petersburg. 

Die Reform des Lehrfaches und das Eréffnen einiger neuen 
héheren Lehranstalten im Anfange des 19. Jahrhunderts in RuBland 
erdffneten Guriefs Begabung als Lehrer neue Gebiete zur Tiatigkeit. 


Im Jahre 1800 wurde er zum Professor der Mathematik an der Schule - 


der Schiffsarehitektur ernannt, im Jahre 1809 in der geistlichen 
Akademie zu St. Petersburg und im Jahre 1810 im Institut des Korps 
der Ingenieure der Kommunikationswege. Bei Eréffnung der zweiten 
dieser Lehranstalten verlas er die spaiter gedruckte ,Abhandlung iber 
Mathematik und ihre Zweige“.*) In den Ausgaben der Akademie der 
Wissenschaften waren 23 Schriften und Abhandlungen gedruckt, die _ 
er in ihren Sitzungen vom Jahre 1800 an verlas. Als Mitglied einiger 
Kommissionen, die von der Akademie der Wissenschaften zum Durch- 
sehen der ihr vorgelegten Arbeiten und Erfindungen gebildet warden, 
beteiligte sich Gurief an der Zusammenstellung zweier Berichte. Die 
Hauptgegenstinde der wissenschaftlichen Arbeiten von Gurief, welche 
in den Ausgaben der Akademie der Wissenschaften gedruckt wurden, | 
waren Methanik, Geometrie und Differentialrechnung. | 

Die Zwischenstellung in den wissenschaftlichen und lehrenden 
Arbeiten von Gurief nahmen ein: ,,Die Grundlagen der Differential- 
rechnung mit deren Anwendung auf Analytik“.*) ,Grundlagen der 
. transzendenten Geometrie der krummen Flichen“.4) ,Grundlagen der 
Mechanik“.®) Rein lehrende Arbeiten von Gurief, die im 19. Jahr- 
hundert erschienen, und die ausschlieBlich der Elementarmathematik 
gewidmet waren, waren folgende: ,,Der erste Teil des nautischen Lehr- 
kursus, die Grundlagen der Geometrie enthaltend“*); ,Das erste Buch 
der Zahlenlehre, die Grundlagen der Arithmetik enthaltend“*); ,,.Grund- 
- lagen der Geometrie“.*) 

Aus der gelehrten Tatigkeit von Gurief ist als charakteristisch 
zu bezeichnen sein besonderes Interesse ftir festere Begrttndung der 
schon bekannten Wahrheiten und der schon festgestellten Prinzipien. 
Seinem methodischen Verstande, welcher von der Verehrung der 
strengen Methoden der altgriechischen Geometrie durchdrungen war, 
waren die Arbeiten in dieser Richtung kostbarer, als die Aufdeckung 








1) Nova Acta Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae, T. XIV, 
‘p. 8306—3835. *) 4°, St. Petersburg 1809. 5) 4°, St. Petersburg 1811. 
‘) 4° ib. 1806,  *) 8°, ib. 1815. °) 4°, ib. 1804—1807, 2 Bande. °) 4°, ib, 
1806.  *) 8°, ib. 1811. 
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neuer Wabrheiten. AuBer den Arbeiten iiber die Differentialrechnung, 
die dieser Richtung angehdrten, und einigen anderen gehdren dazu 
noch einige Arbeiten, die, obgleich nicht gedruckt, so doch der Aka- 
demie der Wissenschaften vorgelegt waren, wie zum Beispiel das von 
ihr am 26. Mai 1796 handschriftlich erhaltene Werk ,Anfangsgriinde 
der transzendenten Geometrie und der Differentialrechnung, abgeleitet 
- gus der wahren Natur ihres Gegenstandes“, oder des von ihm im Jahre 
1797 verlesenen Manuskripts ,,Versuch der Begriindung der Mathe- 
matik auf festen Grtinden“. 

Die erste seiner Arbeiten dieser Art, die im Druck erschien, war 
»Versuch einer Vervollkommnung der Elemente der Geo- 
metrie“‘). Direkte Ursache zum Verfassen dieses Werkes war der Ver- 
such, die Beweise der Theoreme, die tiber den Ubergang vom Endlichen 
zum Unendlichen handelten, von dem verbreiteten Gebrauch der Unteil- 
baren von Cavalieri und der Unendlichkleinen von Guldin zu befreien. 
Um der Geometrie ihre Genauigkeit und Klarheit wiederzugeben, die sie 
nach der Meinung des Autors, infolge des Gebrauches dieser GréBen, 
oder, was dasselbe ist, infolge der Einfibrung der von ihnen dar- 
gestellten Methode der Unteilbaren eingebtiBt hat, stellt er an Stelle 
der letzteren die Methode der Grenzen, die er aus den obengenannten 
Werken d’Alemberts und des Abbé de la Chapelle entnimmt. 
Indem er jedoch die darin gegebene Definition der Grenze als un- 
gentigend und unbestimmt findet, stellt er sie, um die darin befind- 
lichen Mangel zu beseitigen, in folgender Form dar: ,Wenn irgend 
eine GréBe durch irgend eine bestimmte bis in die Unendlichkeit 
dauernde Operation sich vergréBert oder vermindert, und dadurch 
sich einer anderen unverfinderlichen GréBe so niahert, daB sie sich 
von ihr weniger unterscheidet als um irgend eine willkirlich ge- 
nommene Gréfe derselben Art und mit alledem sie doch niemals er- 
reicht, so ist diese andere unveranderliche GréBe dasjenige, was man 
die Grenze der ersten sich vergréBernden oder vermindernden 
GréBe nennt.“*) Indem er als Grundsatz der Methode der Grenzen 
den ersten der beiden von de la Chapelle anerkannten Sitze an- 
nimmt, stellt Gurief den Beweis, den d’Alembert diesem Satz gab, 
in folgender verinderter Form dar: ,Nehmen wir an, daB X die sich 
vermehrende GréB8e ist und A, B ihre beiden Grenzen sind, so sind 
sie, wenn nicht einander gleich, die eine gréBer als die andere. 
Nehmen wir an, daB A gréBer ist als B um eine unverinderliche 
GréBe D, so wird infolgedessen, daB A und B zwei unverinderliche 
GréBen sind, A = B+ D sein. Da aber X immer kleiner ist als B, 


*) St. Petersburg 1798, 4°, 264 8. mit 5 Tafeln. *) Gurief, Ver- 
such, 8. 84. 
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so kann der Unterschied zwischen X und B+ D niemals kleiner 
werden als D, kann auch folglich nicht kleiner werden als jede willkiir- 
lich gegebene GroBe, und da B + D = A ist, so kann auch die Diffe- 
renz zwischen X und A nicht kleiner werden als jede willkirlich ge- 
‘ gebene GréBe und A ist folglich nicht die Grenze von X, was der Vor- 
aussetzung .widerspricht, folglich usw.“*) Dieses Satzes bedient sich 
Gurief in allen Fallen im ersten Kapitel seines Werkes, welches dem — 
Ubergang vom Endlichen zum Unendlichen gewidmet ist, auBer dem 
Fall des Ubergangs vom Kommensurabelen zum Inkommensurabelen. 
welchem das zweite Kapitel bestimmt ist. Der Inhalt des ersten 
Kapitels wird vom Verfasser als ,Satze, in denen die Gleichheit zweier 
GréBen aus drei Arten von Dimensionen begriindet werden“, bezeichnet. 
Als zweiten Grundsatz der Methode der Grenzen," deren er sich aus- 
schlieBlich im zweiten Kapitel bedient, wo er auch angeftihrt wird, 
nimint Gurief folgendes an: ,,;Wenn zwei sich vergréBernde oder ver- 
mindernde GréBen X und_Y, die als Grenzen A und B haben, sich so ver- 
halten, wie zwei unveranderliche GrdBen C und D, so werden sich such 
ihre Grenzen A und B so verhalten, wie diese unveranderlichen GréBen C' 
und D*?). Die Siitze, ,deren genauer und klarer Beweis“ den Gegen- 
stand des zweiten Kapitels bilden, werden in dessen Uberschrift als 
solche charakterisiert, ,,in denen die Proportionalitét zweier GrdBen 
aus drei Arten von Dimensionen zu- zwei anderen GrijBen derselben 
oder einer anderen cinfachen Dimension gesucht wird“*). Diese 
beiden Kapitel in Verbindung mit den Elementen des Euklid bilden, 
nach der hochmiitigen Meinung ihres Autors, das vollstindig ge- 
niigende Material fir die Elemente der Geometrie, so wie sie sich 
d’Alembert wiinscht, und zu deren Zusammenstellung nach der 
Meinung des letzteren die Krifte der gréBten Geometer, wie Des- 
cartes, Newtons, Leibniz’ und Bernoullis erforderlich sind. 
Den Plan solcher Elemente, den d’Alembert zusammengestellt hatte, 
sah Gurief nicht als den sauserwihltesten an, und zog ihm den von 
Euklid angenommenen vor. Uber Gurief kann man sagen, daB er 
zu dem in RuBland sehr verbreiteten Typus gebildeter Leute ge- 
horte, die groBe Khrfurcht fir die alten Autoren fihlen, und gleich- 
zeitig sehr ungentigende Kenntnisse von ihnen besitzen. Die authen- 
tischen Werke der alten Geometer und besonders die des Euklid 
und Archimedes kannte er so oberflachlich, daB er mit GewiBheit 
au behaupten wagte, daB die Exhaustionsmethode von der Methode 
Newtons der ersten und letzten. Verhiltnisse herstamme, und dab 
sie bei den alten Geometern gar nicht gebraucht worden sei‘). Diese 


_ 1) Gurief, Versuch, 8. 35. *) Ebenda, S. 152. *) Ebenda, S. 105. 
+) Ebenda, S. 26—27. 
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Behauptung sprach er zum Zwecke der Widerlegung der entgegen- 
gesetzten Meinung des Abbé de la Chapelle aus. In demselben 
Werk gibt Gurief, wenn auch einen sehr umfangreichen, jedoch 
lange nicht den ganzen Gegenstand erschépfenden kritischen Uberblick 
der Elemente der Geometrie von Legendre. 

Unter den Lehrbiichern der Elementargeometrie, die in der 
zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts erschienen, nennen wir auch dus 
Lehrbuch, welches eingeschlossen war in dem umfangreichen Werk 
des Mitgliedes der Pariser Akademie der Wissenschaften Bezout, 
ycours de mathématiques“‘), das alle Abteilungen der Elementar- 
mathematik, Mechanik und Navigation umfaBte. AuBer den Uhber- 
setzungen in viele europiische Sprachen erschienen div Ausgaben 
der einzelnen Teile dieses Kursus wahrend der ganzen ersten Hialfte 
des 19. Jahrhunderts*). Beim Zusammenstellen der in diesem Kursus 
befindlichen Elemente der Geometrie bemtiht sich der Verfasser, so- 
weit es in seinen Kraften stand, den obengenannten Anweisungen und 
dem Plan d’Alemberts zu folgen. Dieses gut durchzufiihren, gelang 
ihm jedoch nicht. Sein Werk, wie es schon von der zeitgemiBen 
Kritik bemerkt wurde, zeichnete sich durch Mange! an Strenge aus. 
Vieles, was er voraussetzte und als augenscheinliche Folge benannte, 
bediirfte des Beweises. Einer der Hauptgriinde des MiBlingens, das 
Bezout traf, war sein Verfolgen einiger Nebenzwecke, wie z. B. das 
Bestreben, das Examen sowohl dem Examinator, als auch dem Exami- 
nanden zu erleichtern. ; 

Wenn die his jetzt betrachteten Schriften iiber die Elementar- 
geometrie im vollen Sinne des Ausdrucks als Elemente der Geometrie 
sich erwiesen, die von d’Alembert genau festgestellt waren, so ist 
der der Geometrie gewidmete zweite Teil der ,Anfangsgrtinde der 
Arithmetik, Geometrie, ebener und sphiarischer Trigonometrie’ und 
Perspektive“*) von Kastner*) Muster eines anderen Typus der Ele- 
mente der Geometrie, der auBer den ailgemeinen auch spezielle Ziele 
verfolgt. Dieser Typus hat dank der ihn reichlich vertretenden 
Werke schon lange sein Biirgerrecht bekommen. Aus den angewiesenen 
verschiedenen Formen in dem Aufsatz ,Des élémens de Géométrie“®) 


ee eee ee a 


) 8° 6 B&inde, Paris 1764—69. *) Es wurde bis zum Jahre 1852 in 
vielen neuen Ausgaben verlegt, und in Ubersetzungen in der deutschen, russischen 
und polnischen Sprache. Mit der Umarbeitung einiger seiner Teile, die zum 
Zweck hatte, einige darin enthaltene Unvollkommenheiten zu beseitigen, be- 
schaftigten sich Baron Reynaud, Garnier, Reboul und Peyrard. ®) 8, 
Gottingen 1768, 6. Aufl., ib. 1800. *) Cantor, Vorlesungen tiber Geschichte 
der Mathematik If’, 8. 576. 5) Encyclopédie méthodique. Mathématiques 
TI, p. 136. | 
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von d’Alembert, in denen die Elemente der Geometrie dargestellt 
werden kénnen, je nach den Forderungen, die von verschiedenen Gruppen 
von Lesern an sie gestellt werden, nahert sich das Werk von Kastner 
am nachsten der Form eines Traktates tiber die praktische Geometrie, 
das von Spekulationen begleitet wird, welche bis zu einem gewissen Grade 
die praktischen Operationen zu erleachten imstande sind, und verhindern, 
da8 man sich mit der blinden Routine allein begntige. Der erste Teil 
der Geometrie von Kastner besteht aus der Geometrie der Ebene und der 
Anwendung der in ihr vorgelegten Regeln zur praktischen Geometric. 
Unmittelbar nach dem ersten Teile folgt die Darstellung der ebenen 
Trigonometrie, welche auf diese Weise den Charakter eines Anhangs 
oder sogar eines SchluBteils des Traktats tiber die praktische Geo- 
metrie der Ebene bekommt. Den zweiten Teil der Geometrie von 
Kastner stellt die Geometrie des Raumes dar, wonach unmittelbar 
als Erganzung oder ihr SchluBteil die sphirische Trigonometrie folgt. 
Die theoretische Abteilung des ersten Teiles enthalt die Geometrie 
der geraden Linie und der Kreislinie. Die Reinheit seiner Darstellung 
wird durch die Einfitthrung zweier Theoreme aus der Geometrie der 
Flachen gestért: des Theorems des Pythagoras und des Theorems 
tiber das Verhiltnis der Flacheninhalte von Dreiecken mit gleicher 
Hohe. Die Abteilung beginnt mit der Erklirang von Definitionen, 
Postulaten und Amomen. Von den Definitionen, die Kistner gibt, 
gentigt es, folgende anzufihren: ,,Die gerade Linie ist eine solche, 
deren Punkte gerade nach einer Seite hin liegen.“ ,Die Kurve jedoch 
ist eine Linie, in welcher zwischen zwei méglichst nahe aneinander 
gelegenen Punkten sich immer einige Punkte befinden, die nicht mit 
, ibnen zusammen auf einer geraden Linie liegen.“ ,,Die Ebene ist - 
eine Fliche, von deren jedem Punkt zu ihren anderen Punkten man 
_ gerade Linien fahren kann, so daB alle ihre Punkte sich auf derselben 
Flache befinden werden.“ ,,Ebener Winkel ist die gegenseitige 
Neigung zweier Linien, die auf einer Ebene liegen, und welche nicht 
eine gerade Linie bilden.“ Folgende Sitze sieht Kastner als Axiome 
an: 1) Durch jede zwei Punkte geht nur eine gerade Linie. 2) Wenn 
zwei gerade Linien zusammentreffen, ohne eine Gerade zu bilden, so 
werden sie auBer einem Punkt nichts gemeinschaftlich haben. 
3) GréBen, die so aufeinander gelegt werden kénnen, daB die Grenzen 
der einen und was zwischen ihnen enthalten ist, zusammenfallen mit 
den Grenzen und allem was zwischen ihnen sich befindet, der anderen sind 
einander gleich und ahnlich. 4) Gleiche gerade Linien und gleiche 
Winkel decken einander. 5) Alle rechten Winkel sind einander 
gleich, weil sie sich gegenseitig decken. 6) Der Durchmesser teilt 
den Kreis in zwei ahnliche und gleiche Teile. 7) Die Peripherie 
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des Kreises um-das Zentrum ist eine ununterbrochene Kurve. 8) Eine 
unbestimmte gerade Linie teilt eine unbestimmte Ebene, auf der sie 
gelegen ist, in zwei Teile, die auf den ihnen entgegengesetzten Seiten 
gelegen sind. Mit Ausnahme der zwei angeftihrten Theoreme ist die 
ganze Geometrie der Flachen und mit ihr das Ausmessen des Kreis- . 
umfanges von Kastner in die Abteilung der praktischen Geometrie 
zugerechnet. Als auf eine bemerkenswerte Kigenartigkeit der Geo- 
metrie von Kastner ist auf die Kinheit der Mittel der Beweisftihrung 
von Sitzen, die vom Ubergang vom Endlichen zum Unendlichen 
handeln, hinzuweisen. Jn beiden Fallen dieses Uberganges, d. h. ebenso 
wie beim Ubergang von den kommensurabelen zu inkommensurabelen 
GréBen, ebenso auch beim Ubergang von geraden Linien zu krummen 
wird in ihr gleichférmig dieselbe Methode gebraucht, nimlich die 
Exhaustionsmethode. 

Von den anderen Lehrbiichern der Elementarmathematik, die im 
der zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts verlegt worden sind, waren 
in der Heimat ziemlich verbreitet, und sogar auSerhalb derselben 
,cinigermafen bekannt, die Werke dee Professors der Mathematik und 
Physik an der Universitat zu Rostock, zu Biitzow und zu Halle 
Wences.aus Johann Gustav Karsten (1732—1787)') ,,.Lehrbegriff 
der gesammten Mathematik“*); ,Anfangsgriinde der mathematischen 
Wissenschaften“*) und ,,Auszug aus den Anfangsgriinden und dem 
Lehrbegriff der mathematischen Wissenschaften“‘). Als bemerkens- 
werte EHigenschaft des den Elementen der Geometrie gewidmeten 
Teiles dieses Werkes erschien die vollkommene Beseitigung der An- 
forderung an den Leser, anfangliche Kenntnisse der Arithmetik und 
Algebra zu besitzen. Um diesen Umstand vielleicht starker zu be- 
tonen, fangt die Darstellung der Tbile der Elementarmathematik mit 
der Geometrie an. 

Der Wunsch d’Alemberts, als Autoren der Elemente der Geo- 
metrie Geometer vom ersten Range zu sehen®), wurde in der zweiten 
Halfte des 18. Jahrhunderts. von Enler und Legendre erfillt. Je- 
doch bekam das obenerwihnte Werk Eulers gar keine Bekanntheit 
und auBerhalb RuBlands gar keine Verbreitung. Was das Werk von 
Legendre anbetrifft, so entsprach es tiberhaupt den Forderungen 
d’Alemberts nicht, bei Darlegung der Elemente der Geometrie dem 
Weg zu folgen, dem die sie erschaffenden Forscher in ihren Ent- 
deckungen folgten, d. h. eben derjenigen Forderung, welche d’Alem- 


1) Poggendorff, I, S. 1224—1225. *) 8 Bicher, 8°, Greifswald 1767—77, 
2. Aufl. 1782—91. *) 3 Biicher, 8°, Rostock 1780- 4) 2 Biicher, 8°, Greifs- 
wald 1781, 2. Aufl. ib. 1783. *) Encyclopédie méthodique. Mathématiques Il, 
p. 186—136. 
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bert zwang. Mathematiker vom ersten Range zum 7.usammenstellen 
der Elemente der Geometrie zu bewegen. Sogar Euklid, wenn nicht 
in der Beweisfihrung, s» im Verteilen des Inhalts einiger Teile seines 
Buches, stand den Anforderungen d’Alemberts naher als Legendre. 
, Und fiberhaupt kann man an der Fahigkeit und der Miglichkeit fur 
Mathematiker vom ersten Range den Anforderungen d’Alemberts 
zu genfigen, stark xweifeln, sie sogar absprechen. Auf einen der 
Griinde dieser Zweifel, namlich auf das Vorhandensein unbewuBter 
schépferischer Prozesse oder, nach dem Ausdruck d'Alemberts, auf 
den Fall, wenn der Forscher sich mehr von einer Art des Instinktes 
als von Vernunftschifissen leiten labt, weist d’Alembert schon selbst 
hin. Aber auBer diesem Grande, und schon nicht allein zam Zweifel, 
sondern zum Verneinen, kénnen auch andere angefiihrt werden. 
Gegen die Méglichkeit, ftir Mathematiker vom ersten Range der 
neuen und neuesten Zeiten auf die Wege zuriickzukehren, auf denen 
die Schépfer der Elementargeometrie bei ihrem Erschaffen gingen, 
sprechen noch folgende Vernunftschltisse. Das Erschaffen der grie- 
chischen Geometrie, durch die Elemente von Euklid dargestellt, als 
Resultat der im Laufe yroBer Zeitraume sich entwickelnden Kollektiv- 
- arbeit solcher Schopfer, welche einer langen Reihe von at“einander 
folgenden Generationen und dabei so verschiedenen Nationen, wie 
der figyptischen, griechischen und den mehr oder weniger bekannten 
anderen angehérten, ging bei vollstandig anderen Umstinden und Be- 
dingungen vor sich, als die Arbeiten der Forscher der neuen Wissen- 
schaft. Um sich von der Gerechtigkeit der eben ausgesprochenen 
Behauptung zu tiberzeugen, geniigt es der Erinnerung, da8 Euler, 
Legendre und andere europaische Mathematiker des 18. Jahrhunderts 
und fiberbaupt der neuen Zeit, infolge ihres Standpunktes auf der 
arithmetisch-algebraischen Richtung der Inder, Analytiker waren, abge- 
sehen von dem Unterschiede, der unumginglich hervorgerufen wird 
durch den Fortschritt der weit vorgertickten Wissenschaft im Ver- 
gleich zum grauen Altertum, wiahrend solche hervorragende Krafte in 
der Elementargeometrie, wie die griechischen Mathematiker. des fiinften 
und der folgenden Jahrhunderte vor Christi Geburt, als reine Geo- 
meter angesehen werden miissen, weil sie immer auf dem Grunde rein 
geometrischer Richtung standen, welcher se schroff die indische 
Mathematik von der altgriechischen unterscheidet. | 

Was jedoch die Fahigkeit der Mathematiker vom ersten Range der 
neuen Zeit anbetrifft, die Wege wiederherzustellen, auf denen beim Er- . 
schaffen der Elementargeometrie ihre Schépfer gingen, so gentigt es in 
dieser Beziehung, um den Winzelheiten beim Betrachten dieses Gegen- 
standes auszuweichen, die Aufmerksamkeit auf folgenden Umstand za 
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lenken. Als d’Alembert die Mathematiker vom ersten Range zum Zu- 
sammenstellen der Elemente der Geometrie aufforderte, dachte er, daB cs 
fir sie geniigend sein wirde, beim Wiederherstellen der Wege der an- 
fanglichen Schépfung dieser Elemente, ihren eigenen Wegen, di¢ sie 
wihrend ihrer eigenen Entdeckungen gingen, zu folgen, dh. mit 
anderen Worten, mit der Wiederherstellung dieser cigenen Wege 
wieder anfanglich zu beginnen. Kénnen sie das aber bei den herr- 
‘schenden Bedingungen und Arten der schatfenden wissenschaftlichen 
Arbeiten in der neuen und neuesten Zeit in den muthematischen 
Wissenschaften? Um eine neue Entdeckung zu machen, hilt sich der 
Gelehrte bei den Wegen, die seine Idee wandelt, und bei den einzelnen 
Stadien ihrer Entwicklung in seinen Gedanken nicht auf, sondern 
bemiiht sich, so schnell wie méglich zu seinem Ziel zu gelangen. 
Gewéhnlich gibt er sich tiber dieselben nicht nur keine klare, sondern 
iiberhaupt gar keine Rechenschaft. Nachdem er sein Ziel erreicht 
und eine neue Entdeckung gemacht, gibt sich der Gelehrte Mithe, oft 
mit groBer Anstrengung, dieselbe in den ihm selbst gewohnten Formen 
darzustellen, in denen gewohnlich in der gelehrten Literatur und im 
Unterricht die Wahrheiten und ihre Beweise dargedtéllt werden. 
Dasjenige, mit dessen Hilfe er seine Entdeckung erreichte, erscheint 
ihm in dieser seiner neuen Arbeit nicht als Beistand, sondern direkt - 
als Stérung und Hemmung. Er ist bemtiht, sich davon 7u betreien, 
es zu vergessen. Dieses Bestreben gelangt zu seiner hdchsten Ent- 
wicklung, die sich bis zur absichtlichen Vernichtung aller Spuren 
der anfanglichen schaffenden Arbeit steigert, bei solchen Gelehrien, 
die ihre unmittelbaren Resultate, als unelegant und manchesmal als 
Fehler enthaltend, finden. Als Resultat aller eben angeftihrten Um- 
stinde und Bedingungen, bei denen die schipferische Arbeit der Ge- 
lehrten in der neuen und neuesten Zeit vor sich geht, erscheint seine 
Lage augenscheinlich als sehr nahe angrenzend an diejenige, in der 
der Gelehrte sich bei der unbewuBten schépferischen Arbeit befindet, 
oder nach dem Ausdruck d’Alemberts im Falle, daB er dem Instinkt 
mehr folgt als dem VernunftschluB. 

Wer kann eigentlich die Anforderungen von d’Alembert be- 
triedigen, wenn sogar die Mathematiker vom ersten Range der neuen 
und neuesten Zeit es zu tun nicht imstande unc sogar dazu unfilg 
sind? Das kann nur die Geschichte der Mathematik erfillen, oder in 
engerem Sinn, die in dieser Richtung von ihr gemachten Forschungen. 
Leider entbehrt sie solcher Forschungen nicht nur in der zweiten Hilfte 
des 18. Jahrhunderts, sondern auch in der Gegenwart. Folglich konnten 
und kénnen nicht, nicht in der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts, 
sogar jetzt nicht diejenigen wahren Elemente der Geometrie zusammen- 
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gestellt werden, welche d’Alembert vorschwebten, und die seinem 
Gedanken nach eine Verbindung der Wahrheiten in ihrem natiirlichen 
Schein darstellen sollten, indem sie zwischen ihnen eine in Wirklich- 
keit existierende und keine kiinstliche Kette bilden sollte, und die 
auBerdem von derjenigen Ausdrucksform befreit sein sollte, welche 
sich im Laufe der Jahrhunderte in der Wissenschaft ausgearbeitet 
hatte, teils dazu, um ihr etwas Geheimnisvolles zu verleihen, teils um 
ihren Gebrauch in der Praktik zu vereinfachen. 

.Eine besonders wiehtige Bedeutung muf das Zusammenstellen 
solcher wahren Elemente der Geometrie zum Erlernen der letzteren 
haben, wenn man diese Elemente. als Leitfaden oder sogar direkt als 
Lehrbuch ansieht. Und wirklich, nur nach der Reinigung der Elemente 
der. Geometrie von allem Kiinstlichen und allem, was der Natur 
der menschlichen Vernunft und den Gesetzen der Entwicklung 
der menschlichen Kenntnisse widerspricht, werden sie fir Menschen, 
die tiber mittleren Verstand verfiigen, zugiinglich werden, das heiBt 
fir die Mehrzahl der Menschheit, und ihr Erlernen von dieser Mehr- 
zahl wird ein wirkliches und kein scheinbares werden, wie jetzt und 
auch frither. Nur bei einer solchen Befreiung der Elemente der 
_ Geometrie von allem Fremden und von aufen Eingeftihrten kann der 

kénigliche Weg der Erlernung der Geometrie geschaffen werden, tiber 
dessen Abwesenheit in den Elementen des Euklid einstmals der weise 
Konig Ptoleméus dem Autor bitter klagte. 
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AuBer den Lehrbiichern der Elementargeometrie, welche, gleich 
dem oben besprochenen Lehrbuch von Kastner, die, in der Uber- 
schrift nicht bezeichnete, Verbindung der theoretischen Geometrie mit 
der praktischen darstellten, erschienen in der zweiten Hialfte des 
18. Jahrhunderts nicht wenige solcher Lehrbiicher, deren Benennungen 
auf diese Vereinigung als auf den Gegenstand des Werkes hinwiesen. 
»Geometria theoretica-practica“') oder ,,Traité de géométrie théorique 
et pratique“*), das waren ungefahr die allgemeinen Uberschriften der 
Werke dieses Typus, in einzelnen Fiillen mehr oder weniger variierend. 
Das Erscheinen einer bedeutenden Anzahl solcher Werke in der 
zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts wies klar auf die Verbreitung in 
- dieser Epoche des von d’Alembert bezeichneten Typus von Lesern 
der elementargeometrischen Werke, die bei deren Erlernung nur prak- 


1) Florian Dabuz, Mogunt. (Mainz) 1767. ) Seb. Le Clers, 
Paris 1764. 
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tische Ziele verfolgtev. In der gré8ten Anzahl erschienen Werke des 
betrachteten Typus entweder in den am wenigsten kultivierten Lindern, 
wie Rufland und Polen, die dementsprechend fiber finf und neun 
solcher Werke verftigten, oder in Landern, die sich in der vorherrschend | 
praktischen Richtung auszeichneten, wie Holland, wo es deren finf 
gab. In den anderen Hauptlandern Europas gab es ungefahr in Eng- 
land und Italien je eins, in Frankreich zwei, und in Deutschland vier - 
solche Werke. 

In den Inhalt dieser Werke wurden verschiedene Artikel aus ver- 
schiedenen Teilen der praktischen Geometrie eingeftihrt, wie die Artikel 
tiber die Mae, von den Mitteln der Messung und von den dabei ge- 
briuchljchsten Vorrichtangen (Astrolabium und Mensula), von der Ab- 
steckung und Messung der Strecken und Winkel auf dem Felde und 
auch der Entfernungen und Héhen, vom Ausmessen der Felder, von 
der GrundriBaufnahme, von verschiedenen in der Praktik vorkon men: 
den Fallen des Ausmessens der Rauminhalte (unregelmaBige Kérper, 
Kornhaufen, Holzstapel, Faeser, Krige, Kanonenkugeln). In einigen 
von solchen Werken wurden ebenfalls Artikel tiber Nivellierungen 
und sogar fiber Refraktion eingeschoben. 

AuBer den Werken des betrachteten Typus wurden im Laufe der 
zweiten Hialfte des 18. Jahrhunderts noch Werke herausgegeben, die 
der Darstellung der praktischen Geometrie allein gewidmet waren. 
Nach den zurzeit sehr unvollkommenen bibliographischen Berichten 
erschien in dem angegebenen Zeitraum je ein solches Werk in Eng- 
land und RuBland, vier in Deutschland und zwei in Polen. Das her- 
vorragendste von ihnen war das Werk Mayers des Sohnes ,,Grtind- 
licher und ausfiihrlicher Unterricht zur praktischen Geometrie“'). In 
groBem Gebrauch in der betrachteten Epoche waren einige Werke 
liber die praktische Geometrie, die im Laufe der ersten Hilfte des 
18. und sogar im 17. Jahrhundert erschienen waren. Von ihnen hatten 
eine sehr groBe Verbreitung folgende Werke: Chr. Clavius’), Geo- 
metria practica®); Daniel Schwenter, Geometria practica nova‘); 
Nicolas Bion, Traité de la construction et des principaux usages 
des instruments de mathématiques’); J. F. Penther, Praxis geo- 


") 3 Teile, 8°, Gdttingen 1778—83, 4. Aufl. 1814—18. *) Cantor, Vor- 
lesungen II*, 8. 555—557. *°) Opera mathematica, II, fol. Mogunt. 1612. Cantor 
Vorlesungen II*, 8.579—581. ‘) 2 tom., 4°, Niirnberg, 1618. Cantor, Vorlesungen 
II*, S. 666—670. 5, 8°, Paria 1709. Poggendorff, I, S. 194—195. Erechien 
in mehreren Ausgaben in Frankreich und war auBerdem in einige andere Sprachen 
iibersetzt worden. Besonders bemerkenswert war die deutsche Ubersetzung von 
Doppelmayr, weil sie viele Ergiinzungen enthielt. Sie erschien im Jahre 1713 
in Niirnberg unter dem Titel ,Mathematische Werkschule, und danach von 
acuem herausgegeben 1717 und 1728; in-4°. 

Caxtor, Geschichte der Mathematik 1V. 24 
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metriae'); Jobann Beyer, Vollkommene Visier-Kunst*); Pézenas, 
Traité du Jaugeage*). 

Ftir die praktische Geometrie, ebenso wie fiir alle Wissenschaften, 
die fiber MaBe “handeln, stellt die groBe Anzahl der letzteren im 
Leben grofe Hindernisse und Unbequemlichkeiten in den Weg. Be- 
sonders bemerkbar war es in Frankreich, wo nicht nur verschiedene 
Provinzen verschiedene MaBe hatten, sondern einzelne Stidte in ein 
und derselben Provinz. Das Feststellen der Hinheit der MaBe oder 
die Gebrauchseinfihrung eines allgemeinen MaBes ftir die ganze Mensch- 
heit wurde hier friiher, und vielleicht mit einer yréBeren Klarheit ein- 
gesehen, als in den anderen Landern Europas. Als erster trat mit 
einem bestimmten Vorschlag in der Wissenschaft fber diesen wichtigen 
Gegenstand Gabriel Mouton‘) hervor. In seinem Werk ,,Obeer- — 
vationes diametrorum solis et Iunae apparentium etc.“*) schlug er vor 
als allgemeines Ma8 den geometrischen Fub, ,,virgula geometrica“, 
der im Erdgrad 600000mal enthalfen war, anzunehmen. Um die 
Méglichkeit zu haben, die wirkliche Linge dieses FuBes zu jeder Zeit 
_ gu finden, bestimmte.er die Zahl der Schwingungen des einfachen 
Pendels derselben Lange wihrend einer halben Stunde, die sich als 
die Zah] 3959,2 erwies- Dieselben Gedanken wurden im nichsten 
Jahre (1671) von Picard ausgesprochen und 1673 von Huygens; sie 
fanden sogar in der Royal Society solchen Anklang, da diese sich ihnen 
6ffefttlich anschloB. Am Anfang des 18. Jahrhunderts fing man an 
direkt die schnelle Durchftihrung in der Wirklichkeit zu fordern, was 
in ihren Werken als erste Amontons®) und Bouguer’) taten. Da- 
nach stellte der Akademiker du Fay dem Minister das Projekt des 
Reglements vor, welches die Einfihrung eines allgemeinen MaBes durch 
ein Gesetz festetelltc. Die Annahme dieses Projekts verhinderte der 
Tod des ihm sympathisierenden Ministers, und ebenfalls des Autors 
selbst. Anf derselben Neuerung bestand auch de la Condamine in 
seinem Memoire®), in dem er zu zeigen sich bemihte, da8 das natir- 
lichste und am wenigsten die Kifersucht verschiedener Lander her- 
vorrufende MaB, dem deshalb auch der Vorzug gegeben werden mite, 
das Aquatorialpendel erschien, welches die Lange von 36 pariser Zollen 
und 7,21 Linien besitze, wenn man gich der Toise, die ftir Aus- 
messungen in Peru angefertigt worden war, bediente. Bei Einfihrung 


*) 1782, neue Auflage, 2 Teile, fol. Augsburg 1755. Cantor, Vorlesungen 
HI, 8. 528— 529. *) 4°, Frankfort a. M. 1603. *) 4°, Marseille 1742. Seconde 
édition, donnée en 1778 par les soins de M. de la Lande. Poggendorff, 
II, 8S. 422—428. *) Cantor, Vorlesnngen III’, S. 76. ®) 4°, Lugd. 1670, 
p. 488, ®) Histoire de l’Académie des sciences de Paris, année 1708, p. 51. 
") Ebenda, p. 300. 8) Ebenda, année 1747, p. 189. 
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dieses Mafes wiirde die pariser Toise um 14,42 Linien langer 
werden, und der pariser Breitengrad wirde 56132 astronomische 
Toisen enthalten anstatt 57069 solcher pariser Toisen, die im Grad 
des Meridians zwischen Paris und Amiens enthalten waren. 

Am Ende des 18. Jahrhunderts, am Anfang der franzésischen 
Revolution, wurde die Forderung der Einfithrung eines allgemeinen 
MaBes nicht nur von wissenschaftlichen Anstalten und einzelnen Ge- 
lehrten ausgesprochen, sondern anch von weiten Kreisen der Gesell- 
schaft. So legte am Anfang des Jahres 1790, dem allgemeinen Wunsch 
entaprechend, der Btirger vieler Stidte, Talleyrand-Périgord, welcher 
damals Bischof von Autun war, der Nationalversammlung den Bericht 
von der Notwendigkeit, ein allgemeines Me8 durch dzs Gesetz festzu- 
. stellen, vor, wozu man sich eines von den vorgeschlagenen nattrlichen 
MaBen bedienen konnte, und am besten der Linge des Sekundenpendels 
auf der geographischen Breite von 45° Da sich die Nationafver- 
sammlung nicht als kompetent genug fihite, um eine so wichtige 
Frage endgiiltig zu bestimmen, wandte sie sich mit einer entsprechenden 
Anfrage an die Pariser Akademie der Wissenschaften. Die Ausarbeitung 
der Antwort auf diese Anfrage vertraute die letztere einer zu diesem 
Zweck besonders erwahiten Kommission an, welche aus den Akademikern 
Borda, Lagrange, Laplace, Monge und Condorcet bestand. Die 
Ergebnisse der Arbeiten dieser Kommission waren in dem in ihrem 
Namen gemachten vom 19. Marz 1791 datierten Berichte ,Sur le 
choix d’une unité des Mesures“") enthalten. 

Die Lange des Sekufdenpendels auf dem 45. Breitengrade als 
allgemeines Ma8 anzunehmen, fand die Kommission als unbequem, 
weil es in das System der MaBe eine Ungleichartigkeit einftihrt, in- 
dem es die Bestimmung der Lange dem Vermessen der mit ihm so 
ungleichartigen GréBe, wie die Zeit, unterwirft, oder, was gleich- 
bedeatend ist, der GréBe der, Schwere, und auBerdem, was noch 
wichtiger ist, ein Element der Willkir hineinbringt, weil es sich eines 
so willktirlich gewahlten Zeitteiles bedient, wie die Sekunde. Die 
Langeneinheit im allgemeinen MaBsystem muB8 nach der Meinung der © 
Kommission auf der Erde selbst gefunden werden, weil nur eine 
solche Hinheit von keiner andern GréBe abhingig sein wird, und 
auBerdem, ihrem Ursprung nach, die Analogie mit allen anderen, von 
der Menschheit gebrauchten Lingeneinheiten ‘bewahren wird. Von 
diesem Standpunkt aus wiirde es natiirlicher sein, die Abstaénde der 
Orte auf der Erde auf das Viertel eines der Erdkreise zuriickzufihren, 


1) Histoire de l'Académie royale des sciences, année 1788 (Paris 1791), 
p. 7—16. 
24° 
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als auf die Linge des Pendels. Als solcher Kreis mu8 der Aquator 
oder Meridian angenommen werden, und nur der Meridian, weil er 
aus vollkommen begreiflicher praktischer Erwagung dem von den 
Vélkern Europas dargestellten zivilisierten Teil der Menschheit die 
gréBten Bequemlichkeiten darbietet. Als wirkliche MaBeinheit mu8 
der vierte Teil des Erdmeridians gewahlt werden, und-die im prak- 
tischen Leben gebrauchte Einheit ihr 10000000. Teil sein. Im Ein- 
klang mit dem eingefihrten Dezimalsystem in der Arithmetik muB 
das System der. Einteilung dieser Einheiten nicht ein sexagesimales, 
wie friiher, sondern ein dezimales werden. Der Bericht halt sich nicht 
bei den Erwigungen auf, welche die Kommission zwangen, das Dezimal- 
system vorzuziehen, aus dem‘(runde vielleicht, da8 dieser Gegenstand 
schon frither einer genauen Betrachtung im ,,Rapport fait a Académie | 
des Sciences par MM. Borda, Lagrange, Lavoisier, Tillet et 
Condorcet, le 27 Octobre 1790“!) unterzogen war. Dieser ,,Rapport“ 
war entstanden infolge des Wunsches der Nationalversammlung, die 
Meinung der Akademie fiber die Frage 2u wissen: ,,’il convient de 
fixer invariablement le titre des métaux monnoyés, de maniére que 
les espéces ne puissent jamais éprouver d’altération que dans le poids, 
et s'il n’est pas utile que la différence tolérée sous le nom de reméde, 
soit‘ toujours ep dehors. Elle a chargé en méme temps |’Académie 
d’indiquer aussi l’échelle de division qu’elle croira la plus convenable, 
tant pour les poids que pour les autres mesures, et pour les mon- 
noies? Die Messungen des Meridians, die zur Bestimmung dieser 
Kinheiten notwendig sind, miissen als Ziel die Bestimmung der Lange 
des Bogens des Erdmeridians jhaber, welche dem 10000000. Teil des 
Bogens des Himmelsmeridians = 90° entsprechen wiirde, und so ge- 
legen ware, daB seine eine Halfte nach Norden und die andere nach 
Siiden von der Parallele 45° sich befinde. Um dieses Ziel in Wirk- 
lichkeit zu erreichen, schlug die Kommission vor, den Bogen des 
Meridians von Dinkirchen bis. Barcelona unmittelbar auszumessen, 
welcher etwas mehr als 9'/,° einschloB. Als die Hauptvorteile, welche 
dieser Bogen darstellte, wies die Kommission auf die hinlangliche 
GréBe seiner Ausdehnung und auf seine Teilung durch die Parallele 
45° in folgende Teile: den nérdlichen Teil — 6° und den stidlichen 
= 3'/.°, und auf das Befinden seiner Endpunkte auf der Héhe der 
Meeresfliche hin. AuBer diesem Bogen konnte ebenso vorteilhaft sein 
der Bogen, der noch westlicher lag und vom Ufer Frankreichs bis zum 
Ufer Spaniens ging. Jedoch der Vorzug muBte dem ersten gegeben 


') Histoire de l’Académie royale des sciences, année 1788 (Paria 1791), 
p. 1--6. 
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werden, weil er schon zum Teil nimlich zwischen Dinkirchen und Per- 
pignan ausgemessen war und deshalb ein kostbares Mittel der Prafung 
der sich ibm anschlieBenden neuen Vermessungen und Beobachtungen 
besaB. Als Operationen, die zur Ausfihrang der ganzen Arbeit tber 
das von der Kommission vorgeschlagene allgemeine Ma8 nutwendig 
waren, erkannte sie folgende an: 1. Die Bestimmung der Lingen- 
differenz zwischen Dinkirchen und Barcelona, und iberhaupt das Aus- 
fthren auf dieser Linie aller astronomischer Beobachtungen, welche 
als niitzlich anerkannt werden kénnten. 2. Die Vermessung der fritheren 
Baser, deren man sich bei der Messung des Grades, in Paris aus- 
geftihrt, bediente, und bei den Arbeiten der Zusammenstellung der 
Karte von Frankreich. 3. Die Prifuf%, durch éine neue Reihe von 
Beobachtungen der Dreiecke, die friiher zur Messung des Meridians 
gebraucht wurden, und ihre Verlingerung bis Barcelona. 4. Die 
Ausfiihrung von Beobachtungen unter 45° geographischer Breite zum 
Feststellen der Zahl der Schwingungen im luftleeren Raume, -am 
Meeresstrande, im Laufe eines Tages, bei der Gefriertemperatur, eines 
einfachen Pendels, dessen Lange dem 10000000. Teile des Bogens des 
Meridians gleich sein wiirde. 5. Die Prifung durch neue, sorgfaltig 
ausgefihrte Experimente des Gewichts eines gegebenen Volums de- 
stillierten Wassers, welches sich im luftleeren Raum bei der Gefrier- 
temperatur befindet. 6. Die Zurtickfihrung auf irgend welche neueste 
MaBe, zum Beispiel auf die pariser Toise oder das Pfund oder alle 
andern im Handel gebrauchlichen Langen-, Fl&chen-, Kubik- und Ge- 
wichtsmaBe mit der Bedingung, da8 nach der Bestimmung der Ein- 
heiten des neuen allgemeinen MaBsystems alle ihre Ausdriicke auf die 
friiheren MaBe durch einfache Regeldetri zuriickzufithren sind. In 
Beziehung auf die vierte von den aufgezahlten Operationen wurde im 
Bericht bemerkt, daB die aufgefundene Zahl der Schwingungen, emmal | 
bekannt geworden, die Mogliehkeit geben wird, die Hinheit der Linge 
selbst von neuem zu finden mit Hilfe der Beobachtungen itber das 
Pendel. Damit wird die Vereinigung der Vorteile des Systems der 
MaBe, welche von der Kommission vorgeschlagen, mit den Vorteilen 
des Systems, welche als Einheit die Linge des Pendels annimmi, er- 
reicht. Nach der Erstattung dieses Berichts in der Natighial vereaniri 
lung wurde er von ihr am 26. Marz 1791 angenommen und bekam 
danach die Kraft des Gesetzes. Die Pariser Akademie der Wissen- 
schaften, der die Leitung aller obengenapnten Qperationen anvertraut 
war, muBte, dem, Vorschlay des Berichts entsprechend, fiir dieselben 
einzelne Kommissionen bilden, deren erste Arbeit das Vorlegen des 
allgemeinen Planes der bevorstehenden Arbeiten sein muBte. Als Mit- 
glieder dieser Kommissionen fiir die erste und dritte Operationen er- 
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wahlte die Akademie Cassini, Mechain und Legendre, ftr die 
‘zweite Monge und Meusnier, fir die vierte Borda und Coulomb, 
fir die finfte Lavoisier und Haiiy und flr die sechste Tillet, 
Brisson und Vandermonde.') 

-Die Benennung ,,Metrisches System” bekam das neue System der 
MaBe und Gewichte zum erstenmal im ,Rapport fait & l Académie 
des Sciences, sur le systéme général des Poids et Mesures, par les 
Citoyens Borda, Lagrangé et Monge“*). Dieser von der Akademie 
angenommene Bericht wurde in ihrem Namen der gesetszgebenden 
Versammlung vorgelegt als derjenige zweite Bericht, welcher . nach 
dem im ersten Bericht gegéebenen Versprechen den vollen Plan des 
neuen Systems darstellen mufee. Als Darstellung dieses Planes in 
Beziehung aaf die Liangen- und KubikmaBe dienen folgende im Be- 
richt angefiihrte Tabellen: 


Seconde Premiére 
° nomenclature. nomenclature. 
Quart Quart toises 
du méridien du méridien ... 6182480 
Mesures géogr. (Décade ............. 0c eens 618248 
et nautiques (Degré.................-.0006- 51324 
Mesures ( Poste............ cece cece ces eee 5132 
itindraires { Mille............... Millaire ...... 518 
‘ pieds pouces lignes 
Mosures (Stade... .s es ccs cet ees cet Cee csa nes eevees 307 11° 4 
agraires |Perche... ............-.e00. ciples obama 80 9 6,4 
Metre. . 2%... .. 05 cece es Métre:............. 8 O . 11,44 - 
Mesures } Palme............... Deci-métre............ 8 8,34 
usuelles | Doigt............... Centi-métre ........... 4,43 
AG. cece ne ker eae Milli-métre............ 0,44 
Seconde Premiére. Valeurs en Valeura en 
nomenclature nomenclature pintes de Paris boisseaux 
° pintes boisseaux 
eae Gn ee Muid................ 10511/, 78,90 
cubique | 
Sétier........... Deci-muid.............. 105'/, ; 7,89 
Boieseau........ Centi-muid............. 101), 0,789 
a sete Pinte..........0.00. Pinte ......... does 1%, 0,0789 


Zum Ausdruck der neuen MaBe in den alten wurde in der ersten 
dieser Tabellen das Viertel des Meridians als gleich der 90 mal ge- 


*) Exposé des travaux de l'Académie, sar le projet de l'uniformité des 
mesures et des poids. Histoire de l’Académie royale des sciences, année 1788 
(Paria 1791), P. 17—20. *) Ebenda, année 1789 (Paris, l’an II de la République), 
> p. 1—18. 
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nommenen 57027. Toise angesehen, die der Linge des 45. Breiten- 
_ grades auf dem Meridian, welcher fiber Frankreich geht, nach den 
Angaben des Abbé de la Caille') auf Grand der Vermessungen, welche 
von friiheren Astronomen der Akademie ausgefiihrt waren, entsprachen. 
Das zweite der geographischen und nautischen MaBe bekam seine Be- 
nennung’ als Grad aus dem Grande, weil nach der Bestimmung der 
Akademie in dem neuen MaBsystem dér 100. Teil des Viertels des Kreis- 
umfanges als Grad angenommen wurde. Er stellte folglich die Linge des 
Erdgrades dar, ,, mille“, oder sein 100. Teil die Linge der dezimalen Erd- 
minute (,minute décimale terrestre“) und ,,perche“, als 100. Teil dieser 
letzten, die Linge der dezimalen Erdsekunde (seconde décimale ‘ter- 
restre). ,,Stade“ stellte die Seite eines Quadrats dar, welches im neuen MaB- 
system als neuer Morgen Landes angenommen wurde, welcher beinahe um 
das Doppelte den friiheren franzdsischen Morgen abertraf. Die zweite 
Nomenklatur parallel der ersten anzunehmen, hielt sich die Akademie 
fir gezwungen infolge der Unvollkommenheiten, die der Jetzteren 
eigen waren: die Lange der Benennungen, die Kompliziertheit der von 
ihnen ausgedriickten Begriffe und der Méglichkeit, die eine Benennung 
mit der andern zu verwechseln, wegen ihrer gleichen Endungen. Zur 
Erlauterung der angezeigten Kompliziertheit der Begriffe durch ein 
Beispiel bleibt der Bericht auf der Benennung ,,Deci-métre“ stehen, in 
welchem er die Vereinigung dreier Begriffe sieht: der metaphysischen 
Idee des Zehntels, der metaphysischen Idee eines bestimmten MaBes 
und endlich die Anwendung der ersten Idee auf die zweite. Um auf 
diese Weise zum ausgedriickten physischen Ma8 zu gelangen, muf 
der Verstand drei Operationen verrichten. Als Benennungen in der 
zweiten Nomenklatur bemfihte sich die Akademie, solche zu. wahlen, 
die sich durch Eigenschaften auszeichneten,-die den Mangeln der ersten 
Nomenklatur entgegengesetzt waren und aus der existierenden Metro- 
logie entnommen waren: der franzdsischen, wie décade, degré, poste, 
perche, und der alten, wie stade, palme, oder aus den Benennungen 
von Gegensténden, die an eine entsprechende Linge erinnern, wie 
doigt, trait. Dieselben Mberlegangen gaben die Anleitung beim Aus- 
arbeiten der zweiten Nomenklatur der Kubikma8e, die in dem neuen 
MaBsystem dieselben wie fir Flissigkeiten ebenso auch fir Kérner 
sein sollten. Ftir die Zuriickfihrung der neuen MaBe in frithere bei 
Zosammenstellang der zweiten Tabelle benutzte die Akademie ,,pinte 
de Paris‘ als das zu jener Zeit gebriuchliche Flissigkeitsma8 und 
»boisseau“ als das ebenso gebriuchliche KornmaB. - 

Die begonnenen Arbeiten zur Einfthrung des metrischen Systems 


') Histoire de l’Académie des sciences, année 1758. 
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wurden von den Umstanden der Revolutionszeit sehr aufgehalten. Die 
hach Beendigung dieser Arbeiten erfolgte offizielle Einfihrang des 
wetrischen Systems in Frankreich konnte erst im Jahre 1795, am 
22. Dezember zustande kommen (1 nivése de l’an IV de la République). 
Etwas friher, némlich den 31. Juli 1793 (13 thermidor de l’an I de 
la République), wurde das Dekret von der Annahme des Meters als 
Grundma8 erlassen. Um das metrische System vollkommener zu 
machen und ebenso auch, um ihm die Méglichkeit zu gcben, sich 
miglichst weit tiber andere Nationen zu verbreiten, wurde im Jahre 1797 
in Paris die internationale Kommission zusammengerufen, welcher 

Lorenzo Mascheroni angehdrte, der dem Gegenstand ihrer Beschaf- 
 tigung sein Werk ,,Notizie generali del nuovo sistema dei pesi e 
misure de dotte dalla grandeza della terra“') widmete. 

Derjenige Teil der praktischen Geometrie, welcher als’ Gegen- 
stand die Kunst des Messens der Felder hatte, wurde von der Feld- 
meSkunst dargestellt. Sie wurde in drei Teile geteilt. Der erste 
Teil,. oder die FeldmeSkunst im eigentlichen Sinne des Worts, be- 
schaftigte sich mit der Messung der Dimensionen des Feldes, ebenso 
wie mit der Verrichtung der dabei erforderlichen Beobachtungen in 
diesem Felde selbst. Der zweite Teil, oder die GrundriBaufnahme 
genannt, hatte als Ziel die gefundenen GréBen und die Ergebnisse 
der gemachten Beobachtungen auf das Papier zu bringen. Gegenstand 
des dritten Teils endlich war die Bestimmung des Flicheninhalts 
des Feldes. Der erste Teil wurde der eben gegebenen Definition 
seines Gegenstands gemaB seinerseits wieder in folgende zwei Unter- 
abteilungen geteilt: das Messen der Entfernungen und die Beobach- 
tungen der Winkel. Als gebraiuchliche Vorrichtungen im ersten Teil 
dienten entweder die MeBkette oder der Wegemesser, im zweiten das 
Graphometer,' MeBtisch, Boussole, MeBscheibe usw. Die Bestimmung 
des Flicheninhalts des Feldes im dritten Teil der FeldmeBkunst wurde 
durch das vorhergehende Teilen derselben in Dreiecke, Quadrate, 
Parallelogramme, Trapeze und hauptsiéchlich Dreiecke erzielt, wonach 
die Bestimmung ihres Flacheninhalts und deren Summierung folgte. 

An den dritten Teil der FeldmeBkunst schlo8 sich unmittelbar 
der besondere Teil der praktischen Geometric an, der sich mit der 
Teilung der Lander und der Felder und mit deren Verteilung zwischen 
ihren Besitzern beschaftigte. Indem man sie als selbsténdigen Teil 
der praktischen Geometrie betrachtete, nannte man sie, sich an die 
Etymologie des Wortes haltend, die Geodasie im engen Sinne dieses 
Wortes. Der im weiteren Umfang verstandene Sinn der Benennung 


") Milano, anno VI (1798). 


Praktische Geometrie (FeldmeBkunst). 369 


,Geodisie* umfaBte dagegen nicht nur die FeldmeBkunst, sondern auch 
solche, héherstehende geometrische und trigonometrische Operationen, 
wie das Zusammenstellen von Karten und das Messen der Grade des 
Meridians, oder tiberhaupt irgend welcher seiner Teile. 

Die Grundfrage der Geodasie, im obengenannten engen Sinne 
des Wortes verstanden, war die Frage, irgend eine Figur in eine be- 
stimmte Anzahl von Teilen zu teilen, was in den meisten Fallen auf 
Teilung des Dreiecks in gegebenem Verhaltnis zuriickgefiihrt wurde, 
welches darum auch mit allen Details betrachtet wurde, in vielen, 
diesem Gegenstand gewidmeten Werken, aus denen angeftihrt zu 
werden verdienen: ,Application de Jlalgébre & la géométrie“ par 
Guisnée') und ,,Pratique de la géométrie sur le papier et sur le 
terrain“*) par Le Clerc. In ihnen wurde diese Frage in den Fallen 
betrachtet, wenn die Gerade, die das Dreieck in gegebenem Verhiltuis 
teilte, durck den Punkt ging, 1) der mit der einen seiner Spitzen 
zusammenfiel, 2) der auf einer seiner Seiten lag, 3) der inwendig im | 
Dreieck lag, 4) welcher sich auBerhalb befand. In denselben vier 
Fallen wurde auch die allgemeine Frage von der Teilung einer Figur 
in gegebenem Verhiltnis betrachtet. Im Falle, daB verlangt wurde, 
irgend eine Figur in einem gegebenen Verhiltnis durch eine Gerade 
zu teilen, welche durch einen gegebenen Punkt gehe und der ge 
gebenen Geraden parallel sei, wurde die Figur zuerst durch Gerade 
_ geteilt, die aus den Spitzen ihrer Winkel parallel der gegebenen Ge- 
raden geftibrt, sie im Trapezoide teilte. Im Falle einer krammlinigen 
Figur wurde die sie begrenzende Linie in Teile geteilt, die ohne 
fihlbaren Fehler als geradlinig angesehen werden kounten, was die 
Moglichkeit gab, die ganze Figur als geradlinig anzusehen, und folg- 
lich solche Methoden anzuwenden, die ftir Figuren solcher Ari aus- 
gearbeitet waren. | 

Unter den Fragen der FeldmcBSkunst, die hauptsichlich 
durch ihre Ausfiihrung Wichtigkeit yewannen, lenkte die besondere 
Aufmerksamkeit im Anfang der zweiten Hilfte des 18 _dJahr- 
hunderts die Frage auf sich, ob beim Messen eines geneigten Feldes 
dessen wirklicher Flacheninhalt, oder der Inhalt seiner horizontalen 
Grandflache zu nehmen sei? Wie wichtig diese Frage auch vom 
Skonomischen und praktischen Standpunkt aus betrachtet wire, | 
‘kann sie jedoch nicht als direkt zur Geometrie gehérend betrachtet 
werden. Und wirklich, wie man sich auch entscheiden wiirde, in der 
Praktik mii8te man immer nur eine und dieselbe GréBe ausmessen, 
die Grenzen des Feldes namlich und ihre Neigung zum Horizont, 








1) Paris 1705; 2° édition, ib. 1753, 4°. *) Amsterdam 1691, 12°. 
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und welchen Flacheninhalt man dann bestimmen wide, den wirk- 
lichen oder den der horizontalen Grundfliche, das Endresultat wiirde 
immer eine und dieselbe GréBe darstellen, naémlich die Ausdehnung 
des Feldes. Bei den franzdsischen Feldmessern wurde die Methode, 
welche bei der Messung des Feldes sich ihrer horizontalen Grund- 
fliche bediente, méthode de cultellation“, und die andere, die sich 
ihrer wirklichen Flache bediente, ,méthode de développement“ genannt. 

In . Deutschland lenkte die im Jabre 1766 in der Danziger 
Physischen Gesellschaft fiir Bewerbung um die Priimie des Fitrsten 
Jablonowsky vorgelegte Frage: ,einen unzuganglichen und undurch- 
sichtigen Wald oder Morast auf die beste Weise auszumessen, aufzu- 
nehmen und zu vertheilen“ eimige Aufmerksamkeit auf sich. AuBer 
den beiden Autoren Auer und Wilke), deren Werke mit der Primie 
gekrént wurden, beschiftigten sich mit der Lésung derselben Frage 
auch einige andere deutsche Gelehrte. 
| Als bemerkenswerteste Arbeit in wissenschaftlicher Hinsicht, die 
in der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts den Fragen der Feldme8- 
kunst gewidmet war, ist das Werk von Lorenzo Mascheroni, 
Problemi per gli agrimensori con varie soluzioni”) zu nennen, welches 
1808 in die franzdsische Sprache tibersetzt wurde. Besondere Be- 
achtung verdienen darin die Aufgaben, die mit Hilfe blo eines Lineals 
gelést werden - oder, nach der spéter angenommenen Terminologie, 
mit Hilfe der Geometrie des Lineals. 

Von den Teilen der praktischen Geometrie stand ihrer Entwick- 
lung nach in der zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts am niedrigsten 
die Kunst der direkten Ausmessung des Inhalts der GefiBe, 
welche in Frankreich Jaugeage und in Deutschland Visierkunst 
genannt wurde. Ungeachtet der groBen praktischen Wichtigkeit dieser 
Kunst besonders in den Landern, in denen die Steuern und Zélle auf 
Getrinke und andere Fltissigkeiten den Hauptteil der staatlichen und 
dffentlichen Einkinfte bildeten, erreichte die Wilikir in der Wahl 
der theoretischen Grundlagen der Ausmessung und die damit bedingte 
Fehlerhaftigkeit der Resultate in keinem anderen Fach als in diesem 
einen so hohen Stand der Entwicklung. Das Fa8 wurde z. B. bald 


1) Cantor, Vorlesungen fiber Geschichte der Mathematik III*, 8. 556. Das 
mit der Primie gekrénte Werk Wilkes, ,Abhandlung fiber die Fiirstl. Jablo- 
nowskische Preisaufgabe aus der ErdmeSkunst etc.“ (82 8. mit 1 Tafel), war in 
der Sammlung ,,Solutiones problematum a celsissimo principe Jablonovio ex 
historia polona, Geometria et oeconomia propositorum quas societas Physica 
Gedanensis 1766 praemiis Jablonovianis coronavit' (Danzig 1767), herausgegeben 
von der Dansiger Physischen Gesellschaft, gedrackt. In derselben Sammlung 
war auch das Werk Auers abgedruckt worden (82 S. mit 1 Tafel). 8". 
Pavia 1798. » 
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als abgektirztes Ellipsoid betrachtet, bald als.Zylinder, dessen Diameter 
gleich ist der halben Summe. der Diameter der Grundflichen des ab- 
gestumpften Kegels, der dieselbe Hohe hat, bald als zwei abgestumpfte 
Kegel, die an beiden Seiten der gemeinschaftlichen groBen Grundflichen 
gelegen sind. Die Resultate der Ausmessung in der ersten Voraus- 
setzung erschienen im Vergleich zur Wirklichkeit. stark vergréBert, - 
bei den beiden anderen jedoch im Gegenteil stark verkleinert.. In 
vollem Kinklang mit der Ungenauigkeit und Fehlerhaftigkeit der 
theoretischen Griinde der Ausmessung des Inhalts von GefaBen 
standen die dazu in der Praktik gebrauchten Instramente; als solche 
dienten die Stabe, Velten, pytometrische Lineale, Raten, Rohre, 
Gerten, Bander und eine Menge verschiedener Visiere mit 4, 6 
und 8 Seiten, die eine bedeutende Anzahl von Skaten enthielten, die 
nach verschiedenen und dabei gewdhnlich fehlerhaften Methoden kon- 
struiert waren. Die Folgen eines so traurigen Zustandes der fiir “das 
praktische Leben so wichtigen Kunst sind nicht schwer vorauszusehen. 
Der reiche Kaufmann Bruni aus Marseille erlitt einen Schaden von 
40000 Franken wegen der fehlerhaften Ausmessung des Inhalts der 
_° Fasser mit dem zugestellten Ol aus dem Osten. Bei der Ausmessung 
eines Fa8chens mit Branntwein, das aus Orleans geeandt war und in 
Wirklichkeit 58 Pinten enthielt, mafte in Paris im Jahre 1783 fur 
76 Pinten Einfuhrzoll bezahlt werden. 

Aus den Versuchen, die Visierkunst’ auf eine méglich héchste 
Stufe zu bringen, die in der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts ge- 
macht wurden, erregte wenigstens in Frankreich die gréBte Aufmerk- 
samkeit das Werk, welches dem kéniglichen Professor der Mathematik 
an der kéniglichen Kriegsschule, Dez, gehérte. Seinen Erfindungen 
und Forschungen auf diesem Gebiete weihte er sein, von der Pariser 
Akademie der Wissenschaften gedrucktes ,.Mémoire sur la théorie 
du jaugeage“') und den umfangreichen Artikel ,Jauger“ in der 
Encyclopédie méthodique*). Der .Vorzug des von ihm erfundenen 
Apparates zam Ausmessen des Inhaltes der Fiasser vor anderen solchen 
Apparaten wurde durch -zahlreiche Versuche, die am 22. Februar 1776 
in der Steuerverwaltung in Gegenwart von Mitgliedern der Kom- 
mission, die zu diesem Zweck von der Pariser Akademie der Wissen- 
schaften ernannt war, festgestellt. Auf Grand des Berichtes, den diese 
Kommission vorlegte, nahm die Regierung in Person des Ministers 
Turgot diese Erfindung von Dez an und beschlo8 sie zum Ge- 
brauche seiner Beamten einzuffihren. Die Anerkennung der Erfindung von 

‘) Mémoires de mathématique et de physique, présentés a I’ Académie 


Royale des sciences par divers Savans et lis dans ses Assemblées, année 1773, 
p. 888—889. *) Mathématiques II, p. 245—257. 
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Dez wurde von der Regierung auch schon frither durch die ihm 
am 22. Dezember 1775 bewilligten Patente tiber diese Erfindung aus- 
gesprochen. 

Zo semer Erfindung wurde Dez durch die von ihm an- 
genommene Methode zur Ausmessung der Fasser von Camus ge- 
bracht, welche erklart und gedruckt war im Jahre 1744 im Memoire 
des .Autors ,Sur un instrument propre & jauger les tonneaux et 
les autres vaisseaux qui servent 4 contenir des liqueurs“). Camus 
| betrachtete das FaB als einen 
Koérper, der gebildet wird durch 
Umdrehung um die Achse 2H 
einer gemischten Linie, die aus 
dem Bogen einer Parabel mBM 
in ihrem Scheitel B und zweier 
Tangenten mK und MF in den 
Endpunkten dieses Bogens m uad 
M besteht. Die aus diesen beiden 
Punkten auf die Achse gefallten 
Perpendikel MQ und mq teilen 
ihre beiden Hialften HC und iC 
in gleiche Teile. Wenn man da- 
nach den Diameter des Fasses BJ) 
bei ihrer Biegung oder, was das- 
selbe ist, bei ihrer Mitte durch b 
bezeichnet, mit f den Diameter F’N des Bodens des Fasses und mit 
¥ die innere Lange Hh,. 80 bekommt man fiir den Inhalt des Fasses 
oder, was dasselbe ist, fiir das darin enthaltene Volum der Flissig- 
keit den Ausdruck 


64b7 + 37bf-+ 34/2 
(1) xt ( 1a Ey, 





dessen sich Dez auch bediente. 
Camus erhielt diese Formel folgendermaBen. Sind HC ==1, 
BC=a, FH=b, so ist BLE =a—b und nach der Voraussetzung 


MQ, = = 1, Man verlingere danach MF bis zam Schnitt O mit der 


Achse der Parabel. Dann sind 
— ; 
Q2L=@0 umd B= 590=— > QL, 
und folglich 
0,B— = BL =*= D 


1) Histoire de l'Académie Royale des sciences, année 1741, p. 885—402. 
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Das parabolische Segment @Q, B wird auf diese Weise | 
+ MQ: Q,B= 51.22. 
Der Punkt P der Achie, der dem Schwerpunkt P des Segments eit- 
spricht, gibt 
BP == BQ, =*", 


und folglich 
4 b 
Cp=—. at? 
und der Umkreis, der vom Punkte P um den Punkt C, als Zentrum, 
umschrieben wird, wird gleich 22 - =. Der Inhalt des Kérpers 


welcher durch die Rotation des er MQ,B gebildet wird, wird 
auf diese Weise durch die Formel ausgedriickt 


ahig aa 2 . 


Der Inhalt des Zylinders, welcher durch die Rotation des Rechtecks 
MC um die Achse Hh gebildet wird, ist x- MQ,-(MQ)*. Weil jedoch 


MQ,— 51 und MQ— "2", so wird damit dieser Inhalt durch 


die Formel bezeichnet 

“wh (4a*+ 40d + b* 

seeps, 
Endlich ist der Inhalt des abgestumpften Kegeis, Bemiiet durch die 
Rotation des Trapezes FHQM um die Achse Hh, 


x. “2. (MQ!4+ MQ-FH+ FH) 
uder 


—_ 


al 4a°-+-10ab + 133? 
ee cE Ee 
Das Addieren der Inhalte dieser drei Kérper gibt folglich den fnhalt 
des ganzen f'asses, welcher durch die Formel ausgedriickt wird 
64a*+ 37ab + 340° 

@) sailed aaa 
aus der durch Einfihrung an Stelle von BC des ganzen Diameters 
BD, an Stelle von F'H des ganzen Diameters des Bodens des Fasses 
FN und an Stelle von HC der ganzen Lange des Fasses Hh, die 
Formel (1) erhalten wird, welche Dez gebraucht. 

Vollkommen bestitigt durch eine Menge von Versuchen und 
Vergleichen der Resultate der nach der Formel berechneten mit den 
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wirklich in den verschiedenaten GefaBen vorhandenen Fitissigkeiten 
erwies sich jedoch die Formel des Camus, ihrer Kompliziertheit 
wegen, als unbequem ftir den Gebrauch in der Praxis, besonders 
wenn man den geringen Stand der Kenntnisse. und der Entwicklung 
des Verstandes der Leute in Betrecht zieht, denen gewdhnlich das 
Ausmessen der Fiisser und anderer GeféBe anvertraut wurde. Diese 
Formel in einfacherer Art darzustellen und sie dadurch bequemer 
zur Anwendung zu machen, half Dez die Beobachtung, da in Wirk- 
lichkeit die Differenz zwischen dem Durchmesser des Fasses an der 
Stelle seiner Biegung und dem Durchmesser seines Bodens sehr un- 


 bedeutend ist. Diese Differenz mit « bezeichnend und in der 


Formel (1) auf Grund des Ausdrucks — 

a=-b—f 
die sulamechauien Substitutionen ‘ausiibend und in den erhaltenen 
‘Zahlen unbedeutende Verainderungen zulassend, die nicht zu irgend 


fihlbaren Fehlern ftihren, brachte Dez die Formel (1) in folgender 
einfachen Form 


1 B \? 
qt (0-4), 
oder nach‘ der Transformation der letzten zur Formel 
1 b 1 2 
(3). ct (CF + sR-1), 


Der Fehler, der durch diese Vereinfachung der anfanglichen Formel 
entsteht, ist sehr unbedeutend. Und wirklich betragt die Differenz 
zwischen den Formeln (1) und (3), was nicht schwer zu ersehen ist, 


casa + — 0,02777 -B) -«, 


was kaum den = Teil des Inhalts des Fasses ergibt, sogar wenn 


man ¢g= ab het namlich nach der Versicherung des Autors 


beim ungtinstigsten der Falle, vor dessen Begegnung man sich in der 
Praxis hiiten muf. 

Es wtirde zu weit fiihren, die Beschreibung des Visiers, das von 
Dez nach der Formel -(3) konstruiert warde, zu schildern. Wir 
finden es ftir geniigend, uns mit der Bemerkung zu begniigen, daB 
die Hauptbedeutung in diesem Apparat zwei Skalen haben, von denen 
die eine, nach der Benennung des Autors, die Skala der Langen 
(échelle des longueurs), zum ‘Ausmessen der Lange | des Fasses 
dient, und die andere, oder die Skala der Durchmesser (échelle des 
diamétres) zur Ausmessung des Multiplikators 
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a (-f'+GR-/).— 

Demjenigen, der sich dieses Visiers bediente, blieb nur tibrig, um 

das Endresultat der vollzogenen Ausmessung su erhalten, die An- 

zeigen der beiden Skalen za multiplizieren. — 
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Ebenso wie frither, vielleicht auch noch in gréBerem MaBe, war 
die Aufmerksamkeit einiger Sperialisten und tiberhaupt vieler Leute, 
die dem aufgeklarteren Teile der Gesellschaft angehdren, im Laufe der 
zweiten Hialfte des 18. Jahrhunderts auf das Vermiichtnis des Alter- 
tums, die bertihmten Aufgaben der Dreiteilung eines Winkels, 
Quadratur des Kreises und der Verdoppelung des Wirfels, 
gerichtet. Als auf sehr bedeutende Zeichen der Aufmerksamkeit auf 
diese Aufgaben seitens der Spezialisten ist auch auf das Erscheinen in 
der zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts von Werken, die der Geschichte 
dieses Gegenstandes gewidmet waren, hinzuweisen. Ks gab drei 
solche Werke. Als erstes erschien das schon frither erwaihnte') Werk 
Montuclas ,,Histoire des recherches sur la quadrature du cercle“*), 
das im letzten 6. Kapitel einen-kurzen historischen Uberblick der Auf- 
gaben fiber die Verdoppelung des Wiirfels und die Dreiteilung eines 
Winkels enthielt. Die beiden anderen Werke, die ausschlieBlich der 
Aufgabe der Verdoppelung des Witirfels gewidmet waren, gehérten — 
Nikolaus Theodor Reimer*) (1772—1832), der im Jahre 1796 
Privatdozent an der Universitat in Géttingen war, und spiter, vom Jahre 
1801, Professor der Mathematik an der Universitit zu Kiel. 8S. oben 
S.28 im XIX. Abschnitte. 

Die Aufmerksamkeit auf diese bertihmten Aufgaben seitens der 
Mitglieder der gebildeten Gesellschaft kennzeichnete sich durch das. 
Erscheinen einer bedeutenden Anzahl von Versuchen dieselben zu 
lésen. Die Aufgabe der Quadratur des Kreises beschaftigte tibrigens 
die gebildete Gesellschaft mehr als die beiden anderen. Besonders. 
viel beschiftigte man sich mit ihr, nach der gedruckten Literatur zu 
urteilen, in Polen, wo ihr 15 Werke gewidmet waren, und in Frank- 
reich, wo es 7 solcher Werke gab. Elf der Werke tiber die Quadra-. 
tur des Kreises, die in Polen erschienen, gehdrten einem Autor, dem 





1) Cantor, Vorlesungen fiber Geschichte der Mathematik, III’, 8. 606. 
7) Paris 1764. *) Poggendorff, Il, 8. 596. 
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Vizeoberst Eugenius Innocentius Corsonich, der darin bewies, 
dsB xz=3 . sei.!) Sowohl dieses Resultat, als auch dessen in den- 


selben Werken versuchter Beweis- waren, seinen Worten nach, von 
vielen Mathematikern und von sieben Akademien gutgeheiBen. Und 
wirklich wurde der von ihm zusammengestelite genaue Bericht iiber 
seine sechsjahrige Beschiftigung mit den entsprechenden Gegenstanden 
auBer in Warschau, wo er im Jahre 1779 erschien, noch in den 
»Nova Acta eruditorum“*) gedruckt unter dem Titel ,,Quadratura 
lunulae, circuli et segmenti, nec non curvatura sphaerae a V.-Col. 
E. Corsonich, ope 4 propositionum fundamentalium invicte demon- 
strata, et judicio Academiarum celeberrimarum subjecta“*). Jedoch 
nicht alle, die mit den Arbeiten von Corsonich bekannt waren, be- 
friedigten sich mit seinen Beweisen. Als Opponent in der Heimat 
des Autors trat in der Literatur der Warschauer Professor Johann 
Koc vor. Die Polemik iiber einige im Druck erschienene Versuche 
der Liésung dieser bertihmten Aufgaben entstand auch in anderen 
Liandern. So herrschte in Italien, wo man sich mehr mit der Drei- 
teilung eines Winkels und der Verdoppelung des Wirfels beschiiftigte, 
als mit der Quadratur des Kreises, nach der Literatur zu urteilen, 
eine heiBe Polemik zwischen Francesco Boaretti einerseits und 
Vincenzo Dandolo und Antonio Romano andererseits, in den 
Jahren 1792—93 tiber den vom ersteren gegebenen Versuch, diese 
beiden Aufgaben mit Hilfe des Zirkels und Lineals zu lésen.*) 

Die Literatur tiber die Lésung dieser drei bertihmten Aufgaben 
. erschépfte sich jedoch: nicht mit den Werken, die im Druck er- 
schienen. Der bedeutend gréBere Teil der Versuche, diese Aufgaben 
zu lésen, blieb in Manuskriptén und in diesem Zustande den Aka- 
demien und gelehrten Gesellschaften vorgelegt, belistigte er sie inBerst, 
da er zu seiner Durchsicht eine vollstindig nutzlose Anwendung von 
Mithe und Zeit beanspruchte. Aus den zahlreichen Durchsichten in 
der zweiten Hialfte des 18. Jahrhunderts war nur ein einziger Fall, 
der der Wissenschaft einen neuen interessanten Satz gab. Er be- 
schaftigte die Pariser Akademie der Wissenschaften, und wurde 
™m Artikel ,Mémoire sur la Quadrature de la partie bfd du cercle 
ahrida“ (par M. Bourrand®)) des vor ihr im Jahre 1774 ge- 
druckten 6. Bandes der ,Mémoires de mathématique et de phy- 
sique, présentés & l’Académie Royale des Sciences, par divers Savans“ 


1 Dra Teofila Zebrawskiego Bibliografija pismiennictwa polskiego z 
dziatu Matematyki i fizyki oraz ich zast6sowan. W Krakowie 1878. 7) Anno 
1776. *) p. 108—124.  G. Valentin, Eine seltene Schrift aber Winkel- 
dreitheilung. Bibliotheca mathematica, VII (1893), 8. 113—114. 5) p. 400. 
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dargestellt. Der Gegenstand dieses Artikels war folgender neue Satz: 
Wenn wir im Kreise rba eine Sehne ba ziehen, die die Endpunkte 
des Bogens yon 120° verbindet, und den Durchmesser hd, der den ~ 
Teil bd von 30° von diesem Bogen ab- 
teilt, so stellt der Sektor chd den 


Po Teil. des Kreises rba@ dar. Wenn 


danach mit der Sehne ad, die die End- 
punkte des Bogens von 90° verbindet, , 
um den Punkt a, als um das Zentrum, 
der Bogen fd beschrieben wird,-so wird 
der Sektor /sad, der zum Zentriwinkel 


a von 15° gehért, den a Teil des 





Kreisss bilden, dem er angehért, und Fig. 6. 
welcher doppelt so groB ist, als er | 7 
. der gegebene Kreis rba. Dieser Sektor wird folglich den Teil des 


Kreises rba darstellen, und deshalb dem Sektor cbd gleich sein. 
Diese beiden Sektoren aber haben den gemeinachaftlichen Teil fsd 


und deshalb ' 
Asda = Acsb + bfd. 


Es stellt sich auf diese Weise heraus, daB die Differenz zwischen den 
Flichen der Dreiecke sda und esb durch die Fliche des Teiles bfd 
des gegebenen Kreises ausgedriickt wird, worin eben der Beweis dieses 
Satzes besteht. 

Die sich immer vergréBernde Anzahl der der Pariser Akademie 
der Wissenschaften vorgelegten Erzeugnisse der Kreisquadrierer und 
anderer Personen, die sich mit anderen bertihmten Aufgaben, wenn 
auch in geringerem MaBe, beschiftigten, erreichte endlich einen solchen 
Umfang, daB die Akademie anfing ernstlich dariiber nachzudenken, 
ihre Mitglieder von der nutzlosen Anwendung der Zeit und der Mahe 
bei dem Durchsehen dieser Erzeugnisse zu befreien. Zum Erreicher 
dieses Zieles wurde das entschiedenste Mittel gewahlt. Im Jahre 
1775 verdffentlichte die Akademie folgende Erklirung: ,,L’Acadéimie 
u pris, cette année, la résolution de ne plus examiner aucune solu- 
tion des-Problémes de la duplication du cube, de. la trisection de 
Yangle, ou de la quadrature du cercle, ni aucune machine annoncée 
comme un mouvement perpétuel“:') Der bestindige Sekretaér der 
Akademie, Condorcet, motivierte diese Erklirung durch folgende 
Betrachitungen: Von der Aufgabe der Verdoppelung des Wirfels ist 


') Histoire de l'Académie Royale des sciences, année 1775, p. 61. 
Cantor, Geschichte der Mathematik IV. bo 25 
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alles, was nur miglich ist von ihr zu-wissen, bekannt. Bekannt sind 
die einfachsten Methoden der Lésung; bewiesen ist, daB es nutzlcs 
sein wtirde, deren Lésung mit Hilfe nur eines Kreises und einer ge- 
raden Linie z0 machen. Die Analyse des Problems der Dreiteilung 
eines Winkels ist so volisténdig, daB sie schon seit langer Zeit nichts 
mehr zu wiinschen tibrig 1aBt. Auf diese Weise kann es keinem 
Zweifel unterliegen, daB diejenigen, die zur Lésung dieser Aufgabe 
nur den Zirkel und das Lineal gebrauchen, ein fehlerhaftes Resultat 
erhalten mfissen. Diejenigen von ihnen, die zu richtigen Resultaten 
gelangen, erreichen sie dyrch den unbemerkten Gebrauch auch anderer 
Kurven zusammen mit dem Kreise tnd der geraden Linie, wodurch 
ihre Lésungen sich von den schon bekannten nicht unterscheiden 
. kénnen, und aus diesem Grunde wird deren Betrachtung vollstandig 
nutzlos. In .eimer ganz anderen Lage befindet sich die Aufgabe der 
Quadratur des Kreises. Angeniherte Lésungen sind echon in groBer 
Anzahl gefunden, und die Akademie erkennt in vollem Ma8e den Wert 
der Arbeiten in der Richtung der Vervollkommnung der Methoden - 
golcher Lésungen an. Die Kreisquadrierer jedoch suchen nicht die 
angeniherten Lisungen, sondern die genauen. In Bezichung auf diese 
letzten zerfallt die Aufgabe der Quadratur des Kreises in zwei selb- 
stindige Aufgaben: in der ersten wird die Quadratur des ganzen 
Kreises gesucht, in der anderen die Quadratur irgend eines Teiles, 
dessen Sehne als bekannt angesehen wird. Die Unmdglichkeit der 
ersten Aufgabe wurde von solchen Autorititen anerkannt, wie Gre- 
gory und Newton, ist von vielen Geometern bewiesen, und am 
besten von Johann Bernoulli. In betreff der zweiten Aufgabe 
herrscht zwischen den Geometern keine solche Einstimmigkeit fiber 
die Unmdglichkeit ihrer Lésung, infolge der hiufig vorkommenden 
Moglichkeit in besonderen Fiillen die GréBen zu bestimmen, was im 
allgemeinen Fall unmdglich ist. Infolge dieser Lage der Sache fand 
Condorcet zur Rechtfertigung der Erklarang der Akademie im be- 
trachteten schwierigen Falle nichts besseres, als an ihre 70jahrige Er- 
fahrung 2u appellieren, welche klar die vollkommene Nuitzlosigkeit 
fiir die Wissenschaft der Priifung der. ihr zugestellten eingebildeten 
Lésungen dieser Frage gezeigt hat, als Erzeugangen von Autoren, die 
mit der Natur und den Schwiorigkeiten dieser Frage nicht bekannt 
seien, und deshalb solche Methoden anwenden, die zur Lésung dieser 
Frage nicht fihren kénnen, sogar in dem Falle, wenn sie méglich 
ware. | 

Es gab auch noch andere Aufgaben aus der Zahl der von der alten 
griechischen Geometrie gestellten, fir welche sich die Geometer in 
der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts interessierten. So gaben 
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Lambert, Euler‘) und FuB*) neve Losungen der Aufgabe. fiber die 
Konstruktion eines drei gegebene Kreise berihrenden Kreises. Be- 
sonderer Beachtung unter solchen Aufgaben erfreute sich die Auf- 
gabe des Pappus von Alexandria von der Einbeschreibung in den 
Kreis eines Dreiecks, dessen Seiten durch drei auf einer geraden Linie 
gegebene Punkte gehen, welche von Cramer im Jahre 1742 in fol- 
gender allgemeineren Formulierung dargestellt wurde: In einen Kreis 
ein Dreieck einzuschreiben, dessen Seiten durch drei gegebene Punkte 
gehen miissen. Diese, in der anfiinglichen besonderen Form sehr ein- 
fache Aufgabe stellte in der verallgemeiverten Form einige Schwierig- 
keiten dar, die auch die Aufmerksamkeit der Geometer auf sie lenkten. 
Als erster liste sie in dieser Form Castillon®), dem sie von‘Cramer 
vorgelegt wurde. In demselben Bande der Memoiren der Berliner 
Akademie, der Wissenschaften gab auch Lagrange seine Lésung dieser 
Aufgabe. Im Jahre 1780 erechienen drei neue Lésungen von Euler‘), - 
FuB*) und Lexell®). In noch allgemeinerer Form und dabei end- 

gliltig wurde die Aufgabe des Pappus von Alexandria dargestellt 
und gelést von den italienischen Geometern: A. Giordano") aus 
Ottaiano, der diese Arbeit mit bemerkenswerter Hinfachheit im Alter 
von 16 Jahren verrichtete, und Malfatti.®) Die Aufgabe des Pap- 
pus von Alexandria hatte in ihrer endgiltigen allgemeinen Form 
folgende Darstellung: In einen Kreis ein Vieleck einzuschreiben, dessen 
Seiten in einer. beliebigen Anzahl genommen durch eine gleiche An- 
zahl von Punkten gehen mitissen, welche in der Ebene des Kreises 
willkiirlich gelegen sind. Die letzte dieser Aufgabe gewidmete Arbeit 
am Ende des 18. Jahrhunderts war das Werk von Lhuilier®), welches 


1) Solutio facilis problematis, quo guaeritur circulus, qui datos tres circulos 
tangat. Nova Acta Academiae Scientiarum Petropolitanae, VI, p. 95—101. 
*) Solution du probléme de trouver un cercle, qui touche trois cercles donnés 
de grandeur et de position. Ebenda, p. 102—118. *) Sur un probléme de 
géométrie plane, qu’on regarde comme fort difficile. Nouveaux Mémoires de 
Académie Royale des Sciences et Belles-Lettres, & Berlin, année 1776, p. 265 
bis 283. *) Problematis cujusdam Pappi Alexandrini constructio. Acta Aca- 


demiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae, 1780, I, p. 91—96. 6) Solutio 
problematis geometrici Pappi Alexandrini, ebenda, p.97—104.  . °°) Solutio 
problematis geometrici in Actis Academiae Scientiarum Berolinensis, pro Anno 
1776, a celeb. Castillon propositi, ebenda, 1780, II, p. 70—90. 7) Con- 


siderazioni sintetiche sopra di un celebre problema piano, e risoluzione di al- 
quanti problemi affini. Memorie mat.-fis. della Societa Italiana delle scienze, 
IV, 1788. ®) Soluzione generale di un problema geometrico di Pappo Ales- 
sandrino, ebenda, IV, 1788. %) Solution algébrique du probléme suivant: A 
un cercle donné, inscrire un polygone dont les cdtés passent, par des points 
donnés. Nouveaux Mémoires de l’Académie Royale des Sciences et Belles-Lettres, 
& Berlin, année 1796 (publié 1799), p. 94—116. 
25° 
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einige Anderungen in die Lésungen der italienischen Geometer hinein- 
brachte. . 

Ebenso als Beendigung ‘der. Arbeiten, die schon frither ange- 
fangen waren, nimlich in der ersten Halfte des 16. Jahrhunderts’), 
erschien das Werk von Mascheroni La Geometria del compasso*), 
das im Jahre 1797 erschien. Sein Gegenstand, wie schon aus dem 
Titel ersichtlich, besteht aus der Lésung ausschlieBlich nur mit Hilfe 
des Zirkels aller Aufgaben, die gewéhnlich mit dem Zirkel und Lineal 
gelist werden. Sich mit den Aufgaben der Elementargeometrie nicht 
begniigend, zeigt Mascheroni in seinem Werke, da8 die Geometrie 
des Zirkels leicht zur angeniherten Lésung der Aufgaben von den 
Kegelschnitten und sogar von noch héheren Teilen der Geometrie 
gewandt werden kann. Lorenzo Mascheroni’*) (1750-1800), em 
Abbé, beschiftigte sich am Anfang seiner wissenschaftlich-lehrenden 
Tatigkeit mit Poesie und Belletristik. Aber nach cinigen Jahren des - 
Vortrages der humanistischen Wissenschaften und der griechischen 
Sprache in Bergamo und Pavia fihlte er sich zur Mathematik hin- 
gezogen. Nachdem er sich ihrem Studium vollstindig gewidmet hatte, 
wurde er so. bald ihrer Herr, daB er schon nach einem kurzen Zeit- 
raum imstande war den Vortrag der Geometrie auf sich zu nehmen, 
anfangs im Marienkollegium in Bergamo und danach im Archigym- 
nasium in Ticino. Spiaterhin wurde er Professor der Elementarmathe- 
matik an der Universitét in Pavia, Korrespondent der Akademie von 
Padua und Mitglied der italienischen Gesellschaft der Wissenschaften. 
Als tiberzeugter und heiBer Anhinger der Revolution kam er mit 
Enthusiasmus den Veranderungen in Italien entgegen, die die Armeen 
der ersten franzésischen Republik in ihr politisches Leben hinein- 
brachten. Nach Grtindung der zisalpinischen Republik wurde er zum 
Mitglied des gesetzgebenden Kérpers erwahlt und begab sich bald 
darauf nach Paris, um an der internationalen Kommission teilzunehmen, 
die zur Ordnung des metriechen Systems der MaBe und Gewichte zu- 
sammengerufen war. Wihrend seines Aufenthaltes in Paris und kurz 
vor seinem Tode wurde er zum Mitglied des Stadtrats in Mailand er- 
nannt. 


) Die ersten Arbeiten dieser Art waren Cardanos und Tartaglias 
Lieungen einiger Aufgaben der Geometrie von Euklid mit Hilfe eines Lineals 
allein oder eines Lineals und Zirkels, der jedoch immer unverinderte Offnung 
hat. Cantor, Vorlesungen fiber Geschichte der Mathematik, II*. S. 526—529 
und haufiger. *) Pavia, 8°, VII1 -+ 264 pp., 14 tavole. In das Franzdsische von 
Carette (Paris 1798) dbersetzt und spi&ter von Gruson (Berlin 1825) ins 
Deutsche.  *) Poggendortf, II, 8. 71—72. Biografia di Lorenzo Mascheroni - 
di Camillo Ugoni, Bergamo 1878. Bibliografia mascheroniana per Giuseppe 
Ravelli, Bergamo 1881. 
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Dureh das Einfiihren der Algebra in die Elemente der Geometrie 
in Widersproch mit den altgriechisehen Geometern geraten, setzte 
Legendre denselben Weg fort. In semen Arheiten gab er den analy- 
tisechen Methoden einen weiten Zugang in der Lésung der Fragen der 
Elementargeometrie. So gibt er im V. Anhang zu semen ,,Elementen® 
analytische Losungen der Aufgaben, die da handeln von Dreiecken, 
im einen Kreis eingeschriebenen Vierecken, Parallelepipeden und der 
dreiseitigen Pyramide. Bei der Wahl eines Beispiels aus ihnen fiir — 
unsere Darstellung geniigt es an der Bestimmung des Radius des 
Kreises, der um ein Viereck umschrieben ist, und an dessen F liche, 
als Beispiele, in denen der Autor die 
Theorie des eingeschriebenen Vierecks er- 
ganzt hat und welche deshalb eine selb- 
stindige Bedeutung haben. 

Es seien die gegebenen Seiten des 
dem Kreise eingeychriebenen Vierecks 
ABCD 





= 
NG A] 


AB=a, BU=6, CD=c DA=d, i 
: a 


D 


und seine unbekannten Diagonalen dC = 2, Vig. 9. 


BD = y. Dann werden auf Grund- 
lage der Theoreme fiber das Produkt der Diagonalen eines eingeschrie- 
benen Vierecks und fiber ihr Verhialtnis 


. x ad-+ bec 
zy=ac+bd und a ab ced! 


daraus folgt, daB 
ee VRERTCTTES ye E ba OT es 
bo V% ab-+cd » Y= Vee = ea) 
Wenn man sich danach der bekanvten Darstellung des Radius eines 


umschriebenen Kreises des Dreiecks durch die drei Seiten und die 
Flache des letzteren bedient, so erhalt man far den gesuchten Radius, 


' * als den Radius eines umschriebenen Kreises des Dreiveks 4d BC, den 


Ausdruck 


e _ & hx 
Via"? — a? -f bt — x)?” 
welcher sich nach Ersetzen des « durch seinen eben gefundenen Wert 


und ferner nach Zerlegung der erhaltenen Resultate in Fuaktoren in 
den endgiiltigen. Ausdruck verwandelt 


Zz 


— (ae+ ba) ad-+be)(ab+ed) 
= “Vic +4 





ee oe a@tbo+d—co atetd—b)bt+c+d—a) 
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Auf Grundlage derselben Darstellung des Radius eines einem Dreieck 


_ umschriebenen Kreises durch dessen drei Seiten und seine Fliche 


werden die Flichen der Dreiecke ABC und ADC sich in folgenden 
Ausdriicken darstellen 


. abs - cdx 


AABC = vost und AADC = 








und folglich wird die ganze Flache des dem Kreise aaeiiied 
Vierecks sein 


ABCD = 1. @b+ed2 
4 z 


oder ikehi Ersetzen des x und des ¢ durch ihre Werte . 
ABCD 
=> | Vg EE EE +b+e—d)(a+b+4+d—c)(at+e+d—b)(b+e + +d—a), 


und bei z@tb+otd) 


ABCD =V(p — a)(p — NICE —¢)(p—d). 


Wenn eine so weite Anwendung der analytischen Methoden in 
den elementar-geometrischen Untersuchungen von Gelehrten zugelassen 
wurde, welche iiberzeugte Anhanger der altgriechischen .Geometer 
waren, so ist es nicht schwer sich vorzustellen, wie in solchen Fallen 
Gelehrie, die sich anders zu den ‘Alten verhielten, handelten. In 
ihren Schriften haben die synthetischen Methoden vollstindig den 
analytischen den Platz geréumt. Diese Erscheinung ist unméglich | 
auBer acht zu lassen, als sehr charakteristische fir die elementar- 
geometrischen Untersuchungen in der zweiten Hilfte des 18. Jahr- 
hunderts. 

' Die sphirische Geometrie bis in die zweite Halfte des 
18. Jahrhunderts iberschritt fast gar nicht die engen Grenzen ihres 
kleinen Teils, den sie mit der sphiarischen Trigonometrie teilte und 
die sich mit den sphiarischen Dreiecken beschiftigte. Dieser Teil, 
durch die Bediirfnisse der Astronomie und nachher als notwendig fir 
die Navigation und Geodisie ins Leben hervorgerufen, entsprach un- 
geachtet der erreichten hohen Entwicklungsstufe nur demjenigen 
klvinen Teil der Geometrie der Ebene, der zum Gegenstarid die gerade 
Linie und das Dreieck hat. Alle anderen Teile der sphirischen (eo- 
metrie jedoch, die den viel grdferen Teilen der Geometrie der Ebene 
entsprachen, harrten noch ibrer Forscher. Als erster erschien in der 
zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts der schon oben erwéhnte Anders 
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Johann Lexell (1740—1784)'). Er wurde in der Stadt Abo geboren und 
fing seine wiasenschaftlich-lehrende Tatigkeit an der Universitat als Dozent 
der Mathematik in derselben Stadt an. Im Jahre 1769 wurde er Mitglied 
der St. Petersburger Akademie der Wissenschaften, und im Jahre 1771 
war er daselbst schon Professor der Astronomie und ordentlicher 
Akademiker. Er wurde ebenfalls zum Mitglied der Akademie der 
_ Wissenschaften in Stockholm ornannt. Da in Petersburg die Astro- 
nomie das Hauptfach Lexells wurde, so gehérten ihr alle seine 
Schriften, die in einzeluen Ausgaben erschienen und der grdBte Teil 
derer, die in den Verdffentlichungen der Akademien in Petersburg und 
Stockholm und in den ,,Philosophical Transactions“ enthalten waren.. 
Von den Abhandlungen Lexells in der Mathomatik gehiérten sechs 
der Geometrie an, acht der Integralrechnung, je zwei der Differential- 
rechnung, der Trigonometrie und der Geodasie, vier der theoretischen 
Mechanik und jé eine der Algebra und den Reihen. Von den astro- 
nomischen Arbeiten Lexells waren am bekanntesten seine Schriften 
tiber die Sonnenparallaxe und ihrer Bestimmung, die sich in den Ver- 
éffentlichungen der Petersburger und Stockholmer Akademien befanden. 
Als auf die wichtigste von ihnen ist auf die im Jahre 1772 in Peters- 
burg als Sonderausgabe erschienene ,,Disquisitio de investiganda vera 
quantitate parallaxeos solis, et transitu Veneris ante discum solis 
anno 1769“*) hinzuweisen, in -welcher der Autor, die Berechn 
nach den Methoden Eulers fiihrend, die Sonnenparallaxe gleich 8”,68 
fand. : | 
Die erste Arbeit Lexells, die der sphirischen Geometrie ge- 
widmet war, war der Artikel ,De epicycloidibus in superficie sphaerica 
descriptis“*), der, wie aus dem Titel zu ersehen, sich mit Gegen- 
stinden beschaftigte, die schon friither von den Gteometern berihrt 
worden waren. Als vollstindige Neuheit, dem Gegenstand der Er- 
forschung nach, traten folgende drei Arbeiten Lexells hervor, welche 
in den Jahren 1781 und 1782 erschienen ,Solutio problematis geo- 
metrici ex doctrina sphaericorum“*), ,De proprietatibus circuloram in 
superficie sphaerica descriptorum“°) und ,,Demonstratio nonnullorum 
theorematum ex ‘doctrina sphaerica“.*) Als Hauptgegenstand ihrer 
Betrachtung erscheinen die Eigenschaften von Kreisen, die auf der 


1 Poggendorffs Biagraphisch-literarisches Handworterbuch, I, S, 1444 

bis 1446. Précis de la vie de M. Lexell. Nova Acta Academiae Scientiarum 
Imperialis Petropolitanae, II. Historia Academiae ad annum 1784, p. 16—19. 
*) 4° 181 8., mit 1 Tafel. *) Acta Academiae Scientiarum Imperialis Petro- 
politanae pro Anno 1779, pars I, p. 49—71. *) Ebenda, pro Anno 1781 
pare I, p. 112—126. 5) Ebenda, 1782, pars I, p. 58—108. 6) Ebenda 1782 
pars II, p. 85—96. 
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Kugel konstruiert sind. In der Geometrie der Ebene werden folglich 
anslog zu diesem Gegenstande Eigenschaften von Kreisen, welche in 
der Ebene konstruiert sind, vorhanden sein. 

Als der am meisten bemerkenswerte Satz aus diesem von Lexell 
gewihliten Gebiet der sphiarischen Geometrie erkennt man gewodhnlich . 
das schéne Theorem tiber die Linie, die den geometrischen Ort der 
Spitzen der spharischen Dreiecke darstellt, welche eine gemeinschaft- 
liche Basis und gleiche Oberflaiche haben. Angenommen, ABC sei 

eines der spharischen Dreiecke, deren gemeinsame 
Basis AB =c ist und die gegebene Oberfliche 
A+BiC—x=S. Es sei ferner JPK der 
. unbestimmt verlangerte Perpendikel, der auf 4 B 
in der Mitte errichtet ist. Dann wird, wenn JP 
ein Quadrant ist, der Punkt P der Pol des Bogens 
AB sein und der. Bogen PCD, der durch die 
Punkte P und C gezogen ist, perpendikular zu .4 B 
sein. Es sei weiter JD—p, CD =gq, dann wer- 
den die rechtwinkligen Dreiecke ACD und BCD, 


_ in welchen AC =b, BC =a, AD == p+ 5 





BD =-p —ae ist, geben 


1 
COS @ = C08 g COB (p 2 c) 
cos ) = cosg cos (p + 3°) : 
Setzt man jetzt in die schon friiher gefundene Formel 


A a ee 


cot 1 Sf me Lt 0084 + cos b +f cose 
2 sina -sin b- sinc 


die Werte 


1 
cosa + cosh = 2cosq- cos p- cos, ¢ 


1 -- cosc = 2coa* = ¢ 


e ® * e ° 1 1 e 
sin J sin C' == sinc-sin B = 2sin=¢-cos,c-sin B, 
so bekommt man: 


ee Aa 
cos -c-+ Cos p- cos g 
1 v 2 ° 
cot, S = —- 
ain @ - sin ae sin B 


Auferdem ist noch in dem rechtwinkligen Dreieck BCD 


sina-sin B = sing 
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und folglich 


COS - : g Ct cop: -cosg ° 








=S= ses bef 
sin 5 ¢ -eing 
- oder 
(1) cos p-cosg = cot; S-sin, c-sing — cos se, 


was endlich auch jene Beziehung zwischen p und gq vorstellt, die die 
Linie bestimmen mu8, auf der alle Punkte C gelegen sind. 

Wenn man jetzt JP um die GréBe PK =z verlingert nnd 
KC =y zieht, so laBt sich die Seite KC des Dreiecks PKC, 
welchem PC = a2 — gq und der Winkel KPC = x — p aus der 
Formel | 


cos KC = cos K PC-sin PK -sin PC + cos PK cos PC 
oder 
COS ¥Y = SID g- COS 7 — BIN Z- COs g-Ccosp 


bestimmen. Man erhilt nach Substitution des nach der Formel (1) 
gefandenen Wertes von cos g-cosp 


COS ¥ = SID Z + COs - 26 + sing (008.2 — sin cot S- sin 5 ¢)- 


Man sieht daraus, daB wenn man annimmt 


, ee | 
cos x — sin x-cot— S-sin . ¢ = 0 


2 
oder 
" cot z = cot S-sin—¢, 
alsdann gefunden wird 
(2) cosy = sin -cos +e 


3 
und folglich wird der Wert y eine Konstante werden. 

Errichtet man also auf der Basis AB in der Mitte den Perpen- 
dikel JP und nimmt auf der andern Seite des Pols den Bogen PK 
so, daB 

cot PK = cot 5; S-sin se, 


so werden alle Spitzen der Dreiecke, die eine gemeinschaftliche Basis C 
und gleiche Oberfliche S haben, auf dem kleinen Kugelkreise EC 
gelegen sein und alle Punkte dieses Kreises EC denselben nach der 
Formel. 


cos KC = sin PK- cos <¢ 
gefundenen Abstand KC von dem Pol K haben. 
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Die Bedeutung, die Lexell selbst diesem Theorem gab. oder, wie 
er es nannte, diesem Problem, ist daraus ersichtlich, da8 er ihm einen 
besonderen Artikel widmete, namlich die schon oben erwihnte ,5So- 
lutio problematis geometrici ex doctrina sphaericorum“. Legendre 
stellte am Ende seiner Bemerkung X') zu seinen ,Eléments de géo- 
métrie“ die Lésung dieses Theorems in einer gedringteren Weise dar, 
als der Autor. In dieser Form ist sie auch von uns dargestellt. 

. Nach dem Tode von Lexell fibernahmen die Fortsetzung der 
von ihm unternommenen Ausarbeitung der sphirischen Geometrie 
zwei andere Mitglieder der Petersburger Akademie der Wissenschaften 
Nikolaus Fu8 und Friedrich Theodor Schubert. Der erste von 
ihnen legte die Resultate seiner Untersuchungen in diesem Gebiet in 
den im Jahre 1788 erschienenen zwei Memoiren: ,,Problematum quo- 
-rundam sphsericorum solutio“*) und ,,De proprietatibus quibusdam 
ellipseos in superficie sphaerica descriptae“*) In dem ersten von ihnen 
léste FuB folgende drei Aufgaben: Auf gegebener Basis zwischen zwei 
gegebenen gréBten Kugelkreisen ein Dreieck zu konstruieren, an dessen 
_ §Spitze der Winkel ein Maximum sei; ein Dreieck zu konstruieren, 
an dessen Spitze die Summe zweier Seiten ein Minimum sei; ein 
Dreieck zu konstruieren, dessen Fliche ein Maximum sei. Da die 
Lésung der ersten Aufgabe zu einer. kubischen Gleichung fihrt, so 
untersucht der Autor zuerst die Bedingungen, bei denen die Aufgabe 
drei Wurzeln. zulaBt. Diese Untersuchung findet mit Hilfe der Drei- 
teilung des Winkels statt und wird von Berechnungen begleitet, die 
einem bestimmten Fall angehéren. Danach folgt die Betrachtung des 
Falles, bei dem die beiden gréBten Kugelkreise aufeinander sonkrecht 
_ stehen und welcher die kubische Gleichung zur Gleichung vom zweiten 
Grade bringt. Obwohl die zweite Aufgabe nicht schwer erscheint, 
fihrt deanoch der Gebrauch gewéhnlicher Mittel zu ihrer Lésung zu 
solchen Gleichungen, deren Lésung groBe Schwierigkeiten in den Weg 
setzen. Der Autor umgeht sie, indem er die Spitze des Dreiecks um 
einen’ unendlich kleinen Bogen fndert, als Resultat erscheint eine 
auBerst einfache Lisung. Auer dem Memoire von Fu, und sogar 
friiher als dessen Erscheinung, erschien die dritte Anfgabe im zweiten 
Heft, des ,,.Leipziger Magazins fiir reine und angewandte Mathematik“ 
von J. Bernoulli und Hindenburg, was darauf hinweist, daB die 
deutschen Gelehrten an den Untersuchungen tiber die sphirische Geo- 
metrie, die von den Petersburger Akademikern ausgefiihrt wurden, 


*) Note X. Sur l'aire du triangle ephérique. *) Nova Acta Academiae 
Scientiarum Imperialis Petropolitanae, II, p. 70—88. *) Ebenda, [II, p. 90 
bis 99. 
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ebenfalls teilzunehmen anfingen. Ungeachtet, daB die Lésung dieser 
Aufgabe schwieriger erscheint, als die der zweiten, gelang es Fu8 mit 
Hilfe der Methode, die der Methode der zweiten Aufgabe ahnlich ist, 
einen viel schéneren Ausdrack der Lésung der dritten Aufgabe zu 
finden, welcher dabei geometrisch auf der Kugel konstruiert werden 
kann. Sein zweites Memoire widmete FuB den Eigenschaften der 
bekannten sphérischen Ellipse, d. h. der Kurve, die den geo- 
metrischen Ort der Spitzen der Dreiecke darstellt, in denen bei ein 
und derselben Basis die Summe der zwei andern Seiten konstant ist. 
Zu der Untersuchung dieser Eigenschaften, die den Eigenschaften der 
. ebenen Ellipse analog sind, wurde F'u8 durch die zweite Aufgabe des 
ersten Memoires veranlaBt. Als Resultat dieser Untersuchung erschien 
die SchluBfolge, daB die zu betrachtende Kurve eine Durchschnitts- _ 
linie der Kugel mit dem Kegel zweiten Grades sei, dessen Spitze in 
dem Mittelpunkt der Kugel liegt. Anders ausgedriickt: die sphirische 
Ellipse ist die Kriimmungslinie der Kegel zweiten Grades. Sie kann 
auf der Kugel konstruiert werden, ebenso wie die Ellipse in der Ebene, 
d. h: mit Hilfe eines Fadens, welcher von einem sich bewegenden 
Stifte stets straff gespannt wird und dessen Enden in zwei Brenn- 
punkten befestigt sind. Wenn man die Abszisse dieser Kurve auf 
dem gréBten Kugelkreise nimmt, 

. der durch die Punkte A und B 
geht, in denen die Enden des 
Fadens befestigt sind, indem 
man aus der Mitte C zwischen 
ihnen ausgeht, und diese Abszisse 
mit 2 bezeichnet, die Ordinate 
auf dem gréften Kugelkreise Fig. 11. “ 

(z. B. YX), der senkrecht ia 
zum gréBten Kugelkreise ACB steht, mit y bezeichnet, die Linge 
des Fadens A YB mit 2c und den Bogen des gréBten Kugelkreises AB 
mit 2a, so kann man mit Hilfe der sebr bekannten Transformationen 
und Reduktioner. bei dem Kalkiil der Sinusse eine Gleichung erhalten 





Vigin?¢ — sin*a) (sin?c — sin?) 

sin ¢- cose : 
welche die Natur der sphirischen Ellipse ausdriicken wird. Die An- 
wendung dieser Gleichung auf den speziellen Fall, in welchem die 
Lange des Fadens 2c gleich der halben Peripherie des gréB8ten Kugel- 
 Kreises ist, fihrte den Autor zu folgendem bemerkenswerten Resultat. 
Wenn die Lange des Fadens der halben Peripherie des gréBten Kugel- 
kreises gleich ist, so ist die mit ihrer Hilfe konstruierte Kurve immer 


tang y¥ = 
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ein gréBter Kugelkress, wie groB anch die Entfernang zwischen den 
beiden Pumkter, in denen der Faden befestigt ist, sein mag. 
Schubert beschiftigte sich in semem. der Petersburger Akademie 
der Wissenschaften im Jahre 1798 mitgeteilien Memoire ,,Problemata 
ex doctrina sphaerica“'}), welches der Ausarbertung der spharischen 
Geometrie gewidmet war, mit der Lieung der vier Fragen fiber die 
geometrischen Orte der Spitzen der Dreiecke, in. denen bei der ge- 
gebenen Basis folgendes in den einzelnen Fallen gegeben wird: im 
ersten das Verhiltnis der Sinusse der beiden andern Seiten, im zweiten 
das Verhilinis ihrer Kosinusse, im dritten das Verhiltnis der Sinusse 
der Hialften derselben Seiten und im vierten’ das Verhéltnis der Ko- 
sinugse derselben Halften. Der Autor zeigt, da der gesuchte geo- 
metrische Ort in der ersten Frage dargestellt wird durch den Dorch- 
 schnitt der Kugel mit dem Kegel, deesen Grundfliche eine Ellipse 
ist, welche sich auf die Ebene der gegebenen Basis projiziert und als 
Projektion die Hyperbel hat. Der erwaihnte Durchschnitt stellt eine 
Kurve doppelter Krimmung dar. Der geometrische Ort in der zweiten 
Frage ist der zur Basis senkrechte gréSte Kugelkreis. Endlich sind 
die gesuchten geometrischen Orte in der dritten und vierten Frage 
durch zwei kleine Kngelkreise dargestellt, die untereinander gleich | 
und parallel sind und senkrecht zur gegebenen Basis stehen. . 


Parallelenlehre. 


Bestindig wachsend erreichte das Interesse an der Parallelenlehre 
bei den Gelehrten im betrachteten Zeitraum von 1759—1800 ein — 
solches Ma8f, das bedeutend dasjenige fibertraf, welches in gicichen 
Zeitabschnitten der vorhergehenden Periode erreicht wurde. In diesem 
Zeitraum erschienen 67 Werke, die in ihrem ganzen Umfang, oder 
einigen ihrer Teile, der Paralleleniehre gewidmet waren, waihrend in 
der ganzen vorhergehenden Periode, von Euklid angefangen, nur 
55%) solcker Werke existierten. Der grdBte Teil der erwihuten 





1) Nova Acta Academiae Petropolitanae, XII, p. 196—216. * Engel 
und Stackel, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Gau8,. Leipzig 
1395, S.287—816. St&ckel, Zur Bibliographie der Parallelentheorie. Biblio- 
theca Mcthematica. Neue Folge, XIII, 8. 47—48. Zur Angabe der in diesen 
heiden Werken bezeichneten Schriften sind noch zwei in RuBland erschienene 
Arbeiten hinzuzufiigen: das aus dem Vorhergehenden bekannte Werk von 
Gurief, ,.Versuch einer Vervollkommnung der Elemente der Geometrie“ uud der 
Artikel ,,Théotie des lignes paralléles, mitgeteilt in der Sitzung der Petersborger 
Akademie der Wissenschaften im Jahre 1799 (24. Oktober). Nova Acta Academiae 
Scientiarum Imperialis Petropolitanae, XV, p. 77—78: 
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Schriften, nimlich 44, gehdrten Deutschland an. Was die andern an- 
betrifit, so gehérten 7 Frankreich, ebenfalls 7 Italien, 4 England, 
2 RuBland und je 1 der Schweiz, Schweden und Holland an. 

Kiner und vielleicht der wichtigste von den Griinden, welche die 
soeben in Zahlen angegebene hohe Entwicklung des Interesses an der 
Parallelenlehre in Deutschland hervorriefen, war das Erscheinen der 
Dissertation ,Conatuum praecipuorum theoriam parallelarum demon- 
strandi recensio, quam publice examini submittent Abrah. Gotthelf 
Kaestner et auctor respondens Georgius Simon Kliigel“') im 
Jahre 1763. Der Gegenstand dieser Dissertation bestand aus der 
Geschichte der Parallelenlehre und der Kritik der ihr gewidmeter 
30 Arbeiten. Die Idee m diesem Werk, ebenso auch das dazu er- 
forderliche Material, wurde dem Auter wahrscheinlich von Kistner 
' gegeben, der sich fiir die Parallelenlehre wahrend seiner ganzen ge- 
lehrten Titigkeit interessierte. Indem er in seinen eigenen Unter- 
suchungen auf diesem Gebiet nicht ru genfigenden Resultaten gelangte, 
suchte sie Kastner -bei den anderen Autoren und stellte deshalb mit 
Sorgfalt eine Sammlung derselben zusammen, welche am Ende seines 
Lebens ziemlich bedeutenden Umfang erreichte. Diese Sammlung benutzte 
natiirlich Kliigel bei seinen Arbeiten. Kinige Angaben aus der Ge- 
schichte der Parallelenlehre- waren ebenfalls in dem Artikel von 
Castillen ,Sur les paralléles d’Kuclide“*) enthalten. 

Dank seiner Autoritét und Popularitat trug d'Alembert viel 
dazu bei, das Interesse an der Parallelenlehre in Frankreich und 
anderen Staaten Europas hervorzurufen und za unterhalten.  ,,Die 
Erklarung und die Eigenschaften der geraden Linie sowie der paral- 
jelen Geraden sind die Klippe und sozusagen das Argernis der Ele- 
mentargeometrie“, hatte er in einem bemerkenswerten Aufsatze fiber 
die Elemente der Geometrie 1759°) ausgerufen und hatte hinzugeftgt, 
man k@nne allerdings parallele Gerade als solche erkliren, die auf 
einer dritten Geraden senkrecht stehen, dann aber sei unbedingt er- 
forderlich, zu beweisen, da8 der Abstand der beiden Geraden immer 
gleich dem gemeinsamen Lote sei. Spiter in dem im Jahre 1785 
. gedrackten Artikel ,,Paralléle“*) in der Encyclopédie methodique 
sagte er: ,Der strenge Beweis der Theorie der Parallellinien ist viel- 
leicht in der Elementargeometrie die schwerste Aufgabe. Wie és mir 
scheint, ist die wahre und dabei die reinste Definition der parallelen 


1) Gdttingen, 4°, 30 S., mit 1 Tafel. *) Nouveaux mémoires de }’Aca- 
démie royale de Berlin, année 1786-—1787, Berlin 1792, p. 2383—264, années 
1788—1789, ib. 1798, p. 171—202, 4°. 5) D’Alembert, Mélange de Litté. 


rature, d'Histoire et de Philosophie. Nouvelle édition. T. V. Amsterdam, 8°. 
‘) 'T. Il, 8¢ partie, p. 520. Mathématiques. 


390 Abschnitt XXII. 


Linie, welche fiberhaupt gegeben werden kann, diejenige, welche sagt, 
parallel seien Gerade, wenn zwei Punkte der einen gleichweit von 
zwei Punkten einer anderen Geraden eritfernt sind. Zwei Punkte an- 
zufiibren ist volikommen genfigend, wel zwei Punkte die gerade Linie 
bestimmen. Danach mu8 bewiesen werden (und das ist das Schwerste), 
daB alle anderen Punkte der zweiten Geraden gleichweit enifernt sind 
von der gegebenen Geraden und daB folglich sich diese Linien niemals 
schneiden werden. Zu sagen, daB die parallele Linie eine solche ist, 
deren Punkte alle gleichweit von einer anderen Linie entfernt sind 
oder eine solche, welche bei der Verlingerung sich niemals mit ihr 
schneidet, heiBt das, wonach gefragt wird, voraussetzen. Den groBen 
Geometern gleich zu sagen, -daB zwei parallele Linien zwei gerade 
Linien sind, die in einer unendlichen Entfernung oder in einem un- 
endlich entfernten Pankte sich schneiden, das heiBt einem vollkommen 
einfachen Gegenstande eine auBerst metaphysische und abstrakte De- 
‘finition geben.“ | eg 

Wie. auch friiher, waren die Anstrengungen der Geometer . der 
zweitens Halfte des 18. Jahrhunderts, die sich mit der Theorie der | 
Parallellinien beschéftigten, auf die Entdeckung eines strengen Be- 
weises der flinften Forderung des Euklid, oder, was dasselbe 
ist, seines elften Axioms gerichtet, welches, wie bekannt, folgenden 
Satz darstellt: Wenn eine Gerade zwei (ferade trifft und mit ihnen 
auf derselben Seite innere Winkel bildet, die zusammen kleiner sind 
als zwei Rechte, so miissen die beiden Geraden, ins Unendliche ver- 
langert, schlieBlich auf der Seite zusammentreffen, auf der die Winkel 
liegen, die zusammen kleiner sind als zwei Rechte. In der zweiten 
Halfte des 18. Jahrhunderts waren zwischen den, wie die oben an- 
geffihrten Zahlen zeigen, zahlreichen Versuchen, den- Beweis dieses 
Satzes zu liefern, sehr wenig solche, die allgemeine Aufmerksamkeit 
auf sich lenkten und die als vollkommen geniigend angesehen in Lehr- 
biicher fibergingen. In der chronologischen Reihenfolge ihrer Er- 
scheinung mu8 man vor allem bei dem Beweise von Bertrand stehen 
bleiben, welchen er in seinem aus der friheren Darstellung bekannten 
Werke ,Développement nouveau de la partie dlémentaire des mathé- - 
matiques“') gab. 

Seinem Beweise der finften Forderung schickte Bertrand fol- 
genden Satz voraus: Zwei Gerade, welche von einer dritten Geraden 
derart geschnitten werden, daB die Summe der inneren Winkel, welche 
auf derselben Seite der schneidenden Geraden liegen, zwei Rechte be- 
_ tragt, schlieBen einen solchen Teil der Ebene ein, der in der ganzen 


) Tome I, p. 19—20. 
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‘Ebene unendlich vielmal enthalten ist. Und wirklich, wenn man auf 
der Geraden GH, die den angegebenen Bedingungen gentigende zwei 
gerade Linien AB und CD schueidet, die Strecke LM gleich der 
- Strecke KL macht und danach 

durch den Punkt M die Linie EF 

zieht, die mit GH den Winkel 

FML, gleich dem Winkel DLK, ert ca 

bildet, so wird bei der Verschie- C 
bung des Streifens 4C D B, dieden 
Punkt K sur Ubereinstimmung 
mit dem Pankt Z und die Strecke 
KL mit der Strecke LM bringt, rer 

dieser Streifen mit dem Streifen 

CEFD tibereinstimmen, was daraus folgt, daS die Winkel DLM 
und BKI, als den Winkel DLK bis zu zweien Rechten erginzend, 
einander gleich sein mifissen. Da aber die Anzahl solcher Strerfen, 
wie CEFD, gleich der Anzahl der nacheinander in der Linie GH 
eingetragenen Strecken LM ist, so wird bei der augenscheinlich un- 
endlichen Zahl dieser Strecken auch die Anzahl dieser Streifen un- 
endlich sein. Nachdem Bertrand auf diese Weise seinen vorlaufigen 
Satz bewiesen hat, geht er zur ftinften Forderung tiber. Angenommen, 


~ 





K : 
Pig. 18. 


daB die Geraden AB und CD, welche von einer dritten Geraden KI. 
derart geschnitten werden, daB die Summe der inneren Winkel, welche 
auf derselben Seite der schneidenden Geraden KL liegen, zwei Rechte 
nicht betragt. Es sef ebenso 


L BKL+L DLR >2R, 
LAKL+LCLK<2R. 


Wenn man nun die Gerade LM zieht, die den Winkel CL bildet, — 
welcher so viel Grade, Minuten und Sekunden enthialt, als der Summe 
LAKL+({CLK feblen, daB sie 2R gleich werde, so kann man 
auf Grund des vorhergehenden vorliufigen Satzes sagen, daB die ganze 
Ebene eine unendliche Anzahl solcher Streifen enthalt, wie der Streifen 


dann 


# 
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MLKA. Dasselbe a man jedoch vom Winkel MLC nicht sagen,. 
da er im Gegensatz zum Streifen MMLK.A in der ganzen Ebene eine 
endliche Zahl mal enthalten sein wird, nimlich 360mal bei der 
GréBe von 1 Grad, 21600mal hei der GréBe’ von einer Minute, 
1296000 mal bei GréBe von einer Sekunde usw. Aus diesem Grunde 
wird die Voraussetzung, daB die Gerade LC sich auf der Sette von 
A nicht mit der Geraden KA begegnet, zu emer Absurditit, da sie 
zu dem Schlusse fihrt, der Winkel MZC, der in der ganzen Ebene 
eine endliche Anzahl mal enthalten ist, sei im Streifen LK A ent- 
halten, welcher in der ganzen Ebene eine unendliche Anzahl mal ent- 
halten ist oder, was dasselbe ist, bilde einen Teil von ihm. Also 
ist es unméglich, daB die Gerade LC sich mit der Geraden AK in 
der Seite von A nicht trifft, oder, iiberhaupt gesagt, ist es unmdg- 
lich, daB sich zwei Gerade nicht treffen, die von einer dritten Ge- 
raden derart geschnitten werden, daB die Summe der inneren Winkel, 
welche auf derselben Seite der schneidenden Geraden liegen, zwei 
Rechte nicht betragt. 

Um dem Leser die Kraft dieses Beweises verstindlicher zu 
machen, fihrt Bertrand zum SchluB folgende strengere Darstellung 
seiner Griinde an. Wie klein oder wie grofS ein Winkel auch sein 
wiirde, dessen Scheitel im Zentrum des Kreises liegt, welcher mit 
irgend einem endlichen Radius beschrieben ist, wird er immer ent- 
weder zu einem Bogen gehéren, der irgend eine GréSe hat, oder zu 
einem Bogen, der gar keine GréBe hat. Im zweiten Falle werden 
seine Schenkel zusammenfallen und folglich wird er kein Winkel 
mehr sein. Was jedoch den ersten Fall anbetrifft, so wird, da die 
Peripherie des Kreises selbst eine endliche GrdBe besitzt, das Verhilt- 
nis des Bogens, der dem Winkel gehért, zur gauzen Peripherie des 
Kreises notwendig das Verhiltnis einer endlichen GréBe zu einer end- 
lichen @r6Be sein, und folghch wird sich auch der Winkel selbst zur 
ganzen WinkelgréBe am Zentrum, wie eine endliche GréBe zu einer 
anderen endlichen GréBe verhalten, was’ daraus folgt, daB die Zentri- 
winkel sich zur ganzen WinkelgréBe am Zentrum verhalten wie die 
Bogen, die zu ihwen gehiren, zur ganzen Peripherie de. Kreises. Aber 
zur gle:chen Zeit wird derjenige Teil der Ebene, welcher von zwei 
Geraden eingeschlossen ist, die von einer dritten Geraden derart ge- 
schnitten werden, daS die Summe der inneren Winkel, welche auf 
derselben Seite der schneidenden Geraden liegen, zwei Rechte betragt, 
sich zur ganzen Ebene nicht wie eine endliche GréBe zu einer anderen 
endlichen GréBe’ verhalten, sondern wie eine endliche Gréfe zu 
einer unendlichen. Der Streifen ACDB z. B. verhalt sich zur 
ganzen Ebene, dessen Teil er bildet, wie eine endliche Gerade KL 
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za einer unendlichen Geraden KG. Also wie klein ein Winkel auch 
sein wird, er wisd immer den Teil einer Ebene tbertreffen, welcher 
eben mit dem Ausdruck ,Streifen“ bezeichnet worden ist. Die Be- 
hauptung, daB ein Streifen einen Winkel enthalt, schlieBt folglict 
einen Widergpruch ein. Ebenso schlieBt auch die Behauptuny cinen 
Widerspruch ein, daB zwei Gerade, welche von einer dritten Geraden 
derart geschnitten werden, daB die Summe der inneren Winkel, welche 
auf derselben Seite der schneidenden Geraden liegen, zwei Rechte 
nicht betragt, sich bei der Verliingerung auf der Seite, wo diese 
Summe kleiner als zwei Rechte ist, nicht treffen werden: 

Einer groBen Bekanntheit, die die Bekanntheit der angeftihrten 
Beweisftihrung Bertrands bedeutend iibertraf, erfreuten sich die dem- 
selben Gegenstand gewidmeten <Arbeiten Legendres haupte"chlich 
dank der Verbreitung seiner Eléments de géométrie, in denen er sie 
anbrachte. An Stelle der fiinften Forderung selbst bewies er in diesen 
- seinen Arbeiten einige andere Sitze, auf denen die ganze Theorie der 
Parallellinien ebenso streng begriindet werden konnte, wie auf diese 
Forderung. Ein solcher Satz war in der ersten Ausgabe der Blé 
ments“ im Jahre 1794 der folgende: Wenn die gerade Linie LJ) das 
Perpendikel zu AB ist und 
eine andere Gerade AC mit 
derselben Linie AB einen 
‘spitzen Winkel BAC bildet, 
so begegnen sich die Linien 
AC und BD bei geniigender 
Verlingerung. Legendre 
beweist diesen Satz auf fol- 
gende Weise: Der Punkt G, 7 
der FuSpunkt des Perpen- 
dikels, der auf die Gerade 4 B 
von ingen einem Punkte 
F auf der Linie AC gefillt ist, kaun nicht auf den Punkt A fallen, 
noch auf irgend einen anderen Punkt auf der Linie AL. Vie erste 
Voraussetzung ist unméglich, weil der Winkel BAY kein rechter ist. 
Was jedoch die zweite Voraussetzung anbetrifft, so erweist sich seine 
Unméglichkeit aus folgenden Erwagungen. Wenn der FuBpunkt G 
des Perpendikels zum Beispiel auf den Punkt #7 fallen wiirde, so 
wiirde sich das angenommene Perpendikel F'H um Punkte A mit dem 
anderen Perpendikel A, das auf der Geraden .1B in dem Punkte 4 
errichtet ist, schneiden, dann wiirden von dem Punkte A aus auf die 
Gerade AB zwei Perpendike] gefaillt worden sein, was unmiglich ist. 
Aiso kann der Punkt G, der FuBpunkt des l’erpendikels FG, uur 
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auf irgend einen Punkt der Linie AJ fallen. Auf Grund derselben 
Erwiigungen kann man weiterhin behaupten, daf der FuSpunkt M 
des Perpendikels, der auf die Gerade AB von’ dem Punkte C aus ge- 
failt ist, nicht in den Punkt G fallen kaun und nicht in irgend einen 
anderen Punkt der Linie GZ, da der Punkt C auf der Geraden AC 
in der Entfernung AC, die AF’ iibertriffit, genommen ist. Ebenso 
kaun auch der Fu8punkt N des Perpendikels, der auf die Gerade AB 
von dem Punkte 7 aus auf der Geraden AC in der-Entfernung von 
AP genommen, die AC ibertrifft, gefallt ist, nicht. auf den Punkt 
Di, nicht auf irgend einen anderen Punkt der Linie ML fallen usw. 
Also kénnen die FuBpunkte M, N usw. der Perpendikel sich nur 
bez. auf den Linien GJ, MJ usw. befinden auf Entfernungen vom 
Punkte A, die bez. die Entfernungen 4G, AM usw. ibertreffen. Auf 
diese Weise werden nach der allmahlichen Entfernung der Punkte der 
Linic AC vom Punkte A, von denen Perpendikel auf die Linie AB 
gefallt werden, auch diese Perpendikel sich vom Punkte A entfernen, 
Dabei eine Grenze der VergréBerung des Abstandes (z. B. AN) des 
FuBpunktes des Perpendikels vom Punkte A” bei der gleichzeitigen 
VergriBerung des Abstandes vom Punkte A desjenigen Punktes (z. B. 
*P),.von dem das Perpendikel gefallt ist, .vorauszusetzen, ware absurd. 
Und wirklich, nehmen wir an, daB das letzte oder das am meisten 
vum Punkte A entfernte Perpendikel CM sei, so kénnten wir, indem 
wir auf der Verlingerung von AC den Punkt P nehmen wiirden, auf 
dieselbe Weise, wie auch friher, beweisen, daB der FuBpunkt des 
Perpendikels PN auf die Linie MJ fallen mu8 und folglich von A 
auf ciner Entfernung, die die Entfernung A Jf tbertrifft, sein muB, 
was der Voraussetzung widerspricht. Also kénnen die FuBpunkte der 
Perpendikel, die von den verschiedenen Punkten der Linie AC aus 
auf AJ gefallt sind, in beliebig groBen Entfernungen vom Punkte A 
legen, folglich wird auch unter ihnen ein solcher FuBpunkt sein, der 
mit 2B zusammenfallen wird, oder, was dasselbe ist, das ihm ent- 
sprechende Perpendikel wird mit B.D zusammenfallen, woraus direkt 
folyt, daB die Linien AC und BD bei gentigender Verlingerung ein- 
ander treffen werden. 

Dieser Beweis ist nicht genau, da die Behauptung von der Ab- 
surditat der Voraussetzung, daB es eine Grenze der Entfernung gabe 
zwischen dem FuBpunkt des Perpendikels und dem Punkte A, nicht 
richtig ist. Und diese Ungenauigkeit ist der Aufmerksamkeit der 
Zvitgenossen nicht entschliipft. Gurief hat schon in seiner oben er- 
wihnten kritischen Analyse der ,Eléments“ von Legendre folgende 
Kinwande diesbeziiglich gemacht.') \Wenn auch zusammen mit der 
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Entfernung dex Punktes C von .1 der Abstand AA? des Perpendikels 
C'M von demselben Punkte A wirklich eine unendliche Anzahl Zu- 
wichse bekommen kann, so folgt noch lange nicht daraus, da die 
Voraussetzung von der Méglichkeit der Existenz einer Grenze fiir die 
Entfernung A.M absurd ist. Der Beweis Legendres setzt dabei nur 
die Unméglichkeit der Existenz des letzten der Perpendikel fest, die 
von dem auf AC genommenen Punkte aus auf AB gefallt werden, 
beweist jedoch in keinem Falle die Unméglichkeit der Existenz einer 
Grenze fir den Abstand AM. Es kann jedoch kein Zweifel beziig- 
lich des ersteren herrschen, deshalb ist auch sein Feststellen nicht als 
Beweis des betrachteten Satzes anzusehen. Was jedoch die Unrich. 
tigkeit der Ansicht, da8 die Voraussetzung der Existenz eimer Grenze 
des Abstandes 4M absurd sei, anbetrifit, so deckt sie Gurief mit 
Hilfe folgender Betrachtungen auf. Da uns beim Beweise des Grundsatzes 
der Theorie der Parallellinien noch nicht bewuBt ist, ob den gleichen 
Lingen AF, FC, CP usw., die auf AP genommen, cbenso unter- 
einander gleiche GréBen entsprechen, niimlich 4G, GM, MN usw., 
die auf der Linie AJ durch die gefallten Perpendikel von den Punkten 
F, (, P usw. abgetrenut.sind, so entsteht die Moglichkeit zu sagen, 
daB die Zuwachse des Abstandes AM z. B. der Reihe folgen 
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? 2 ? 4 3 Rg? 16? 
Da aber die Summe der Glieder dieser Reihe immer kleiner als 2 ist, 
wie weit man sie auch fortsetzt, so folgt daraus direkt, duB, wie weit 
der Punkt (' sich vom Punkte A auch entfernen mag, das ven ihm 
aus gefallte Perpendikel CM auf der Linie AJ immer eine um zwei- 
mal klemere als die genommene GréBe AG von ihr abschneiden 
wird. Die verdoppelte GriBe AG wird auf diese Weise zur firenze 
der Entfernung AM. | 

Den Beweis Legendres auf diese Weise widerlegend, gab Uu- 
rief in demselben Werke’) seinen eigenen Beweis der fiinften For- 
derung, der mit.dessen Teilung in dréi Falle anfing. Als ersten Full 
beweist er den, in welchem von den beiden inneren Winkeln, welche 
auf derselben Seite der schneidenden Geraden liegen, der eine ein 
spitzer, der andere ein rechter ist. Beim Beweise des zweiten, in 
welchem heide innerc Winkel, welche auf derselben Seite der schnei- 
denden Geraden liegen, spitze Winkel sind, benutzt er den ersten Fall. 
Was jedoch den dritten Fall anbetrifft, in dem der eine der inneren 
Winkel, welche auf derselben Seite der schneidenden Geraden liegen, 
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ein spitzer und der andere ein stumpfer ist, so fihrt er dessen Be- 
weis direkt auf den ersten [’all zuriick, Der Reweis, den Gurief 
dem ersten Fall gab, welcher den Fall darstellt, den Legendre zu 
beweisen versucht, wurde Gurief durch das Durchsehen der Arbeit 
des letzteren eingefl6Bt, wie er es selbst eingesteht, inderu'er mit dem 
ihm eigenen Higendiinkel sagt: ,Wie schwach und unbegrtindet dieser 
Beweis des Herrn Legendre auch sei,-er gab mir die Gelegenheit 
, diese Sache 2u beendigen, auf die so viel Miihe verwandt worden ist, 
wie im Altertum, so auch in der neuen Zeit, von den bertihmtesten 
- Mimnern.“") Dieser Beweis ist ebenso ungenau, wie der Beweis Le- 
yendres, weil Gurief unbemerkbar fiir sich selbst denselben Fehi- 
tritt getan hat wie Legendre. 

Indem Legendre von der Kritik Guriefs keine Vorstelluug 
hatte, da dieselbe in russischer Sprache erschien, war er selbst von 
seinem Beweise nicht befriedigt. Im der dritten Ausgabe seiner 
,Hléments“, die im Jahre 1800 erschien, ebenso auch in-allen folgen- 
den bis zur achten einschlieBlich, bewies er an Stelle des Satzes, den 
er als Grucdsatz der Theorie der Parallellinien in der ersten Ausgabe 
annahm, schon einen anderen, namlich den Satz von der Gleichheit 
der Winkelsumme eines Dreiecks mit zwei Rechten, welcher infolge 
seines engen Zusammenhanges mit der Theorie der Parallellinien als 
Grundsatz dieser Theorie ebenso streng angenommen werden kann, 
wie der erstere Satz und. wie die fiinfte Forderung selbst. 

Nach einer Reihe miBlungener Versuche, den direkten Beweis 
dieses Satzes zu finden, war Legendre gezwungen bei dem indirekten 
Beweise stehen zu bleiben, na&mlich bei den Siitzen, daB die Winkel- 
summe eines Dreiecks nicht gréBer sein kann als zwei Rechte, und 
daB dieselbe Summe nicht kleiner sein kann als zwei Rechte. Fiir 
den ersten dieser Siitze gab er folgenden vollkommen strengen Beweis. 
Wenn es mdglich ist, so sei das Dreieck ABC ein solches, bei dem 
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die Winkelsumme gréBer als zwei Rechte ist. Indem man dann auf 
der Veriangerang von AC die Strecke CE = AC nimnit, den Winkel 
ECD = CAB kenstrviert. auf seiner Seite die Strecke CD = AB 
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macht und sodann die entsprechenden Punkte durch die Linicu DE und 
BD verbindet, so bekommt man ein Dreieck CD Ji, das gleich dem 
Dreieck ABC ist, da sie fibereinstimmen in zwei Seiten und dem 
eingeschlossenen Winkel. Aus der Gleichheil dieser Dreiecke folgt, 
daB der Winkel CED = ACB ist, der Winkel CDE -= ABC und 
die dritten Seiten ED und BC gleich sind. Da dia Linie ACE eine 
Gerade ist, su ist die Summe der Winkel ACB, BCD und DCE 
zwei Rechten gleich, und folglich laut der Voraussetzung, dab die 
Winkelsumme des Dreiecks ABC gréBer als zwei Rechte ist, 


CAB+ ABC+ BCA> ACB + BCD + DCE. 


Indem man von beiden Seiten dieser Ungleichheit den gemeinsamen 
Winkel ACB subtrahiert und ebenso die gleichen Winkel CAB und 
ECD, bekommt man . 
ABC> BCD; 


und da die Seiten AB und BC des Dreiecks ABC gleich den ent- 
sprechenden Seiten CD und CB des Dreiecks BCD sind, so wird die 
dritte Seite AC gréBer als die dritte Seite BD sein. Wenn man sich 
danach die Linie 1 als unbegrenzt verlingert denkt, ebeneo die auf 
ihr konstruierte Reihe von gleichen und dlinlich liegenden Dreiecken 
ABC, CDE, EFG, GHJ usw., so wird zu gleicher Zeit durch die 
Verbindung der anliegenden Spitzen durch die Geraien BD, DF, FH, 
HK-usw. eine Reihe dazwischen liegender Dreiecke BCD, DEF, 
FG 4H usw. erhalten, die alle untereinander gleich seim wenden, als 
solche, die tibereinstimmen in zwei Seiten und dem eingeschlossenen 
Winkel. Aus der Gleichheit dieser Awischendreiccke folgt, daB 
BD= DF = FH = HK usw. 

Weill AC'> BD ist, sei die Differenz zwischen ihnen. dC—BD=D. 
Dann wird 2D die Differenz zwischen der Geraden ACE, die gleich 
2AC ist, und der geraden oder der gebrochenen Linie BDF. sein, 
die gleich 2. BD ist und ebenso AG — BH=3D, AJ— BK =4D usw. 
Aber wie klein such die Differenz-) wiire, ist es augenscheinlich, 
daB sie, geniiyend wiederbolt, griiBer werden kann, als irgend eine 
mégliche gegebene Gré8e, infolyedessen kann man immer voraus- 
setzen, da& die Reihe der Dreiccke co weit fortgesetzt ist, daB 


AP—BQ>2AB oder AP>BC--2AB 


Andererseits jedoch dieser Folgerung widersprechend, mu8 die Gerade 
«iP kiirzer sein als die gebrochene Iinie 4d BQP, weil sie mit ibr 
die gemeinsamen Endpunkte A und P hat, d. h. es wuf immer sein 


AP -AB+BQ+QP oder AP<RO+2AB. 
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Dit Voraussetzung, von der man ausging, erweist sich auf diese Weise 
ale absurd, folglich kann die Winkelsumme des Dreiecks AFC nicht 
yroBer als. zwei Rechte rein. 

Dem zweiten Satze gab Legendre den Beweis, dessen Mangel- 
ju ftigkeit er spater selbst anerkannte'), indem er sagte, daB ,,dieser 
zveite Satz, obwoh] das Prinzip seines Beweises gut bekannt im, uns 
Schwierigkeiten stellte, die wir nicht vollends beseitigen kunnten“. 

Zu Legendres Versuchen des direkten Beweises des Satzes tiber 
lie Gleichheit der Summe der Winkel eines Dreiecks mit zwei Rechten 
ist auch der Beweis dieses Satzes zu rechnen, welcher in der ersten 
Ausgabe der ,Eléments de géométrie“ angefthrt wird, obwohl er auch 
nicht mit der Absicht gegeben war, diesen.Satz als Grundsatz der 
Theorie der Parallellmien anzugeben. Ungeachiot dessen, daB dieser 
Beweis in dem eben angefiihrten Memoire von Legendre’) wieder- 
holt war, befriedigte er den Autor nicht, weil er sich nicht mit dem 
Gebrauche der Mittel begniigte, die vom ersten Buche der Elemente 
des Euklid geboten wurden, und teils synthetisch, teils analytisch war. 
Hier ist dieser Beweis. 

Indem wir unmittelbar durch Auflegung ohne Anwendung irgend 
eines vorlaiufigen Satzes beweisen, daB zwei Dreiecke kongruent sind, 
wenn sie fibereinstimmen in einer Seite und den beiden anliegenden 
Winkeln, bezcichnen wir die erwahnte Seite mit dem Buchstaben p, 
die ihr anhegenden Winkel mit A und B und den dritten Winkel 
mit C. Es ist nétig, daB- der Winkel C vollkommen bestimmt ist 
im Falle, wenn die Winkel A und B und die Seite p bekannt sind, 
weil im andern Fall den drei gegebenen GréBen A, BR, p einige 
Winkel C eutsprechen kénnten und es ebenso viel verschiedene Drei- | 
ecke geben wiirde, die tibereinstimmen in einer Seite und den beiden 
anliegenden Winkeln, wax unméglich ist. Also mu8 der Winkel C 
cine bestimmte Funktion der drei GréBen A, 2, p sein, was auf 
folgende Weise dargestellt werden kann C= (A, B, p). 

Wenn als Einheit der rechte Winkel genommen wird, so werden 
die Winkel A, #, C durch Zahlen ausgedriickt” werden kénnen, die 
zwischen QO und 2 fliegen; da aber C == @ (A;.B, DY 80 erhalten wir 
die Miglichkeit zu behaupten, daB die Funktion g die Linie p nicht 
enthalten kann. Und wirklich, wenn dank der Kigenschaft des (’ 
durch die gegebenen GréBen A, B, p allein vollkommen bestimmt 
za werden, irgend eine Gleichung zwischen A, [3, (’, p existieren 


1) Legendre, Réflexions sur différentes maniéres :le démontrer la théorie 
des paralltles ou le théorime sur la somme des trois angles du triangle. 
Mémoires de Académie Rc;ale des sciences de l'Institut de France XII (1833), 
p. 871. *) IKbenda, p. 372—374. 
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kénnte, so konnte man aus ihr den Ausdruck der GiréBe p ableiten 
in der Abhangigkeit von den A, B, C’, woraus folgen wirde, daB die 
Seite p einer Zahil gleich sein wiirde, was absurd ist. Also kann die 
Funktion g die Seite p nicht enthalten. und folylich ist C= 
(A, DB). 

Diese Formei weist gerade darauf hin, daB wenn zwei Winkel 
eines Dreiecks zwei Winkeln eines anderu Dreiecks gleich sind, so 
auch die dritten Winkel gleich sind. Wenn aber das bewiesen ist, suo 
ist es nicht schwer, auch das Theorem selbst tiber die Gleichheit der 
Summe der Winkel eines Dreiecks mit zwei Rechten zu beweisen. 

Zuerst nehmen wir ein rechtwinkliges Dreieck 4 BC’ mit dem 
rechten Winkel bei A und fallen ein Perpendikel AJ von diesem 
Punkt A auf die Hypotenuse. Dann werden R 
die Winkel B und -D des Dreiecks ABD den 
Winkeln B und A des Dreiecks BAC gleieh Ps 
sein, und folglich wird, nach dem eben Be- 
wiesenen, der dritte Winkel B.4J) dem dritten 
Winkel C gleich sein. Auf Grand derselben Er- 
wigungen wird der Winkel J) AC = B sein, und folglich BAD+ DAC 
oder BAC’ = B+ C. Aber der Winkel BAC ist ein rechter, folglich 
werden die beiden spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks zu- 
sammen einen rechten Winkel bilden. 

Nehmen wir jetzt irgend ei Dreieck B.A(', in dem die Seite BC 
nicht kleiner ist, als jede der beiden andern Seiten. Wenn wir von 
dem Scheitel des Winkels A, der der Seite A 
BC  gegenitberliegt, auf diese Seite der abe 
Perpendikel AD fallen, so wird dieses vA 
Perpendikel im Innern des Dreiecks BAC | 
verlaufen und dasselbe in zwei recht- gor — 
winklige Dreiecke BAD, DAC teilen. ot ss 
Im ersten werden die beiden Winkel 
BAD und ABD einen rechten Winkel bildon, ebenso auch im 
zweiten die beiden Winkel D.{C, ACW. Bei der Vereinigung 
jedoch aller dieser vier Winkel werden sie die drei Winkel bilden 
BAC, ABC, ACB, oder ebenfalls zwei Rechte. Alsu ist die Summe 
der Winkel in jedem Dreieck zwei Rechten gleich. 

Die Hauptarbeit in der Theorie der Parallellinien in der zweiten 
Halfte des 18. Jahrhunderts und, wenn man die Arbeit von 
Saccheri ausschlieBt, auch in der ganzcn vorhergehenden Zeit, war 
das .Werk Lamberts’ ,,Theorie der Parallellinien“'), Es war schon — 
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im September 1766 verfaBt, jedoch befriedigte es den Autor nicht 
und wurde auch deshalb wahrend seiner Lebzeiten nicht verlegt. 
Diese Pflicht beztiglich der wichtigen Arbeit fiel dem Uirektor der 
Kéniglichen Sternwarte zu Berlin, Johann Bernoulli (1744—1807), 
zu, dem die Berliner Akademie der Wissenschaften den NachlaB 
Lamberts ,,unter annehmlichen Bedingungen“ fiberlie8, ,lamit er 
einen fiir das gelehrte Publikum niitzlichen Gebrauch davon machen 

sollte“. : 
In seinem Werk ging Lambert, Saccheri gleich, vom Viereck 
ABDC, in welchem die Winkel A und B Rechte sind, aus. ‘Wenn 
in ihm ebenso auch der Winkel (' ein 


B D Rechter sein’ wird, so werden AB 
und CD einander nicht begegnen 
und die Frage wird auf den Winkel 
te de C BDC zurlickgefiihrt, in Beziehung 

zu welchem man drei Voraussetzungen 
zulassen kann: {/ BDC = 90°, L,BDCEC>90° LBDC< 90°. 
Nach der Durchsicht einer jeden dieser Voraussetzungen im ‘ein- 
zelnen unter den entsprechenden Titeln: ,,.Erste Hypothese“*), ,,Zweite 
Hypothese“*) und ,,Dritte Hypothese“*) kommt Lambert hin- 
sichtlich der ersten zum Schlu8, daB sie mit der Anuahme des 
fiinften Euklidischen Postulats gleichbedeutend ist, und die zweite 
Hypothese auf einen Widerspruch. fiihrt. Endlich macht er bei 
der dritten Hypothese stillschweigend eine mit dem zu beweisenden 
Postulate gleichbedeutende Annahme. Dieser letzte. Umstand war 
auch wahrscheinlich einer der Griinde, und vielleicht auch der Haupt- 
gruud der Unzufriedenheit des Autors mit seiner Arbeit, die ihn an 
deren Druck hinderte. Die schwachen Seiten des Werks von Lam- 
bert verhinderten ihn jedoch nicht bei seiner weiteren, viel weiter als 
he: Saccheri gehenden Betrachtung von der zweiten und dritten 
Hypothese zu einigen bemerkenswerten Resultaten zu gelangen. So 
findet er, daf wenn eine von jeren beiden Hypothesen stattfinde 
cin absolutes MaB der Linge vorhanden ware. Als letztes und vielleicht 
als wichtigsies Regultat erscheinen die Betrachtungen tiber den Flichen- 
inhalt des Dreiecks, die Lambert zeigten, daB dieser Flacheninhalt 
bei der zweiten und dritten Hypothese der Abweichung der Summe 
der Winkel des Dreiecks von zwei Rechten proportionul ist. Dieser 
SehluB® bringt ihn zur folgenden wichtigen Bemerkung: ,,Hierbey 


Bernoulli und Hind enhbury, Leipzig 8°. Jahrgang 1786, 2. Stiiek, S. 137 bie 
164: %. Stiick, 8. 8236—358. Engel und Stickel, Pie Theorie der Paralicl- 
_ nies von Euklid bis auf Gav’, Leipzig 1895, S. 152—207. 

4) S. 180—18¢. %) SN. 186—192. *) §. 192— 207. 
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scheint mir merkwiirdig zu seyn, daB die zwote Hypothese statt hat, 
wenn man statt ebener Triangel spharische nimmt, weil bei diesen 
sowohl die Summe der Winkel gréBer als 180 Gr. als auch der 
Uberschu8 dem Flaichenraume des Triangels proportional ist. Noch 
merkwtirdiger scheint es, dab, was ich hier von den sphirischen 
Triangeln sage, sich ohne Riicksicht auf die Schwierigkeit der Parallel- 
linten erweisen lasse, und keinen andern Grundsatz voraussetzt, als 
da8 jede durch den Mittelpunkt der Kugel gehende ebene Fliche die 
Kugel in zween gleiche Theile theile. Ich sollte daraus fast den 
Schlu8 machen, die dritte Hypothese komme bey einer imaginaren 
Kugelfliche vor. Wenigstens muf immer etwas seyu, warum sie sich 
bey ebénen Flachen lange nicht so leicht umstoBen laBt, als es sich 
bei der zwoten thun lieB.“') 

Als er, wie die Bemerkung zeigt, erfuhr, daB die aweite Hypo- 
these sich auf der Kugel verwirklicht, ging Lambert weiter und 
sprach die fiir seine Zeit auBerordentlich kiihne Vermutung aus, daB 
zu demselben fir die dritte Hypothese die imaginire Kugelflache 
fibre. Damit schaute er weit in die Zukunft, weil die Richtigkeit 
seiner Vermutung erst ein ganzes Jahrhundert nachher bewiesen werden 
konnte. Vollkommen méglich ist es, daB er zu seiner Vermutung ye- 


langte, indem er den Radius der Kugel r durch den Wert V—1-r 
im der Formel 

(A+ B+ C—x) 
ersetzt, die zum Ausdrack des Flacheninhaltes des spharischen Drei- 
ecks mit den Winkeln A, B, (' dient. Als Resultat dieser Ver- 
tauschung muBte er den Ausdruck | 


ri(ja—-A—B-C) 


bekommen, was dem Forscher zeigte, daB auf der imaginaéren Kugel, 
ebenso wie auf der wirklichen, der Flacheninhalt des Dreiecks der 
Abweichung der Winkelsumme des Dreiecks von zwei Rechten pro- 
ortional ist und daB dieselbe Summe nicht gréfer sein kann als 
zwei Kechte, d. h. alles das, was den Inhalt der dritten Hypothese 
- bildet. 

Mit der Theoriegder Parallellinien beschaftigte sich ebenfalls 
Lagrange. Er war, ebenso wie Lambert und Legendre, von den 
erhaltenen Resultaten nicht befriedigt, was aus folgenden tibrigens 
sehr ungeniigenden Ausktinften zu ersehen ist. Nach der Mitteilung 
Leforts, von Hotiel*) dargestellt: ,,.Lagrange hatte erkannt, dab 


a yg 


') Engel und Stickel, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis 
auf GauB, Leipzig 1896, 8S. 202—208. *\ Hoiiel, Essai crjtique sur les prin- 
; 26 ** 
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die Formeln der sphiirischen Trigonometrie von dem elften Axiome 
unabkingig sind, und hoifte hieraus einen Beweis dieses Axioms 2u 
gewinnen. Alle andcren Beweisversuche hetrachtete er als ungeniigend. 
So hat er sich in seinen Unterhaltungen mit Biot ausgedriickt.“ Und 
nach der Erzahlung von de Morgan’): Lagrange verfaBte am 
iude geines Lehens eine Abhandlung fiber die Parallellinien. Er be- 
gann sie in der Akademie zu lesen, aber plétzlich hielt er inne und 
sagte: ,Il faut que j'y songe encore‘; damit steckte er seinc Papiere 
wieder ein.“ | 


eee oe oe 





cipes fondamentaux de la géométrie élémentaire ou coimentaire sur les XXXII 
premitres propositions des Fléments @’Euclide p. 76. 
4) Engel und Siiickel, Die Theorie der Paallellinien uaw., 5S. 21%. 


Verbesserungen. 


_ =B. 63 Z. 2 v. uw. atatt *) Ebenda,'S. 79, 50 lies “*) A. De Morgan, op. cit. 8. 79, 80. 
S. 59 Z. 4 v. u. atatt S. FE. Morgan lies 8S. E. De Morgan. 
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TRIGONOMETRIE : POLYGONOMETRIE 
UND TAFELN 
VON 
A. Vv. BRAUN MUHL 


Caxton, Geschicl.te der Mathomatik IV. 27 


Die Ausbildung der Trigonemetrie durch Enler und dessen Zcit- 
genossen und Nachfofzger. 


Die defiritive Umgestaltung der Trigonometrie war 1753 durch 
den ersten grundlegenden Anufsatz Eulers angebahnt worden (vgl. II’, 
S. 560—561 und 867—869), obwohl derseloe seine praktisehe Be- 
geichnungsweise der trigonometrischen Funktionen schon viel friher 
in seinen zahlreichen Abhandlungen sowie in der ,,ntroductio“ «n- 
gewendet hatte. Diese Bczeichnungsweise, die in der Hauptsache der 
noch jetzt gebriuchlicuen entspricht, war auch von einigen der her- 
vorragendsten Mathematiker, wie von den Franzosen Clairaut und 
d’Alembert, alsbald mit Glick gebraucht worden, waihrend andere 
und darunter namentlich die Englinder sich noch ziemnlich lange teils 
der alteren Abkiirzungen’) bediernten, teils tiberhaupt keine Formeln 
sshrieben. Die Wichtigkeit seiner Schreibweise fir die ganze Mathe- 
matik hat Euler selbst mit folgenden Worten hervorgehoben’): ,,Wenn 
dies (namlich die Kinfihrung der trigonometrischen Funktionen in 
den Kalki) auch nicht von groBer Wichtigkeit scheinen méchte, da 
es hauptsichlich auf der von mir in die Rechnung einge- 
fihrten Bezeichnungsweise dieser GréBen beruht..., so hat 
doch eben diese Art der Bezeichnung nachmals der ganzen Analysis 
so groBe Hilfsmittel verschafft, daB dadurch ein fast neues Feld er- 
echlossen wurde .. .“ ) A 

Ferner hat Euler®), wenn er dies auch nirgends ausdriicklich her- 
yorhob, die trigonometrischen Funktionen nicht mehr allein als 
Linien, wie es bisher stets geschehen war, sondern fast durchweg als 
Verhaltnisse aufgefaBt. Dies geht aus verschiedenen Stellen seiner 
Schriften auf dae deutlichste hervor und war echon durch den Um- 


2) Vgl. z. B. die Bezeichnuag bei F. C. Maier, UI", 8. 559. Ausfiihrlicheres 
hiertiber in: A. v. Braunmiih!, Die Entwicklung’ der Zeichen- and Formel- 
sprache in der Trigcnometrie. Bibl. math. (8) TI}, 1902, p.64—74. *) Subsidiam 
calouli sinuum. Novi Comment. Acad. sc. Petrop. 1d annos 1764/55, erschienen 
1760, V, p.164—165. *) Sc v. B. in ,Annotationes in locam quendam Cartesii ad 
circuli quadraturam spectanten:“. Novi Comment. Acad. Petrop. 1760/61 (er- 
achienen 1768), VII, p. 1594f.; ferner in ,, Trigonomotria sphaerica univerga’. Acta 
Acad, Petrop. 1779, I, p.73. Vegi. aueh die Ubersetzurig von E. Hummer, Ost- 
walds Kiavsiker der exakten Wissenschaften, Nr. 78, p. 41. 
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stand gefordert, daf er sie als Winkelfunktionen in die Ana- 
lysis einfiihrte'). Simon Kligel, auf den wir weiter unten noch 
ausfiihrlich zu sprechen kommen werden, hat diese Neuerung mit 
folgenden Worten gekennzeichnet*): Nach der alten Ansicht der go- 
niométrischen Funktionen waren es bloBe Linien, die man unter sich 
und mit dem Halbmesser 2u Gleichungen verkniipfte ..., und hier den 
Halbmesser zur Einheit nehmen, war nur Ersparung im Schreiben, 
welche die Gleichartigkei® (Homogeneitit) der Glieder zerstérte. Nach 
der neuen, durch Euler eingefthrten, sind sie ZahlgréBen, 
welche die Gleichartigkeit der Glieder nicht aufheben, ..* Aber 
obwohl schon Eulers Arbeiten den Vorteil dieser Auffassung ins 
Licht setzten, und spater Kliigel und andere fir sie eintraten, dauerte 
-es noch bis tief .in das 19. Jahrhundert hinein, tbis dieselbe auch in 
der elementaren Trigonometrie durchgriff und fiberall festen FuB faBte. 

Ahnlich ying es auch mit jenem so einfachen urd in seiner 
Tragweite doch sv wichtigen Gedanken Eulers, die Seiten der ebenen 
und sphirischen Dreiecke mit a, b, ¢ und die gegentiberliegenden 
Winkel mit den an den Kcken stehenden Buchstaben A, B, C zu be- 
zeichnen, ein Gedanke, den er schon in jener Abhandlung von 1753 
liber die kiirzeste Linie gur vollkommen symmetrischen Gestaltung 
der sphiarischen Formelsysteme susgeniitzt hatte. Obwohl das Vor- 
teilhafte dieser Bezeichnung auf der Hand lag, fand auch: sie nur 
ziewlich lung-am allgemeine Verwendung. 

Sehen wir uns um, was von Eulers Zeitgenossen und Nach- 
folgern sowie von ihm selbst von 1759 ab neues in der Trigono- 
metrie geleietet wurde, so mfissen wir um einige Jahre zuriickgreifend 
emen Aufvatz des Engliinders Francis Blake (1718--1780) mit dem_ 

. ; Titel ,Spherical Trigonometrie reduced to 

S —— Plane“*) besprechen, der deshalb nicht 
IN me tibergangen werden kann, weil die. darin 

. angewandte Methode nachmals wiederholte 

- ye LF Verwendung fand. Den Schléesel zur Be- 

ne ah Re handlung der sphiarischen Dreiecke bot ihm — 
— 1. der Fall, einen Winkel aus den drei Seiten zn 
bestimmen, den er folgendermaBen liste. Um 

i a in Aahd (Hig. 19) zu panning, selen af und ae die Tangenten 


—_—- oo 


', kr sayt ira Subsidium calculi sinuum a. o. a. O.: ,,Ebenso (wie Johann 
Bernoulli die Lugarithmen zu analytischen GrdSen machte) ylaube. ich die 
Sinus und Tanogenten der Winkel suerst in den Kalkiil eingefihrt zu haben, so 
da8 man sie wie andere Gréfen behandeln und mit ihnen alle Operationen 
ohne jedes Ilindernis ausfahren kano“ ° *) Muthem. Worterbuch, II, 1805: 
p. 618. » PT. XLVI, 1732, p. 441 tf. 
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der Bogen ad und ab und c sei das Zentrum der Kugel, dann ist 
ce=secab, cf=secad und <c=arcbd bekannt. Somit ergibt 
sich aus Acef die Seite ef, und da af=tgad, ae=—tgab enentalls 
bekannt sind, so findet man aus dem ebenen Acef den <= eaf = «. 
Im Grunde genommen ist Blakes Verfahren nur eine Vereinfachung 
der schon von den Arabern und Reyiomontan ausgebildeten Me- 
thode.') 

Im Jahre 1756*) versuchte ferner der Franzose Alexander- 
Gui Pingré (siehe XIX. Abschnitt, S.14), der sich durchwey der 
Formelschreibweise Eulers bediente, die Nepersche Regel fiir recht- 
winklige sphiérische Dreiecke auf schiefwinklige auszudehnen, indem 
er die lingst bekannten Satze, welche sich durch Fiillen eines senk- 
rechten Bogens von einer Ecke eines Dreiecks auf die Gegenseite er- 
geben, in zwei Regeln zusammenfaBte, dig nur auf jene heiden Auf- 
gaben, in welchen drei Seiten oder drei Winkel gegeben sind, keine 
Anwendung fanden. Dieser Umstand veranlaBte spiiter (1798) den 
Schotten Walter Fisher, Pingrés Regeln au verbessern®), indem er 
sie durch vier in allen Fallen anwendbare Theoreme ersetzte, die je- 
doch wenig Verwendung fanden. 

Jean Francois de Castillon kennen wir bereits als Heraus- 
geber von Newtons kleineren Schriften (III?, 8.508). Durch das 
Studium der Werke des letzteren wurde er offenbar zur Abfassung 
zweier Abhandlungen veranlaBt, die er 1764 und 1765 der Berliner 
Akademie vorlegte*) und in denen er eine neve Begriindung einiger 
Sitze der ebenen Trigonometrie versuchte. So gab er eine geome- 
trische Ableitung des Halbwinkelsatzes und zeigte, wie evs diesem 
sieben Theoreme flieBen, die schon Newton in seiner Arithmetica 
universalis aufgestellt hatte.*) 

Eulers analytische Formeln wurden mit Gliick verwendet in 
einer Dissertation aus dem Jahre 1760, die unter dem Prasidium von 
Johann Kies (1713—1781), Professor in Tiibingen, von den Kan. 
didaten des Magisteriums Hoffmann und Jager verteidigt wurde. 
Sie ftihrt den Titel ,,Trigonometria methodo plana et facili exposita“ 
und gibt die goniometrischen Formeln sehr vollstindig, chne jedoch 
die trigonometrischen Funktionen als Verhiltnisse zu definieren. Dain 
werden die zehn Hauptgleichangen zwischen drei Stiicken eines reclit- 


~~ ew ee =-—— —_— 


'. Vgl. A. v. Braunmiibl, Vorlesungen fiber Geschichte der Trigono- 
metrie I, 1900, p. 68 und 129. 2) Mém. de |’Acad. de Paris 1756 ‘ersehienen 
1762), p. 801. *) P. T. I, 2, 1758, p. 588—548. *) Propositions de Géc- — 
metrie et de Trigonométrie élémentaire, démontrées d’une maniere nutvelle. 
Mém. de l’Acad. de Berlin 1766 (publiziert 1768), p. 354—364. ®) Arith- 
metica univ., Cap. XIII, Problemata geometrica. 
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winkligen sphirischen Dreiecks abgeleites und auch die weniger be- 
kannten Relaticnen zwischen vier Stiicken aufgestellt, woran sich dic 
Ableituny der Satze fiir das schiefwinkiige Dreieck mit EynschiuB der 
Neperschen Analogien anreihi. Bemerkenswert ist die polare Grup- 
pierung der sechs Dreiecksfalle zu zweien, die trotz Vietas Vorgang’) 
eelten genug zu finden war. Die Formeln fir das sbene Dreieck ge- 
winnt Kies, wie das spiter noch oft gescbah, durch Grenzitbergang 
aus jenen fir die Kugel, indem er sinA =.4, tg 4= A, cosA—1 setzt. 

Um die Mitte des 18. Jahrnunderts wurde auch zuin ersten Male 
die Notwendigkeit einer Kleinkreistrigonometrie auf der Kugel von 
d’Alembert betont. Nachdem derselbe bereits in seinen Réflexions 
sur Ja cause des vents, Paris 1757, durch eine ziemlich wmstandliche 
Rechnury gezeigt hatte, wie man eine Relation zvischen den Seiten 
eimes Dreieckse herstellen ‘kann, dessen Basir aus einem Kleinkreis- 
hogen und dessen Schenkel aus Grobkreisbéger bestehen, liste er 
einige Jahre spiter*) die Hauptautgaben, den Neigungswinkel eines 
Klein- und eines GroBkreises, welche dieselbe Sehne haben, 2n_be- 
stimmen, die zwischen zwei solchen Kreisen liegende F'liiche aus- 
zudriicken und endlich den Winkel der Ebenen zweier Kieinkreise an- 
zugehen. Seinem Wuunsche, andere méchten diese seine Ideen weiter 
“ausfiihren, kam 1798 Charles Bossut nach, indem er sowohl mit 
Integralrechnung den Jnhalt eines von drei Kleinkreisen gebildeten 
Dreiecks bestimmte, als auch einen elemeutaren Wey hierzu angab.°) 

Bedeutende Férderung fand die Trigonometrie durch verschiedene 
Arbeiten Johann Heinrich Lamberts. Lambert*) ist am 
26. August 1728 in der damals sehweizerischen Stadt Miilhausen im 
OberelsaB geboren und als Mitglied der Berliner Akademie und Ober- 
baurat am 25. September 1777 gestorben. Aus ciner unbemittelten 
Schneidersfamilie hervorgegengen, muBte er sich frihzeitig sem Brot 
uls Schreiber verdienen, bracbte es jedoch als Autodidakt sich foit- 
bildend bald zum Hauslehrer bei dem Reichsgrafen Peter von Salis, 
wo er seinen Studien weiter obliegen konnte. Da aber Studieren und. 
Produzieren bei ihm Hand in Hand ying, so bereitete er schon da- 
inals die wichtigsten seiner Werke vor. Nachdem er diese, niimlich 
die Photometrie, eine Schrift tiber die Kometenbahnen und die Kos- 
mologischen Briefe zu Augsburg hatte erscheinen lassen, wurde er 
Mitglied der bay erischen Akademie der Wissenschaften mit 800 Gulden 
Gehalt, liste jedoch dieses Verhiltnis bald wieder und kam nach ver- 


1) Vyl. A. v. Brauumithi, Geach. der Trig. J, p. 180—181. *, Becherches 
mathém. eur différents sujets. Miscellenca Taurin. [V, 1766-69, § 1, p. 127, 2. Zithlung. 
>, Traitéas de caicul différentiel et intégral, an VI, 1797/98, HN, p. 522—531. 

*; Allgem. deuigche Bingraphie XVIJ, p. 552—556. 
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schiedeneu Versuchen eine dauernde Lebensstellung uu finden, die ihm 
MuBe zu seinen wissenschaftlichen Arbeiten bite, endlich 1764 nach 
Berlin, wo cr auf Veranlsssung der dort herrschenden Schweizer - 
Schule mit einem (ehalt von 500 Talern, der sich spater auf 110U Taler 
erhéhte, 1: die Akademie aufgenommen wurde. Sein: wissenschaft- 
liche Tiitigkeit war eme éuBerst fruchtbare und ersireckte sich so- 
wohl auf die ree Mathematik, als auch auf alle mit der Praxis in 
Beziehung -stehenden Anwendungen derselben. Alle seine Arbeiten 
sind, wenn auch nicht immer so bedeutend wie die Eulers und La- 
granges, reich an originellen und fruchtbaren Gedanken und zeichnen 
sich durch eine in jener Zeit seltene Strenge der Beweisfiihrung aus. 
Die gleiche Originalitét zeigt sein Stil, der derb und oft schrullenhaft | 
wie seine Persénlichkeit, doch nie dje nétige Klarheit und Prignanz 
vermissen liBt. 

Fiir unser engeres Wissensgebict kommen von seinen Publika- 
tionen zunachst die ,,Beitrige zum Gebrauche der Mathematik und 
deren Anwendung“') in Betrachi. Im ersten Bande derselben spricht 
er sich (S. 369 ff.) tiber die Art und Weise, wie die Trigoncmetrie zu 
férdern sci, eingehend aus, indem er hauptsachlich drei Gesichtspunkte 
im Auge hat: einmal, sagt er, kénne man die Auflésung der einzelnen 
Dreiecksfaile durch Berechnung passender Tafeln vereinfachen, dann 
kénne durch Benutzung der Algebra viel erspart werden und endlich 
kénne man in der Verwendung der Trigonometii ie zur Integralrech- 
nung noch bedeutend weiter gehen. 

Vorerst wandte sich nun Lambert der Ne perschen Regel zu, 
indem er an Stelle des bisher durch einen InduktionsschluB bewerk- 
stelligten Beweises derselben einen anderen setzte, der mehr das Wesen 
dieser merkwiirdigen Regel aufdeckte ind auf dem gleichen Gedanken 
beruhte, den schon Neper angewendet, aber nur angedeutet hatte. 
Christian von Wolf. hatte in seinen Anfangsgriindenx der Mathe- 
matik®) den Wortlaut der Regel zum ersten Male in der Weise aus- 
gesprochen, wie er heute noch allgemein angegeben wird. An ibn 
schlo8 sich Lambert an, indem er die Katheten des rechtwinklig 
spharischen Dreiecks durch ihre Komplemente ersetzte und zeigte, 
dsB die fiinf zirkuléren Stiicke in finf Dreieckeu legen, die sich in 
einem Zvklus um die Kugel aneinanderschlieBen, wie dies Fig. 20 ver- 
anschaulichen mége. Daselbst stellen AadF und ADcG zwei Grob- 
kreise dar, deren Pole ? und @Q sind, durch die der Kreis cQ Pa 
‘geht. Ferner ist dPC irgend ein anderer Kreis durca P, welcher 


1, 4 Bande, 8°, Berlin 1765—1772, *) Im 8. Teile, zweite Ausgabe von 
1717, p. 144 und 162; die erste Ausgabe von 1710 enthilt dieselbe noch nicht. 
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den ersten in C rechtwinklig schneidend das A.4BC vollendet. Zieht 


man endlich noch Kreis GHQb durch Q, so daB seine Ebene auf De 


senkrecht steht, so entstehen die 
finf schraffierten.Dreiecke, von denen 
Lambert aus ihrer Entstehung nach- 
weist, daB sie die verlangte Kigen- 
schaft haben, dieselben ftinf zirku- 
liren Stiicke zu besitzen. So ist 
“2. B. <A in I gleich 90°— PD m 
I, gleich PQ in III, gleich 10° — FQ 
in IV und endlich wieder gleich A 
in V, und allgemein behalten .ein 
Mittelsttick und zwei auliegende Sticke 
sowie ein Mittelstiick und zwei gegen- 
iiberlieyende diesen Charakter in allen 
fiinf Dreiecken bei. Zeichnet man daher mit Lambert die beiden 
stereographischen Figuren (Fig. 21), in denen die kleinen Buchstaben 
die Komplemente der Katheten be- 
, deuten, so liefern die beiden dar- 
unter stehenden (ileichungen, ftir 
_ ein Dreieck bewiesen, die saimt- 
<3‘ lichen zehn Fille der Neperschen 
~~ Regel.. 
s0eC' == sin fsinB  cosC=cotAcotB Man wird aus dem Vorstehen- 
seer den erkannt haben, daB Lambert 
wirklich den wahren Grund der Neperschen Regel aufdeckte, indem 
er bei Aufstellung seines Pewalees unbewuBt mit dem Begriff der 
Gruppe operierte.') : 

An die Behandlung der Neperschen Regel schlieBt Lambert 
eine Zusammenstellung der wichtigsten goniometrischen Formeln an 
und gibt dann die Vorschriften zur Berechnung der schiefwinkligen 
spharischen Dreiecke, die er mittels einer Hohe in zwei rechtwinklige 
zerspaltet. Die Anwendung jener Regel auf die beiden Teildreiecke 
und die Verbindung der Formeln zu einer einzigen Schlu8formel fihrt 
jhn dann selbstverstéodlich wieder zu den schon langst bekannten 
Hauptgleichungen fiir das schiefwinklige Dreieck. 

Da Lambert stets die praktische Verwendbarkeit der Formeln 
im m Auge hatte, so stellte er auch eine Umformung des sphirischen 


— ee ee + 








1) Vgl. O. Fund, Uber Substituiionsgruppen in der sphirischen ‘l'rigono- 
metric usw. Mitteilungen der mathematischen Gesellschaft in Hamburg IT, 
1897, p. 7, und U. O. Lovett in Bulletin of the American Math. Society, 
2. Series, LV, Ixd8, p. 242. 
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Kosinussatzes, wie der Kotangentenformel fir logarithmische Rech- 
nung her, indem er z. B. im ersteren Falle in 


, aa 
eos A = cos BcosC + sin BsinC'cosa, cosa =—1 -— 2sin > 


und 
cos (B — C) . gf 
fein Bsinc "> 9 
setzte, wodurch er die elegante Formel 
cos A = 28in Bain ('sin * 4 * sin FS 
erhielt.’) 

Ferner mu8 noch erwa&hnt werden, da8B Lambert ebenso wie 
Euler die trigonometrischen Funktionen ala Verhadltnisse 
auffaBte, wenn er dies auch ebensowenig wie jeuer ausdritcklich her- 
vorhob; dies beweist die Schreibweise seiner Formeln fir die recht- 
winkligen ebenen Dreiecke, wie 


@ 


keehsinag =khecosh, c=hcosa=hsinb usw., 


wo h die Hypotenuse, A und ¢ die beiden Katheten bezeichnen. 

Noch von einer anderen Seite her suchte Lambert die Trigono- 
metrie zu bereichern, indem er nimlich die Hyperbelfunktionen 
fir sie verwertete. Schon Gregor von St. Vincentio, David Gre- 
gory und John Craig hatten durch die Quadratur der gleichseitigen 
Hyperbel, wenn auch unbewuBt, die Grundlayen fir diese Funktionen . 
geschaffen, bei Newton traten dunn bereits Vergleiche zwischen Kreis 
und gleichseitiger Hyperbel auf, und De Moivre hatte schon ziem- 
lich deutlich erkannt, daB durch Vertauschung des Recllen mit dem 
Imaginiéren Kreisaufgaben in soleche fiir die gleichseitige Hypcrbel 
iibergehen. Der erste aber, welcher eine Theorie der Hyperbelfunk- 
tionen begrtindete, war der von Lambert selbst genannte Graf Vin~ 
cenzo Riccati (vgl. BI’, 5. 474), der sie mit Hilfe geometrischer Be- 
trachtungen entwickelte*), wiihrend Lambert 176% zuerst auf den 
Gedanken kam, sie zur Behandlung trigonometrischer Prubleme zu ver- 
werten.°*) 

Ist (Fig. 22) CD ein Kreisquadrant, der den Ast Qq einer 
gleichseitigen Hyperbe] in Q beriihrt, q ein beliebiger Punkt der Hy- 
perbel. gP QC, PY und yp 1 QC, ~ PCQY=w@ der sogenannte 

a. a. U., p. 4164. — Eine etwas andere Umgeataltung hat W. Croswell, 
Lehrer der Schiffahrtskunde, durch eine Reyel ausgedriickt, gegeben: Memoire _ 
of the American Academy of Arts and Sciences II, part I, 1780 (verdffentlic kt 
1798), p. 18—20. 2) Vgl. S.Giuther, Lehre von den Hyperbelfunktiouen, 
Halle 1880, Kap. 1. * Observations trigonométriquea Histoire de }’Aca- 
démie de Berlin 1768, 24, p. 327. 
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,transzendente* und ~qgUQ=gq der ,gewdhniiche“ Winkel, dann 
folgt aus der Figur: 1..tgg = sing, CP =: secw = Cp = cosh « und 
PQ =tgo = pq==sinhv, wenn der zu Win- 

/ kel p gehoriye Hig nevbslarktor QCq mit 


a ioe « bezeicbnel wird. Hieraus folgt dann 
id Pp leicht du = a i. ae und daraus hinwieder 

Be 
| Ee ie 2. «= loy tg (se + °): Somit kann man 
Sal He Ps! zi jedem Winkel g den entsprechenden 
CT REP Hyperbelsektcr berechnen, indem man sich 
eS - der beiden Gleichungen 1. uad 2. bedient. Damit 


konstruierte nun J.sm bert eine kleine Tabelle, 
seis in der ersten Spalte links die Werte dee Winkels @ von 0° bis 90° 
enthilt und zu ihmen die entsprechenden Hyperbelsektoren, den sin- 
hyp. den coshyp, die Logarithmen derselben, die tg. und log tg. 
des gewohnlichen Winkels und endlich in der letzten Spalte diesen 
selbst gibt. Wie er dieselbe zur Vereinfachung trigonometrischer 
Rechnungen anwandte, erkennt man am besten aus einem Beispiel. 
Es soll fir ein sphirisches Dreieck abc. aus dem Winkel ¢ und der 
Seite B') eine Tabelle berechnet werden, die zv jedem Winkel c den 
- gugehirigen Winkel @ gibt. Dazu hat man 


sin Bctg A = co: coos B + aineciga | 


ct 


und hieraus a =tgksecc —tgce, wenn tgh=tg BctgA und 


ce == 90° —e¢ ist. Sind nun die den Winkeln / und ¢. ee 


Hyperbelsektoren x und y, so hat man ctga = = B sink (x — ), 


cos hx 
wodurch die Rechnung auf eine einzige Aualogie ygebracht ist und 
zwar aof die einfache Addition des konstanten Logarithmus von 
cos B: coshx zu dem Logarithmus vou sinh (x -- 7). 

Dadurch, daB Euler die trigonometrischen Linien als ,,Rech- 
nungsgrjBen“, wie er sagte, tn die Analysis eingeftihrt hatte, hatte 
sich zunichst vielfach eine Trcnnung der elemeitaren Trigono- 
metrie, die nur zur Berechuung der Figuren in der Ebene und auf 
der Kuyel dient, von der heute nach KJ tigels Vorgang’) als Gonio- 
metrie bezeichneten Lehre von dea Winkelfunktionen vollzogen. Dies 
1aB8t sich am deutlichsten aus zwei Schriften erkennen, die der preu- 
Bische Offizier Georg Friedrich von Tempelhof (1737—1807) 


1) Lambert bezeichnet durchweg die Seiten mit den groBen, die gogen- 
iiberliegenden Winkel mit den klcinen Buchataben des lateinischen Alphabetes 
*) Mathomatisches Warterbuch I, p. 504. 
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unter dem Titel ,Anfungsgriinde der Analysis endlicher GriBen“ 
(Berlin 1769) und ,,Anfangsgriinde der Analysis des Unendlichen‘ 
(Berlin und Stralsund 1770) veréffentlichte. Wahrend nimlich in 
dem ersten Werke nur die wichtigsten goniometrischen Formeln so- 
wie die Periodizitat der trigonometrischen Funktionen geometrisch 
abgeleitet werden, und hei samtlichen geometrischen Anwendungen 
. sogar wieder der Radius r mitgeschleppt wird, indem die Funktionen 
durch Linien ersetzt werden, sind in das zweite Werk ganz verschieden 
hiervon die analytiscken Formeln Kulers zur Dreiecksberechnung in 
ihrem vollen Umfange aufgenommen. Eine Vereinigung der beiden 
getrennten Gebiete wurde erst daderch erméglicht, da8 Simon Kla- 
gel in seiner ,,Analytischen Trigonometrie“ (Braunschweig 1770) das 
Wesentliche in Eulers Auffassung erkannte, indem er die trigono- 
‘metrischen GréBen ausdriicklich als Verhaltnisse der Seiten cines 
rechtwinkligen Dreiecks definierte und sie zum ersten Male als tri- 
gonometrische Funktionen bezeichnete.1) Das Buch Kligels weist 
aber auBerdcm noch andcre bemerkenswerte Verdienste auf. Das 
wicotigste ist wohl die Evkenntnis, daB die Additionstheoreme fiir 
die Sinus- und Kosinusfunktion allein ,aHe Lehrsdtze fiber die Zu- 
sammensetzung der Winkel“ enthalten*), was durch direkte Entwick- 
lung aller einschligigen Formeln aus diesen Theoremen gezeigt wird. 
Weitere Verdienste Kliigels sind, daB er in dicsem Buche die Ab- 
leitung der sechs Grundformeln des rechtwinkligen spharischen Drei- 
ecks auf Dreiecke mit Seiter, die einen Quadranten iiberschreiten, aus- 
dehnte, die hervorragende Verwendbarkeit der Neperschen Analogier 
fiir praktische Rechnungen berverbob und nachwies, wie man mit 
Hilfg des Supplementardreiecks zu jeder Formel eine Polarformel an- 
geben kann. Kliigels Buch hat jedenfalls viel dazu beigetragen, 
Eulers analytische Behandlungsweise der Trigonometrie in weiteren 
Kreisen bekannt 2u machen. 

Aber auch Kastner (vgl. III?, 8.576), der immer bestrebt war 
die neuesten Erscheinungen der mathematischen Literatur den Lesern 
seiner zahlreichen Schriften auf seine etwas breite und umstindliche 
Weise zuginglich zu machen, bediente sich frihzeitig der Eulerschen 
Formelrechnung und verdffentlichte in seinen Astrondmischen Ab- 
handlungen (J..Sammlung Gottingen 1772), ihnlich wie Kies und — 
Kliigel, eine elomentare Ableitung der hauptsichlichsten Formeln der 
sph&rischen Trigonometrie. Auch gab er hier, wie in den Gittinger 





)a.a. 0. p. 4 heiBt es: ,.ech wili dicse Verhiltnisse mit cinem allge- 
meinen Nameu: trigonometrische Funktionen der Winkel neonen, uls deren 
Stelle sie in der Rechnung vertreten“. *) Ebenda, p. 85. 
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Dissertationen?) und in seinen geometrischen Abhandlungen (2 Samm- © 
lungen, Géttingen 1790—91) und noch anderwirts*) vielfache An- 
wendungen auf astronomische, physikalische und geometrische Fragen, 
wobei er die trigonometrischen Formeln mit Gewandtheit handhabte, 
wenn auch die Eleganz seiner Liésungen durch das fast bestindige 
Mitschleppen des Sinus totus beeintrachtigt wird. 

Neun Jahre nach dem Erscheinen von Kligels Buch kam auch 
Euler noch einmal auf die spharische Trigonometrie zurtick®), deren 
Formelsystem er bereits vor 26 Jahren mit Hilfe héherer Rechnung 
abgeleitet hatte. Offenbar befriedigten ihn die inzwischen tiber diesen 
Gegepstand erschienenen Abhandlungen und Biicher nicht, und er 
wollte daher zeigen, wie man das ganze Formelsystem, das auch noch 
einiger Erginzungen bedurfte, auf elementare Weise aus einer ein- 
cigen Figur ableiten kénne. Als sclcher bediente er sich des zam 
schiefwinkligen spharischen Dreieck 4 BC gehérigen 
Dreikants, dessen Spitze im Mittelpunkt O der 
Kugel mit dem Halbmesser 1 liegt (Fig. 23). In den 
Ebenen COa und CObd (a liegt auf OA und 6 auf 

Nv OB) seien Ca und Cb senkrecht zu OC errichtet, 
‘ Ie ferner sei bp 1 Ca, bq .1 Oa, dann ist <x bgp 


: der Neigungswinkel von * (a, ferner ist xX COa 
; = Seite b, < COb = Seite a und x aOb = Seite c 
i - des spharischen Dreiecks. Aus der Figur folgt 
Be dann unmittelbar: : 


Vig. 38 Ca=tgb, Oa=secb, Ch = tga, Ob = seca. 





sine¢ 


fli-raus folgt bq = Obsine = ("und Og = Obcose == -".. Da 
ferner <2 aCb =X CU des Dreiecks ABC’ ist, so hat man 


') Dissertatioues mathematicae et physicae, quax Societati reg. sci. Got- 
tuvensi anois 17%6—1766 exhibuit etc. Altenburgi 1771. Besonders zu be- 
merken sind daranter Nr. 7: CGnuomonica universalis analytica 1762, eine Um- 
urbeitung der Gnomonica analytica von 1754, hervorgerufen durch seine erweiterten 
Kenntnisse trigonometrischer Furmeln; dann Nr. 9: ,,Quot sphaerae aequales 
niediam et se mutuo tangere possint", woselbst sich eine elegante Ableitung 
_ der Flache eines sphirischen Dreiecks mit hiherer Rechnung findet. *) So 
tindet airh in Novi Comm. Soc. Gotting. VII ad annum 1776 (publiziert 1777), 
1. 92—141 bei Behandlung des optischen Problems von Alhazen (vgl.I*, S. 744) 
eine nitherungsweise Auflisung einer irigonometrischen (ileichung von der Form 
sing — Bigg = A und in Hindenburges Archiv der reinen und angewandten 
Mathematik II, 1798, p. 174 wird die Wertinderung der beiden Seiten des Aus- 


druckes secg +-tgg -= ty (4 45°-+.. ) diskutiert und in Einklang gebracht, wenn 


gy von 0° bis 90° wichst. *°) Trigonometria sphaerica universa ex primis principiis 


Die Ausbilduag der Trigonometrie durch Euler und dessen Zeityenosson. 413: 
bp = Chain C = tg asin C und Cp = Cb- cos C =: tya cos C; 
und da x CaO = 90°— 6 ist, so folgt noch: 
ap= Ca—Cp= tgd—tgacosC, pq =apcosb =sin b — tgu cosh cosC 
und _ 
agq=ap sinb = ae — tga sin b cosC oder —s = cosh + tgasinb cos C 
und hieraus endlich 
cosc = cosacos 6 + sina sin b cosC. 


Ahnlich liest man aus der Figur unmittelbar die Gleichung des Sinus- 


sin C __ 5m A 





satzes - —--- und die in dieser Form nene Gleichung 
sinc sing 
1 See ee cos asin b — —_sin a@ cos b cos C : 
bq sine 


-ab. Diese drei Gleichungen umfassen, wie Euler sagt, die ganze 
spharische Trigonometrie, und in der Tat gelang es ihm durch ein- 
fache Rechnung aus ihnen alle jene Formeln abzuleiten, die heute den 
eisernen Bestand der spharischen Trigongnetrie bilden. 

Auch die Existenz und die Higenschaften des Sun plenenasree 
ecks, fir das Kuler jedoch keinen eigenen Namen hat, wurden in 
einem ,,lheorema“ hervorgehoben, wahrend eine Nebeneinanderstel- 
lung der Polarformeln nur fir die Kosinus- und Kotangentensitze 
durchgefiihrt wurde — in diesem Punkte war Kliigel bereits weiter 
gegangen. Dagegen erkannte Euler hier zuerst die sechs méglichen 
Formen der dritten Hauptgleichung, das Prinzip der zyklischen’ Ver- 
tauschung aber war ihm, wie seine Formelschreibung zeigt, entgangen. 

Euler hat von seinen trigonometrischen Formeln den vielseitig- 
sten Gebrauch gemacht in rein mathematischen und mechanischen, 
wie in astronomischen und physikalischen Untersuchungen. Wir 
wollen hier auf die wichtigsten hinweisen, die zur ersten Gruppe ge- 
héren. In den Petersburger Akten fiir das Jahr 1778") hatte er 
- bereits gezeigt, wie man die trigonometrischen Funktionen zur Lésung 
einiger schwiériger diophantischer Gleichungen benutzen kénne und 
ebenda*) eine Abhandlung iiher die Messung der Kérperwinkel durch 
die Inhaltsbestimmung sphiirischer Figuren gegeben, bei' welcher Ge- 





breviter et dilucide derivata. Acta Acad. Petrop. 1779 (erschienen 1782), 1, 
p. 72—86. 

1) De casibus quibusdam maxime memorabilibus in Analysi indeterminata 
etc. Acta Acad. Petrop. ad annum 1778, pars II (erschienen 1781), p. 85-—110U. 
*) De mensura angulorum solidorum. Ebenda. p. 31—54. 


. = 
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legemhoit er die rigonometsischen Funktionen des sphariechen Exzeases 
S emes Dretecks in den Seiten desselben durch elegante Formeln. aus- 
driickte. Diese wurden noch in einer erst nach seinem Tode 179? 
erschievenen Abhandlung weiter erginzt, dic ebenfalls aus dem Jahre 
1778 stammte.') Die in der ersteren Abhandlung mitgeteilte Formel 

g 1 — cosa* — cosb* — cosc® + 2cus a cos b cose . ; 
t= Ale fa coon oad Far ore , wo a, 6, c die Seiten 
des Dreiecks sind, hat De Gua 1783*) wieder entwickelt, obne jedoch 
Euler zu erwihnen. Endlich erschien 1786 ebenfalls posthum oin alterer 
_ Aufsatz von ihm*), in welchem er mit alleiniger Benutzung des Ko- 
sinussatzes die Relationen zwischen den sechs Linien, die vier Pankte | 
in der Ebene verbinden, aufsuchte. Dabei wurde auch die Frage 
behandelt, wie man ein Krcisviereck bestimmt, dessen Seiten und Dia- 
gonalen durch rationale Zahlen ausgedriickt werden. 

«Mit besonderer Klegarz handhabten die Eulerschen Formeln 
beld sein Schtiler Andreas Johann Lexell, sein Gehilfe Nikolaus 
FuB und der Petersburger Astronom Friedrich Thoodor Schubert- 
Der erste, auf den wir noch weiter unten eingehend zu sprechen 
kommen werden, hat in mehreren Abhandlungen*) eine ganze Reihe 
von wichtigen Theoremeneiiber die Geometrie der Kugelkreise ent- 
wickelt, die geradezu die Grundlagen fir alle spiiteren auf dieses Ge- 
hiet besiighichen Arbeiten wurden. So wies er nach, daB die Spitzen 
aller sphiarischen Dreiecke von gleicher Flache, dic Uber derselben 
Grundlinie stehen, auf einem Kleinkreise liegen*), berechnete in ele- 
ganten Formeln die spharischen Radien des einem Dreieck umgo- 
schriebenen und des ihm eingeschriebenen Kreises aus den Seiten, bzw. 
Winkeln desselben, gab ein Anslogon zum Ptolemiischen Satze vom 
ebenen Sehnenviereck fiir das einem Kleinkreis eingeschriebene Vier- 
eck. berechnete den Radius von jenem aus den Seiten von diesem 
und laste die cntsprechenden polaren Aufgaben. Auch. tibertrug er 
den Satz vom harmonischen Kreis auf die Kugel (Lexellscher 
Kreis). | 

Auch Nikolaus Fu8 (vyt. IL’, 8. 551) hat interessante Aufgaben 
der Kugelgeometrie behandelt*), die wir in folgender Form kurz zu-- 








1} Variae epeculationes super area triangulorum sphaericorum. Nova Acta 
Acad. Petrop. X, ad annum-°1792 (erschienen 1797), p. 47—62. *) Mémoires 
de Académie de Paris 1753, p. 868. *) De symptomatibus quatuor punctornm 
in eodem plano sitorum. Acta Acad. Petrop. ad annum 1782 (erschienen 1786), 
para I, p. 3ff. ‘4) Acta Acad. Petrop. ad annum 1781, pars I (erschienen 1784), 
p. 112--126, und ebenda, 1782, pars I (erschienen 1786), p. 58—106 und pars II,, 
p. 85—95. *, Einen Beweis dieses Satzes hatte Euier schon 1778 gegeben; 
posthum erschienen 1797 in Nova Acta Acad. Petrop. X, ad annum 1792. 

*) Nova Acta Acad. Petrop. IJ, ad annum 1784 (erschienen 1788), vorgelegt 1786, 
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sammenfassen kénnen: Ein sphérisches Dreieck mit gegebener Basis — 
so zu bestimmen, da8 eeine Spitze auf einem gegebenen gribten 
Kreise liegt und der Dreieckswinkel an derselben oder die Flache des 
Dreiecks ein Maximum oder die Sunmrme der Schenkel ein Minimum 
wird. Auch fand er’) als Ort der Spitze eines spharischen Dreiecks 
tiber gegebener Basis, fiir das die Summe der Schenkel konstant ist, 
eine ,spharische Ellipse“, welche mit der ebenen Figur gleichen 
Namens viele Eigenschaften gemein hat. 

Endlich hat Schubert, durch diese Arbeiten angeregt, 1786 nnd 
1798 &hnliche Fragen untersucht, indem er*) z. B. das gréBte und 
kleinste spharische Dreieck mit gegebener Basis und Héhe bestimmte 
und die geometrischen Orter eines Punktes auf der Kugelflache he- 
handelte®), fiir welchen das Verhiltnis der Sinus oder der Kosinus 
der ganzen oder halben kiirzesten Entfernungen von zwei festen 
Kugelpunkten konstant ist. 

Auch der groBe Lagrange beschiftigte sich voriibergehend mit 
trigonometrischen Fragen. AuBer einer Abhandlung iber eine neue 
Begriindung der sphatischen Trigonometrie, auf die wir weiter unten 
noch zu sprechen kommen, verdffentlichte er 1774 ,Solutions de 
quelques problémes d’Astronomie sphérique par le ‘moyen des séries“*), 
worin er die Auflésung der transzendenten Gleichung tgz = mtg y nach 


z durch die Reihe ag anys eee genome 


darstellte, in welcher 0 = ire = bedeutet. Indem er diese Gleichung 


sowohl mit jenen drei Fundamentalgleichungen des sphirischen Drei- 
ecks, in denen Tangenten vorkommen, als auch mit den Neperschen 
Analogien verband, gelangte er zu mehreren, namentlich in der Astro- 
nomie und Geodisie sehr brauchbaren Lésungen trigonometrischer 
Aufgaben. So erhielt er z. B. zur. Bestimmung der Winkel B und y+ 
eines sphirischen Dreiecks, von dem die Seiten b, ¢ und der Winkel « 
gegeben sind mit Benutzung der erwahnten Analogien, die Reihen- 
entwicklungen: 


b b\ . 1 3 b3 by . 
y = te 5 (ete + te 5) sina — tg : (ctg —tg >) sin2a-+---, 


p. 70; such Leipziger Magazin fiir reine und angewandte Mathematik, 1786, 
p. 241—245. 

1) Nova Acta Acad. Petrop. IIT, ad annum 1785 (erschienen 1788), vorge- 
legt 1787, p. 90—99. %) Ebenda, IV, ad annum 1786 (erschiesen 1789), vor- 
gelegt 1786, p. 89---94. 5) Ebenda, XII, ad annum 1794 (erschienen 1801), 
vorgelegt 1798, p. 196—216. *) Nouveaux Mémoires de l’Acad. de Berlin, 
année 1776 (erschienen 1779), gelesen 1771, p. 214 ff. Oeuvres, Ed. Serrot, IV, 
p. 275-298. 
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. B= 180 —« + tg . (tg 5 — ctg 3) gIn a 


1 ; 3 b2 b ‘ 
— 5 tes (tg; + etg 5} sin2a-+---, 


welche nach Lagranges Bemerkung um so konvergenter sind, je 
kleiner ¢ ist und je naher 6 an 90° liegt. Auch zeigte er, daB die 
Verwendung des Imaginiren, durci welche er diese Formeln gefunden 
hatte, noch iihnliche Gleichungen komplizierterer Form zu lésen ge- 
staitet. Lambert hat 1777 ebenfalls ahnliche Gleichungen durch 
Reihen gelist’), und desgleichen finden sich in Delambres groBer 
Arbeit tiber die Bestimmung des Meridianbogens zwischen Dtinkirchen 
und Barcelona*®) triyonometrische Gleichungen mit Reihen hehandelt, 
die mittels der Methode der unbestimmten Koeffizienten erhalten 
werden. 

Bedeutende Verdienste um die Ausbildung der elementaren Tn- 
gonometrie in Kulerschem Sinne, sowie um die systematische Aus- 
yestaltuny derseluen erwarb sich der Italiener Antonio Cagnoli 
(1743—1816). Caynoli®), zu Gante geboren,-zog sich bald von der 
zuerst gewahlten diplomatischen Laufbahn zuriick, lebte dann in 
Verona als Privatmann, wo er sich eine Sternwarte erbaute und wurde 
nach Griindung der cisalpinischen Republik von Napoleon an das 
Observatorium in Mailand berufen. Spiiter wurde er Professor der 
Astronomie an der Kriegsschule in Modena. Er gehérte der von Lorgna 
gegriindcten Societa Italiana delle.scienze an, welche Mathematiker, wie 
Malfatti, V. Riccati, Ruffini und Ferromi zu den ihrigen zahlte, 
und wurde nach Lorgnas Tode Prisident dieser gelehrten Gesell- 
schaft. Seme Trigonometria piana e sfericn, welche 1786 italienisch 
und in franzésischer Ubersetzung von N. M. (hompré in Paris in 
erster Ausgabe erschien, wurde 1804 in 2. Auflage italjenisch zu Bo- 
logna und 1808 abermals franzdsisch zu Paris publiziert und ist das 
vollstandigste und umfassendste Handbuch jener Zeit, in dem man 
manches auch heute noch Interessante und Lesenswerte findet. Weun 
auch Cagnoli noch immer ausschlieBlich mit trigonometrischen Linien 
rechnete, so nahm er doch die Einheit als Radius an und bediente 
sich der Eulerschen Funktionszeichen, denen er nur merkwiirdiger- 
weise die abkiirzende Bezeichnung der Dreiecksseiten durch die Buch- 
staben des klemen lateinischen Alphabets nicht zugesellte. Cagnolis 
Hauptverdienst liegt darin, daB er wie Kliige! die analytische Formel- 


”) Bode, Astronomisches Jahrbuch fir 1780, p. 67. *) Méthodes ana- 
lytiques popr la détermination d’un arc du méridien, an VII (1798/99), Paris, 4°, 
p.64 und 111. *) Poggendorff, Literarisch-biographisches Handwirterbuch, 
I, p. 869'60. 
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rechnung in den Vordergrund stellte und nur die notwendigsten Satze 
aus Figuren ableitete. Auch bei Behandlung von komplizierten Drei- 
ecksaufgaben, die er’in eleganter Weise zu lésen verstand, sctzte er 
sich -stets die Herstellung einer allgemeinen Endformel zum Ziele. 

Wesentlich Neues in bezug auf die ebene Trigonometrie war da- 
mals nicht mehr zu bringen; so ergibt denn die Durchsicht von Cay 
nolis Werk sowie einer erganzenden Abhandlung') vom Jahre 1794 
als erwahnenswert nur eine Umgestaliuny der Formel des ebenen 
Kosinussatzes fir logarithmische Rechnung, aber auch hierin war ihm 
schon 1777 Johann Tobias Mayer’), der jiingere, zuvorgekommen. 
Zudem sei noch erwahnt, da® er auch die sogenannten Mollweide- 
schen. Gleichungen entwickelte und verwenden lehrte.*) 

Aus seinen Erganzungen zur sphiarischen Trigonometrie ent- 
nehmen wir die fundamentale Formel 


sincsina + cosccosacos B = sin A sinC — cos A cosC cos b 


als die erste Relation, welehe zwischen den sechs Stiicken eines spha- 
rischen Dreiecks gegeben wurde.‘) Ferner teilte er eine praktische 
Ufngestaltung des sphirischen Kosinussatzes fiir logarithmische Rech- 
nung mit®), abweichend von jener, die Lambert gegehen hatte (S. 411) 
und entwickelte Formeln, um die Stiicke rechtwinklig sphiarischer 
Dreiecke eventuell bis auf Zehntel-Sekunden genau erhalten za kénnen. 
Auch die Proportionen, zu wélchen ‘die Betrachtung zweier Dreiecke 
dieser Gattung fihrt, wenn sie einen Winkel oder die Hypotenuse ge- 
meinsam haben, wurden von Cagnoli aufgestellt und auB8erdem 
wurden: die Formeln abgeleitet, welche den Zusammenhang der Ele- 
mente eines sphirischen Dreiecks mit denen des zugehérigen Sehnen- 
dreiecks gében.*) In der eleganten Behandlung der trigonometrischen 
Gleichung acos A + bsin A =n aber war ihm schon Kistner 1772 
zuvorgekommen.’) 

Wichtige Fortschritte machte in dem von uns betrachteten Zeit- 
_ abschnitte auch die fiir die Astronomie und Geodiisie so notwendige 


ee oe 





1) Cose trigonometriche. Memorie della Societa Italiana, VI, 1794, p. 35ff. 
“sy Griindli¢her und ausfihrlicher Unterricht zur praktischen Geometrie, ettanaes 
1777, 4 Bande, 8°, I, p. 12—18. *) Trigonometria, 1. Aufl. p. 122. ) Diese 
Formel findet sich allerdings erat: in der Ausgabe von 1808, Nr. 1189, p. ‘S26. 
*) Diese Umformung steht schon in Cose trigonometriche, Nr. VI der sphi- 
 Fischen Probleme. *) Kap. VIH der ersten, Kap. der Auflage von 1808. 
Die elegante Formel cos A’ = cos.A cos 7 cos. ng ain , sin : gibt z. B. den 
Winkei -A’ des Sehnendreiecks, der fica wee A im eee entspricht. 
*) Astronomische -Avhandluhgen 1774, p. 13—15. 

Cantor, Geschichte der Mathunstik IV. 238 
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Fehlerrechnung, be: welcher es sich um die Bestimmung der Ver- 
anderungen handelt, welche die Stiicke eines Dreiecks erleiden, wenn 
yewisse derselben um sehr kleine GréBen zu- oder abnehmen. Nach- 
en: Cotes in seiner Aestimatio erroram 1722 dieselbe eingettihrt 
(ILI?, S. 360 und 412—414).und die wichtigsten Satze geometrisch ent- 
wickelt hatte, publizierte De la Caille 1741 einen ,,Calcul des diffé- 
rences dans la trigonométrie sphérique“!), in welchem er Cotes’ 
18 Theoreme in 24 Formeln vereinigte, die er auf astronomische 
Aufgaben anwandte. Spiter haben sich namentlich Kliigel, Kastner, 
Boscovich und Cagnoli mit Ausbildung dieses Wissenszweiges be- 
schiftigt. rsterer widmete ihm das %. Kapitel seiner analytischen 
Trigonometrie und einen Aufsatz mit dem Titel ,,Trigonometrische 
Variationsrechning zum Gebrauche bei Berechnung der Sonnen- und 
Mondfinsternisse“) und behandelte die vier wichtigsten Fille; indem 
er ein Dreiecksstiick konstant lie8 und die endlichen Variationen der 
anderen untersuchte. Die beiden Hauptformeln, welche er erhielt, 
sind: Aa = cos CAb + cos BAc und 


AB: AC = (sincAb — cosasinbAc): (sinh Ac-- coeasincAdb), 


die sich aus dem Kosinussatze und aus der Kotangentenformel er- 
geben. Kistner gab im ersten: Bande seiner ,,Astronomischen Ab- 
handlungen“*) ebenfalls eine analytische Ableitung der Cotesschen 
Theoreme und teilte auch Differentialformeln ftir ebene Dreiecke mit, 
aber das Verdienst, aus den vielen in der sphirischen Trigonometrie 
miéglichen Relationen die vier Hauptgleichungen 


da == cos Cah + cos Bde + sin Bain ed A, 

sin Gila — cosesin db =- sincdA + sinacos Bd, 
etyada — ctgbdb = cty AdA — ctg Bd B, 
dA = sinbsin da — coscdB— cosbd(, 


die man heute als Fehlergieichungen bezeichnuet, ausyewahlt und 
in dieser Form geschrieben zu haben‘), gebtihrt dem auch sonst ver- 
dienten Jéesuiten Roger Buscovich (1711—1787.. Dieser war in 
Ragusa yeboren, wurde 1740 Professor der Mathematik und Philo- 
sophie am Collegium Romanum. dann Professor in Pavia, dann Direc- 
teur de ]'‘optique de la marine in Paris, kehrte aber 1783 nach Ralien 
zurtick, wo er in Mailand starb. Aus Boscovichs Formeln folgen 


re ae + -2c ae ~ ee, 


1) Mémoires de l’Académie de Paris 1741, p. 238 ff. *} Bode, Astro- 
nomisches Jahrbuch fir 1793, Berlin 1790, p. 178—182. Ss, A.a. O, p. 95 
bis 107. “; Opera IV, 1785, 4°, p. 316-—-394, wo er auch die entsprechenden 
Formelu fiir ebene Dreiecke angibt (p. 322). 
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alle anderen, weshalb es ziemlich iberfliissig war, daB Cagnoli noch 
1798 eine Zusammenstellung von 139 Proportionen angab’); aller- 
dings sind unter diesen auch die Formeln fiir endliche Varintionen 
_enth alten. 

In Beziehung zu diesen Betrachtungen stehen auch die Methoden, 
welche anzuwenden sind, wenn in trigo:ometrischen Reehnungen die 
Logarithmen der Sinus von Winkeln, die nahe an 90° liegen, oder 
die der Kosinus sehr kleiner Winkel vorkommen, oder wenn direkt 
Funktionen kleiner Winkel zu hestimmen sind. Israel Lyons (1739 
bis 1775), Rechner beim Board of Longitude in London, schlug hierzo 
ein Verfahren ein*), das wir an emem von ihm gegebenen Beispiel 
erliutern wollen. Ist in dem bei B rechtwinkligen ephirischen Drei- 
eck ARC AB=c und BC =a (klein gegen c) gegeben, und soll 
die Hypotenuse b berechnet werden, so setzt er hr -+ {, nimmt 


cos b = cosa cos¢ = cos(e + §) = cose — sincsin § -- cusc sinvers £ 
und erhélt hieraus 
sin § = ctgcsinvers a — ctgesinverss. 


Nun berechnet er mit alleiniger Benutzung des ersten Gliedes auf 
der rechten Seite einen Naherungswert fir § und mit diesem damn 
als Korrektur das zweite Glied. 

Anders verfuhren Lambert und Cagnoli, die fiir solche Falle 
die Ersetzung der zu berechnenden Formeln durch andere gleich- 
wertige, aber brauchbarere vorschlugen. Ist z. B. die Entfernung z 
zweier sehr nahe beieinander gelegener Orter auf der Erde oder 
zweier Sterne aus ihren Entfernungen vom Pol c und x und dem 
Unterschied 4 der Liangen oder Rektaszensionen zu bestimmen, so 
ersetzt Lambert®) die Formel cosz = cos¢cosx + sincsinx cos 4 


durch die , gleichwertige sin > == // sin ooo. + sin¢sin x sin ae fiir 
die man, falls c — x und A wenig von 1 oder 2 Graden verschieden 
sind, die Naherungsformel x =) 4?aincsin x + (c — x)? nehmen kann. 
- Abnlich verfuhbr Cagnoli*), sprach aber das allgemein richtige Priv- 
zip sus, daB man am sichersten rechnet, wenn man den gesuchten 


Winkel durch eine Tangente oder Kotangente bestimmt. So ge- 


brauchte er z. B. fiir die Gleichuag cosa = one im Falle } und c 


_— _— => -— 


: 1) Memorie della Societa Italiana VIL, 1, p. 214—218, vorgelegt 179%, und 
Trigonometria, 2. Aufl., p. 360—878. *) P.'T. LXV, 2, 1775, p. 470—484. 
*) Bodes Astronomisches Jahrbuch fir 1778 (erschienen 1776), p. 205—.210. 
*\ Trigonometria, 1. Aufl. p. 260, 2. Aufl. p. 296. 
28° 
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nahezu ‘gleich sind, die aus den Neperschen Analogien entstehende 


- Formel tg> = Viet - tg “> 

Ubrigens bemerkte Lambert auch, daB man sich zur Bestim- 
mung der Sinus, Kosinus, Tangenten und Sekanten sehr kleiner 
Winkel der gewdhnlichen Tafeln der natiirlichen goniometrischen 
Funktionen bedienen kénne'), wenn man die Kotangenten und Ko- 
sekanten zu Hilfe nimmt. Will man z. B. sin 1’ und cos 1’ berechnen, 


und 


‘ 1 
so setzt man sinl’ = — -; 
; cosec 1 


‘ 





. — 


’ 1 1 1 

cos 1 -V — Seed? "1 — gcosec td? ~ Seoseel®— °°** 

Hat man dann cosec1’ auf 5 Dezimalen, so bekommt man hieraus 
sinl’ und mit Hilfe der Reihe auch cosl’ b:s auf 12 Dezimalen 
genau. 

Auch Kastner hat Formeln mitgeteilt, welche zur Berechnung 
sphirischer Dreiecke mit kleinen oder nahezu gleichen Stiicken dienen*), 
und in dem Tafelwerk von Gardiner®), auf das wir unten noch zu 
_ sprechen kommen, finden sich bereits solche Formeln zusammen- 
gestellt. 

Dem Gedanken, zur Berechnung der Funktionen eines sehr kleinen 
Winkels zu Reihenentwicklungen zu greifen, entsprang auch eine noch 
heute viel verwendete Regel zur Bestimmung von logsinz und logigz, 
die der Greenwicher Astronom Nevil Maskelyne (1732—1811) her- 
leitete und die seinen Namen erhalten hat.) Vernachlissigt man 
in den Reihen fiir sinz und cosx die Glieder vom 4. Grade an, so 


erhalt man sing ~ 2 (1 — =), cosz ~~ 1 — . oder da (1 _- = $ 
innerhalb derselben Genauigkeitsgrenze ~l— . ist, 


siu Zz ~ 2 (cos z)$ 
und hieraus log sin 2 ~ log x +- . log cos 3; genau ebenso folgt fir 
log tg z ~ logx — ; log cos z. 


Die Regel ist, wie man leicht sieht, bequem zur Berechnung der 


—— 





1) Bodes Astronomisches Jahrbuch fiir 1778 (publiziert 1776). p. 209. 
*) Acta Acad. Elect. Muguntinae 1778—79 (erschienen 1780), p. 181—190. 
*) W. Gardiner, Tables de Logarithmes; Ausgabe von Pezenas, Dumas und 
Blanchard, 1770, 4°. *) Maskelyne hat dieselbe mitgetcilt in der Kin- 
leitung zu seiner Ausgabe der Tables of Loyarithms von Michael Taylor, 
London 1792, 2°, Problem II, p. 21—32, ohne eine Begriindung zu geben. Diese 
gab erst 1804 Tralles, \lhand!. der Berliner Akademie, 1804—1811, p 17. 
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Logarithmen von sinz und tga ftir Winkel bis zu 5°33’, wenn in 
einer Logarithmentafel die Werte von 


1 ’ 2 : 
“3 logcosa=S und —., log cosa == T 


notiert sind, was zum erstenmal in der 7stelligen Tafel von Callet 
1795 der Fall war. Von ihr aus gingen die Zahlen S und 7' in die 
neuen vollstandigen Logarithmentafeln iiber. 

Mit einigen Worten sei auch noch auf die Naherungsformeln 
hingewiesen, welche infolge der Verfeinerung der astronomischen Be- 
obachtungen und der geoditischen Messungen notwendig wurden. 
Man hatte sphirische Dreiecke mit sehr kleinen Winkeln lange Zeit 
wie ebene Dreiecke behandelt, bis J. L. Lalande (III?, 8. 500) zuerst 
1763 darauf aufmerksam machte, daB dies nicht immer statt- 
haft sei, ohne sich, erheblichen Fehlern auszusetzen'), und durch eine 
allerdings nicht einwandfreie Rechnung fund, daB man dem ebenen 
Winkel B des bei A rechtwinkligen AABC die in Sekunden ausge- 


driickte GrdBe <i BC sin 2 B(3 —cos 2B) hinzuftigen mu, um den 


entsprechenden sphérischen Winkel zu erhalten. Auch ergab sich ihm 
der Unterschied zwischen der geradlinigen und der sphirischen Hypo- 
1 ABT ACE 
8 BC a 

Weit praktischer aber griff Adrien Marie Legendre die 
Sache an, als an ihn bei Gelegenheit der Feststelluny der gegen- 
seitigen Lage der Greenwicher und Pariser Sternwarten*) die Not- 
wendigkeit herantrat, verhaltnismaBig kleine Dreiecke auf der. Erd- 
kugel zu behandeln. In seiner berfihmten Abhandlung ,Sur lea 
opérations trigonométriques, dont les résultats dépendent de la figure 
de Ia terre‘ 1787°) sprach er den nach ihm benannten Satz aus‘), daB 
ein sphirisches Dreieck, dessen Seiten gegen den Kugelradius klein sind, 
wie ein ebenes mit denselben Seiten berechnet werden kann, wenn 
man von seinen Winkcln je den dritten Teil des sphiirischen Exzesses 
in Abrechnung bringt. Lagrange erkannte den Vorteil und die 
Notwendigkeit einer solchen Berechnung darin, daB die vollen tri- 
gonometrischen Formeln fiir Dreiecke mit so kleinen Seiten, wie sie 


tenuse zn 


1) Mémoires de |’Acad. de Paris 1768, p. 8347—353. *) 1787 wurde auf 
Betreiben Cassinis de Thury eine Kommission von franzdsiechen und eng- 
liscken Gelehrten zur Ausfiihrung dieser Arbeit gewihlt, welcher auch Le-- 
gendre angehdrte. 5) Mémoires de l’Acad. de Paris 1787, p. 3621f. 
4 A. a. O, p. 868. 
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hier in Betracht kommen, gar keme exakte Rechnung gestatten, und 
gab') einer kurzen und sehr ibersichtlchen Beweis des schdnen 
Theorems. 


Das Lehrgebiude der Trigonometrie.. Versuche einer miglichst 
einfachen Begrtindung desselben. 


Obwohl uns das Vorhergehende ein Bild von der theoretisthen 
Entwicklung der Trigonometrie in der zweiten Hiilfte des 18. Jahr- 
hunderts gab, diirtte es doch nicht iiberfliissig erscheinen, sich die 
Frage vorzulegen, wie rasch und in welchem Umfang die allmiahlich 
angewachsene Summe von neuen Kenntnissen in der Lehrbiicher- 
literatur Verwertung fand, da gerade sie zur Aushreitung der Wissen- 
schaft in weiteren Kreisen dient und dadurch ihrerseits wieder auf 
das Wachstum jener befruchtend einwirkt. Wi®wollen daher diese 
Frage durch den folgenden kurzen Uberblick zu beantworten suchen. 

In allen, auch den gelehrteaten Kompendien jener Zeit, mit ein- 
ziger Ausnahme von Kliigels Analytischer Trigonometrie, wurden die 
trigonometrischen Funktionen noch als Linien definiert, und dement- 
sprechend wurde auch der Sinus totus oder Radius r mitgefiihrt. Nur 
zur Vereinfachung der Formeln setzten ihn manche Schriftsteller, wie 
Karsten’), Kastner und Cagnoli gleich 1. Hulers Bezeichnungs- 
weise der Funktionen dagegen fand ziemlich rasche und umfassende 
Verbreitung, wihrend der alte Gebrauch, die Lehrsitze in Proportionen 
zu schreiben, mit groBer Zahigkeit festgehalten wurde. *) 

Die Aufstellung der Funktionen fir alle 4 Quadranten wurde 
seit der Verdffentlichung von Ealers ,.Introductio“ allyemein als not- 
wendig erkannt, geschah aber immer noch, selbst fiir die Tangenten 
' and Kotangenten, an der Figur, wodurch Irrtiimer in den Zeichen 
nicht immer vermieden wurden. Durch die Beachtung der lingst 
81n & 
cos a? 
schrieben wurde: tgw:7 = sing: cose, brach sich jedoch die Erkennt- 
uis des Richtigen allméhlich Bahn, sé da& man a posteriori eine 
(Nbereinstimmung mit der geometrischen Interpretation suchen konnte*). 





bekannten Gleichung tga = oder wie sie damals stets ge- 


'y De quelques problemes relatifs aux triangles sphériques avec une analyse 
complétc de ces triangles. Journal de I'Fcole Polyi., 6. cah., 1798.99, p. 29% 
bis 296. *) Wen.eslaus JohannGustav Karsten hat zwei hier einschliyig= 
Werke geschrieben: -Mathesis theoretica elewentaris atque sublimior, Rostock 
1760, 8°, und Lelubeyriff der gezammten Mathematik, 2. Teil, 2. Aufl., Greifs- 
wald 1786, 8  %) Vgl. z. B. Legendrea Eléments de Géométrie- noch in der 
14. Aufl. von 1838. *; Seguer, Elementa Arithmeticae Geometriae et Calculi 
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‘ Auch die Funktionen negativer Argumente wurden wenigstons im den 
umfasseuderen Werken, wie bei Warsten und Legendre, in den Kreis 
der Betrachtung yezogen and richtig bestimmt. Die Ableituag der 
goniometrischen Formeln wurde trotz Euler und Kligel (vgl. S. 413) 
immer noch einzeln geometrisch .vollzogen, das vollstandigste Formel- 
system hat wohl Cagnoli aufgestellt. Dagegen heschrinkte man 
sich in den gréBeren Kompendien’) nicht mehr nur auf die Ableitung 
der elementaren Formeln, sondern man nahm uueh anus der ,,Intro- 
ductio“ die trigonometrischen und zyklometrischen Reihen und den 
Satz von Moivre in sie auf, ja selbst die Teilungsgleichungen warden 
zuweilen mit in den Kreis der Betrachtung gezogen. | 

Die Berechnung.der ebenen Dreiecke hatte durch den Gebrauch 
der Formeln wohl etwas an Leichtigkeit gewonnen, aber infolge der 
bestiindigen Beibehaltung des Sinus totus ihre Vollendung noch 
nicht erreicht*), wozu noch der Umstand beitrug, daB Eulers prak- 
tische Bezeichnungsweise der Seiten und Winkel des Dreiecks von | 
den meisten seiner Zeitgenossen, ja selbst von Cagnoli und Louis 
Bertrand in der ebenen Trigonometrie su wenig wie in der sphi- 
rischen angewendet wurde; eine rihmliche'Ausnabme biervon machten 
Kastner*) und Kligel. Da8 die samtlichen Siitze zur Berechnuny 
der ebenen Dreiecke, wie wir ‘sie jetzt beniitzen, damals bereits in 
Gebrauch waren, braucht kaum bemerkt zn werden; in ihrer Gesamt- 
heit, selbst mit EinschluB der sogenannten Mollweideschen Glei- 
chungen‘) zusammengestellt- upd in unserer Art abgeleitet finden wir 
sie jedoch nur in Cagnolis Trigonometrie. 


Geometrici in neuer Auflage Halue Magdeb. 1756; Abu’ Suuri. Cours cumplet 
de mathématiques, t. 1, Paris 1774, 8°, und lustituticns raathématiques, Paris 
1786, 4. Aufl, p. 206, wo ein kurzer Auszag der Trigonometrie aus dem Cours 
steht; P.C. Scheiffer (8. J.), Institutionnm geumetricuram pars sec. sive Tri- 
gonometria plana. Vindob. 1770, 4°. Deutsche Ubersetzung von einem Unge- 
nannten, Halie 1782. Scherffer bemerkt, wie spiter auch Cagnoli, daS beim 
Durehgang durch Null und durch Unendlich eiy Zeichenwechsel eintreten mu6. 

1) So nahm z. BRB. Louis Bertrand, ein Schiller Eulers, in sein 2wei- 
bandiges Werk ,,Développement nouveau de. la partie élémentaire des matheé- 
matiques, Genéve, IL, 1778, 4", alle Entdeckungen Eulers, die sich auf die Tri- 
gonometrie Leziehen, auf. Abnlich verfuhren Mauduit iu seinea Principes de 
YAstronumie sphérique ou traité complet de trigonométrie sphérique*, Paris” 
1765, 8°, und Karaten in den o. a. Werken. *) Yagi. La Caille, Legons 
élémentaires de mathématiques, Paris 1764, und Sauri in derschon angefihrten 
Schrift, Etienne Bézout in seinem Cours de wathématiquer, Paris, pars LI, 
1772, usw. *) In den spiiteren Auflagen seiner .Anfangsgriinde der Arith- 
metik, Geometrie, ebenen und sphirischen Trigonometrie' sowie in seinen 
»Geometrischen Abhandlungen’, 1790—1791. *) Schon in der 1. Aufl. von 1786 
stehen diese Gleichungen aus dem Sinussatze abgeleitet p. 122, ttbrigens finden 
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Bezigiich der Behandlung der sphirischen Trigerometrie muB 
man die graphiscnen und rechnerischen Methoden auseinander- 
halten. Die ersteren, die sich in der alten Astronomie schon einer 
vroben Beliebtheit ertreut hatten'), waren durch die Trigonometriae 
sphaerivae constructio, Romae 1737,- 4°, des uns schon hekannten 
Boscovich wieder neuverdings in Gebrauch gekommen. Sie be- 
rahten in der Haupteache auf der Orthogonalprojektion und wurden 
zur naherungsweisen Auflésung der sphirischen Aufgeben, vereinzelt, 
wie bei Mauduit, auch zur Ableitung der trigonometrischen Haupt- 
siitze verwendet”). Antoine Remi Manduit (1731—1815) war zu- 
erst Professor der Mathematik an der Ecole des ponts et chaussées, dann 
Professor der Geometrie am Collége de France in Paris und hat in seinen 
Principes d’astronomie sphérique ein reichhaltiges Werk geschaffen. 
Die ausfihrlichste Schrift aber, welche ohne Kenntnis der geschicht- 
lichen Entwicklung der Jahrhunderte alten Methode. alles langst Be- 
kannte wieder neu fand und in organischen Zusammenhang brachte, 
war eine Schrift) des Mathematiklehrers zu Montauban Siméon 
Fagon Valette (1719—1801) aus dem Jahre 1757, sie baut un- 
mittelbar auf Boscovich auf, der jedoch nirgends genannt wird. 
Auch der Abbé Tommaso Valperga di Caluso (1737—1815), der 
erst Offizier auf der Flotte des Malteser-Ordens, dann Priester- in 
Neapel und Turin war, woselbst er Professor der griechischen und 
orientalischen Sprachen und Direktor der Sternwarte wurde, hat noch 
1786 eine thnliche Arbeit, allerdings nicht in Form eines Lehrbuches 
verdffentlicht *). 

Die weit wichtigere rechnerische Behandlung der sphiirischen 
Trigonometrie, welche die Lehrbiicher fast ausschlieBlich brachten, 
wurde damals im G-=gensatze zu Eulers Methode, die er in seiner 
Abhandlung von 1779 befolyte, in der Weise vorzenommen, duB zuersi 
die Satze fiir das rechtwinklige und dann jene ftir das schiefwinklige 
Dreieck als Felgerungen aus ersteren gebracht wurden. So leiten 
4 B. Seyner, dessen vielbefolgte Bezeichnungsweise aus der 
nachfolycnden Figur 24 erhellt, und ebenso Sauri und Bosco- 
vich sowie viele andere auf dicse Weise die folgenden font Glei- 
elungen ab: 


orem 


sie sich auch in Mauduits o. a. Werke p. 83 und 84 ohne Beweis aus den 
Neperschet \nalogicn der sphirischen Trigonometrie geschlossen. 

4) A. v. Braunmtihl, Gesch. d. Trig. I, Kap. 2, § i, Kap. 3, § 2, Kap. 4, 
§ 2, Kap. 7, § 1, Kap. 3, § 6. Ferner Zeuthen, Bibl. mathem. 1900, p. 2v—27. 
*%) a. a. QO., p. 6581. *. Trigonometrie sphérique résolue par Je woyen de la 
Régle ct du Compas, Bourges 1757, 8°. De latilité des projections ortho- 
graphiques. Meémurea de l'Acad. de Turin Il, 1786, p. 291- -327. 
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1) sin H: sinh — sin m: sin M,; 2) sin B: sink = ctg M: cig m; 
3) sin. NV: sinz = cos. : cosm: 4) cos N:cosn = cty H: cizh; 
5) cos B: cosh =-cos H: cosh 
‘und ffgen ihnen noch die beiden dmch korrespondierende Addition 
und Subtraktion aus 3) und 5) hervorgehenden Formeln: 
Nts ig hs =igh#, gu”, 
B+b . H4) H—h , B—b 
tg ap ty TE mtg TE tg 25 
hinzu’). Die Methode, mit diesen 7 Formeln alle Dreiecksanfgehen 
zu behandeln, war damals sehr verbreitet, wenn auch manche Autoren — 
noch nebenbei die allgemeinen Formeln 





ctg 


fir das schiefwinklige Dreieck entwickel- IS “a 
ten, indem sie die Hauptsiitze aus dem oO ; 
Dreikant ableiteten und aus diesen dann ‘a Nk 
' die fibrigen durch Rechnuny gewannen. P| \ 
Andere wieder, wie Cagnoli, Scherffer, | 
Karsten und Manuduit stellten sich als Sees gene 
Grundlage ihrer Formeln den Kosinus., aoe 
den Sinussatz und die Kotangentenformel i ae 


mit Hilfe der Siétze des rechtwinkligen 

Dreiecks her. Auch die Neperschen Analogien kommen bei den 
genannten Autoren vor, die auch ihre praktische Verwendung ausein- 
andersetzten. Dayegen wird die Methode, das ganze Formelsystem 
durch Anwendung des Supplemeuntardreiecks zu verdoppeln, merk- 
wirdigerweise nirgends ausschlieBlich angewendet. 

Wenn wir im vorhergehenden die hauptsichlichsten Methoden 
kennen gelernt haben, nach denen die Trigonometrie fiir den Unter- 
richt entwickelt wurde, so miissen wir noch der am Ende des Jahr- 
hunderts auftretenden Versuche gedenken, welche dahin zielten. das 
ganze trigonometrische Lehrgebiude auf die einfachst- 
mogliche Grundlage zu stiitzen. QObne diese bestimmte Absicht 
auszusprechen, leitete Kiistner*) die Hauptformeln der ebenen. Tri- 
gonometrie rechnerisch aus dew Sinussatze und der Winkelbezichung 
1+ B+ C = 180° ab, und noch viel frither®) hatte der Oberberg- 


') Diese waren schon iin 17. Jahrhundert von Thomas Baker (1625 bis 
1690), Pfarrer in E‘shop-Nyminet in Devonshire, mitgeteilt worden. Siebe A. 
v. Braunmiihl, Gesch. d. Tiig. , p 48. *) Anfangagriinde der Arithmetik, 
Geometrie und Trigonometrie, z. B. 3. Aufl, 1774, p. 418; 4, Aufl. 1786, p. 605. 
Kistner wollte eigentlich nur eine .Vergicichung der Seiten des Dreiecks und 
eines seiner Winkel’ finden 3) A. v. Braunmihl, Gesch. der Trig. II, 
p 97—100. Oppels Scbrift heiBt: Analysis triangulorum 1746, 2°. 
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hauptmann Friedrich Wilhelm Oppel in Freiberg (172U—1769) 
gezeigt, daB sich uus der Kenntnis des Sinus- und Kosinussatzes die 
simtlichen Formeln der sphirischen Trigonometrie gewinnen lassen. 
Damit. nicht zufrieden suchte De (zua de Malves (III®, 8. 576—577) 
zu zeigen"), daB die Kosinusformel allein zu diesem Aufbau geniige. 
Diesen (tedanken, den iibrigens, wie De Gua selbst bemerkt, schon 
der Petersburger Akademiker F. |. Maier (III?, 5. 558—559) aus- 
gesprochén hatte, fihrte er in der Abhandlung " ‘tigopoméérie 
sphérique déduite trés briévement et completement de la seule 
solution algébrique du plus simple des ses problemes généraux ete.“ 

1783 aus. Dubei hatte er die unglickliche Idee fiir seine neu auf- 
gebaute Trigonometrie auch eine neue Funktionsbezeichnung einzu- 
fiihren, die durch ihre Schwerfalligkeit die Lektiire semer sonst ver- 
Sienstlichen Abhandlung sehr unangenehin macht. Da sie jedoch 
keine Nachahmung fand, gehen wir auf dieselbe nicht weiter ein. 
De Gua leitet uun zunachst den AK osinussatz 


cosa = cosb cose + sin’ sine cos A 


geometrisch ab, indem er sich: derselhben Figur bedient, die wir bei 
F. Blake (S. 40) antrafen, und berechnet aus dieser Formel 


oo ee ae ~” 
sin A = )/l — cosa? — cos b? -- - 008 +2 2 eosa cosb cose: (sink sin ¢). 


Daman aus der*Symmetrie dieser Form erkennt, da8 sin B und sin ( 
denselben Zahbler erhalten miissen, so folgt unmittelbar 


1 1 


sin 4: sin B: sin C = ——— : ——— : ———— 
sind sine “ sine sina | sinasink 


= sind: sind: sine. 
also der Sinussatz, Durch sehr umfanygreiche Rechnungen ergeben 
sich dann der Kosinussatz fiir die Winkel, die Kotangentenformel 
und noch 10 andere recht komplizierte Gleichungen, welche zu prak- 
tischer Verwendung zum Teil sehr wenig brauchbar sind. 

Die abschreckenden Rechnungen De Guas veranlaBten Lagrange 
in der schon erwéhnten Abhandlung ,.De quelques Problemes relatits 
aux triangles sphériques avec une Analyse complete de ces triangles“*) 
eine einfachere Ableitung zu geben. Kosinus- urd Sinussatz erhilt 
er wie De Gua, indeia er aber dann den ersteren fiir die Seiten a und ¢ 
ansetzt, mit Hilfe der zweiten dieser Formeln cose aus der ersten 
eliminiert und sine = sina sinC: sin A einfiihrt, ergibt sich ihm als 
dritte Gleichung ctga sinh:- ctgAsinC + cosbcosC. Vor -der 


a —_ ——————— 


1) Mémoires de l'Acad de Paris 1736, p 291—843, vorgelegt 1783 
>; Journal de l'Ecole Polytechnique, cabier 6, 1798/19. 
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eben erwihnten Ecufithrung von siac batte sich EKulers Forme! 
cos a@ sin b = cosb sina cos( + sinc cos d ergeben; itidem er nun in 
dieser ¢ mit b und folglhch auch 4 mit J} vertauschte und den hier- 
durch erhultenen. Ausdruck fir cosh sina in sie einfithrte, ergab sich 
mit Hilfe der Bezichung sinc = sind sin: sin B leicht der Kosinus- 
satz fiir die Winkel als vierte Hauptgleichung. Obwohl diese Formeln 
geniigen, wie Lagrange sagt, um alle auf sphiirische Dreiecke be- 
wiighchen Aufygaben zu léeen, so leitet er dennuch aus ihnen die be- 
kannten 6 Gleichungen ftir das rechtwinklige Dreieck sowle die 
Sdtze zur Bestimmung der Seiten aus den Winkeln und “der Winkel aus 
den Seiten ab wud verschafft sich die Neperschen Analogien, indem 
er in beiden Fallen auch das Supplementardreieck verwendet. 

Da Lagranges Arbeit unmittelbar an De Guas Gedanken an- 
kniipfte, muBten wir ihre Besprechung gleich hier anfligen und 
kénnen erst nachtraglich noch aut eime Abhandluny des uns schon 
bekannten Schubert hinweisen, die schon 1796 erschienen war') und 
denselben Geyenstand behandelte, ohne jedoch jener Lagranges a 
Ubersichtlichkeit, Einfachheit und Eleganz gleichzukommen. Fried- 
rich Theodor Schubgrt (1758—1825), geboren zu Helmstiidt, be- 
gann seine Tiatigkeit als Hauslehrer, wurde dann Revisor des hapsal- 
schen Kreises in Esthland, beschaftigte sich aber hauptsachlich mit 
geographischen und astronomischen Studien, die ihm die Pforlen der 
Akademie in Petersburg éréffneten, woselbst er Aufseher der Biblio- 
thek und des Miinzkabinetts dieser Anstalt wurde, Stellungen, die er 
bis zu seinem Tode inne hatte. Mit den Schriften der Alten wolil- 
vertraut kam er auf den Gedanken, aus dem Satze des Menelaus”, 
mit dem schon Ptolemiéus die spharische Trigonometrie behandelt 
hatte, das ganze bekannte Formelsystew der Trigonometrie abzuleiten. 
Zuniachst gewann er aus diesem Theorem die 6 Formeln fiir dic. 
rechtwinkligen sphirischen Dreiecke*), dann den Sinussatz und durch 
Lestandige Anwendung der gefundenen Formeln auf die Figur jenes 
Transversalensatzes von Menelaus die beiden Kosinusregeln, aus 
denen sich dann als einzige noch uotwendige Regeln die Formel 

sin A sine 
sinb cose — coadb sine cos A 
und ihre polare ergaben. Auch dieses schéne System penile dit 
yanze sphirische Trigonometrie auf einen einzigen Satz, die hierz 
notwendigen Rechnuugen stehen aber jenen Ligranges an Einfach- 
heit bedeutend nach.:' Beachtung hat dasselbe wenig gefunden. 


ig = 


') Trigonometria sphaerica e Ptolemaeo. Vorgelegt am 22. Dezember 1796, 
publiziert 1801 in Nova Acta Acad Petrop. XII, p. 165—176 *) Vgl. dieses 
Werk I*, p. 286. —*) Vyl. I*, p. 392—398. 


EE 
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Tetragonometrie, Polygenometrie und Polyedrometrie. 


Nachdem infolge der Ausbildung der Formelsprache und der da- 
durch gewornenen Geschmeidigkeit der analytischen Rechnung die 
Behandlung aller auf ebene Dreivcke beztiglichen Fragen eine Leich- 
tigkeit geworden war, regte sich der Wunsch, auch fir unregelmaBige 
Vierecke und allgemeine Polygone, deren .typische Formen schon 
Stevin und Girard unterschieden hatten'), Formeln zu_besitzen, 
welvhe eine Berechnung derselben direkt, d.h. ohne vorherige Zer- 
schneidung in Dreiecke gestatten wiirden. Lambert war der erste, 
der in seiner ,Anlage zur Tetragonometrie“*) diesen Gedanken ver- 
fulgte, um iibertliissigen Rechnungen zu begegnen. Er gab ohne Be- 
weis die vier Beziehungen an, welche zwischen je 6 Stiicken. eimes 
ebenen Vierecks bestehen miissen. Da man jede von diesen nach 
einem der sechs Stiicke aufliésen kann, so ergeben sich 24 Fale, 
von denen jedoch nur 14 verschieden sind, da mehrere Auflésungen 
dasselbe sayen, und drei Winkel bereits den vierten hestimmen, Um- 
stiinde, die Lambert nicht beriicksichtigt hat. Nimmt man noch 
eine Diagonale hinzn, so vermehren sich die -méglichen Fille, deren 
uuvollstindige Abzihlung durch Lambert spiter Bj6rnsen und Lexell 
erginzten, wihrend Johann Tobias Mayer in seine Inauguraldissertation 
yon 17738) Lamberts Irrtimer heriibernahm. Der schon friher ge- | 
ninnte J.T. May2r war als Sohn des beriihmten Astronomen gleichen 
Nawens 1752 in Géttingen geboren, studierte und habilitierte sich 
dasclbst, wurde dann Professor der Mathematik und Physik in Alt- 
derf and Erlangen und starb als Professor der Physik in Géttingen 
1230. In der genannten Schrift hemiihte er sich hauptaichlich, loga- 
rithmisch brauchbare Gleichungen iv der Tetragonometrie zu erhalten, 
“was seine, wenn auch mangelhatte Abhandlung immer noch vorteil- 
haft von dem Buche unterscheidet, das der Dine Stephan Bjérnsen 
( L730—1798), Walkulator der danischen Landesvermessung, 1780 
herausgab*), Dasselbe ebenfalls an Lambert anschlieBend bietet 
wenig elerante Formely, wenn es auch Mayers Schrift an Vollstin- 
digkeit iibertrifft, indem es noch die Falle, welche mit Hinzunahme 
einer Diagonale entstehen, analytisch behandelt, geometrische Kon- 
etruktionen ableitet und die auftretenden Doppelwerte erklart. 

Der erste, welcher den yeringen Wert solcher Detailuntersuchungen 





—— a 


" Vypl. dieses Werk II*, p. 665—666 und Bibliotheca math. 1900, I. ‘p. 271. 
*) Reitriiwe <uin Gebrauche der Mathematik II, 1770, p. 175—184. } Tctra- 
gonometriae specimen I, Gottingen 1773. ‘) Introductio in Tetragonometriam 
ad meontein Lambert. Hauniae 1780, 8°, 
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erkennend eine allgemeine Methode zur Berechnurg beliebiger 
Polygone eutwickelte, war der schon genannte Petersburger Mathe- 
matiker Lexell. Andreas Johann Lezell, 1740 zu Abo in 
Finland als Sohn des dortigen Birgermeisters yeboren, kam 1766 
auf Grund einer Abhandlung iitber die Auffindung von Aurven aas 
den Kigenschaften ihrer Kriimmany als Lektor an die Universitat 
und als Professor an die Marineschule in Upsala. Als er 1768 an 
dic Petersburger Akademie eine Abhandlung einsandie, in welcher er 
eine neue Methode zur [ntegration gewisser Differentialgleichungen 
auseinandersetzte, wuite Euler auf ihn aufmerksam und veranlaBbte 
sofort seine Berufung nach Petersburg, der er auch Folge leistete 
und sich als Eulers treuer Mitarbeiter namwentlich an dessen neuer 
-Mondtheorie auszeichnete. Als der letztere 1783 starb, erhielt Lexell | 
seine Stelle in der Akademie, in die er schon frijhcr aufgenommen 
worden war, hatte sie jedoch nur mehr cin Jahr nme, indem er schon 
1784 seinem Meister im Tode nachfulgte. 

Lexell hat der Polygonometrie zwei Abhandlungen gewidmet, 
in denen er diesen Zweig der Trigonometrie eigentlich erst schuf*). 
Er léste darin die Aufzabe aus 20 — 3 Stiicken eincs n Ecks, die 
dasselbe bestimmen, die iibrigen zu berechnen, indem er das Pols- 
yon auf zwei zueinander senkrechte Linien, wovun er die eine mit 
einer Seite zusammenfallen lieB, orthogonal projizierte. Die beiden 
hierdurch sich ergebenden Gleichungen sind in seiner Schreibweise: 


asina + bain(a + B) +csin(a + f+ y)+-:: 
-+lsn(a+p+yt:--+ a3 =—0, 
acosa+bcos(a+ P)+eccos(at+Bty)+--- | 7 
+leos(a+ptyt+---+4)=0, 
wobei a, 6, c,... 1 die Seitenléngen und a, f,7,... 4 die AuBenwinke! 
des Polygons bedeuten, und die Beziehung hesteht: aa 


a-+-B+yt---+tid = 360° 


Die beiden Gleichungen werden auch noch dadurch verallgemeinert, 
daB die Projektion des Polygons auf zwei beliebige sich in einer 
Ecke schneidende rechtwinklige Achsen vorgenommen wird; auch wird 
ibre allgemeine Giiltigkeit fiir tberscblagene Polygone und solche mit 
einspringenden Ecken an Beispieleu darg:tan, wobei nur zu beachton 
ist, daB die Summe der AuBvawinkel io solehen Fallen ein Vielfaches 
yon 22 betrigt. 
Als spezielle Anwendungen zeigt Lexell, wie sich aus seinen 


—— 








1) De resolutione polygonvrum rectilinesrum. Novi Comm. Acad. Petrop. 
XIX, 1774, p. 184— 233 und NX. 1715, p. 80-122, publiziert 1775, resp. 1776. 
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Gleichungen die Grundformeld der rigonometrie und der Tetragono- 
metrie ergeben und figt noch die entsprechenden ‘fiir die Fiinf- und 
Sechsecke hinzu. Dicse Detailuntersuchungen, namentlich insoweit 
sie sich auf das Viereck beziehen, werden dann in der. zweiten Ab- 
handlung noch weiter ausgearbeitet, wobei eine vollstindige Klassi- 
fizerung aller méglichen Falle, auch jener, die mit Hereinziehung 
einer und zweier Diagonaleu entstehen, vorgenommen wird. 

Auf einer anderen Grundlage hat Simon L’Huilier eine Poly- 
yonometrie aufgebaut’). An ihre Spitze stellte er folgenden Satz: 
,.LiBt man eine Seite des Polygons weg, bildet aus allen anderen die 
Produkte aus je zweien und multipliziert jedes Produkt mit dem 
Sinus des von den betreffenden Seiten gebildeten Winkels, so ist die 


. Summe dieser wove Produkte gleich dem doppelten Inhalt des 


Polygons“. Da man nun immer andere Seiten des Pulyyons weg- 
lassen kann, so erhalt man nm Ausdriicke ftir den Polygonsinhalt, die 
einander gleichgesetzt die fundamentalen Beziehungen zwischen den 
Seiten und Winkeln des Polygons liefern. AuBer dieser Formelgruppe 
verschafft sich L’Huilier aber noch zwe: Fundamentalformeln, die 
identisch sind mit Lexel]s Projcktionsformeln’), indem er den Poly- 
gonsiphalt einmal in der obigen Weise und dann als Summe eines 
durch eine Diagonale abgeschnittenen Eckdreiecks und des tibrig- ~ 
bleibenden Polygons von » — 1 Seiten bildet. Den iibrigen Inhalt des 
Buches machen allgemeine und spezielle Anwendungen dieser Siitze aus. 

AuBerdem hat L’Huilier ther seine Vorginger hinausgehend 
noch in einer dem Institut national 1799 eingereichten Abbandlung 
;théoremes de Polyedrométrie“, Paris 1805, seine Sitze auf Raum- 
polygone ausgedehnt und den Hauptsatz der Polyedrometrie auf- 
gestellt. daf jede Seitenfliche eines Polyeders gleich der Summe der 
- ibrigen ist, wenn man jede mit dem Kosinus des Winkels multipliziert, 
den sie mit der ersten bildet. Doch wurden die notwendigen Be- 
dingungen, unter denen allein dieser Satz giiltig ist, weder von 
- L’Huilier noch von Carnot*), der sich bald nach ihm mit Satzen 
der Polyedrometrie und der Raumpolygone beschiftigte, angegeben. 

Die Hauptsiitze der Polygonometrie fanden in den Lehrbiichern 
merkwtirdig schnell Eingang, so in Prindels vielbenutzter_ ,,Geo- 
metrie und ebene Trigonometrie“, Minchen 1793, die einen eigenen 
Abschnitté dartiber enthilt. 


1) Polygonométrie ou de ja mésure des figures rectilignes etv., Geneve 1789, 
4°. Es scheint dies das erste Lehrbuch der Polygonometrie zu sein. Masche- 
ronis .,.Metodo di misurare i poligoni*, Pavia 1787, konnten wir nicht einsehen. 
*) Dieselben steben a. a. 0. p. 18 und 20. *, Geéomeétrie de pvsition. 1808, p. 306 
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Zum Schlusse dieses Kapitela mége noch auf spezielle Unter- 
suchungen iiber Vierecke und Polygone hingewiesen werden, mit. 
denen sich Nik. FuB am Ende des Jahrhunderts beschiiftigte. In 
einer ersten Abhandlung von 1704!) léste er auf trigonometrischem 
Wege Aufgaben, welche sich darauf bezogen. aus gewissen gegebenen 
Stiicken ein Viereck zu konstruieren, dem man einen Kreis um- 
schreiben und einen anderen einschreiben kann und berechnete die 
Radien dieser Kreise, den Abstand ihrer Mittelpunkte und die noch 
fehlenden Stiicke solcher Vierecke." In der zweiten Abhandlung von 
1798) dehnte er diese Untersuchungen auf symmetrisch irregulire 
Polygone aus, womit er solche Polygone bezeichnete, denen mari einen 
Kreis um- und einen anderen einschreiben kann und die so beschaffen 
sind, daB sie durch den gemeinsamen Durchmesser dieser . beiden 
Kreise in zwei kongruente Halften geteilt werden®): Auch hier werden 
alle Hinzelaufgaben trigonometrisch behandelt und die Konstruktionen 
aus den Formeln abgeleitet. Der Zielpunkt der Arbeit ist die Lisung 
des allgemeinen Problems: einem gegebenen Kreis ein n-Eck einzu- 
schreiben, dem selbst wieder ein Kreis eingeschrieben werden kann. 
Direkt gelést wurde’ jedoch diese Aufgabe nur bis zum &-Eck ein- 
schlieBlich, indem man, wie er sagte, hieraus bereits ersehen kénne, 
wie man bei héherer Eckenzahl] verfahren miisse. 


Trigonometrische und andere Tafeln. Zyklometrie. 
Trigonometrisehe Reihen. 


Nachdem bereits Isaak Newton auf die Benutzung der.uncud. 
lichen Reihen zur Berechnung logarithmisch-trigonometrischer Tabellen 
hingewiesen, und der unermiidliche Abraham Sharp‘) zu Beginn 
des 18. Jahrhunderts mit ihrer Hilfe darauf beziigliche Rechnungen 
in ygroBer Zahleausgefthrt hatte, wurden dic letzteren von Gardiner 
in einer Neuauflage von Sherwins Logurithmentefel 1741 publiziert. 
Die zahblreichen Auflagen dieser zuerst 1705 erschienenen Mathematical 
tables von Sherwin, von denen Gardiners weitere Ausgabe von 
1742 die korrekteste sein soll°), laufen bis 1771 fort, wo die finite 


———- = 





1) Nova Acta Acad. Petrop. 1792, X (erachienen 1797), p. 1083—125. 
?) Ebenda, 1795,96, ALU (erschienen 1802}, p. 166--189 5) J. Steiner stolite . 
(Journal fiix Math. und Phvs. II, 1827, p. 96 und 289; die Relation zwischen den 
Radien der erwiihnten Kreise und der Distanz ihrer Mittelpunkte fir das Fiuf-, 
Sechs- und Achteck auf, C. G. Jacobi aber wies ‘ebenda, ILI, p. 376) nach, dsB 
diese Formeln mit den von FuB gegebenen zusammenstimmen miissen, da Cieser 
vhre ex zu bemerken, den allgemeiasten Fall bereits behande!t hatte. *) Uber 
thn vgl. dieses Werk, I{l*, §. 86. *; Tables of Logarithms for all numbers 
“from 1 to 102100, and for the Sincs and Tangeats etc., Loudon 1742. 
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Auflage derselben erschien; und enthalten die Briggschen Logarithmen 
uller Zahlen bis 99 und die Logarithnen der Primzahlen von 100 
bis 1097 auf 61 Stellen nach Sharps Rechnnngen’) sowie sieben- 
stellige Logarithmen aller Zahlen bis 1000 und von 10000 bis 101000. 
Auberdem finden sich darin Tafeln far die Sinus, Tangenten, Sekanten 
und Sinus versus und ihrer Logarithmen fiir alle Bogenminuten- eben- 
falls auf 7 Stellen. Hine Neuanflage von Gardiners Tafelwerk in 
franzésischer Sprache wurde 1770 von dem Jesuiten Esprit Pezenas 
(1692—1776), Direktor der Sternwarte in Avignon, besorgt, der hierzu 
die von Gabriel Mouton (vgl. IIJ?, 8.77) mit dessen Differenzen- 
methode*) berechneten Zahlen benutzte,. ohne jedoch seine Tafeln 
aller Logurithmen der trigonometrischen Funktionen fiir die Sekunden 
der ersten und letzten + Grade zu verdffentlichen. Lalande, der 
dies lebhaft bedauerte, setzte in eiver Abhaudlung von 1761°) ein 
Inierpolationsverfahrer zur Berechnung solcher Tafeln auseinander 
und veranstaltete 1781 und noch spater Neuausgaben der 1760 2um 
erstenmal erscoienenen Tables des Logarithmes pour les Sinus, Tan- 
gentes etc. von Lacaille. Diese Tafeln waren wegen ihrer Hand- 
lichkeit (Duodezformat) und Exaktheit sehr beliebt und blieben langezeit 
im (iebrauch; 1832 wurden sie noch einmal von K éhler herausgegeben‘). 
Kine der wichtigsten Tafelsammlungen, die in der zweiten Halfte 

dex 18. Jahrhunderts erschienen, enthielten Lamberts ,Zusitze zu 
den logarithmisch trgonometrischen Tabellen 2ur Erleichterung und 
bkiirzung der bei Anwendung der Mathematik vortallenden Be- 
rechnungen“, Berlin 1770, 8°. Diese auf eine Anregung Lagranges 
entstandene Tafelsammlung®) wurde 1788 von dem mit Lambert 
im Briefwechsel stehenden und von ihm vielfach untersttiitzten Anton 
Felkel (geb. 1740) in Lissabon in lateinischer Spracke neu aufgelegt. 
Wir wollen auf die wichtigsten Tafeln dieser Samminng hinweisen. 
Lambert hatte schon im IL Bande seiner Beitrige °*zur Mathematik 
die Teiler aller Zahlen vou 1 bis 10200 gegeben, ferner hatte. Hein- 
rich Ajema 1767 eine Tafel der Teiler aller Zahlen von 1 bis 10000 





" Zuerst verdifentlicht in seiner Geometry improved, London 1717. 

*} Mcuton hat sein Verfahren zuerst angewendet in ,,Observationes dia- 
metrorum solis et lanre“, Lugd. 1670, 4°, and damit die Logarithmen 
dur S'ons und Tangenten anf 10 Dezimalen berechnet. Das diese Tafeln 
enthajtende Manuskript reichte er der Pariser Akademie ein, und Pezenas 
konnte ex benubtzen. *) Sur les interpolations ou sur l'usage des différences 
seccn-les, troisi@imes etc. Mémoies ce l’Acad. de Paris 1761, p. 125—139. 

*) Glwisher, Report.oi Mathematical Tables in Report of the British Asso- 
ciation, London 1874, p. 1—175 [kiinflig nur als ,,Glaisher" zitiert], p. 158. 

* Brief an d'Alembert vom 4. April t771. Lagrange, Oeuvres, éd. Serret, 
ATL, p. 195. : 
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zu Liwen verdffentlicht und sowohl im Dictionnaire encyclopedique wie 
auch in Harris Lexikon der Kiinste und Wissenschaft war je eine 
solche Tafel ftir alle nicht durch 2, 3, 5 teilbaren Zahlen von 1 bis 
100000 nach John Pell (vgl. II*,S. 713) mitgeteilt worden; diese 
dehnte Lambert unter Vornahme der nétigen Korrekturen auf alle 
Zablen bis 102000 aus (Tab. I) und figte noch Tafeln fur die Prim- 
zahlen bis 101977") bei (Tab. Il und VI), zu deren Bildung er in 
der Einleitung eine Reihe von Satzen mitteilt. Felkel hat die 
Teilertafel fortgesetzt, indem er 1776 in Wien eine sebr praktisch 
eingerichtete Tabelle erscheinen lie8, die die Divisoren bis 336000 ent- 
hielt (vgl S. 202). Nach Angabe von GauB hatte er seine Rechnung so- 
gar bis 2000000 getrieben, jedoch ist der Rest nicht mehr im Druck er- 
schienen. Auch die Tafel der Primzahlen wurde 1772 von Marei 
bis. 400000 fortgesetzt, waihrend Johann Neumann zu Dessau 
1785 Tabellen der Primzahlen und der zusammengesetzten Teiler 
aller Zahlen bis 100100 mitteilte und Vega eine Faktorentafel bis 
400000 in seinen Vorlesungen (1793) drucken lieB. 

AuBer den Primzahltafeln enthalt Lamberts Sammlung. noch 
kleinere Tabellen der Quadrat- und Kubikzahlen, der Potenzen von 
2 bia 2 von 8 und 5 bis zur 50°" Potenz, eine Tafel fir die Werte 
der sd laces e-*, von z=0,1 bis x = 10, nebst den Ent- 


wicklungen von eé*, —- > (e + 1), log (a + x) usw. in Reihen und Ketten. 


brtiche, dann eine Tafel der siebenstelligen hyperbolischen Logarithmen 
der Zahlen von 1 bis 100 (Tab. XIII) und eine ebensolche der Zahlen 
von 1,01 bis 10 in Intervallen von 0,01. Bemerkenswert ist die 
XIX. Tafe), welche die Werte der Sinus von 3° 2u 3° in algebraischen 
Ausdriicken zusammenstellt, um gegebenenfalls verschiedene Rech- 
nungen mit aller Schirfe vornehmen za kénnen. Uber die Auf 
stellung dieser Tabelle verbreitete er sich in seincn Beitrigen zur 
‘Mathematik II (S. 133—139) und zeigte, da die einzelnen Funktions- 
werte aus 15 verschiedenen Wurzeln durch Addition und Subtraktion 
allein Eussmtmengvertes sind’). AuBerdem enthilt Lamberts Samm- 


ae ay - 





:) J. G. Kriiger hatte schon 17:6 zu Halle im Magdeburgischen eine Prim- | 
zahitafel bis 100999" gegeben, die er nach Audsage Lamberts von Peter Jager 
erhalten hatte, und von Giuseppe Pigri (1728 etwa —1304) waren 1758 Nuova 
tavole degli elementi dei numeri dall’ 1 al 10000 in Pisa verdffentlicht worden. 
Diese Tafeln enthalten alle Zahlen innerhalb der gegebenen Grenzen durch Prim- 
zahiprodukte dargestellt und sollten nach des Autors sanguinischer Hoffnung die 
Benutzang der Logarithmen fiberfliissig machen. Eine Methode zur Aufsochung 
der Primzahiteiler kat auch Johann Tessanek in Abhandlungen einer Privut- 
‘geselischaft in BShmen, I, Prag 1776. p.1—64 angegeben und mit derselben — 
eine Tafel von 1 bis 1000 berechnet (p 53—60). *) Eine Ableitung derselben 
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Jung noch eine Tafel (XXI), in welcher die hauptsichlichsten tri- 
gonometrischen Formeln zusammengestellt sind, die zur Berechnung 
der éebenen und sphirischen Dreiecke dienen, Tafeln fir die Lingen 
der Kreisbigen auf 27. Dezimalen von 1° bis 100°, von da ab in 
Intervallen von 30° und endlich fir Minuten und Sekunden; ferner . 
Tabellen zur Berechnung der trigonometrischen Funktionen kleiner 
Winkel, zur Bestimmung der Sinus aller Grade mit ihren ersten 
9_Vielfachen auf 5 Dezimalen usw. Zum Schlusse mag noch auf die 
Tafeln zur Erleichterung der Auflésung hoherer Gleichungen, wie 
der Gleichungen 3: und 4..Grades, und endlich auf die Tafel der 
hyperbolischen Logarithmen (Tab. XXXII) aller ganzen Winkelgrade 
des 1. Quadranten hingewiesen werden. Im ganzen umfaBte die mit 
groBer Sachkenntnis zusammengestellte Sammlung Lamberts 45 Tafeln 
in einem sehr. handlichen Oktavbandchen. 

Kin wichtiges Tabellenwerk war damals auch die ,Neue und er- 
weiterte Sammlung logarithmischer, trigonometnsecher und anderer 
Tafelné yon Johann. Karl Schulze (1749—1790), einem Schiller 
Lamberts, welche 1778 in Berlin in zwei Oktavbanden erschien. 
AuBer den siebenstelligen Briggsschen Logarithmen der Zahlen von 
1 bis 101000 finden sich daselbst die hyperbolischen Logarithmen. 
der Primzahlen von 1 bis 10000, die der hollandische Artillerieoffizier 
Wolfram auf 48 Dezimalen berechnet hatte, ferner eine Tafel fir 
die Logarithmen der Sinus und Tangenten kleiner Bogen von 0° 
bis 2° von Sekunde zu Sekunde berechnet, dann im IJ. Bande Tafeln 
der, Sinus, Tangenten und Sekanten mit den zugehdrigen Briggsschen 
und ‘hyperbolischen Logurithmen fiir die 4 ersten und 4 letzten Grade 
in Jntervallen von 10”, fiir den tbrigen Teil des Quadranten aber von 
Minute zu Minute berechnet. Auch die Lingen der ,,Zirkulbigen“ 
fiir alle Grade auf 27 Dezimalen, ferner ftir alle Minuten und Se- 
kunden sind ftir den Radius 1-angegeben, und auBerdem ist noch eine 
Interpolutionstafel aufgenommen. Auch findet sich darin eine Tafel 
fiir rationale Trigonometrie, die nach Lamberts Angaben berechnet 
wurde. Sie gibt fir 100 rechtwinklige Dreiecke die Seiten, fiir 


welche die Taugente des halben spitzen Winkels > - ist. Hier mag 


erwihnt werden, da8 Lambert auf die sogenannte‘ rationale Trfono- 
metrie, mit welcher sich schon Vieta') und De Lagny?*) beschaftigt 


hat Cagnoli 1794 in cose trigonometriche’, Mem. della Soc. Italiana VI, p. 2 
bis 3 gegeben. 7 

') Canon mathematicus su ad triangula cum appendicibus, Lutetiae 1579 
in fo). Darin: Canonien triangulorum Laterum fationalium. Vgl. die Beschrei- 
buog desselben bei Hunrath ia Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik, 
Heft 9. p. 221-225. *, Sur le calcul analytique et indéfini des Angles 
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hatten, durch einen Brief aufmerksam geworden zu sein scheint, den 
ihm eim gewisser Pater Simon Baum vom S&t. Salyatorurden am 
15. Oktober 1773 schrieb; darin teilte er ihm mit, daB er 223 Sinus- 
werte in rationalen Zahlen beetimint habe und noch 20000 zu he- 
rechnen gedenke, welche zur Behandlung von Dreiecken dienen, deren 
Seitén und Inhalt rational sind. In seiner Antwort auf diesen Brief 
am 14. Dezember des gleichen Jahres teilte ihm Lambert mit. 
er habe eine Tafel fiir alle Briiche, deren Nenner 100 ist, berechnet, 
und aus dieser Tafel kénne man schon 200 rationale Sinus finden, . 


was vollig geniige Ferner sei allgemein tga — + gesetzt, so folgt 


sin 2a = 2ab : 9 b® — a? 
1 a or a? cos za = bg 
und hieraus z. B. fir ¥ ms Be 
: ‘sin2a =o. cos2am °° a = 30° 30’ 27". 


65’ 65’ 


Diese Uherlegungen waren es jedenfalls, iis die Kntstehung der 
Schulzeschen Tafel verursachten, nur war dieselbe leider mit so 
vielen Fehlern behaftet, duB sie Bretschneider 1841 ) noch einmal 
berechnen’ muBte. 

Schulzes Werk scheint ‘och das Bediirfnis nach Lowaithinen: 
tafeln nicht befriedigt zu haben, weshalb Georg Freiherr von Vega 
(1756— 1802) sich mit der Herausgabe ihnlicher Werke befafte, die 
bald sehr popular wurden. Vega, m Zagarika in Krain geboren, 
trat friih in die Ssterreichische Armee, war als Hauptmann zugleich 
Professor der Mathematik beim Bombardierkorps in Wien, machte 
die Feldztige gegen die Ttirken 1788 und gegen Frankreich 1793 bis 
1797 mit, in denen er sich sehr auszeichnete, und stieg bis zum 
Oberstleutnant. 1802 wurde er entseelt in der Donau gefunden: 
spater ergab sich, daB er von-einera Miller ermordet worden war’). 
Wahrend er seine Professur inne hatte, verdtfentlichte er zunichsi 
,Logarithmische, trigonometrische und andere zum Gebrauche der 
Mathematik eingerichtete Tafeln und Formeln“, Wien 1783, 8°, die 
in zahllosen Neuauflagen und Bearbeitungen bis heute im Gebranchs 
blieben. Das Werk umfaBte die siebenstelligen Logarithmea der 





des triangles etc. Mémoires de l’Académie deo Paris 1729, insabesondere 
p. 818. 

1) Archiv fiir Mathematik und Physik I, p. 96—101.. *) K. Déhlemwann, 
Georg von Vega. Zeitschrift fir Mathematik und Physik 1894, XXXIX. p. 20% 
bis 211. 

29* 
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Zablen und der trigonometrischen Funktionen sowie die gonio- 
mnetrischen Funktionen selbst, die Langen der Kreisbégen und ver- 
schiedene den Kreis und die Berechnung der ebenen und spharischen 
Dreiecke betreffende Formeln. 1794 crschien dann in Leipzig 
»Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch“ und im gleichon Jahre 
Vegas vollstindigstes und bedeutendstes Werk in dieser Richtung, 
der ,Thesaurus logarithmorum completas ex Arithmetica logarithmica, 
et ex Trigonometria arteficiali“, Lipsiae 1794, 2° Die erste Tafel 
' desselben, der ,,Magnus Canon loganthmorum vulgarium“ enthiilt die 
. 10atelligen Logarnithmen der Zahien von 1 bis 1000 ohne Differenzen 
upd von 1000 bis 100999 mit Differenzen, die 2. Tafel, der Magnus 
Canon logarithmorum vulgarium trigonometricus gibt die 10stelligen 
Logarithmen der Sinus, Kosinus, Tangenten und Kotangenten und 
zwar zwischen U° und 2° in Intervallen von 1” und fir die ibrigen 
Winkel von 10” zu 10” mit Angabe der Differenzen. AuBerdem 
findet man noch darin Tafeln ftir Kreisbogenlingen,. eine umfagsende 
Sammlung trigonometrischer Formeln und Wolframs hyperbolische 
Logarithmen der Primzahlen. Vegas Thesaurus war, wie er selbst 
sagt, eine Neuberechnung von Viacks Tafeln (II°, 8.443 ff), und er 
glaubte die Fehler jener Tabellen so verbessert zu haben, da8 er fir jeden 
ihm angezeigten Fehler einen Dukaten zu zahlen versprach. Doch ge- 
niigte, wie nachmals Gau8B in einer Besprechung des Werkes nach- 
wies'), die Tafel [1 der Anforderung, die TabulargréBe dtixfe niemals 
um mehr ais eine halbe Kinheit der letzten Dezimalstelle von dem 
ushren Werte -abweichen, keineswegs. 

Kin Jahr nach dem Erscheinen des Thesaurus kam in Paris die 
Tafelsamlung von Francois Callet (1744-—1798) heraus, die wir 
schon ‘5S. 423 anfthrten*). Sie umfaBte im ganzen 11 wichtige 
Tafeln in einem nicht fibermaBig dicken Oktavband und bericksich- 
tigte neben der alten Teilung des Quadranten auch die Hundertteilung 
desselben. Die Haupttafeln entnalten 7Tstellige CLogarithmen der 
Zahlen wie der trigonometrischen Funktionen, doch sind auch die 
gewohnlichen und hyperbolischen Logarithmen der Zahlen von 1 bis 
1200 und von 101000 bis 101179 sowie die gewéhnlichen und 
hyperbolischen Antilogarithnmen von 0,00001 bis 0,00179 in Inter- 
vallen von 0,00001 and von 0,000001 bis 0,000179 in Intervallen 





') Astronomische Nachrichten 1851, Nr. 756, Werke Ti, p. 257—264. 
Vgl. dagegen die Ansicht von Leber ,,Tabularum ad faciliorem interpolationis 
computationem utilium Trias“, Vindob. 1897. 2) Tables portatives de loga- 
rithmes 1795, 8°. Die umfangreiche Kinleitang (118 Seiten) enthalt eine genave 
Angabe- dee Berechnung der Tafeln. Neudrucke erschienen 1827, 1829, 
1858, 1890. 
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von 0,000001.simtlich auf 20 Dezimalen mitgeteilt und die ersten, 
_ gweiten und dritten Differenzen angegeben. AuBSerdem ist noch eine 
Tafel bemerkenswert, die die Sinus und Logarithmen derselben auf 
15 Dezimalen fiir je 10’ des hundertteiligen Quadranten gibt. Was 
die Berechnung der natiirlichen Sinus in diesem Werke betrifft. -so 
hat sie Callet wahrscheinlich durch Interpolation aus der_,,Trigono- 
metria arteficialis’ von Vlack vollzogen'). ° 

Von den um jene Zeit in England erschienenen Tafelsammlungen 
haben wir die trefflichen Mathematical Tables, London 1785, 8°, zu 
nennen, die Charles Hutton (siehe Abschnitt XIX, 8. 16), seit 
1773 Professor an der Militiérakademie zu Woolwich, herausgab. 
Sie erlebten bis 1858 Neuauflagen unter hestindiger- Verbesserung. 
Die ersten sechs derselben enthalten eine duBerst werivolle Einleitung 
liber die Geschichte der Logarithmen. AuSerdem finden sich in 
dieser Sammlung Antilogarithmen, d. h. die Zahlen zu den Logarithmen’ 
von 0 bis 0,00149 in Intervallen von 1 Hunderttausendstel auf 20 Dezi- 
malstellen berechnet, und Jogistische Logarithmen, d. h. die Werte 
von log 3660” — log«, von x= 1" bis z= 5280" in Sekundeninter- 
vallen anf 4 Dezimalen. 

Ein bedeutendes Werk ist auch die dreibindige von Mi chael Taylor 
(1156—1789), einem Rechner fir den Nautical Almanac, in London 
1792 in-4° herausgegebene Tafelsammlung mit einer Vorrede von 
Nevil Maskelyne, dem wir schon begegneten. Unter den darch- 
weg 7 dace Tafeln befindet sich eine (die III.) von 450 Seiten 


mit nahe 3. 5 Millionen Ziifern; sie enthalt die Smus, Kosinus, ‘Van- 


genten und Kotangenten ud wurde durch Interpolation aus Vlacks 
10stelliger Tafel mit Kirzung auf 7 Stellen berechnet AyBerdem 
hat Taylor noeh 1780 ein Sexagesimaltafel publiziert. 

Als man in Frankreich in den ersten Jahren der groBen Um- 
walzung, welche die Revolution auf allen Gebieten hervorgerufen 
hatte, auch die MaSe und Gewichte reformierte, indem man fiberall 
das Dezimalsystem einfihrte, lag es nahe, den schon friiher vereinzelt 
aufgetauchten Gedanken der Dezimslteilung des Winkels wieder auf- 
zunehmen und daflir neue logarithmisch-trigonometrische Tafeln zu 
schaffen, ahnlich wie aie einst Briggs berechnet hatte (vgl [1?, 5. 743). 
Die Anreguog hierzu ging von Carnot, Prieur und Brunet aus, 
und mit der Leitung des Unternehmens, welches in groBem MaBstabe 
angelegt wurde, ward 1794 der zum Vorstande des Katasterbureaus 
(1791) ernannte Ingeniewr Gaspard de Prony (1755—1839) betraut. 





) Glaisher, a. 6. 0., S. 95 rach Hoberte und Idelers Angabe (4799) 
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Dieser teilte seine Hilfsarbeiter in drei (sruppen. Die Herstellung 
der fiir die Réechnung notwendigen Formeln lag: in den Handen be- - 
riihrater Mathematiker, wie Delambre und Legeudre, die zweite 
Gruppe bestand aus Rechnern, die mit der Analysis vertraut waren, 
wahrend die Mitglieder der dritten Sektion, za denen man hauptsiich- 
lich die durch das neue Regime brotlos gewordenen Perfickenmacher 
heranzog, nur die Additionen und Differenzenrechnungen anszuftthren 
hatten. Dabei vollzog man') die Berechnung der Sinus von 10° zu 
10° mittelst der Reihe, die Sinus der zwischenliegenden Bégen wurden 
von Grad zu Grad mit der Formel 


sin (a +5) = 2cosa sind + sin (a — b) 


' bestimmt, und alles tibrige wurde durch eine geschickt angelegte 
Differenzenrechnung ausgefiilit, deren auf Moutons Methode be- 
ruhende Einrichtung man hauptsichlich Legendre verdankte*). Das . 
Werk umfaBt handschriftlich 17 Bande- in Folio und enthalt neben 
einer ausfiihrliclen Einleitung ther die Herstellung usw. der Tafeln 
die natiirlichen Sinus fiir jeden 10000"™ Teil des Quadranten auf 
25 Dezimalen, um sie sicher auf 22 zu haben, mit Angabe von 7 oder 
% Kolonnen Differenzen, ferner die Logarithmen der Sinus und der Tan- 
genten fiir jedes Hunderttausendstel des Quadranten auf 14 Dezimalen 
mit 5 Differenzen, dann die Logarithmen der Verhiltnisse der Sinus 
und der Tangenten zu ihren Bogen fiir die 5000 ersten Hundert- 
tausendstel des Quadranten in 14 Dezimalen, weiter die Logarithmen 
der Zahlen von 1 bis 10000 aut 19 Dezimalen und die der Zahlen 
von 10000 bis 200000 mit 14 Dezimalstellen und 5 Differenzen. Das 
begonnene Riesenwerk war also wirklich dem Plane yemaB zu Ende ge- 
fiiirt worden, blieb aber leider unveréffentlicht, da der bereits angefangene 
Druck wegen der Zerriittung der Finanzen eingestellt werden muBte. 
Ubrigens hat dasselbe an Wert bedeutend verloren, da die Hundert- 
teilung des Quadranten in der Folge keinen Eingang fand; obwohl 
sie Legendre in seiner vielbenutzten Trigonometrie den Rechnungen 
zugrunde legte, und auch bald kleinere Tafeln, wie die ,,Tables tri- 
gonomeétriques décimales* von Burda*) in Frankreich und die ,,Nou- 


1} Mémoires de l'Institut V, an XII, p. 56—66: Rapport sur les grandes 
tables trigohométriques dévimales du cadastre par Lagrange, Laplace et De- 
lambre’ und Bulletin de la Société Philomathique de Paris III, 1811, Bericht yon 
denselben. Vgl. auch Comptes rendus de l’Acad. de Paris 1858, XLVI, p. 91! 
bis 912. ferner Annales de ]‘Observatoire impérial de Paris IV, 1858, p. 128 bis 
150, endlich Nouvelles Annales XIV, 1855, p. 14—17 des historischen Teils. 

*) Counaissance de temps 1817, p. 219-—-288. *) Tables trigonométriques déci- 
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velies tables trigonométriques* von Hobert und Ideler*) in Deutsch- 
land erschienen, die sich dieser Teilung bedienten. In der Vorrede 
zu letzterern Werk, welches das erste war, das in Veutschland die 
zentesimale Teilung des Quadranten einzutihren suchte, wird der 
Differenzenmethode zur Berechnung der Tafeln das Wort geredet und 
in der Tat hatte die Herstellung der ,,Tables du Cadastre“ das Uber- 
gewicht dieser Methode itber die direkte Berechnung anf das schlagendste 
dargetan. ° 

Obwohl man sich, wie schon am Anfang dieses Abschnittes er- 
wabnt, zur Berechnung der Logarithmen stets der unendlichen Reithen 
bediente, machte sich doch am Ende des Jahrhunderts das Bestreben 
geltend, elementare Methoden herzustellen, mit denen eine solche Be- 
rechnung wenigstens fiir die Zahlenlogarithmen mdglich ware Der 
Prediger der franzdésischen Gemeinde und nachmalige Professor der 
Mathematik an der Académie militaire in Berlin. Abel Btirja (siehe 
S. 29) veréffentlichte 1786*) zwei: solche Methoden zur adirekten Be- 
rechnung der Logarithmen. Die erste beruhte darauf, daB er darch 
-abwechselndes Ziehen der zweiten und der fiiuften Wurzel aus £0 und 
den hierdureh entstehenden Zahlen die zu den Logarithmen 


0,1, 0,2, ... 9,9; 0,01, 0,02, ... 0,09: 0,001, 9,002, .. 0,009 nsw. . 


gehérigen Numeri bildete, dann die ersten ¥ Vielfachen dieser Zahlen 
berechnete und alles in einer Tafel vereimigte, in welcher die Loga- 
rithmen vom griéBten zum kleinsten abnehmen. hese ,,Hilfstafel‘*) 


aia fortgefihrt. Den zu einem gegebenen Logarith- 
mus, z. B. zu 0,463... gehérigen Numerus findet man dann, indem 
man die Faktoren von 1%. 10°%-.10%% .. in jener Tafel auf- 
schlig} und miteinander multiplizert, was durch die Vielfachen in 
der Tafel erleichtert wird. Auch die umgekelute Aufgabe 1aBt sich, 
wie Biirja zeigt, mit der Hilfstafel leicht lésen‘*). 

Die zweite Methode, die er mitteilte, diente dazu, jeden Loya- 


hat er bis zu 


males ou Tables des logarithmes .. revues, augmentéra ab publiées, par J. o J. 
Delambre, Paris, an IX (1800/1), klein-8°. 

') Nouvelles tables trigonométriques calculées pour la division décimale du 
quart de cercle, Berlin 1799, 8°. *) Der selbstredende Algebraiste 1786 und 
Mémoires ‘le l'Acad. de Berlin 1786/87 (publiziert 1792), p. 488—478, und kiirzer 
im Leipziger Magazin fiir reine und angewandte totem von J. Bernoulli 
und Hindenburg 1786, p. 90—105. *) A.a.0., p. 456—478. Das Verfahren 
ist wahrscheinlich Long nachgebildet, der es in P. T. 1714, XXIX, Nr 339, 
p. 52—54 gab. ‘) Dem Gedanken, wenn auch nicht der Form nach dieselhe 
Methode hatte schon Brook Taylor 1717 in deu P T. Vol. XXX, Nr. 352, 
p. 618—~622, entwickelt. 
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rithmus einer Zahl ohne Tafel zu finden und berubte auf der Dar- 
stellung desselben durch einen Kettenbruch. War z. B. der Loga- 
aa von 262 144 sur Basis 128 2u bestimmen, sv seizte man 


pt 


128 * == 262144, daraus peck sofort p= 2, und hiermit leicht 
16¢ = 128; ist jetzt g = r+ -, so folgt wieder r= 1 und hiermit 
8' = 16 seh so da sich schlieBlich der gesuchte Exponent in der 


1 
1+ ——2 
i+ 5 


hat 1795 der ‘cites David Rittenhouse (1732—1796) ge- 
geben’), ob mit oder ohne Kenntnis von Biirjag Abhandlung, laBt 
sich wohl nicht mehr feststellen. 

In allen Tafelwerken jener Zeit wurde natiirlich, wie auch heute 
noch, der Zahl w gedacht; so finden sich z. B. in Lamberts Samm- 


lung (Tafel XXIV) x, loga, oy Vx auf 18 Dezimalen angefihrt, 


und Vega gab in seinem, Thesaurus (p. 633) z auf 140 Stellev an, . 
von denen 136 nehtig sind. Die Methoden, mit denen man 2 be- 
rechnete, beruhten hauptsachlich auf dem Kunstgriff, den zuerst 


Machin angewendet hatte (vgl. III*?, 8S. 364—365), nimlich i in die 


Summe zweier oder mehrerer Bogen mit rationalen T itaiaae zi 
zerlegen, die dann einzeln mit der Arkustangensreihe berechnet 
wurden. Euler war es, der zuerst diesen Gedanken wieder auiyriff 
und auf das vollkommenste ausbeutete, indem er schon 1737?) durch 
Kiafthrung spezieller Zahlenwerte in die allgemeine Formel 


Form 2 am —-- = 25 darstellt. Fast genau die gleiche Methode 


§ ; " 1 1 
ares manele oy gt BE ts 


solehe Zerlegungen vornahm und auBerdem die Reihe 


arcty = ee FEL + le Fi = aretg ry + 


herstellte, die 2. B. fiir 7 =I, a, b, é. ... gleich de: ungeradeu 
Zxhlen der Zahlenreihe die Reihe 


') Mcthod of raisiey the common Logarithm of any Number immediately 
(gelesen am 12. August 1795) Tiansactione of the American philosophical Society, 
1V, Philadelphia 1799, p 69—71, Nr IX. *) De variis modis circuli quadra- 
turam numeris proxime ecxprimer.di. Comment. Acad. Petrop. IX, 1737 (er- 
schienen 1744), p. 100. ; 
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=~ arctg 5 + arctg =~ 4 + aretg — + arctg 5, oe 


lieferte. Auf solche auch vom analytischen Standpunkt interessante 
.Reihen kam er spater (1762/63) noch einfhal zuriiek'), indem er sich 
mit ihrer Summation beschiitigte. Daran anschlieBend hat dann. 
Johann Friedrich Pfaff (1765—1825), Universitétsprofessor za 
Helmstadt und dann zu Halle, diese Reihenkategorie von allgemeinerem 
Standpunkt systematisch untersucht?) und zn den schon von Euler 
summierten Reihen auch noch solche hinzagefaigt, deren Summe durch 
einen Bogen ausgedriickt wird, dessen Tangente transzendente GriBen 
einschlieBt. 

Eulers Formeln wurden vielfach zur Berechnung von a benutzt (vgl. 
5.299, 300). So hat z.B. Vega das oben angefiihrte Resultat aus der Euler- 


schen Formel i= 5 arctz + + 2 arctg o gewonnen, wozu er noch 


zur Kontrolle. - = 2 aretg = + aretg + nahm, und Karl Buzen- 


geiger (17 71—1836), zuerst Magister in Ansbach, dann Professor 
der Mathematik in Freiburg im-Breisgav, gab die auf ahnliche Weise 
' gebildete neue Formel: 


% 1 ; ) 1 | 
7 8 arctg 55 — 4 arctg big 88Cté 55 ”) 


an,.die auf sehr rasch konvergente Reihen fiihrt. Ebenso teilte 
Ch. Hutton, dem wir schon wiederbolt begegneten, drei dhnliche 


Zerlegungen von _ init‘), berechnete aber die Teilbégen nicht mit 
‘der gewéhnlichen Arkustangensreihe, sondern mit der viel rascher 


konvergenten Reihe: 


t? 2-4/7 t \@ | 2-4-6/ #* 8 | 
arctg tm sce (1 + (ree) tace(sge) t+ cecalige) te}: 
die er durch Transformation aus ersterer erhielt. Euler hatte 
tibrigens diese Reihe schon 1755 in seiner Differentialrechuung auf- 


gestellt®) und teilte sie 1779 der Petersburger Akademie mit, indem 
er seis Finfibrang derse]-en in die Formel 


: De. progressionibus arcuum circularium, quorum tangentes secundum 
certum legem procedunt. Novi Comment. Acad. .Petrop. IX, 1762/63 (er- 
achienen 1764), p. 40—52. *) De progressionibus arcuum circularium ete., 
wie bei Euler, Nova Acta Acad. Petrop. X, 1792 (vorgelegt 1795, erechienen 
1797), p. 128—184. *) Kliigel, Wérterbuch J, p. 666. ‘) P. T. 1776, p. 476. 
Vgl. aber die weitere Geschichte dieser Reihe, die wiederholt neu gefunden 
wurde, Glaisher in Messenger of Mathematics IT, 18738, p. 119f. *\ Pars Il, 
‘Kap. 2, p. 818. : 
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t= 20 aretg -= SS + 8aretg > 


die iiuBerst beygaeme Formel: 


e 
x 28, 2/2 24/2\2 | 
ba es (100)-+ 35 (za) a) 
30366 2 / 144 vo 4/ 144 \2 
T 400000 {1 + 3 (enna) T 3° 5 (oven) ae 
erhielt. Mit ihr berechnete er, nach seiner Angabe, z in einer Stunde 
auf 2() Dezimalen ') 
In einer anderen Abhandlung vom 17. Jun: desselben Jahres *) 
bildete Euler die leicht zu beweisende Gleichung: 


xdz , xidx 
arctg 8 f Et fot (AS. 
entwickelte diese Integrale in Reihen, setzte x = 2 und daun = ; 


und erhielt dadurch Keihen fiir vac 3 und arctg — , welche in die 


Gleichung * 4 @ Zaretg ; + arctg 7 eingesetzt ebenfalls einen zur Be- 


rechnung von z brauchbaren Ausdruck iieferten. 

Zu einer anderen interessanten Abhandlung tiber das hier einschligige 
Gebiet wurde Kuler durch einen von Descartes gemachten Versuch der 
Kreisrektifikation veranlaBt*) (vgl. 8. 259, 260). Zu diesem Zweck hatte 


Descartes an das Quadrat bf (Fig. 25) das Rechteck cg, dessen vierte 
Ecke auf ‘der Diagonale liegt und dessen Flache 








h 
Peco | gleich , des Quadrutes ist, angelegt, an dieses 
| Lf | | wieder ein Rechieck dh = y des vorhergehen- 
| 4 | ! | den usw. Dadurch war er schlieBlich .u einem Grenz- 
So : | punkt «x gelangt, der so liegt, daB az dem Durch- 
| | |: messer des gesuchten Kreises yleich wird. Dabei 
wee ag hatte er angegeben, daB wb der Durchmesser des 
Pee dem Quadrate eingeschriebenen Kreises, ac der 


Durchmesser des dem Achteck eingeschriebenen, 
ae Jonge i dem Sechzehneck eingeschriebenen Kreises usw. ist, so 


') rere anarundam serierum, Nova Acta Acud. Petrop. XI, 1793, 
p. 133 ff., gelesen am 7. Juni 1779 (erschienen 1798), p. 183. In eimem anderen 
Aufsatze, der erst 1862 in den Opera posthuma L. Euleri von.P. H. Fu8 et 
Nic. Fa I, p. 288 verdffentlicht wurde, wird diese Reihe noch auf einem etwas 
anderen Weve abpeleitet. Dort findet sich obige Angabe fiir die Zeit der Be- 
rechnung. *) Nova Acta Acad. Petrop. XI, p.150. °) Oeuvres de Descartes 


e 
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daB endlich ax der Durchmesser des dem Polygon mit unendlich 
vielen Seiten eingeschriebenen Kreises, .d. h. der gesuchte Kreisdurch- 
messer selbst wird. Kuler beweist nun zunichst die Richtigkeit 
dieser Konstruktion und leitet dann aus ihr die Formel 


tg) +. tg + vente eat 


—— 4 , 
% 


ab. Diese Reihe gibt ihm sofort ee die Summe der 


allyemeineren Reihe tgg + - 5 tes era ; tg * tte 


er auch leieht in der Form = —2etg2g _ findet. 


za suchen, die 


Aus dieser Glei- 


chang wird dann unter anderem auch die Faktorenfolge gewonnen: 


29 


sin 2g 4 


; f son © F 
a= 1; (cos P COS -;- COB [ COS 


ae 


ei 


die im speziellen fir g = a jene schon Vieta bekannte Beziehuny 


liefert (vgl. II*, S. 595), welche als das erste unendliche Produkt gilt '). 

Auch Eulers jiingerer Zeitgenosse Lambert hatte schon 1758 an 
die Quadraturversuche des Gregoriusa St. Vincentio (II?, Kap.81) an- 
kniipfend eine Ableitung dieser Faktorenfolge in einer Abhandlung*) 
gegeben, auf deren Inhalt wir, soweit er unser Gebiet betrifft, noch 
die Lange eines Kreis- 


kurz eingehen wollen. Er sagt daselbst, da 
bogenstiickes 4M—vr (Fig. 26) zwischen 
dem Sinus 4S =—y und der Tangente Af’ 
liegt, so wird es auf der Verlangerung des 
Durchmessers AB-+2 einen Punkt P in 
der Entfernung AP = geben, der mit J 
verbunden, einen Punkt Q auf AF liefert, 
der zwischen S und F' liegt. Bezeichnet 


man MS mit + =sinversv, so ergibt sich © 


leicht die Boziehung ¢—= **~. Wenn man 


is dieser « und y durch die bekannten — 


Fig. 20. 


Reihen ersetzt, so findet man zunichst fir z die Reihe 


-_ —_—— ——e ee 


Ed. Cousin, XJ, p. 442—443. Fulers Abhandlung fiihrt den Titel: Annotatio- 
nes in locum quondam Cartesii ad circuli quadraturam spectantem. Nov. Comment. 


Acad. Petrop. VIII, 1760/61, p. 157ff. (erschienen 1763). 


Spater gab auch J. Fr. 


de Tuschio a Fagnano in Acta Ernditorum 1771, p. 406—418 einen Beweis der 


Konstruktion. 


1) Ubrigens hat Euler diese Formel von anderen Betrachtungen ausgehend 
schon frither gefunden: Comment. Acad. Petrop. IX, 1737 (erechienén 1744), 
p. 284—235. Sie tritt auch wieder auf in Opuscula analytica L. Evuleri, Petro- 
poh 17838, 4° p 345. *) Observationes variae in mathesin puram. Acta 


Helvetica III, Basileae 1758, § 10, p. 182. 
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se 8— ott a ts 
durch welche P so bestimmt wird, deB 4Q—v ist. Nimmt man 
ferner #=3 un, so ergibt der hierdurch bestimmte Punkt P eine 
sehr einfache und genanc Methode zur Rektifikation des Bogens 
v= AM=AQ. Joambert weiat die Richtigkeit seiner Behauptung 
dadurch nach, daB er mit seiner Formel eine kleine Tabelle berechnet 
und die Unterschiede der gefundenen und der wahren Werte bestimmt, 
Weiter ergibt sich aus der Figur die Proportion 


OS: SF = (1 —2):(3—2), 
aus welcher fiir sebr kleine x (7 = 0) folgt, daB FQ=28Q oder 


tgvu—v=2(v—sinr) isi, woraus 

are y me BET MINC yng gy a 1808 Seve asinet 
sich viel genauer ergibt, als wenn man, wie gewGhnlich, das arith- 
metische Mittel zwischen tgv und sine, oder den Seiten der um- une 
cingeschriebenen Polygone hildet. 

Nicht unerwahnt wollen wir auch die Versuche lassen, waicks 
im fernen Japan in der zweiten Hilfe des 18. Jahrhunderts gemacht 
wurden, um die Zahl z auf eine gréBere Anzabl Dezimslen zu be- 
stimmen, und welche beweisen, daB die Japaner damals im Besitze 
von Methoden waren, die im Abendlande der Erfindung des Infini- 
tesimalkalkitls unmittelbar vorhergingen. 

Japans bertihmtester Mathematiker Kowa Seki (vgl. HL’, 8. 669) 
gilt: ale der Hrfinder einer solchen Methode, und aug der von ihm 
gegriindeten Schule gingen mehrere Mathematiker hervor, die seine 
Erfindung ausbauten. Bemerkenswert sind einige unendliche Reihen 
fiir arcsin 2, welche sich bei verschiedenen japanischen Mathematikern 
finden. So wurde in dem Werke Ho en gan Kyo von Yoshihide 


Matsunaga von 1739 der Wert von a auf 50 Stellen fir t= 
aus der gewdhnlichen Arkussinusreihe berechnet, die Newton (IlIl* 
S. 74) in seiner Analysis per sequationes abgeleitet hatte’). Ajima 
(oder Yasujima?)?) aber (etwa 1737—1797) gab auBer jener Reihe 
auch noch die zwei folgenden: 

po 


e 
_ ee ae. Ee ee 41 
* (aresing + 2V1 - z*) == ¢ efi 2-46... 3B xi 
') Sie steht tibrigens auch bei Wallis ,,De Algebra Tractatus“, Opera II, 
Oxoniae 1698. p. 883.  *) Vgl. tiber diese Lesart den Aufsatz von Y. Mikami 
im Jahbresberici.t der Mathematikervereiniguny. 1906, p. 254. 
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ae | 
ee aa ea 2-4-6...2 : 
arcsin 7 = Y1— Ps i308... ra fra —) 
AuBerdem finden sich in japanischen Schriften aus jener Zeit auch 
Darstellungen der Zahl # durch Naherungswerte von Kettenbriichen’). 
So stammt von Y. Arima aus dem Jahre 1766 der auf 12 Stellen 
6419861 


richtige Naherungsbruch -7,-743, und der auf 30 Stellen zutreffende 

Bruch x = saaiaizigpia? wihrend G. Kurushima (fF 1760) 
5 98548 | 

x* == —- angab. . 


Versuche, den Charakter der Zahl x zu ergriinden, waren 
schon von De Lagny (III*, 8S. 120) gemacht worden. Derselbe war 
bereits 1719 zu dem wichtigen Satze gelangt*), den er allerdings 
nicht beweisen konnte, daB, wenn die Tangente eines Bogens 
eine rationale Zahl ist, der Bogen selbst irrational sein 
mu8, und hatte daraus die Folgerung gezogen, daB di¢ Kreisrektifikation 
durch Radius. und Tangente geometrisch unméglich sei‘). Dicser 
Satz war es, der Lambert zum Ausgang seines Beweises fiir die 
Irrationalitat von x im Jahre 1767 diente®), und den er ,,auBerordentlich 
scharfsinnig und im wesentlichen einwandfrei“ gestaltete *). 

Lamberts Zeitgenossen scheinen allerdinge cntweder seine Arbeit 
‘nicht beachtet. oder die Bedeutung des Schrittes, den er in der Er- 
kenntnis des Charakters der Zahl x durch diesen exakten Bewwis ge- 


_ —_——— 


) Auf die hier mitgeteilten Reihen ist von P. Harzer: ,,Die exakten 
Wissenschaften im alten Japan“, Rede gehalten 2u Kiel am 27. Januar 19U5, hir- 
gewiesen worden (p. 88—84). Daselbst werden auch die Quellen, aus denen 
Harzer geschdpft hat, genau angegeben *) Harzer. a.a.0U., p 29, Aumerk. 5. 
Vgl. auch T. Hayashi, The values of x hy the japanese mathematicians of 
the 17 and 18 centuries. Bibliotheca math. 1902, p. 273--275. °) Mémoizxes 
de l’Acad. de Paris, 1719, p. 141. *) Ebenda, 1727, p. 124—126. “) Mé- 
moire sur quelques propriétés remarquablea des quantités transcendentes circn- 
laires et logarithmiques. Lu en 1767. Histoire de Acad. de Berlin 1761 (uic!), 
p. 265—822, und in popul&rer Darstellung in den Beitriigen zum Gebrauche der 
Mathematik HI, p. i40--169. . °) Man sehe tiber den Wert von Lamberts Be- 
weis: A. Pringsheim, Uber die ersten Beweise der [rrationalitit von e und 2; 
Sitzungsberichte der moth.-phys. Klasse der k. bayr. Akad. der Wissenscb. 1898, 
XXVIUI, Heft 2, p. 325—°37. Hierzu sei noch bemerkt, dab Lambert io seiner 
Erkenntnis noch weiter ging, indem er in einem Briefe an Holland (Lamberts 
deutscher gelehrter Briefwechsel, herauagegeben von J. Bernovlli, I, p. 254) 
sagt: ,,Die Art, -vie ich dies bewiesern habe, 148¢ sich so weit ausdebnen, dab 
zirkul&re und iogarithmische Gré8tr. nicht Wurzeln von rationalen Gleichungen 
sein k6nnen“. 





4i8 Abschnitt X XIN. 


tan hatte, nicht erkannt zu haben, senst hatte nicht selbst Euler 
noch 1771 seine ziemlich unfruchtbaren Spekulationen tiber die Még- 
lichkeit oder Unméglichkeit der Quadratur des Kreises, die er bereits 
in der Introductio') an die Lésung transzendenter Gleichungen, wie 
$= Coss, <= sin2s usw. angeknipft hatte, wiederholen kénnen’*). 
Der ganze Charakter von Lamberts auf absolute Exaktheit zielender 
Beweisfiihrung steht eben so ganz auBerhalb der fast nur auf for- 
male Erweiterung der Mathematik hinzielenden Tatigkeit semer Zeit- 
genossen, daB eine Nichtbeachtung derselben wohl verstanden 
werden kann. 

Haben wir uns mit der Besprechung der Methoden zur Berech- 
nung der Zahl x bereits einen Ubergriff in das Gebiet. der Analysis 
erlaubt, so miissen wir auch noch in kurzem der tibrigen Errungen- 
schaften auf diesem Gebiete gedenken, die mit den trigonometrischen 
Funktionen in Zusammenhang stehen. Wir erinnern uns (III]’, 8. 716 
bis 717), daB Euler schon in der Introductio 1748 und noch frther 
(1743)*) die Summe einer endlichen Zahl von Sinue oder Kosinus, 
deren Argumente in arithmetischer Progression fortschreiten, auf nicht 
einwandsfreie Weise gewann, indem er sich. divergenter unendlicher 
Reihen bediente. Die einfachen und stichhaltigen Ableitungen, deren 
wir uns heute noch bedienen, haben erst Kligel‘), Cagnoli>) und 
spiter. wieder Francesco. Pezzi®) (+ 1813), Ingenieur und Professor 
der Mathematik an der Universitaét-Genua, gegeben, und Cagnoli 
hat auch noch die Summen der n'® Potenzen der Sinus und Kosinus 
solcher Winkel berechnet, nachdem schon 1748 Gregorio Fontang 
(1735—1803), der Nachfolger Boscovichs an der Universitat Pavia 
war, cine Ableitung dieser Summen mit Hilfe des Imaginaren mit- 
geteilt hatte’). Aber auch diese Gelehrten glaubten noch alle die 
Reihen obne Riicksicht auf Konvergenz oder Divergenz ins Unend- 
liche fortsetzen zu diirfen. 

Auch fiir die lingst bekannten Formeln, welche den Sinus und 
den Kosinus ganzzahliger Vielfachen eines Winkels durch die Potenzen 
der Sinus und Kosinus oder einer dieser Funktionen allein ausdriicken, 
haben Kliigel*), Cagnoli®) und andére neue Ableitungen gegeben, 


') B, II, Kap. 22. *) Considerationes cyclometricae. Novi Comméhtarii Acad. 

Petrop. XVI, p. 1604. *) Miscellanea Berolinensia VII, p. 129. ‘. Analytische 
Trigonometrie 1770, p. 39—43. 5) Trigonometria, 2. Aufl, p. 117—118. 
) Memoric della Societa Italiana XI, 1808, p. 21ff. 7) Ebenda, II, 1784, 
p. 424 /f. ", Analytische Trigonometrie 1170, p. 46—65. °) Cose trigonometriche, 
Memorie dellu Societa Italiana VII, 1794 und Trigonometria, p. 104—108, wo- 
selbst iibrigens wieder kritiklos unendliche Reihen benutzt werden. In demselben 
Kapitel IX werden auch die umgekebrten Formeln fir sinc” und cos x” mittels 
des Imaginaren abgeleitet. 
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von denen die des Irlanders John Brinkley (1797)1) die vollstindigste 
ist, da derselbe das Koeffizientengesetz mittels des Schlusses von » 
auf n+ 1 bewies. «a 

Fir ein ganzzabliges gerades oder ungerades 7 liefern diese 
Entwicklungen bekanntlich direkt die Teilungsgleichungen der tri- 
gonometrischen Funktionen. Nun wu8te man schon seit Wallis, daB 
im ersteren Falle 2m, im letzteren » Wurzeln vorhanden sind, auch 
hatten bereits Euler 1748 (vgl. IJI?, S. 716) und noch viel ein- 
gehender Kastner 1756?) Untersuchungen tiber Zeichen und Gruppie- 
rung dieser Warzeln angestellt, dennoch glaubte D’Alembert 1768 
noch einmal auf diese Fragen zurtickkommen zu miissen*) und 
Klagel, Karsten und andere folgten ihm nach. Der erstere der 
beiden zuletztgenannten Manner schloB an seine Uberlegungen auch 
die Produktdarstellung von sinnz und cosnz fiir ein ganzzahliges n 
an und fiigte‘) noch eine stichhaltige Ableitung des Satzes von 
‘Cotes bei, die als eine Erweiterung und Vereinfachung des schon 
von Johann Bernoulli mitgeteilten Beweises®) angesehen werden muB. 

Was die Ableitung der Potenzreihen fiir sing, cosz, tg anlangt, 
so wurde gewohnlich die uns schon aus III?,S. 708 bekannte Methode 
Eulers angewendet, oder man bestimmte in der mit unbestimmten 
Koeffizienten angenommenen Reihenform die Koeffizienten mit Diffe- 
rentialrechnung; L’Huilier®), der so elementar als méglich verfahren 
wollte, verwendet hierzu die Differenzenrechnung. Eine elementure 
Ableitung gab auch 1798’) Jakob de Gelder (1765—1848), Pro- 
fessor in Leyden. In umfassendster Weise aber hat den analytischen 
Teil der Trigonometrie Pietro Ferroni mit Hilfe des Infinitesimal- 


Transactions of the R. Irish Academy VII, 1800, p. 27ff. Brinkley er- 
w&hnt hier, daB Waring in seinen Curvarum algebraicarum proprietates, 1772, 
Theor 26 fiir ein unygerades » mit seinem Satze tiber die Potenzsummen zuerst 
einen exakten Beweis gegeben babe, daB diese Methode aber fiir ein gerades n 
versage. *) Unde plures insint radices aequationibus sectiones angu- 
larea definientibus, Dissertatio 1756, Altdorfii 1771. Uber die algebraische Auf- 
ldésbarkeit der einen speziellen Fall. bildenden Kreisteilungsgleichungen sah man 
damals noch sehr unklar; so sagt Mogdorff, Acta Erud. 1751, man werde wohl 
kaum jemals dazu kommen, zu untersucheh, wann sich diese Gleichungen alge- 
braisch ldsen lassen, und Kliigel betont cbenfalle a. a. 0., p. 66, daB die tri- 
gonometrischen Tafeln die Auflésung der Teilungsgleichungen geben, welche 
die Algebra bis jetzt nicht allgemein geben kann. *) Opuacules V, p. 222—227. 
*) Analytische Trigonometrie, Kap. 4, Nr. XXXI. °) Opera IV, p. 67. . *%) P. T. 
1796, p. 142 und Principiorum calcali differentialis et integralis expositio ele- 
ineptaris. Tubingae 1795, 4°, Kap. 3. ?) Over de reeksen, dienende om de 
rapporten van de cirkelbugen tot derzelver sinussen etc. zoonder behulp der 
differentiaal- och integraal-rekening afteleiden. Verhandelingen van het Genot- 
schap te Rotterdam XII, 1798. ~< 
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kalkiils in seimem groBen Werke ,,Magnitudinum -exponentialium 
iogarithmoram et trigonometriae sublimis theoria nova methodo per- 
tracta“. Florenz 1782, 4°,7) behandelt. Der Autor hat gehalten, was 
er im Titel seines Werkes versprochen, indem er eine vollstaindige 
Theorie der Exponential- und trigonometrischen GréBen entwickelte, 
wobei er die entsprechenden Formeln fir Kreia- und Hyperbelfunk- 
tionen stets nebeneinander stellte. 

Die Reihendarstellungen der ersteren erhielt er von der Reihe 
fir 2° ausgehend, wo er zunidchst dem z einen ganz beliebigen Wert 
erteilte und danu =e oder = C setzte, wie er die Basis des nattir- 
lichen Lugarithmensystems bezeichnete. Dadurch erhielt er die seit 
Euler. bekannten Darstellungen des Sinus und Kosinus durch die 
Exponentialfunktion und die Fundamentalformel ¢' = cos z + 4 sir 2, 
die ihn fér sinz = +, cos x = V1 —+* gur Gleichung 


xi = log (iv + V1 — v*) 

fihrte. Indem er dann fiir die Wurzel die binomische Reihe einfihrte 
und den Logarithmus durch die bekannte Reihenentwicklung ersetzte, 
gewann er auch die Reihe fiir arcsinv. Bei Ableitung dieser Reihe, deren 
Koeffizientengesetz tibrigens nicht bewiesen wird, findet sich auch 
der Versuch, die Konvergenz mitte's des Quotienten zweier aufein- 
ander folgender allgemeiner Glieder zu bestimmen, ein Beweis dafiir. 
daB am Ende des 18. Jahrhunderts d'e Erkenntnis der Notwendigkeit, 
die Bahn rein formaler Entwicklungen zu verlassen, sich allméhlich 
einstellte. 


Oe _ 


t) Kap. 5—5. 
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ANALYTISCHE GEOMETRIE 
_ DER EBENE UND DES RAUMES_ | 


VON 


V. KOMMERELL 


Cantor, Geschichte der Mathematik IV. 80 


Allgemeines.. Kegelschnitte. 


Nach dem glinzenden Autschwung, den die analytische Geometrie 
der Ebene.durch die Erfindung des inachtigen Hilfsmittels der In- 
finitesimalrechnung, durch die Arbeiten eines Newton, Maclaurin, 
de Gua, Clairaut, Euler u. a. genommen hatte, bean man ungeren 
Teitcatin die letaten 40 Jahre des 18. Jahrhunderts, uls eine Perivde 
verhilinismaBigen Stillstands bezeichnen;.neue Gedanken und Methoden 
von groBer Tragweite, die auf das yanze Gebiet befruchtcnd einwirken, 
treten kaum anf?); die Titigkeit der Mathematiker erstreckt sich menr 
auf Spezialuntersuchungen. Dagegen wuchs die analvtisché Geometric 
des Raumes, die bis dahin nur schwache Ansatze yezeigt hatte, zu 
einem stattlichen Baum empor, als dessen Krone Monges geniales 
Werk: ,,Feuilles d’analyse appliquée & ln geométrie“ gelten kann. 

Was die Behandlungsweise der Probleme in- unserem Zeit- 
raum betrifft, so ist besonders bemerkerswert das Hervortreten des 
Gegensatzes zwischen analytischer und synthetischer Methode, 
von denen die letztere im allgemeinen mehr in Englund und Italien, 
die erstere in Deutschland und |‘rankreich geptlegt wurde. Es handelt 
sich dabei nicht bloB wm den Unterschied zwischen rechnerischem 
und konstruktivem Verfahren, sondern unter analytischer Methode wird 
vielfach eine Behandlungsweise verstanden, die man heute vielleichi 
cher als ,heuristisch“ oder ,genetisch“ bezeichnen wiirde, eine soiche 
nimlich, die den Gedankengang des Verfassers, die Uberlegungen, 
durch welche er seine Resultate yefunden hat, klar erkennen JaBt’), 
wahrend der Synthetiker seine Siitze fertig mitteilt, und im Boweis 
seinen eigenen Weg eher zu verdecken, als darzulegen sucht. Ver- 
schiedene namhafte Mathematiker ‘haben sich fiber diesen Gegenstand 
ausgesprochen. Der Zeit nach steht voran eine aus dem Jahre 17159 
stammende Vorrede Kistners zu dem kleinen Buch von [ube: 


eee ee ee 


t) Ea wire denn, dafi man die Antfinge der Theorie der elliptischen Inte- 
grale und Funktionen Lierher rechnen wollte, die allerdings von analytisch-geo- 
metriechen Untersuchungen tiber die Kektifikation der Kegelachnitte ausgegangen 
sind, aber doch eigentlich in Abschnitt XXVI gehéren. ) Als geradezu 


klassische Pane hierfir sind die Arbeiten Eulers anzufiiren. 
80* 


™~ 
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»versuch einer analytischen Abhandlung von den Kegelschnitten“ 
(Gottingen 1759), das auf Kistners Veranlassung verfaBt wurde. 
Dieser fihrt hier tiber die Vorziige der analytischen Behandlung etwa 
‘folgendes aus: Sie erméglicht dem ,,Lehrling“ eine selbstindige 
Lésung von Anufgaben, wahrend er bei der synthetischen Methode, . 
die ihm nur die Sitze und Beweise fertig mitteilt, stéts auf die Lippen 
des Lehrers sehen muB. ,,Das gréBte Vergnfigen aber, das wir kennen, 
ist die Wahrheit durch uns selbst zu finden.“ Kin weiterer Vorteil 
ist die gréBere Allgemeinheit und Sicherheit der Ergebnisse, wogegen 
sie allerdings etwas an ,Schénheit“ (wir wirden heute vielleicht sagen: 
an Eleganz) verliert.- Kistner macht hierzu die originelle, man 
méchte fast sagen, etwas philisterhafte Bemerkung: ,,Wtrde es wohl 
ein Fehler -sein, wenn der Mathemutikverstaindige, wie Manner, die 
_ 6konomisch denken, bei gleicher Jugend weniger Schénoheit mit mehr 
Reichtum wahlet“. Als Vorzug des synthetischen Verfahrens wird 
anerkannt, daB es eine vorsiigliche Denkiibung ist, weil hier stets 
mit den Begriffen selbst operiert wird; dementsprechend wird vor 
einer rein mechanischen, gedankenlosen Anwendung der Buchstaben- 
rechnung gewarnt, im dbrigen aber der Vorwurf zuriickgewiesen, da 
das analytische Verfahren rein mechanisch sei. Vielmehr, sagt 
Kastner, tiberhebt es uns bloB einer betrichtlichen Denkarbeit; denn 
nachdem einmal die Aufgabe in die Sprache der Analysis tibersetzt 
ist, 14Bt sich das Resultat mit einfachen, und zwar immer mit den- 
selben Hilfsmitteln finden. Wer also diese besitzt, ist befahigt, eine 
Menge von Kenntnissen zu erlangen. ,,Der Analyst“, schlie8t er, 
»gleicht einem Manne, der viel Geld hat, und dafiir allemal die Giiter 
haben kann, die er verlangt, und insofern sie fiir Geld feil sind.“ — 
Den entgegengesetzten Standpunkt vertritt Malfatti in der Hinleitung 
zu seiner Schrift: ,.Della curva Cassiniana‘ (Pavia 1781); er verkennt 
gwar die Vorziige der Analysis durchaus nicht, gibt aber doch der 
Synthese den Vorzug wegen ihrer gréBeren Eleganz, und weil sie 
den Geist zwingt, mit steter Aufmerksamkeit bei der Aufgabe zu 
bleiben, Hilfssiitze zu suchen, die zum Hauptsatz in Beziehung stehien, 
und so allmahlich das Ziel zu erreichen.. Auch Malfatti sucht die 
Sache durch ein hiihbsches Bild zu veranschaulichen. Er vergleicht 
den Synthetiker mit einem Reisenden, der nur tiberhaupt ana Ziel 
kommen will, dabei aber oft an Ruhepunkten Halt macht, um alles 
Schine zu gouieBen, das sich thm bietet; diese Ruhepunkte wiirden 
den Neben- und Zwischenresultaten im Beweis entsprechen, von denen 
aus sich ein Ausblick auf weitere Beziehungen erdéffnet. Der Ana- 
lytiker dagegen, sagt er, gleicht einem Reisenden, der sich in einen 
Wagen einschlieBt, and sich durch dessen Mechanismus (der also dem 
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Mechanismus der Rechnungen verglichen wird) ans Ziel fiihren liBt. 
yor kommt vielleicht friher ans Ziel, aber er hat weniger gesehen.“ 
— Kine besondere, eingehende und geistvolle Untersuchung hat 
Kligel dieser Frage gewidmet mit einer kleinen Schrift: De ratione 
quam inter se habent in demonstrationibus mathematicis methodus 
. synthetica et analytica“. Helmstidt 1767. Es wird darin zunachst 
der Unterschied. zwischen synthetischer und analytischer Methode 
' klar und scharf angegeben, der nicht sowohl darin besteht, ob Kon- 
struktion oder Rechnung benutzt wird, sondern ,,ex interiore veritatum. 
natura, et ratione quam in eruendis illis et deducendis sequuntur, 
petendum est“. Als charakteristisch fir die synthetische wird an- 
gegeben, daB sie ,die Quelle der Erfindung verdecke“ und die ctwas 
malitidse Bemerkung beigefiigt, die Synthetiker (die Englander, unter 
anderen Newton und Maclaurin werden genannt) tun dies, ,um 
aus der Schwierigkeit der Beweise eine gréBere Heriihmtheit ihres . 
Geistes zu erlangen“; als weiterer Grund wird indes noch angegeben, 
daB sie ,,diese Methode allein als der Geometrie und der Mathematik 
aberhaupt wiirdig, und der gréBten Strenge fahig ansehen“. Es wird 
dann weiter ausgefihrt, daf bei der synthetischen Methode jeder Satz 
fiir sich aufgestellt und bewiesen werde; daher komme es, daB die 
Geometrie manchem ,,horrida et sterilis“ erscheine, daran schlieBt sich 
die ganz richtige Bemerkung, daB die Evidenz der geomatrischen Be- 
weise dazu verleite, diese Methode auf andere Wissensgebiete zu tiber- 
tragen, fiir die sie nicht passe Die ayntbetische Methode sei auch 
zur Entdeckung neuer Wahrheiten weniger geeignet, auBer in den 
Hianden des Genies, was auch Kistner in der erwahnten . Vorrede 
einmal sagt. Ferfier wird hervorgehoben, da8 die synthetische Methode 
immer nur Einzelfille ins Auge fassen und jeden fir sich beweisen 
miisse, wahrend die analytische Formel einer volistandigen Allgemein- 
heit sich erfreue. Ein Beispiel fiir die Richt i dieses letzteren 
Satzes bietet die synthetische Untersuchung der Kegelschnitte, wo 
jede der drei Kurven fir sich betrachtet wird, wihrend bei der ana- 
lytischen Behandlung in der Regel em Zeichenwechsel geniigt, am 
einen fiir die Ellipse gefundenen Satz auf die Hyperbel zu ibertragen 
Demgegeniiber werden die Vorziige der Analysis entwickelt, wobei 
noch ein Gedanke ausgesprochen wird, den wir nicht unerwalunt 
lassen wollen, namlich: ,,Wenn uns jemals’ die Fihigkeil gegeben 
werden kénnte, die Wirkung jeder Ursache mit ihren Folgen fur alle 
iibrigen ftir sich zu betrachten und mathematisch 2u formulierco, so 
wirde die ganze Natur, sowcit sie meBbar ist (,quanta quanta cst“), 
in einem einzigen, aber gewaltigen analytischen Problem bestehen” 
Es ist hier offenbar die Idee, die der sogenannten Laplaceschen 
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»WVeltformel“') zugrunde liegt, vollstindig klar ausge- 
sprochen. — Der synthetischen Methode wird eingeraumt, daB sie 
bei Lagebeziehungen den Vorzug verdiene, ferner zugegeben, daf 
eine einseitige Benutzung der Analysis ein Nachlassen der Schiirfe 
des geometrischen (ieistes bewirke, was sich bei den Franzosen be- 
merkbar mache. Den SchluB bildet der gewiB richtige Satz: ,Es 
scheint, als ob ohne Schaden Gfter, als es geschieht, wenn die Arbeit | 
des Rechnens und Beweisens getan ist, eimige kurze, philosophische 
Bemerkungen tiber den Ursprung und Zusammenhang der Wahrheiten, 
und den Weg, auf welchem man zu ihnen gelangt ist, beigefiigt werden 
kénnten“. : 

Die Opposition gegen die einseitige Anwendung der synthetischen 
Methode wird begreiflich, wenn man bedenkt, welche Schwierigkeiten 
ein derart geschriebenes Werk dem Verstiindnis bereitet. Speziell in 
England scheint sich diese Vorliebe ftir eine schwer verstandliche 
Ausdrucksweise in einzelnen Fallen beinahe zuin Spleen gesteigert zu 
haben, wenigatens kommt man auf diesen Gedanken, wenn man Satze, 
wie den folgenden liest*): ,,A conic hyperbola being given, a point 
may be found, such that if from it there be drawn straight lines to 
all intersections of the given curve, with an infinite number of para- 
bolas, or hyperbolas, of any given order whatever, lying between 
straight lines, of which one passes through a given point, and the 
ather may be found, the. straight lines so drawn, from the point 
found, shall be tangents to the parabolas or hyperbolas*. — Man wird 
darin nicht so leicht den einfachen Satz wiedererkennen: Zieht man 
von cinem gegebenen Punkt an alle Kurven der Schar y = p2* (wo 
p ein variabler Parameter, » eine Konstante ist) die Tangenten, so 
liegen die Beritthrpunkte auf einer Hyperbel. 

Der zu Anfang erwihute Charakter unserer Epoche als eines 
gewissen Ruhestadigms in der Entwicklung zeigt sich auch darin, 
daB in gréBerer Anzahl Werke veréffentlicht werden, die nicht sowohl 
der Bekanntmachung neuer Ergebnisse dienen, sondern sich die Auf- 
gabe stellen, systematisch zusammenzufassen und zu ordnen, 
was die Forschung im Laufe der Zeit ergeben hatte, also Lehrbicher 
“iber gréBere Gebiete der Mathematik. Dahin gehért Kaéatners 
ausfihrliches Werk: ,Anfangsgriinde der Mathematik“, von dem 
die 1. Auflage 1758, die 2. 1770 erschien, und das in etwas breiter 
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1) Essai philosophique sur les Probabilités. Seconde édition (1814), p. 2 ff. 
Vgl. Dubois-Reymond, Wber die Grenzen des Naturerkennens, 1872, wo auch 
in Anm. 5 auf eine Stelle Sholichen Inhalts bei Leibniz aufmerksam gemacht 
18%. *) Brougham, General Theorems, chiefly Porisms, in the higher Geo- 
metry. Phil. Trans. Vol. 88 (1798), p. 378—396. 
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Darstellung auch das Wichtigste aus unserem Gebiet bringt. Hs 
kommen in Betracht aus der ersten Hialfte des 3. Teiles die §§ 322 
‘ bis 623, in denen zuniichst die Gerade (§§ 340--348), die Kegel- 
schnitte (§§ 349—466) und einige héheren Kurveu (Cissoide, Konchoide, 
§§ 467—496) behandelt werden, wie auch Frayen aligemeinerer Natur: 
Anzahl der Schnittpunkte einer Kurve mit einer Geraden, Anzahl der 
_ gur Bestimmung einer Kurve notwendigen Punkte, Zeichnung von 
Kurven, die durch ihre Gleichung gegeben sind. Daran schlieBen 
sich (§§ 514—611) die Grundztige der analytischen Geometrie des . 
Raumes, beginnend mit der Frage: ,,Wie die Natur der Flachen, 
welche Kérper begrenzen, durch Gleichungen ausgedriickt werde“ 
{$§ 514—519). Der Ausdruck ist bezeichnend fiir die Betrachtungs- — 
weise der Flichen in dieser Zeit, insofern diese fast immer als Be- 
grenzung von Kérpern erscheinen, tiicht von diesen losgelést als 
gewissermaBen selbstindige Gebilde, eine Anschauung, die erst seit 
GauB allgemein geworden zu sein scheint. Betrachtet werden nament- 
lich Kegelflachen (,,deren Gleichungen gleicbartige sind’, §§ 529-544), 
sodann ,runde Kérper“ (d.h. Rotationsflachen im heutigen Sprach- 
gebrauch, $§ 545—548), deren allyemeine Gleichung aufgestellt wird 
(2? = 2? + y?; Z = f(¢)), mit der Bemerkung, sie atelle einen ,,Korper“ 
- dar; ferner Schnitt einer Flache mit einer beliebigen Ebene (§§ 549 
bis 570), die stets durch ihre Spur in der zy-Ebene und ihre 
Neigung gegen diese gegeben yedacht wird. Das Verfahren wird 
_ dann auf den Rotationskegel angewendet und die hier auftretenden 
Méglichkeiten diskutiert. Den SchluB dieses Abschnitts hildet die 
Betrachtung eiviger ,transzendentischen, krummen Linien“ (Spiralen, 
Zykloiden, §§ 571—623), von denen gesagt wird, daB ihre Ordnung 
,unendlich* sei. 

Die zweite Hialfte des dritten Teiles ist der Auwenduny der 
* Infinitesimalrechnung auf die Geometrie gewidmet, sowohl in recht- 
winkligen, als in Polarkoordinaten; bei den letzteren wird an Stelle 
des .Winkels der Bogen eines Kreises von gegebenem Radius benutzt. 
Dieser Teil enthalt: Tangente und Normale (§§ 63—-107), Asvmptote 
{§§ 108—119), Wendepunkte ($$ 112, 532—-537), Quadratur (§§ 205 
bis 212), Rektifikation (§§ 266—272), Kriimmungskreis (§§ 538—556), 
Evolate und Evolvente ($§ 563-—577), alles fiir ebene Kurven. Den 
SchluB bilden Betrachtungen fiber Kurven, die ihren Evoluten ahn- 
lich sind (§§ 578—592), Kubaturen und Komplanationen usw. (§ 609 
bis SchluB). 

Volistindig, klar und eingehend findet sich die Anwendung der 
Analysis auf die Geometrie dargestellt in dem zweibandigen Werk: 
yinstitutiones analyticae a Vincentio Riccato et Hieronymo Saladino“ 
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(Bologna 1765), (Girolamo Saladini, 1731—1813, Professor der 
Mathematik in Bologna) fir das namentlich die gliickliche Verbin- 
dung von analytischer und geometrischer Betrachtungsweise charak- - 
teristisch ist. Der erste Band bringt zunichst eine historische Kin- 
leitung, sodann im ersten Buch (,,De algorithmo et de aequationibus 
primi et secundi gradus“) die Definition der Koordinaten und das 
Wichtigste fiber die Gerade; im zweiten Buch (,,De lineis seu locis 
secundi gradus et de aequationibus tertii gradus, et quarti“) werden 
die drei Kegelschnitte nacheinander behandelt und ihre Haupteigen- 
echaften zusammengestellt; besonders wird aut die Verwendung der 
Schnittpunkte zweier Kegelschnitte zur graphischen Darstellung der 
Wurzeln von Gleichungen 3. und 4. Grades eingegangen. — Das 
dritte Buch (,,De locis tertii et superiorum graduum et de aequatio- 
nibus cxcedentibus gradum quartum“) beschaftigt sich mit Kurven 
hoherer Ordnung, ihren Berthrungen (zwei- und wmehrpunktig), 
Asymptoten, singulérén Punkten, oskulierenden Parabeln und dergl.; 
auch der Verzeichnung einer Kurve auf Grund ihrer Gleichung ist 
ein Kapitel gewidmet (Kap. 10), das allerdings nur die Falle behandelt, 
-wo die Gleichung nach einer dér Variablen auflésbar ist, und fir 
alle anderen Falle bemerkt: nulla suppetit methodus cognoscendi, qua 
figura praedita sit curva in finito spatio“. Auch hier ist (Kap. 11) 
von der Verwendung von Kurven zur Darstellung von Gleichungs- 
wurzeln die Rede, wobei die richtige Bemerkung fallt, daB es 
sich nicht darum handle, Kurven von miglichst .einfacher Gleichung 
zu finden, sondern solche, die méglichst genau, am besten mechanisch, 
gezeichnet werden kénnen. Das 13. Kapitel beschiaftigt sich mit 
Kurven von der Eigenschaft, daB zwischen den verschiedenen Ordi- 
naten, welche zur gleichen Abszisse gehdren, Beziehungen bestehen; 
ist z. B. deren Summe konstant, so muB der Koeffizient des zweit- 
hdchsten Gliedes in y konstant sein, u. & 

Der zweite Band, dem ebenfalls eine historische Kinleitung voran- 
geht, bringt eine erschdpfende Darstellung der Infinitesimalrechnung 
und ihrer Anwendung auf die Geometrie. Aus dem 1. Buch, betitelt: 
»De quantitatibus infinitesimis et de integratione formularum, quae 
unam tantum variabilem continent“, kommen fir unser Gebiet haupt- 
sichlich in Betracht: die Quadratur (Kap. 5) und Rektifikation 
(Kap. 11) der Kurven; die Komplanation der Rotationsflachen, und 
Kubatur der Rotationskérper. 

Das 2. Buch: ,,De methodo tangentium directa et inversa, de 
separatione indeterminatarum et de constructione earum aequationum, 
in quibus indeterminatae separari non possunt“, beginnt mit der Be- 
stimmung der Tangente, Normale; Subtangente und Subnormale ebener 


Allgemeines. Kegelachnitte. 459 


Kurven, und bringt im Anschiu8 daran die Theorie der Maxima und 
Minima mit Anwendungen, des weiteren die Lehre von der Integration 
der Differentialgleichungen nach dem damaligen Stand der Wissen- 
- sehaft (,,.Methodus tangentium inversa“ im Sprachgebrauch jener Zeit). 
Hier ist auch die im Bd. III*, 8. 786 erwahnte Abhandlung V. Ric- 
catis: ,De usu motus tractorii in constructione aequationum differen- 
tialium commentarius“ (1752) in ihrem wesentlichen Inhalte angegeben . 
(Kap. 14 und 15). : 

Das. 3. Buch handelt De caleulo et usu quantitatum diffe- 
rentialium altioram graduum, also von Differentialen héherer Ordnung, 
und verbreitet sich zunichst tiber Integrationsmethoden fir Differential- 
gleichungen héherer Ordnungen. -Kap. 11 bringt eine nicht uninter- 
essante Herleitung des Ausdrucks fiir den Kriimmungsradius g durch 
folgende einfache- differential-geometrische Betrachtungen: Ist MN 
ein Kurvenbogen, der unendlich klein von der ersten Ordnung ist, 
und errichtet man in M und N die Normalen, die sich in C schneiden, 
so ist die Differenz CM—CWN unendlich klein von der dritten Ord- 
nung. Daraus wird geschlossen, da8 die Kriimmung der Kurve mit 
der des Kreises iibereinstimmt, der um C’ mit Radius CM be 
schrieben wird; fir CM wird dann, ebenfalls geometrisch, die 
Formel hergeleitet: | 

ds® 
dyd*x—dad*y e. 


Auf die Besprechung der Evoluten folgt die Ableitung des Ausdracks 
fir den Krimmungsradius in Polarkoordinaten, dann verschiedene 
Beispiele. Das 12. Kapitel ist den von Joh. Bernoulli untersuchten: 
kaustischen Linien gewidmet. Kap. 13 und 14 enthalten Anwendungen 
und einige Problemata inversa, das 15. handelt von singuliren 
Punkten, unter welchen jedoch nur Wende- und Rtickkehrpunkte ver- 
standen ‘sind (also nicht Doppelpunkte). AuBerdem werden hier 
einige Bemerkungen dariiber gemacht, inwieweit eine Kurve durch 
geradlinige Elemente ersetzt gedacht werden darf. Dass 16. Kapitel 
ist iiberschrieben: De trajectoriis. Hierbei werden unter ,,Trajcktorien“ 
emer Kurvenschar ganz allgemein Kurven verstanden, quarum con- 
structio péragitur per quantitatem quam sectio curvarum determinat; 
d. h. also Kurven, die nach irgend einem Gesetz von Schnitten der 
gegebenen Kurvenschar abhingen, ein Begriff, der sonst nicht tiblich 
za sein scheint’). Kin Beispiel (das 4. des Kapitels) mag erliutern, 
um was es sich handelt. Die gegebene Kurvenschar werde gebildet 
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1) Vgl. Kliigel, Mathematisches Worterbuch, VY, 8. 92. 
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von konzentrischen Kreisen, die von einer Sekante und eitiem zu ihr 
parallelen Durchmesser geschnitten werden. Ein zweiter Durchmesser 
stehe auf dem ersten senkrecht und schneide (Fig. 27) einen Kreis 
der Schar in A. Triagit man dann auf der Tanyente des - 
Punktes A ein Stiick AC gleich dem 
Bogen BD des Kreises zwischen der 
Sekante und dem ihr parallelen Durch- 
c messer ab, und wiederholt diese Kon- 
struktion ftir jeden Kreis der Schar, so 
bildet der geometrische Ort der Punkte 
C eine ,,Trajektorie‘ der Kreisschar in 
diesem Sinn. In der zweiten Halfte des 
Kapitels werden Trajektorien im tiblichen 
Sinn (rechtwinklige und schiefwinklige) 
behandelt, sowie die sogenannten ,,rezi- 
proken“ Trajektorien, von welch letzteren 
Kliigel*) mit Recht sagt, daB in den Lehrbiichern sehr wenig dar- 
itiber za finden sei. Da auch Euler*) sich mit diesen Kurven be- 
schaftigt hat, so sei ihre Definition hier kurz angegeben. Kine rezi- 
proke Trajektorie hat folgende Higenschaft: wird sie um eine 
' in ihrer Ebene liegende Achse umgeklappt, und dann lings dieser 
Achse parallel verschoben, so schneidet die umgeklappte Kurve die 
urspriingliche fiberall unter demselben Winkel. Ist dies nicht bloB 
fiir eine bestimmte Achse, sondern. auch fiir jede Parallele dagu der 
Fall, so heiBt die Kurve nach Joh. Bernoulli’) ,,Pantagonia“; auch 
.diese wird besprochen. Den Schlu8 (Kap. 17 und 18) bildet ein Aus- 
zug aus Eulers ,Methodus inveniendi“. 

In Karstens groBem Werk: ,,Lehrbegriff der gesammten Mathe- 
matik* kommt fiir unser Gebiet nur der VII. Teil, ,,Perspektive“ 
(1775) in Betracht, der in systematischer und eingehender Weise die 
Kegelschnitte als Zentralprojektionen des Kreises behandelt, und da- 
her bei der projektiven Geometrie in Abschnitt XXV naher besprochen 
werden wird. 

‘Auch bei Bossut, ,,Traités de calcul différentiel et de calcul inté- 
gral“ (Paris 1798) sind verschiedene Kapitel des 1 Bandes der An- 
wendung .der Analysis auf die Geometrie gewidmet, Kap. 2 gibt eine 
kurze Ubersicht aber die analytische Geometrie: ebene Kurven (bei 
denen die ,,courbes géométriques ou algébriques“ von den ,,courbes méca- 
niques“ unterschieden werden), krumme Flachen, Raumkurven. Kap. 3 
enthalt die Tangente und Normale ebener Kurven in rechtwinkligen 
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Fig. 27. 


y Kligel, Mathematisches Wdrterbuch, V, S. 136. 4) s. u. S. 509, 
*) Opera, T. Il, p. 600 .nach Kliagel’. 
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und Polarkoordinaten, Kap. 5 und 6 die Bestimmung der Maxima 
und Minima, Kap. 7 Wende- und Riickkehrpunkte, Kap. 8 Kriimmungs- 
radius, Kap. 9 Kriimmung der Flachen mit Hinweis auf Eulers 
» Mémoire sur la courbure des surfaces“ (s. p. 545ff.). Aus der Inte- 
gralrechnung ist hauptsichlich der Bericht fiber die Arbeiten von 
Fagnano, Euler u.a. iiber die Rektifikation der Kegelschnitte zu er- 

wiihnen. | | 

Endlich gibt Vega in seinen fiir das K. K. Artilleriekurps be- 
stimmten ,,Vorlesungen iiber Mathematik“ (1786—1802) im I. Band, 
6. Hauptstiick, 1. Abschnitt, §§ 620-—625 das Wichtigste aus der 
Kurvenlehre und Anwendung der Infinitesimalrechnung auf ebene 
Kurven, und im 2. Abschnitt, §§ 630—-674 eine Darstellung der Kegel- 
schnitte. Bemerkenswert ist, da8 diese hier durch ihre Fokaleigen- 
schaften definiert werden, die sonst in den einschlagigen Werken 
dieser Zeit nicht besonders hervortreten. Im ganzen Werke steht, 
seinem Zweck entsprechend, die praktische Anwendung im Vorder- 
grund. 

Gehen wir nun zur Darstellung der Fortschritte iiber, die auf 
den verschiedenen Gebieten der analytischen Geometrie in den Jahren 
1759—1799 gemacht worden sind, so hat die wissenschaftliche 
Forschung in bezug auf die Kegelschuitte nicht gerade viel Neues 
von Bedeutung produziert. Auch die Behandlungsweise schlieBt sich 
meist an die von Euler (Introductio I, Kap. 5) gegebene an; ais 
Fundamentalsitze erscheinen gewohniich die auch von Euler als 
solche bezeichneten (vgl. III?, 8S. 179/780), namlich: 1) da®B der Ort 
der Mittelpunkte paralleler Sehnen eine Gerade ist, und 2) der Satz 
von den Abschnitten paralleler Sehnenpaare: Wird ein Kegelschnitt 
von zwei: Paaren paralleler Sehnen . 
geschnitten, so ist (s. Fig. 28): 

AO, BO, Ay, + By O, 

C,0,-D, Ay  C,0,-D, 0,” 
gleichgiiltig, ob ‘die Durchschnitts- 
punkte 0, und OQ, innerhalb oder 
auBerhalb des Kegelschnitts liegen. 
‘Diese beiden- Sitze bilden in der 
Regel den Ausgangspunkt, ‘gp dem 
aus die weiteren hekannten Higen- : 
schaften der Kegelschnitte abgeleitet Fig. 38. 
werden. Gleich am Anfang unserer 
Periode stehen zwei Werke, die fir den oben erwiahnten Gegensatz 
zwischen synthetischer und analytischer Behandlungsweise charak- 
teristisch sind. Das eine ist: Hamilton: ,,Treatise of conic sections“ 
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(1758) (Hugh Hamilton, 1729—1805, war eigentlich Theologe, 
starb als Bischof. von Qssory), das andere das S. 454 genannte 
kleine Buch von Hube. -Hamiltons Werk ist ganz in streng 
euklidischer Form abgefaBt, und vermeidet auch in Auferlichkeiten 
peinlich alles, was nur von ferne an algebraische Behandlung erinnern 
kénpte, sogar das Gleichheitszeichen, das durch die Wendung ,,is equal 
- to“ ersetzt wird; das Produkt zweier in einem Endpunkt A zusammen- 
stoBenden Strecken AB und AC heiBt ,,the. rectangle under BAC“ 
usw. Angenehm fir die historische Betrachtungsweise ist, daB der 
Autor die von ihm neugefandenen Satze als solche bezeichnet. — 
Der Grundgedanke des ganzen Werkes ist, die Eigenschaften der 
Kegelschnitte aus denen des Kegels abzuleiten, der hier, wie iiber- 
haupt meist in der damaligen Zeit, als schiefer Kreiskegel definiert 
ist’). Die streng synthetische Darstellung nétigt den Verfasser, seine 
Siitze meist fiir jeden der drei Kegelschnitte besonders zu formulieren 
und zy beweisen, wodurch die Schreibweise etwas ins Breite gcht, 
und worunter namentlich die Kiirze und Kiarheit der Formulierung 
leidet. So erscheint 2. B. der zweite der oben (S. 461) erwahnten 
Fundamentalsitze (I. Buch, Satz 18) in folgender Form: 

»lf two right lines meeting each other be always parallel to 
rwo right lines given in position; according as they both touch or 
cut, or one of them touches and the other cuts a conic section or 
opposite sections (d. h. die beiden Aste einer Hyperbel); the squares 
of the segments of the tangents, or the rectangels under the seg- 
ments of the secants between the point of concours of the two lines, and 
the section, or sections, will be in a constant ratio to each other, 
wheresoever the point of concours of the right lines be taken.“ 

Das Buch erschépft seinen Stoff vollstindig und ist klar ge 
schrieben, nur dix harmonischen Kigenschaften kommen kurz weg; 
der Autor bemerkt in der Vorrede tiber De la Hires Methoden (val. 

lil’, S. 120ff.): ,,this expedient has rather embarrassed the doctrine of 
conic sections“. Verschiedene Higenschaften hat der Verfasser neu 
entdeckt; bemerkenswert ist, daB der sogenannte Dandelinsche Satz*) 
schon bei ihm auftritt (II. Buch, Satz 37), allerdings in etwas anderer 
Fassung; er lautet so: ,Let GVA (s. Fig. 29) be a right cone, and 
PAR «a conic section in its surface, and LNO a circle which does 
not meet the section: let its distance & ZL from the vertex (Scheitel) 
of the section be equal to AF’, the distance of the same vertex from 
the focus F nearer to this circle; [ say, that the intersection of the 
plane of this circle with the plane of the section will be its 


\ Vel, S. 465. Nouv. Mém. cle l’Acad. de Bruxelles 1822, T. II, p. 172. 
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directrix, and that PN a side (Mantellinie) of the cone intercepted 
between this circle and any point P in the section will be equal to 
a right line drawn from the same point to the focus-F' nearer to 
this circle“. ; 

Der Verfasser sagt, er habe diesen Satz gefunden bei dem Ver- 
such, den Ursprung der Leitlinie, dem Grundgedanken gemiS, aus der 
Natur des Kegels herzuleiten. Der Beweis ist charakteristisch fir die 
ganze Darstellungsweise, und sei daher hier kurz wiedergegeben. 


s Vv 
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E, sei die Ebene des Kegelschnitts, EF, die des Kreises, s ihre 
Schnittgerade; Ebene GVH sei senkrecht s und schneide s in D, 
E, nach AB, E, nach LO, so daB. AB die groBe Achse des Kegel- 
schnitts igt; C sei sein Zentrum, durch C sei eine Ebene senkrecht 
zur Kegelachse gelegt, die aus dem Kegel den Kreis MK aus- 
schneidet; dieser treffe den Kegelschnitt in P und R. Durch die 
Spitze V des Kegels sei eine Parallele zu AB gezogen, die die Ebene 
des Grundkreises in S trifft. Dann ist 

1) zu beweisen, daB s die Direktrix des Kegelschnitts ist. 
Nun ist nach einem vorher bewiesenen Satz vom Kegel: 


AC- BC: MC-CK = VS: H8- GS, 
AC. BC = AC; MC-CK = CP* 

Durch Einsetzen dieser Werte folgt: 

CA: CP = VS": HS- GS 


aber: 
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und daraus: 

CUA*: (CA — UP?) = VS: (VS? — HS - GS) 
aks CA!; CF? = VS": VG 
Nun ergibt sich aber durch abnliche Dreiecke: | 

VS: VG=CA:CM; 
also nach der letzten Gleichung: 


| AM = CF. 
Ferner ist: 
AM:CA=LA:DA, 


also, da AM=CF und LA = F’.1 (nach Voraussetzung): 
CF:CA=FA: DA, 


oder auch: 


CF: FA=CA: DA. 


Daraus folgt aber: 
CF: CA == CA: CD. 


Darnach ist aber J) der Schnittpunkt der Achse mit der Direktrix 
nod da s 1 AD ist, so ist s die Direktrix, q. e. d. 

' 2) ist zu beweisen, daB die Entfernang eines beliebigen 
Puuktes des Kegelschnitts vom Brennpunkt F gleich dem 
Stiick seiner Mantellinie gwischen dem Kreis LO und dem 
Punkt ist. Als dieser beliebige Punkt wird der schon vorher defi- 
nicrte Punkt P benutzt, so daB auch C nicht mehr der Mittelpunkt, 
sondern einfach der Fafpunkt des Lotes von P aut AB ist, was 
aber nicht bemerkt wird; .es ist also zu heweisen, daB PF = NP. 
Zu diesem Zweck wird durch P eine Paralleie zu AB gezoyen, die 
sn F trifft, dann ist PH = CD. Ferner, da DE Direktrix ist: 


PF: PE=AF: AD. 
Aus dem Proportionallehrsatz fclgt: 
ML: CD=LA: DA. 


Da PE = CD und LA — AF ist, ergibt sich aus den beiden letzten — 


Proportionen : 
ML —= PF, 


und da WL = PN, so ist: 


g. @. 
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Die tbrigen vom Verfasser neu gefundenen Satze sind von ge- 
ringerer Bedeutung. | 

Von Hubes Buch (Joh. Michael Hube, 1737—1807; Professor am 
Kadettenkorps in Warschau) war oben schon die Rede. Der Verfasser 
will, von Kastner veranlaBt, fie Eigenschaften der Kegelschnitte auf 
analytischem Weg herleiten und geht demgem&B aus von der allge- 
meinen’ Gleichung 2. Grades, indem er daraus abnlich wie Euler 
(vgl. IIf*, a a. O.) die erw&hnten beiden Haupteigenschaften her- 
leitet. Ebenso werden die tibrigen, bekannten Eigenschaften der 
Kegelschnitte durch Rechnung entwickelt; man kann indes nicht 
sagen, daB Hubes Schrift der analytischen Methode zu einer beson- 
deren Empfehlung gereichen wiirde; der Gang der Rechnung ist recht 
untibersichtlich; man sieht nicht ein, wie der Verfasser zu seinen 
Herleitungen kommt; dazu erschweren viele Druckfehter das Ver- 
standnis. 

Von weiteren zusammenfassenden Werken ist Karsiens_ ,,Lehr- 
begriff der gesammten Mathematik“ schon genannt. Hier sei nar im 
Zusammenhang mit den Kegelschnitten eine Bemerkung fiber den 
Kegel erwahnt, aus der hervorgeht, dai.die Identitét des schiefen 
Kreiskegels und des geraden elliptischen Kegele damals noch nicht 
bekannt war. Am Schlusse dea XV. Abschnittes (Bd. VI, § 269) 
fiihrt Kareten an, daB Euler Schnitte eines senkrechten Kegels mit 
elliptischer Grundflache betrachte, und kniipft daran die Bemerkuny: 
,Unter diesem Begriff sind nicht alle Apollonischen schiefen Kegel 
enthalten, weil es schiefe Kegel gibt, wovon die senkrechten Schnitte 
Kreise sind.... Ob und inwieweit dicser elliptische Kegel mit dem 
Apollonischen einerlei sei, wiirde eine besondere Untersuchimng er- 
fordern.“ 

Von Charles Hutton (1737— 1823, Professor der Mathematik an 
der Militirakademie 1u Woolwich, spiiter Wyeminator am Kolleyium aer 
englisch-ostindischen Kompagnie za Addiscombre, vgl. S. 16) stammt ein 
Werk: ,,Elements of conic sections“ (1 789}, das nach der Vorrede fir die 
Royal Military Academy bestimmt ist. Montu cla nennt es in seiner Ge- 
schichte der Mathematik’): ,.un modéle de précision et de clarté“, ein Urteil, 
das namentlich in bezug auf die Form der Darstellung sehr berechtigt 
ist. Hutton hat naémlich hier, zum erstenmal, wie er angibt, jede 
Gleichung auf eine hesondere Zeile drucken Iassen, was natiirlich sehr 
zur Ubersichtlichkeit beitragt. Das Buch enthialt iibrigens nicht bloB 
- Kegelechnitte, sondern am Schlu8 noch eine Reihe praktischer Auf- 
yguben fiber Koérper- und FlicLenberecbnung, Geodasie, Meckanik, 
Ballisfik u. a. 


4) 9, Anfl, UT, Ba., 8. 15. 
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Auch Fergolas Buch: ,Le sezioni coniche“ (1791), tiber das ich 
nur nach Loria") berichten kann, bringt nichts wesentlich Neues, 
hebt aber die Analogie zwischen den drei Kurven in der Art hervor, 
daB die entsprechenden Satze einander gegentibergestellt werden. Das 
Gleiche ist tiber die Schrift von Riche fe Prony, die rein analytisch 
verfahrt, zu sagen: ,Mxposition d'une nouvelle méthode pour con- 
struire les éyuations indéterminées, qui se rapportent aux sections 
coniques“ (1790). | 

Die Abhandlungen ber Einzelheiten aus der Lehre von den 
Kegelschnitten sind natirlich ziemlich zahlreich, aber viel Neues, 
Bemerkenswertes ist nicht sutage gefoérdert worden. Freilich ist 
ein Gebiet der Mathematik, das spiterhin eine damals noch un- 
geahnte Ausdehnung gewann, die Theorie der elliptischen Integrale 
und Funktionen, von Untersuchungen tiber die Rektifikation der Kegel- 
schnitte ausgegangen, speziell von Satzen tiber Ellipsenbégen, deren 
Summe oder Differenz sich algebraisch ausdriicken und daher gev- 
metrisch konstruieren laBt. 

‘Euler hat, wie es scheint, die Wichtigkeit und Tragweite der- 
artiger Satze erkannt; er suchte die Aufmerksamkeit der Mathematiker 
auf dieses Gebiet zu lenken, indem er 1754 in den Leipziger Annalen 
anonym den Satz zam Beweis vorlegte, daB die Differenz gewisser 
Ellipsenbégen rektifizierbar sei, und gab dadurch den ersten AnstoB 
zu weiteren Untersuchungen. Da jedoch diese ganze Frage in den 
XXVI. Abschnitt gehdrt, werden die einschléagigen Arbeiten dort 
besprochen werden. Hier sei in diesem Zusammenhang nur noch eine 
Note von Euler aus dem Jahre 1773 erwahnt: ,Nova series infinita 
maxime convergens perimetrum ellipsis exprimens“*), worin er fiir den 
Ellipsenquadranten die gut konvergierende Reihe herleitet: 


Cx% 1 di re en a mee 5. T- 9: ne 1- - 5 
vA 2-4-2 2-4-6-8 2-4 2.4-6-8-10-12 "{-4-6 6 
a*—b 
(PHO +R; weir 


Eine Anzahl von Untersuchungen befassen . sich mit Maximal- 
oder Minimalauigaben, die zu den Kegelschnitten in Beziehung stehen. 


1) NicolaF sigole e la scuola di matematica che lo ebbe a duce (Genua 18932). 

2) N.C. P. XVIII, p. 71—84. Da wir die Verdtfentlichungen der St. Petersburger 
Akademie in diesem Abschnitt oft zu zitieren haben, mdgen sie mit folgenden 
Abkiirsungen bezeichnet werden: 

N. C. P. =: Novi Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanse, 
A.P. «= Acta Academiae Scientiarum Imperialis letropolitanae, 

N. A. P. = Nova Acta Academiae Scientiarum Impenalis Petropolitanse, | ; 
M. P. <= Mémoires dé |’'Académie Impériale des Sciences de St. Pétersbourg. 
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Hierher yehodrt eine Reihe von Sitzea, dio Edward Wariug') in seinem 
eigenartigen Buch: ,,Proprietates algebraicarum curvarum“ (Cambridge 
1762), meist ohne Beweis, angibt. Hs ist cin geiatreiches, vielseitiges Werk, 
durchaus original gedacht, und jedenfalls eine der bedeutendaten Erschei- 
nungen der ganzen Epoche anf diesem Gebiei; leider aber durch die knappe 
Ausdrucksweise und iiberhaupt durch die ganze Darstellung nicht 
leicht verstindlich, Das Buch scheint wohl aus diesem Grunde 
den Zeitgenossen, wenigstens auf dem Kuntinent, ziemlich unbekannt 
geblieben za sein; in den “zahlreichen Abhandlungein unseres Zeit- 
raumes, ebenso bei Klfigel (Mathematisches Wirterbuch) konnte ich 
es nicht erwihnt finden*); auch sind die von Waring anyegebenen 
neven Gedanken und Gesichtspunkte, soviel ich sehe, nicht weiter 
verfolgt worden. — Das Werk ist in 4 Bicher eingeteilt, von denen 
hier hauptsichlich das vierte Buch in Betracht kommt. Das von 
Waring ausgedachte Prinzip, aus dem er seine Siatze herleitet, wird 
folgenderma8en formuliert: .,quantitates, quae ad singulum curvae 
punctum recipiant maximum vel minimum, perpetuo evadunt inter se 
aequales“, Der Sinn dieses in seiner Kiirze nicht recht klaren 
gdatzes ist etwa folgender: Man kann die Bedingungen aufstellen, 
anter welchen irgend eine GroBe fiir einen Kurvenpunkt einen extremen 
Wert annimmt (so ist z. B. fir einen Punkt P einer beliebigen 
Kurve dio Summe seiner Entfernungen von zwei festen Puokten F, 
und F, dann ein Minimum, wenn PF, und PF, mit der Kurven- 
_tangente gleiche Winkel bilden). Wenn es. nun eine Kurve gibt, wo 
diese Bedingung fiir jeden Kurvenpankt erfiiJlt ist (also in dem ange- 
fiihrten Beispiel die Ellipse), so ist fir diese Kurve die betreffende 
GrdBe konstant: Dieses Prinzip wird nun z. B. in folgender Weise 
benutzt: Es wird bewiesen, daB ein Vieleck, das einem geschlossenen 
Oval so umbeschrieben ist, daB seine Seiten von den Bertihrpunkter 
halbiert werden, unter allen dem Oval umbeschriebenen Viclecken 
von gleicher Seitenzahl den kleinsten Inhalt hat. Daraus wird nun 
geschlossen, da aile solche Vielecke, die demselben Uval umbeschrieben 
-sind, gleichen Inhalt haben. -Ob es aber iiberhaupt mehrere, solche 
gibt, und wie man sie findet, diese Frage wird gar nicht berithr}. 
Solche und d&hnliche, fiir beliebige Ovale yefiihrte Beweise werden 
dann auf Kegelschnitte angewendet und liefern Sitze wie die folgenden: 
Sind einer Ellipse zwei Polygone vou gleicher Seitenzahl so um- 
beschrieben, daB jede Seite von ihrem Berithrpunkt bhalbiert wird, so 
habea sie gleichen Flacheninhalt (Theorem 19). 
Verbindet man die Ecken (oder Beriihrpuukte) beider Polygone 


Pon eee SO NEN 
) 3. 92 ff 7) Dagegen ist bei Chastes, Apercgu histocique, p. 158, das 
Buch erwihnt. 
Cantox, Geachichte der Mathematik IV. 81 
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mit dem Mittelpunkt, so ist die Summe der Quadrate dieser Verbindungs- 
linien fiir beide Polygone dieselbe. 

Werden einer Ellipse zwei Polygone von gleicher Seitenzah! so 
einbeschrieben, da8 je zwei anstoBende Seiten mit der Tangente im 
Eckpunkt gleiche Winkel machen, so haben sie gleichen Umfang 
(Theorem 20). | 
| Sind einem Kegelschnitt 
(Fig. 30) zwei Polygone von 





Gur gleicher Seitenzahl so einbe- 
(EO . schrieben, daB je e:ne zWwel Sei- 

fi ten spannende Diagonale der 
BY a Tangente des geyenitiberlie- 
\ | a genden Keckpunkts parallel 
| / ist (also z B. AC] B,C; 
i BD | C,D, usw.), so haben 

» die Polygone gleichen Inhalt 


mie 80 (Probl. 24, Exempl. 2) u. a. 
| Was die Darstellungs- 
welse betrifft, so werden zunichst die Sitze, meist ohne Beweis, an- 
gefiihrt; erst am Schlusse wird das Prinzip genannt, aus dem sie 
flieBen und das hier zum besseren Verstiindnis vorangestellt wurde. 
Mit diesem Prinzip verbindet Waring ein zweites, dessen Inhalt fol- 
gender ist: Eliminiert man aus zwei Gleichungen in x und y vom 
Grade m und n eine Unbekannte, etwa z, so ist fiir die resultierende 
Gleichung in y die Summe der ,,Wurzeln“ (d. bh. der Ordinaten der 
Schnittpunkte der beiden durch die Gleichungen dargestellten Kurven) ” 
gleich dem negativen Koeffizienten des zweithéchsten Gliedes in y, 
also des Gliedes von der Ordnung mx —1. Dieser hingt aber nur 
von Koetfizienten der Glieder hichster und zweithéchster Ordnuny in 
den beiden urspriinylichen Gleichungen ab. Das Gleiche gilt natiir- 
lich bei der’ Elimination von y. Stimmen also zwei Paare von 
(ileichungen in diesen Gliedern tiberein, so ist die Summe cer Schnitt- 
punktskoordinaten der ihnen entsprechenden Kurvenpaare beidemal 
dicsclbe. Da Waring jedoch seinen Siitzen meist keine Reweise bei-' 
fiigt, so ist nicht recht ersichtlich, wo und in welcher Weise dieses 
Prinzip Anwendung findet!). —- Wir werden von’ Warings Buch 
noch 6fter zu sprechen haben. 





') Auch bier ist es vielleicht von Interesse, die Forwulierung bei Waring 
kennen zu lermen: ,.Sint duae acquationes (met n dimensiunum) duas incoenitas 
quantitater 2 et y habentes; reducantur hae duae acquatioues in unam, ita ut 
exterminetnr altera incognita quantitas «: si acquatio resultans ad nm aimen- 
siones ascendat, summa eius radicum pendet e terminis, in quil:us imvemuntur 
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Es sind in diesem Zusammenhang (Maxima und Miniiaa} noch 
emige Abhandlungen von Euler und FuB zu-nennen. Die erste 
von Kuler: ,,De ellipsi minima dato parallelogrammo rectangulo cir- 
cumecribenda“') ergibt das Resultat, daB die Halbachsen der gesuchten 
Ellipse a =f V2; b=gV2 sind, wenn fund g die heiden Reehtecks- 
seiten bezeichnen. Auch fiir die Ellipse von kleinstem Umfang wird 
die entsprechende Aufgabe in Angriif genommen, die natérlich hier 
nur durch ein Aunéherungsverfahren lésbar ist. Das hier fir ein 
Rechteck geléste Problem hat Euler spiiter auf ein beliebiges Vier- 
eck verallgemeinert in einer Arbeit vom 4. September. 1777?): ,,Pro- 
blema geometricum, quo inter omnes ellipses, quae per data quatuor 
puncta traduci possunt, ea quaeritur, quae habet aream minimam“*). 
Die hier gestellte Aufgabe wird in der Weise gelést, daB zwei Gegen- 
seiten des Vierecks ABCD, ARB und CD als Koordinatenachsen 
dienen, und ihr Schnittpunkt O als Anfangspunkt. Zur Abkirzung 
wird nan gesetzt: OA =a, OB =b, OC=c und OD =—d, und ge- 
zeigt, daB ein Kegelschnitt: 


Age+ 2Bay+ Cy?+2D2+2Ey+F=0 
durch die vier Ecken des Vierecks geht, wenn 
A=cd, C=abh, 2D=—cd(at+b); 2h -=—ab(e+d); F =ahed 


ist; hierbei ist also B noch willkirlich und wird als variabler Para- 
meter eingefiihrt, so daB die Flache des Kegelschnitts als eine Funk- 
tion von B erscheint. Es mag bemerkt werden, da8 die etwas um- 
stindliche Integration, die zur Berechuung dieser Flache fiibrt, in 
elewanter Weise durch Benutzung der. affinen Verwandtschaft von 
Kreis und Ellipse bewerkstelligt wird. Der so gewonnene Ausdruck 
wird nach B differenziert und liefert als Bedingung fiir den kleinsten 
Inhalt folgende Gleichung 3. Grades fir B: 


F. BS —4DE. B+ B(3CD? 4+ 3.AE'— ACF) ~2ACDE=\, 
wo natiirlich ftir die Koeffizieuten A, U, D, £, F&F... ihre oben be- 


n et n —1 dimensiones in una, m et m—1 dimensiones in altecra, et sic de- 
inceps; et exinde: si modo sint duae aliae acquationes n et m dimensionun, 
quae involvant quantitates z et v, et sint termini in his respectivis aequationibus, 
in quibus inveniuntur dimensiones x et »—1, m et m—1 respective, idem 
ac in duabus praedictis aequationibus, tum summa omnium valorom quantitatum 
x et y eadem erit ac summa omnium valorum quantitatum 7 et r“. 

1) A. P. 1780, Tl. U, p. 3—17. *) In den N. A. T. una M, P. ist das 
Datum angegeben, an dem die betretfende Arbeit vorgelegt wurue; hierauf ve- 
ziehen sich die Angaben im folgenden. “) N. A. P. IX, p. 182—146. 

oe 
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stimmten Werte in a, b, ¢, d... einzusetzen sind. Euler zeigt noch, 
daB diese Gleichang , maindestans eine reelle Wurzel hat und macht 
eine Anwendung auf den Spezialfall des Parallelogramme. 

In einer zweiten Abhandlung, die am gleichen Tage vorgelegt 
wurde, lést Euler dieselbe Aufgabe fiir das Dreieck. Sie ist betitelt: 
,Solutio problematis maxime curiosi, quo inter omnes ellipses, quae 
circa datum triangulum circumscribi possunt, ea quseritur .cuius area 
sit omnium minima“'), Da sich hier von den finf unabhangigen 
Konstanten der allgemeinen Ellipsengleichung nur drei bestimmen 
lassen, so hangt der Flicheninhalt noch von zwei unabhiangigen 
Variabeln ab. Nimmt man zwei Seiten des gegebenen Dreiecks, etwa 
@ und ¢, als Koordinatenachsen, se lautet die Gleichung der gesuchten 
Ellipse: 

ez? + acxry + ay* — acix — a?cy = 0. 

Aus dieser Gleichung leitet Euler her, daB der Mittelpunkt der 
Ellipse in den Schwerpunkt des Dreiecks fallt, und daB die Tan- 
gente in jeder Ecke des Dreiecks der Gegenseite parallel ist. An die 
erste dieser beiden Arbeiten kniipft FuB8B in- einer Note vom 
31. August 1795: ,,Dilucidationes super problemate geometrico de ellipsi 
minima per data quatuor puncta ducenda“*) an und diskutiert die dort 
gefundene Gleichung 3. Grades eingehender mit dem Resultat, daB 
von den drei Wurzeln derselben eine eine Ellipse, die beiden andermn 
Hyperbeln bestimmen, die natirlich dem Problem in der Eulerschen 
Fassung nicht gentigen, wohl aber, wie FuB bemerkt, dem allgemei- 
neren: ,.Jnter omnes lineas curvas secundi ordinis per data quatuor 
puncta transeuntes eas invenire, in quibus rectangulum ex semiaxibus 
factum sit omnium minimum“. Fu8 berechnet ein Zahlenbeispiel upd 
wendet seine Resultate auch auf den Fall an, daB statt zwei Punkten 
einer mit seiner Tangente gegeben ist. 

Um Eulers Arbeiten iiber Kegelschnitte hier vollends zu be- 
sprechen, sei noch eine Untersuchung von ihm erwahnt: ,Solutio triam 
problematam difficillimorum ad methodum tangentium inversam per- 
tinentiam®. Die Arbeit wurde am 12. November 1781 eingereicht, 
aber erst 1826 verdffentlicht *). Die spite Veréffentlichung erklart 
sich damit, daB Euler vor seinem Tode den Wunsch geauBert hat, 
die Veréffentlichungen der Petersburger Akademie michten noch 
20 Jahre nach seinem Tode Arbeiten von ihm enthalten‘), ein Wunsch, 
den die Akademie in Ehren gehalten hat (s. die Vorrede zu M. P. XI). 
Die drei Aufgaben, die Euler hier behandelt, sind: 


) N. A. P. 1X, p. 146—153. *) Ebenda, XI, p.187—212. * M. P. X, 
p. 16--26.  ‘) In den M. P. ist sogar von 40 Jahren die Rede. 
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1) Alle Kurven zu finden von der Eigenschaft, daB die von zwei 
festen Punkten nach einem beliebigen Kurvenpunkt gezogenen Strahlen 
mit der Tangente gleiche Winkel maciien. | 

2) Gegeben eine Gerade und auf ihr ein Punkt A. Von A ist 
nach einem beliebigen Kurvenpunkt ein Strahl AP gezogen, der nach 
seiner Reflexion an der Kurve die Gerade in O schnerdet. Alle 
Kurven von der Higenschaft zu finden, da8B AP-+ FO konstant. sei. 

3) Alle Kurven von der Kigenschaft -zu finden, daB die yon zwei 
festen Punkten auf eine beliebige Tangente gefillten Lote ein kon- 
stantes Produkt haben. 

Die Untersuchung liefert das bemerkenswerte Resultat, daB sich in 
allen drei Fiillen nur Kegelschnitte ergeben, daB es also auBer diesen - 
keine Kurven gibt, die eme der genannten drei Eigenschaften besitzen. 

In den A. E. (1771), p. 131 ff, leitet ein Anonymus einen nicht 
uninteressanten Satz her, den er sclbst als ,,Theorema elegantissimum“ 
bezeichnet, nimlich: Zieht man in einem Kegelschnitt von einem 
Brennpunkt O aus drei Radienvektoren OF’, OG, OH und beschreibt 
um QO einen Kreis mit dem Radius r= VOF-OG-OH, der den 
Kegelschnitt in F’, G’, H’ schneidet, so ist: 


wo p der Parameter’des Kegelschnittes ist (p= =) 


Endlich untersucht FuB in einer Arbeit: vom 19. April 1798, 
betitelt: ,Observationes circa ellipsin quandam prorsus singularem“*), 
die Kurve, die entsteht, wenn man in einem Kreis um den Koordi- 
natenursprung jede Ordinate um ihre Abszisse verlingert. Die Kurve 
ist eine Ellipse, von der eine Reihe merkwiirdiger Eigenschaften 
nachgewiesen werden, z. B. gilt fiir ihre Halbachsen a und b: ab =r: 
a—b=r (r= Radius des Kreises); die vier lunulae, die von dem 
Kreis und der Ellipse gebildet werden, haben gleichen Inhalt; die 
Differenz zwischen dem Umfang der Ellipse und dem des Kreises ist 
nahezu gleich den von der Ellipse eingeschlossenen Kreisbigen, u. a: 


Hthere chene Kurven. 


Wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, sind in der Theorie 
der héheren ebenen Kurven keine wesentlich neven Ideen von allge- 
meinerer Bedeutung zu verzcichnen; die meister cinschligigen Arbeiten 


) N. A. P. XV, p. 71-87. 
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sind Spezialuntersuchungen fiber einzelne Kurven und Kurv engattungen, 
_die freilich manches Interessanté zuiage gebracht haben, aber meist 
isolicrt stehen und wenig Zusammenhang miteinander zeigen. Da- 
durch ist natiirlich die Ubersicht tiber diesen Zweig der Mathematik 
und seine Entwickluny erschwert; immerhin lassen sich wenigstens 
einige Gruppen verwaudter Untersuchungen zusammenfassen. — Die 
Literatur ist meist in Akademieschriften zerstreut; gréBere Werke, 
die sich speziell mit den ebenen Kurven befassen, sind wenig er- 
schienen. Zu nennen ist hier hauptsichlich das schon 8. 467 an- 
gefiihrte und charakterisierte Buch von Waring: ,,Proprietates alge- 
braicarum curvarum“. Uber das auf die Kegelschnitte beztigliche 
_ vierte Buch ist oben schon berichtet worden. Hier ist nun der In- 
halt der beiden ersten Biicher in der Ktirze anzugeben. — 

Das 1. Buch enthialt allgemeine Sitze tiber algebraische Kurven 
beliebiger Ordnung und beginnt mit einer Definition der Durch- 
messer, von denen Waring verschiedene Ordnungen unterscheidet. 
Deren Definition 1éBt sich am einfachsten folgendermaBen angeben: 
Wenn in einem schiefwinkligen Koordinatensystem zu jeder Abszisse 
2 +1-—i Ordinaten einer Kurve n‘** Ordnung gehéren, deren al- 
gebraische Summe verschwindet, so heiBt die Abszissenachse ein Durch- 
messer 7° Ordnung der Kurve. Es werden die analytischen Be- 
dingungen hierfiir angegeben; fir einen Durchmesser 1. Ordnung muB 
z, B. in der Kurvengleichung: 

Ay" + (a+ ba)y"- bide ieee = 0 
das 2. Glied mit y"~! verschwinden. Daran schlieBen sich Formeln 
fiir Koordinatentransformation; mit Hilfe derselben wird z. B. untersucht. 
ob eine Gerade ein Durchmesser ist, indem sie einfach als Abszissen-°* 
achse eingefiihrt wird. Ferner wird die Anzahl der Durchmesser 
1. Ordnung bestimmt, die ihre Ordinaten unter einem gegebenen 
Winkel « schneiden, uad gezeigt, daB diese Zahl héchstens = 2” 
sein, fiir « = 90° aber héchstens = 2 sein kann. Weitere Sitze, die 
sich hier auschlieBen und die der Verfasser als neu bezeichnet, sind: 

Hine Kurve, deren Durchmesser alle parallel sind, hat keine 
hyperbolischen Aste, auBer wenn die Asymptoten auch alle parallel 
sind, und keine parabolischen, wenn nicht alle nach derselben Rich- 
tung konkav oder konvex sind (Theorem 2). 


Es gibt nicht mehr als — Richtungen paralleler Ordinaten, 


welche die Kurven in (# — #) Punkten schneiden (Theorem 5). 

Es wird aus der Kurvengleichung eine Beziehung fir die Ab- 
stinde emes Kurvenpunktes von 2, 3, 4 usw. festen Punkten herge- 
leitet (Problem 7). 


Héhere ebene Korver. $73 


Schneidet cine um einen festen Punkt rotiermde Gerade die 
Kurve, 30 gibt es tir jede Lage cinen Punkt 80, du civ algebraische 
Summe der Abstiinde aller Schnittpunkte von diesem verschwindet. 
Der Ort dieser Schuittpunkte ist eme Aurve ven héchstens 2 Grad. 

Eigenschaften, die nur von den Gliedern 2¥* und (nm — 1)*” Ord- 
nung abhiingeu, sind fir zwei Kmgen, dic in dicsen Gledern tiber- 
einstimmen, dieselben; alsv hat z. B. eine Kurve mii ibren Asvmptoten 
(diese als zerfallende Kurve n* Ordnung betrachtet) alle Durchmesser 
gemein, ebenso alles, was von den Durchuessern abhingt, 2. B. die 
Mittelpnnkte (Mittelpunkt hei8t bei Waring ein Punkt eines Durch- 
messers von de: Art, du8 die algebraische Sum:ne der Abstinde aller 
Schnittpunkte dieses Durchmessers von dem Punkt verschwindet), 
ferner die ,curva diametralis“, die Waring definiert als: ,locus ulti- 
marum (iametrorum intersecticnum“. Was damit gemeint ist, ist nicht 
recht klar; vielleicht die Enveloppe der Durehmesser? __ 

Von besonderem Interesse ist das 10. Theorem, welches behauptet, 
daB keine algebraische Kurve, die ein Oval ohne Doppelpunkt 
hat, allgemein quadriert werden kénne, oder, wie Waring 
sagt: Nulla datur algebraica curva, quae habet ovalem sese in dato 
puncto haud intersecantem, quae generaliter quadrari potest“. Es ist 
dics offenbar derselbe Satz, der bei Newton, Principia I, Lemma 238, 
so lautet: ,Nulla extat figura ovalis, cuius area, rectis pro lubitu 
abscissa, possit per aequationes numero terminuorum ac dimensionum 
finitas generaliter inveniri*, und an den sich eine Kontroverse geknipft 
hat’). Der Beweis bei Waring ist so charalteristisch fiir dessen 
prignante Ausdrucksweise, daB wir ihn hier im Wortlaut anfiihren 
wollen: ,,.nveniatur enim generalis expressio ad arenm, e.g. terminis 
abscissae x, fiat haec expressio vel area impossibilis, cum z fiat « vel 
x, et ovalis continetur intra valores abscissae « et 2; inveniatur fluxio 
datae expressionis, sed methodus fluxiones inveniendi eadem est ac 
methodus inveniendi aequationes, quarum radices sint limites inter 
radices « et 2x datarum sequationum; et #1 radices @ et w datarum 
aequationum siut possibiles, possibilis etiam erit radix inter eas posita: 
ergu necessario ovalis se interseenbit™. 


ee 


1) Vel. Brougham (ist der schon S. 456, FuBnote, gepannte Mathematiker) 
and Routh, Aualytical View of Sir Isaa¢ Newtons Principia (1855), p. 78. Dort 
wird behauptet, der Satz sei falech, da jede Kurve von der Form: 


y™ ae Pr poe 1m (q" a x") 


quadrierbar sei. Zeuthen hat darauf hingewiesen, du8 diese Kurve gar kein 
eigentliches Oval darstellt, sundern im Koordinatenursprung einen Selbstberiih- 
rungspunkt hat. (Sur quelques critiques faites de nos-jours 4 Newton; Balletin 
de l’'Académie de Copenhague, 1895 ) 
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Der Gedankengang scheint mir etwa folgender zu sein. Ist 
y = f(x) die Gleichung der Kurve, die das Oval bildet, und ist das- 
salbe zwischen den Ordinaten eingeschlossen, deren Abszissen a und x 
sind; ist ferner F(x) =f f(a)da, so wird sowohl f(x) als F(a) auBer- 
halb der Grenze a und x imaginir. Dann muB aber F(z), Wenn es 
eine algebraische Funktion sein soll, zwischen « und x ein Maximum 
oder Minimum haben, und es wird dann F’(z) = f(z) =0, d. h. das Oval 
schneidet die Abszissenachse. Daraus schlieBt nun Waring, wenn ich den 
SchluB des obigen Beweises recht verstehe, ohne weiteres, daS das Oval 
sich selbst schneide. Dabei miiBte aber doch angenommen sein, daB die 
. Abszissenachse ein Durchmesser des Ovals ist; das wird aber nirgends 
gesagt, ebensowenig wird eine scharfe Definition des ,.Ovals* gegeben; 
auch was die ,,radices datarum aequationum“ sind, ist nicht recht klar; 
namentlich aber scheint mir nicht gentigend beriicksichtigt, daB wegen 
des Otals f(%), und damit anch F(z), eine doppeldeutige Funktion 
sein muB, also noch mit einer Irrationalitat bebaftet ist. 

Als eine , proprietas niaxime elegans“ aller Archimedischen Parabeln 
(d. h. Kurven mit lauter parallelen Durchmessern) wird folgender 
Satz angefihrt: Ist 


y" + ay") + (b+ cx) y" 2 +---=0— 
die Gleichung einer solcher. Kurvé, so ist deren Subtangente: 


Pw MY EO Nay" *+ =O ex)y* Ete | 
c- Pe aoe 


Gibt man. 7’ einen konstanten Wert, so gibt es »’ Kurvenpunkte, za 
denen dieselbe Subtangente gehért, und fir alle diese ist die Summe 
der Ordinaten konstant. 
Ferner: 
— Ist die Gleichung einer Parabel: 


y= ar + bat +--- 


und sind ¥,, %,--- Y%,—, die Ordinaten der Maximal- und Minimal- 
punkte, 2, %,,... 9, die Abszissen der Schnittpunkte mit der 2-Achse, 
so ist: se 
een eee MY2YsersYnn tr usp es, 
(a, — @,)*---(", —2,)* (a, —Z,)?--- ar, —2,)?-- Thy —2,)2 





Zu diesen und éhulichen Untersuchungen bemerkt Waring mit be- 
rechligtem Stolz, dxB auch die slgebraischen Sitze, die ihnen zu- 
grunde liegen, ven ihin sclbst gefunden seien. Der letzte Satz zeugt 
z B. yon der Keuntnis ciner wesentlichen Bigenschaft der Dhis- 
kriminante. 


Hdhere ebene Kurven. _ 475 


Das 2. Buch handelt von ,Kurvoiden“. Die Bezeichnung ist 
nach Analogie von ,,Cykloide“ gebildet, und bedeutet eine Verallge- 
meinerung dieser Kurve, d. h. eine ,.Kurvoide“ wird von einem festen 
Punkt einer Kurve beschrieben, wenn diese auf einer Geraden abrollt. 
Rollt sie, statt auf einer Geraden, suf einer anderen Kurve ab, go 
entsteht eine ,Epikarvoide“. Behandelt werden insbesondere Aufgaben 
‘fiber Rektifizierbarkeit und Quadratur der Kurvoiden, deren Lésung-von 
der Rektifizierbarkeit der rollenden Kurve abhangt. Auch wird der Satz 
aufgestellt, daB alle Kurven, die durch eine sequatio fluxionalis bestimmt 
sind, durch Kurvoiden und Epikurvoiden konstruiert werden kénnen. 

Das 3. Buch beschiftigt sich mit Raumgeometrie und wird im 
nichsten Kapitel besprochen werden. 

Unter den kiirzeren Abhandlungen allgemeineren Charakters seien 
zundachst einige aufgefithrt, die sich mit den Formeln fir den Krimmungs- 
radius, fiir Wende- und Kiickkehrpunkte beschiftigen. Die erste ist eine 
nicht ganz einwandfreie Schrift von Johann Jakob Hentsch (1728 
bis 1764, Professor der Mathematik in Helmstidt): ,,De curvis punctum 
inflexionis vel regressus habentibus“*). Schon die Definitionen, bzw. die 
Begriindungen seiner Bezeichnungen, die Hentsch gibt, Peston nicht 
ftir alle Fille, wie man leicht sieht; sie lauten: 

fir den Wende punkt: spanetui inflexionis ob mutatam curvae 
faciem, rectae assumtae vel puncto fixo obversam“; 

fir den Ritickkehrpunkt: ,punctum peceends ob mutationem 
motus, gni ordine fit retrogrado et versus principium, a quo curva moveri 
coeperat, respicit“. ® 

Abgesehen von der mangelnden Klarheit gilt z. B. die erste 
nicht, wenn die recta assumta die Wendetangente ist. — Hentsch 
fulgert nun daraus weiter: 

1) Fir einen Wendepunkt ist der Abschnitt der Abszissenachse 
zwischen dem Ursprung und der Kurventangente ein Minimum oder 
Maximum. 

2) Fr einen Ritckkehrpunkt ist die Abszisse em Maximum oder 
Minimum. (Dies ist aber offenbar auch der Fall, wenn die Kurven- 
tangente parallel der Ordinatenachse ist.) 

Die analytischen Bedingungen, die Hentsch far Wende- und 
Rtickkebrpunkte herleitet, sind zum Teil sonderbar ausgedriickt, und 
lassen eine Verwechslung von Differential und Differentialquotient er- 
kennen. Er sagt z. B, m einem Punkt mit vertikaler Tangente sei 
dy = co (!), die Bedingung fiir einen Wendepunkt sei entweder 
d’y = (, oder, bei vertikaler Wendetangente, dy — oo (!)."— Die 


1) Nov. Act. Erud., 1762, p. 256. 
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Betrachtungen werden dann auch anf den Fall ausgedehnt, ,,si in 
Curva Semiordinatae a puncto fixo ducantur“, d. h. auf Polarkoordi- 
naten. 

Aus dem gleichen Jahre stammt eine Arbeit von Fontana’) 
tiber Kurven in Polarkoordinaten, nimlich: ,De invenienda formula 
radii osculatoris in eurvis ad umbilicum relatis ex data formula eius- 
dem in curvis relatis ad axem, eruendisque inde curvarum evolutis“*). 
Es handelt sich also um Ubertragung der Formeln fair Kriimmungs- 
radius und Evolute von rechtwinkligen (2, y) auf Polarkoordinaten 


(8, 9). 
Ist du = 2dg, so bestehen die Beziehungen: 


ot pyle ets dat 4 dy? = dw + ds 


Fabrt man mit Hilfe dieser Gleichungen z und « an Stelle von x 
und y in den bekannten Ausdruck fiir den Krimmungsradius @ ein, 
so ergibt sich: 
(az* + du) "a 
= G(ded'n —dud*ey duds? + du) 


Ist nun (s. ng 31) O der ‘Koordinatenursprang, sind P und p 
\ zwei konsekutive Kurvenpunkte, 
\ C und ¢ die ihnen entsprechenden 

\ Punkte der Evolute, ist ferner auf 

\ Gp eine Strecke OR= OP und 

\ anf Oc ebenso OD = OC abge- 

: __--+P  tragen, endlich von O auf PC das 
| Lot OF gefallt, so ist wegen der 


\ 
ex. 7 “AP Ahnlichkeit der Dreiecke PRp, 


D hs jy, | PFO und OFC, CDe: 
oe : 

SX ae Pp _ PR _ Rp 

Se PO~ PF ~ Fo 

Sk Ge 

eee und 
0 OF OC 
Fig. 31. CD Ce’ ; 








"\ Den Bericht hiertiber verdanke ich einer gititigen Mitteilung des Herrn 
Vivanti, der urspritnglich der Anwendung der Infinitesimalrechnung auf die 
Geometrie ein besonderes Kapitel im XXVI. Abschnitt zu widmen gedachte. 
Da jedoch die meisten hierher gehirigen Arbeiten schon im XXIV. Abschnitt 
- besprochen werden, hat Herr Vivanti nach einem Vorscl:lage des Herrn Heraus- 
gebers mir sein Manuskript in tiberaus dankenswerter Weise zur Verfiigung go- 
stellt, damit nicht derselbe Stoff in zwei verschiedenen Abschnitten behandelt 
wiirde. Die Stellen, die von Herru Vivanti herrihren, werden tiberall dutch 
Verweisung auf diese FuBuote als solche bezcichnet werden. *) Analyacos 
sublimioris opuscula ‘Venedig 1763), Up. IJ, p. 120—136. 
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woraus sich ergibt: 
PO-PR aa gdu 


PE “pp Yan fae 
und: eis ‘ 
PF Rp sds : 
OF = PR Vath ada’ 
OF -Ce saz Ce 
| CD = CO” = Yast aut" 00" 
also ist: : 
2au 
PG SE Oa aga, 


Setzt man nun OC=Z; CD=dU, 80 ist nach dem Obigen: 


7 gide®? | (du "8 
Z= OC = VOF* + FC am By (e- Ydzit dui 
und, da Cc = dg ist: 
aU = CD = see ant : 
Vit tdzt + (9 Vda" 4 Yas? + eda 


Aus diesen Gleichuugen in Verbindung mit der Kurvengleichung » 
f(z, a) = 0 ergibt sich durch Elimination von z und u die Differential- 
gleichung der Evolute. 

Euler entwickelt die Formel fir den Kriimmungsradius auf 
elegante Weise in seiner Arbeit: ,,Methodus facilis investigandi radium 
osculi ex principio maximorum et minimorum petita“*) (11. Septem- 
ber 1776).” Der Inhalt ist kurz folgender: Ist O. ein Punkt auf der - 
Normalen eines Kurvenpunktes Y, und andert sich O} nicht, wenn 
man zum zweiten konsekutiven Kurvenpunkt weitergeht, doh. OY 
zweimal differenziert, so ist O der Kriimmungsmittelpunkt. Daraus 
ergeben sich die bekannten Formeln fir den Kriimmunggradius. 

Kine tibersichtliche Zusammenstellung der Formeln fiir Polarkoor- 
dinaten findet sich bei Gurief?): Mémoire sur la résolution des prin- 
cipaux problémes, qu’on peut proposer dans les courbes, dont les 
eoordonnées partent d’un point fixe“*) (22. Mai 1797). Gurief 
fiihrt fiir die Koordinaten folgende Bezeichnungen ein (vgl. Fig. 32): 


Radiusvektor FM =—2; A BFM =a, 


fener werden benutzt der Winkel der Tangente gegen die Achse 
L MTF =q; das in F auf FM crrichtete Lot bis zur Tangente F'R, 
fins als Subtangente bezeichnet wird; die rechtwinkligen Koordinaten 


1) N. A. P. VII, p. 88--86. % 8. 851ff. °%) N.A.P. XIL, p. 176—191. 
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des Punktes Mf sind BP=2; MP=vy; ferner ist PF = 1, endlich 
das Bogenelement ds. Damit wird nun abgeleitet: 


‘TMF =- 


dea _ 


la a 


dy =de-sina + 2cosadw; .dz = — dzcosa@ + zsinnda. 


Kriimmungsradius: R= 


daraus die Bedingung fiir Wendepunkte: 


avs 
ada? 


Ferner ergibt sich: 


Flachenelement: 


Volumelement des Rotationskérpers: 


) — = 0. 


s'da 
9°? 
Sx 


; 2* sin ada, 


Oberfliichenelement des Rotationskérpers: 222 sinew VY s*dw* + de’. 


Diese Formeln werden auf einige Beispiele angewendet. — Die 
Arbeit ist hauptsachlich darum bemerkenswert, weil hier klar und 


iN 


Fig. 88. 





konsequent iiberall Winkel 
und Radiusvektor verwendet 
werden, w&hrend sonst viel- 
fach statt des erst@ten Kreis- 
bégen von irgend einem Radius 
auftreten. , 
Einige andere Arbeiten 
beschiftigten sich mit sonsti- 
gen Fragen aus der Kurven- 
lehre. Die erste stammt von 
Kastner, nimlich: ,,.Deminimo 
in reflexione a curvis“‘). Dort 
wird, wobl zum erstenmal, ein 
rein geometrischer Beweis des 
Satzes gefihrt: Wenn ein von 


einem Punkt O ausgehender Lichtstrahl an einem Kurvenpunkt M 
s0 reflektiert wird, daB er darch einen anderen Punkt P geht, 
so ist OM-+ MP ein Minimum. Die ins Unendliche verlaufenden 
Aste einer Kurve behandelt eine kleine Schrift eines wiirttembergischen 


— + oe —o 


”) Dissert. math. of phys. Altenburgenses 1758. 
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Theologen, J..G. Pfeiffer (geb. 1766, gest. als Pfarrer in Steinheim 
a. d. Murr): ,De curvarym algebraicarum asymptotis tam _rectilineis 
quam curvilineis earumque investigatione“ (Taibingen 1764). Sie bietet 
inhaltlich gerade nichts Neues, gibt aber een klaren Uberblick 
Uber die verschiedenen Methoden zur Aufstellung der geradlinigen 
Asymptoten und ney mptolieohen Kurven einer gegebenen algebraischen 
Kurve. 
Endlich ist eine Arbeit von Busse (Friedrich Gottlieb 
von Busse, 1756—1835, Professor der Mathematik und Physik in 
Freiberg) zu nennen: _,Formulae ‘linearum subtangentium et sub- 
normalium, tangentium et normalium castigatae et diligentius, quam 
fieri solent, explicatae“ (Leipzig 1798). Das Wesentliche daran ist, 
daB bei den genannten Strecken nicht bloB, wie dies sonst fiblich 
war, der absolute Wert, sondern auch das Vorzeichen beriicksichtigt 
wird. Insbesondere wird die damals gebrauchliche Formel fir die 


Subnormale S = als falsch bezeichnet, und durch die richtigere 
S = — oe ersetzt. Als Kuriosym sei noch eine Bemerkung des Ver- 
fassers angefthrt, welche zeigt, daB mathematische Schriften schon 
damals sich keines ‘allzugroBen Absatzes zu erfreuen hatten. Er sagt 
nimlich, er hatte diese Sachen schon langst verdffentlicht, ,nisi biblio- 
polae eiusmodi scripta a me redimere et typis vulgare mirifice dubi- 
- tassent, scilicet emtorum qui talia sibi comparare soleant, non tam 
paucitatem, quam tarditatem in hac ape inconstantia constanter 
timentes“. 

Gehen wir, nuh zu den Rinzélunteradohongen fiber, so ist zu 
bemerken, da8 weitaus die meisten Arbeiten sich mit Aufgaben be- 
fassen, bei denen es sich darum handelt, die Gleichangen von Kurven 
mit bestimmten Eigenschaften aufzustellen, und zwar sind sie meist 
derart, daB sie auf Differentialgleichungen fiihren; im Sprachgebrauch 
der damaligen Zeit sind dies ,,Problemata ex methodo tangentium 
inversa“, So -heiBen ganz allgemein Aufgaben, die auf Integration 
von Differentialgleichungen fahren, auch wenn es sich gar nicht um 
Eigenschaften der Tangente, sondern z. B. des Kriimmungsradius handelt. 
Hierbei macht sich eine gewisse Unklarheit tiber die Bedeutung der Inte- 
grationskonstanten bemerkbar; es fehlé meist das volle Verstandnis der 
Tatsache, da8 eine Differentialgleichung nicht blo8 eine Kurve, sondern 
eine ganze Schar definiert. Selbst Euler laBt in die Differentialgleichung 
einer Kurvenschar fast immer noch den variablen Parameter eingehen. 
Wie schon bemerkt, ist es schwicrig, die groBe Menge von Abhand- 
Jungen, die in den verschiedensten Zeitschriften zerstreut sind, nach 
einheitlichen Gesichtspunkten zu ordnen; doch lassen sich wenigstens 
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einige solche herausfinden. Die Arbeiten, die ganz isoliert stehen, 
werden dann eben in chronologischer Reihenfolge aufgeftihrt werden. 

Eine erste Gruppe von Abhandlungen beschiftigt sich mit der 
Bestimmung von Kurven, deren Bogenlingen irgend einer Be- 
dingung gentigen sollen. Wir fithren zunichst zwei Arbeiten von 
Euler an, in denen ein heute wenig mehr gebrauchter Begriff eine 
Rolle spielt, uiimlich die Amplitude eines Kurvenbogens, eine von 
Joh. Bernoulli eingefiihrte Bezeichnung. Man versteht darunter 
den Winkel der beiden Normalen (oder.Tangenten) in den Endpunkten 
des Bogens. Dieser Winkel ist in den meisten der folgenden Unter- 
suchungen als Parameter eingeftihrt. Nimmt man die eine der beiden 
Normalen als z-Achse, so ist, wie man leicht sieht: 


dzg=—ds-sing; dy = ds cosg. 


Diese Darstellung erméglicht es nun, eine groBe Klasse von 
rektifizierbaren Kurven zu finden. Ist namlich v eine beliebige 


Funktion von g, und setzt man aoe + io , 80 ist damit eine 
Kurve bestimmt, ftir welche sich sowohl die Koordinaten als die 


Bogenlinge einfach in » und  ausdrticken lassen. Es ergibt sich 
nimlich durch Integration der obigen Gleichungen: 


ge Onin — 0 COS @; pats +y-sing; 
dg Y Ps. Y= aig BP Tv: sng; 


s—fodg+ f. 


Ist also das Integral fodg ausfihrbar, so laBt sich die Kurve 
rektifizieren, und soll sie sonst noch einer Bedingung unterworfen sein, 
so handelt es sich nur um eine geeignete Bestimmung der Funktion »v. 
Diese oder ibuliche Uberlegungen liegen den meisten Arbeiten 
Eulers tiber die Bogenliingen von Kurven zugrunde. Die erste der 
beiden Eulerschen Abhandlungen heiBt: ,.De arcubus curvarum aeque 
umplis earamque comparatione“'). Es handelt sich hier um die Auf- 
gabe, Kurven so zu finden, daB die Bogenlingen ihren Amplituden 
pruportional sind, daB also: 


Ea: 

a a? 
oder 

de a 

dp «a 


ist. Es ist klar, daB der Kreis jedenfalls zu den gesuchten Kurven 


8 8 


N.C. P. XII (1766-67), p. 17—41, 


Hthere ebene Kurven. 481 


gehért; es fragt sich aber, ob nicht noch andere Kurven diese 
dem Kreis zukommende Ejigenschaften haben. Fragen dieser Art 
sind in jener Zeit Ofters behandelt worden; wir werden apiter 
noch einige hierher gehérigen Untersuchungen anzufiihren buben; 
Hier findet Euler auBer dem Kreis noch weitere Kurven durch einen 
‘Kunstgriff: er fiigt namlich zu gq eime I‘unktion V hinzu, die 
sich nicht andert, wenn m um @ pei V muB dabei einfach 


ox 
eine Funktion von sin- =f. und eos 2™4 =f. sein. Nimmt man nun . 


den einen Endpunkt des Kurvenbogens “als Koordinatenanfangspunkt, 
seine Normale als z-Achse, so findet man die Gleichung der gesuchten 
Kurve in der Form: 


t= =(1 — COs 9p) + iin gar, y= — sin + foos pd ¥. 
Hieraus folgt fir den Kriimmungesradius der Ausdruck: 
eae e+ 5— is” 


Die nahere Untersuchung zeigt, daB die Kurve aus lauter kongruenten 
Stiicken von der Linge a besteht. 

Die zweite Arbeit (vom 19. August 1776) ist betitelt: ,De duabus 
pluribusve curvis algebraicis, in quibus, si a terminis fixis aequales 
arcus abscindantur, earum amplitudines datam inter se teneant 
rationem“'), | 

Hier handelt es sich also um zwei verschiedene Kurven und-die 
Amplituden gleicher Bégen sollen nicht mehr gleich sein, sondern in 
einem gegebenen Verhialinis stehen. Euler findet fiir die eine 
Kurve die folgenden Gleichungen, in welchen « und £8 Konsjanten 
sind, derart, daB das Verhiltnis der Amplituden =«:8 ist, und in 
welchen » eine F unktion von p bedeutet: 


x a ae sin —cos + FF (ae ; Sin oe aay } 
‘a dg oP a Var dy ee do P}s 


1 2 
Y= Ge -cosug + >: hasekt + 5 COS OO += Fysinay). 


Die Gleichungen der zweiten Kurve ergeben sich hieraus durch Ver- 
tauschung von « und f. Sollen die beiden Kurven algebratsch sein, 
so intissen « und p rationale Zahlen und muBb ¢ eine algebraische 
Funktion von sing und cosg sein. Das Beispiel v= cosy wird 
durchgeftihrt und ergibt Epizykloiden;’ auBerdem wird die Aufgahbe 


ee ee 


 N. ALP. VI, p. 63-76. 
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auf 3, 4 usw. Kurven verallgemeinert, deren Amplituden bei gleichen 
Bégen ein vorgeschriebenes Verhaltnis haben sollen. 

Mit der Rektifikation von Kyrven haben sich die Mathematiker 
in unserem Zeitraum mehrfach beschiftigt'). Schon friher hatte 
Hermann’) die Aufgabe vorgelegt, die Quadratur einer Kurve auf 
eine Rektifikation zurtickzuftihren, die dann von N. Bernoulli®) und 
Euler‘) behandelt wurde. Saladini nahm die Frage wieder auf in 
seiner Abhandlung: ,Methodus Bernoulliana de reducendis quadraturis 
’ transcendentibus ad longitudinem curvarum algebraicarum, a quibus 
inutilis saepe: redditur, imaginariis quantitatibus liberatur atque eius- 
dem reductionis innumerae aliae viae indigitantur“®). Er gab einen 
Beweis des Bernoullischen Satzes, nach welchem die Fliache einer 
Kurve y = f(z) durch 


Be 
ydx y S 
ausgedriickt wird, wo S den Bogen der Kurve: 
yh. = | 
Veto" Ss yt, (1) 
y y 


bezeichnet. Um aber die Einfiihrung der fir y*? > 1 vorkommenden 
imaginaren GréBen zu vermeiden, stellt er folgenden Satz auf: 


Man hat: ; 
fyaz=- sis. + | varaX 


X,<-¥ 3 y,- ie | 
Ist die vorgegebene Kurve algebraisch, so ist es auch die Kurve (1); - 
es liBt sich also die Quadratur jeder algebraischen Kurve auf die 
Rektifikation einer algebraischen Kurve zurtickfihren. Da aber die 
Linie (1) éfters kompliziert ausfallt, so schligt Saladini eine andere 
Methode zur Auflésung des Problems vor. Setzt man z B. 


> _? oo © 
Xm, Y= yet me, (2) 


wo m konstant ist, wihrend P, Q@ Funktionen von y bezeichnen, so 
lautet die Bedingung dafiir, daB dS? = dX? +-dY* ein vollstindiges 
Quadrat sei: 


wenn 





CLA Gy ek 
¢v P 


1) Fir den Bericht tiber die im folgenden erw&hnten Arbciten von Sala- 
dini, d’Alembert, Mascheroni, Gratognini, Contarelli vgl. FuBnote 
8.476. *) Acta Erad. 1719. *) Ebenda, 1720. ‘*) Comment. Acad. ga 
T.V. 5 Comment. Bonon. T. V, P. II, p. 120—188 (1767). 
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Nimmt man dann far Q eine solche algebraische Funktion von y, 
daB = ein logarithmisches Differential ist, so ist P eine alge- 


braische Funktion von y, und man hat: 


“[aVP* t+? (aP\i _ (ad, \3 P+ @ 
SERV Eel Fs 
wo S den Bogen der Kurve (2) bezeichnet. 
Schon im III. Bande der Denkschriften der Berliner Akademie 
(1747) hatte d’Alembert auf ein Paradoxon hingewiesen, das ans der 
Betrachtung der Kurven entsteht, die durch dic Diiferentialgleichung: 





dy =deVii—a2y t~1 (3) 
definiert ist. Zwanzig Jahre spater nahm er den Gegenstand wieder 
auf in einer Schrift: ,,.ixtrait de plusieurs lettres de l’auteur sur 
différens sujets écrites dans le courant de l’année 1767“%'). Integriert 
men (3) mit der Bedingung, daB fir «= 0 auch y=0 werden soll, 
so erhilé man: 


yo l-a—ath, (4) 
ferner ist2 ° 
ds = dzV(1 —2)t = (1-2) taz, (5) 
also unter der Bedingung s= 0 fir 7 = 0: 
S = > Heads x)3 | (6) 
Aus (4) ergibt sich die Ge- 4’ ee od 


stalt der Kurve; es ist y= 1 
far z= 1, dann nimmt y ab fir 
wachsendes und abnehmendes z, 
und es wird y=Q0 fiir z=—0O 
und r=2. [ir z <0 und fir 
z>2 ist y imaginar. Ferner 
hat y fir jeden Wert von 2 zwei 
gleiche und _  entgegengesetzte 
Werte, so daB die Kurve. die aus 
Fig. 32 ersichtliche Gestalt A BCD 
hat; es iat die seit Leibniz be- 
kannte regulire Astroide’), 
deren Gleichung durch die Trans- 
formation x =1+2'; y=¥' sich 
auf die Form: 


——a 





Fig. 39. 





') Opuscules mathématiques T. [V, p. 65—68 (Pacis 1768). *) Vgl. 
Loria, Spez. Kurven, 8. 227. 
- Oanror, Geschichte der Mathematik IV. 82 
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-z't +y ‘es 1, oder (#7? +4 9% — 1)" + 27 2'77/2 = 0 


bringen laBt. 

Sind non MW und ¢M’ awei dian, Zweigen AB, bzw. BC an- 
gehdrigy, in bezng auf die y'-Achse symmetrische Knrvenpunkte, P 
und FP’ ihre Projektionen auf die z-Achse und setzt man 


OP = O0P =3, 
£0 folgt aus (6) 


arc AM = arc ABM’ = 7 (1 — zt) 


wihrend arc AB = : ist, ferner arc ABC=Q. Es nimmt also die 


. Bogenlinge vom Punkte B an fortwihrend ab, was absurd ist. Und 
d’Alembert schlieBt: , Voila donc encore ici le caleul en défaut*. 

Kine weitere Bemerkung ist folgende: Nimmt man, wie es still- 
scuweigend vorausgesetzt worden ist, dy in (3) positiv an, so muB y 
immer zunehmen; also ist die Fortsetzung der Linie tiber B hinaus 
nieht BC, sondern der zu BC in bezug auf die durch B parallel zu 
AC gezogene Geratle symmetrische Zweig BC’. 

Diese Schwierigkeiten, arf welche d’Alembert keine Antwort 
gah, reizten den Scharfsinn Mascheronis‘), welcher sich-die Auf- 
gabe steilte, die Angriffe von d’Alembert gegen die Analysis zu 
widerlegen (,.njucia tamen accusatur calculus“), Durch Reiheninte- 
gration findet er 


y=B— atts. 7 pal om B— p, 


24°06" or ies te td ae 


wo J cine Konstante ist. Hieraus orsicht man, daB y fir « und — z 
denselben Wert annimmt, so daB die Fortsetzung von AB nicht 
BC’, sondern BC ist. Nimmt man aber die in (3) vorkommende 
WurzelgréBe mit-doppeltem Zeichen an, so erhélt man 
y= Bis, 

so daB die ganze Kurve aus den vier Zweigen AB, BC, A’B, BC’ 
gebildet ist. Die Gleichung (5) laBt sich schreiben: 

dg = + g tds 
und aus derselben folgt durch Integration: 


gmt fof, 


ee EE ee 


1) Adnotationee ad calculum integralem Enleri P. I, 1790 
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vorausgesetzt, daB s=—0 fir g=0 ist. Betrachtet man also den 
Bogen BA ale positiv. so muB man den Bogen BC als Enceee an- 
sehen. 

Hierdurch wird jedoch d’Alemberts Bedenken einewe we er- 
- ledigt; aber noch mehr: Mascheroni entieckt ein neues Paradoxon. 
' Fir z>2 ist die Kurve imagina&r; aber die Bogerlange isi auch 
fiir diese Werte von x reell. Die Erscheinung ist nichi vereinzelt: 


jedesmal wenn pd reell und <1 ist, hat man eine reelJe Bogen- 
— bei imaginarer Kurve; denn es ist dann (5) = (5) —1<J, 
also at imaginér. Diese Bemerkungen von Mascheroni, welche im 
Jahre 1790 veréffentlicht wurden, gaben noch in demselben Jahre 
Veranlassung zu einer Antwort von seiten eimes gewissen Giovanni 
Gratognini (1757—1836), Professor an der Universitit in Pavia. 
Seine Schrift ftihrt den Titel: ,Esame analitico d’un paradosso 
proposto ai geometri dal sign. D’Alembert e della soluzione 
datane’ dal Ch. sign. Don Lurenzo Mascheroni“ (Pavia 1790); sie 
gibt eine eigentiimliche Liésung des Ritsels. Gratognini sagt ném- 
lich: ,,die Formel ftir die Bogenlinge kann lings des Zweiges BC 
nicht gelten; sie wiirde nimlich den Bogen BC, gegen seine Natur, 
durch eine negative GréBe ausdriicken. Man ruB vielmehr den Aus- 
druck fiir ds in (5) fir AB mit positivem, fiir BC mit negativem 
Vorzeichen versehen. Desgleichen kann fiir z>2 der in (5) an. 
gegebene Wert dem Bogen nicht angehéren, weil sie von der Glei- 
chung ds* = (2? + dy* abgeleitet wurle, welcbe, da im betrachteten 
Falle dy fehlt, etwas Chimirisches und Bedeutungsloses darstellt.“ __ 

Hinen dhnlichen Gedanken hat Contarelli in einem Brief!) an 
Paolo Cassiani, Professor in Modersa, ausgesprochen. Er sagt 
namlich, daB bei der Berechnung der Bogenlange der Bogen CD 
notwendig als negativ angesehen werden milsse,.da ja C ein Riick- 
kehrpunkt sei, und figt bei, da8 Giordano Riccati dieser An- 
schauung zugestimmt habe. 

DaB alle diese Deutungen ganz ungeniigend sind, ist klar. Die her- 
vorgehobenen Schwierigkeiten konnten nichi tiberwuuden werden, so- 
lange man den Begriff des Verinderlichkeitsbereichs einer alyelraischen 
Funktion nicht vollstindig beherrschte. Heutzutage haben die 
-d’Alembertschen Paradoxa fir uns nichts Verwunderliches mehr. 
Da die Funktion y von 2 durch eine Differentialgleichung von der 
Form dy = Pdz definiert wird, 80 ist sie, von einer bloB additiven 


) Continuasione del nuovo giornale dei letterati, T. 22. 
$2* 
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Konstaulen abgesehen, bestimmt, und daher sind sowohl A’ BC als 
ADC Zweige der Integralkurve. Ferner ist die Ordinate y, nachdem 
sie durch Angabe ihres Wertes fir 2 == 1 bestimmt worden ist, eine 
sechswertige Funktion von 2; dasselbe kann man von s sagen, da die 
rechte Seite von (6) mit doppeitem Vorzeichen behaftet werden muB, 
Die Bogenliinge s bildet eine auf der die Funktion y von 2 dar- 
stellenden Riemannschen Flache regulére Funktion; = 1 ist ein 
Verzweiguagspunkt dieser Flache, und an diesem Punkte kann der 
Ubergang von einem zu einem anderen Funktionszweige sowohl von 
y als von s stattfinden. Dadurch kann man’sich von allen schein- 
baren UnregelmiBigkeiten Rechenschaft geben. 

Die Schwierigkeiten, welche die Rektifikation der meisten Kurven 
bietet, scheinen Euler dazu veranlaBt zo haben, Kurven zu suchen, 
deren Bogenlange sich angeben, oder wenigstens darch diejenige be- 
kannter Kurven ausdriicken lat, oder, wie Euler sagt, die durch 
die Bogenlangen bekantiter Kurven ,me8bar“ sind. Dieses Problem 
kann’) als eine Verallgemeinerung der gewéhnlichen Rektifikation 
angesehen werden, bei der es sich ja einfach um eine ,,MeSbarkeit“ 
durch geradlinige Strecken handelt. Euler hat solchen Fragen ver- 
schiedene Abhandlungen gewidmet;' die erste hei®t: ,De innumeris 
curvis alyebraicis, quarum longitudinem per arcus parabolicos metiri 
licet“*), Die analytische Formulicrung dieser Aufgabe ist: x und y 
als Funktionen eies Parameters v so darzustellen, daB: 


ds = Vax" + dy? i doVito 


wird. Kuler nimmt zunachst die allgemeine Aufgabe in Angriff, 
daB das Bogenelement ds dem Differential einer beliebigen Funktion 
von v gleich werden soll, also ds = Vdv, und versucht, ob or 


Gleichungen das Problem zu lésen vermégen: 


_. PVA U-—QYB—U, dy_ PYB— B—U+Qyv4+0 (1) 
Zo VA+B > ae VA+B 


wo P, Q, U Funktionen von v, A und B Konstanten sind. Dies ist 
der Fall, wenn 


P+ Q@= (2) 


ist. Dieser Gleichung miissen also P und Q geniigen, und dann ist 
U 30 zu bestimmen, duB die Gleichungen (1) integrabel werden. 
Zu diesem Zweck fithrt man statt U einen Winkel g, der also gleich- 
falls eine Funktion yon v. ist, ein, und setzt: 


eee 





1) Nach einer Bemerkung yon Herry Vivanti, vgl. FuBnote 8. 476. 
*) N. A. P. V, p. 59—70. 
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. Ze — Pring + Q cong; “¥ — P cosy — Qing (3) 


Nach diesen allyemeinen Bemerkungen wird wieder auf die spezielle 
Aufgabe, wo also V = V1 + v® sein soll, zurtickgegriffen, und gezeigt, 
daB diese Forderung erfiillt ist, wenn in (1) U eine beliebige ganzzahlige 
Wuizel von v ist; die Beispiele G0, U = )v werden durchgefthrt. 
Ebenso 1aBt sich ays (3) eine spezielle Loésung herleiten, wenn P = 1, 
Q=v gesetzt wird; es ergibt sich so: 
dz=dvsing +vdvcosg; dy = dv cosg — vde sing. 

Setzt man hier noch v = sin®, so macht die Beziehung » = A9 die 
Gleichungen integrabel und liefert algebraische Kurven, wenn 4 eine 


rationale Zahl ist: SchlieBlich wird noch eine ante allgemeinere 
Lésung hergeleitet,. namlich 





42 = —+ cos (a + A®) + ar cos [a + (A + 2) 8] 





+ Be —~ cos[a + (4 — 2) 8]; 


Ay = — z sin (a + 2#) +, yt sin[a + (4 + 2) &] 





+ W=4 sin[a + (4— 2) 8], 


wo « ein beliebiger Winkel, 4 eine rationale Zahl exkl. + 2 ist. 


Die gleiche Aufgabe hat Kuler in einer spiiteren Arbeit vom . 


20. August 1781 wieder aufgenommen, fiber die deshalb auch gleich hier 
berichtet werden midge. Sie heiSt: De innumeris curvis algebraicis 
quarum longitudo arcui parabolico aequatur'). Er gibt dort folgende 
elegante Konstruktion einer solchen Kurve: Es sei AB= BC = 2a 
der doppelte Parameter der 
Parabel AC, AD eine zu ihr 2 
symmetrische, die mit ihr 
Achse und Scheitel gemein 
hat; sei eine pace Zahl. 


Mache nun FG =“, GV 


parallel der Achse me gleich 
einer beliebigen Ordinate XY; Fig. M4. 

ANVFG sei = & Lege in 

F an AF einen Winkel =»@ an, und trage auf dem Schenkel desselben 





) M. P. XI (1880), p. 100—101. 


488 Abschnitt XXIV. 


FZ = FX ab, dann ist der geometrische’ Ort von Z eine Kurve der 
gesuchten Ari, deren es also unendlich viele gibt, da » beliebig an- 
genommen werden kann. Der Beweis ergibt sich leicht aus der an- 
gegebenen Konstruktion. , 

Kine weitere Abhandlung vom 10. Juni 1776 behandelt dieselbe 
Autgabe fir Ellipsenbégen; sie heiBt: ,,De innumeris curvis algebraicis 
quarum longitudines per arcus ellipticos metiri licet“'). Hier soll’ also 
das Linienelement von der Form sein 


ds = dv V : bee vee . (4) 


Dieser Forderung wird gentigt, wenn: 





(Ptgdo, 2, _(p—9aae (6) 
~ Yale)’ a y2a—9) ®) 


ist, wobei p und q Funktionen von v sind, derart, daB 
p+ q—2pqv =1 + (n? — 1)0% 


Dadurch werden die Gleichungen (4) integrabel und liefern alge- 
braische Gleichungen. Z. B. ergeben die Werte p == 1; g=v(n + 1) 
eine Kurve 6, Ordnung. Auch hier lassen sich durch Einfiihrung 
von Winkeln die Gleichungen umformen, und Euler ermittelt fol 
gende Lésung der eg . 


2% = i sin ((4 + 1p] — F—;- sin[(4 — 1g, 
n—l1 


: = ; x cos[(A +1)p]— , -;:sin(4 — DQ], 


(6) 





Qy =~ 


wo 4 eine rationale Zahl sein mu8, wenn die Kurven algebraisch 
sein sollen. Die durch (6) dargestellten Kurven sind Epi- und Hypo- 
zykloiden. Auffallend ist das Resultat fiir »=1; in diesem Fall 
stellt (4) das Linienelement des Kreises dar, (6) aber den Kreis 
selbst. Euler sah sich dadurch veranla8t, den Satz auszusprechen, 
da8 es auBer dem Kreis selbst keine Kurve gebe,. deren 
Bogen sich durch Kreisbigen messen lasse (vgl. unten 8. 491), 
unterlieS} es aber nicht; die Aufmerksamkeit der-Mathematiker auf 
das 5. 486 formulierte allgemeine Problem zu lenken. Auch fihrt 
er am SchlyB dieser Abhandlung noch an, dab es ihm nicht ge- 
lungen seit, diese Aufgabe wie fiir Ellipsenbégen, so auch fiir 
Hyperbelbdgen au lisen. Dies leistete spiter FuB in einer Abhand- 
lung som 28. Juni 1783: ,De innumeria curvis algebraicis quu- 


ere ee ee 


NLA. P. V, p. 11—86. 
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rum lonyitudinem per arcus byperbolicos metiri livet™') durch Eai- 
fahrong hyperbolischer Funktionen. —- Auch diesinal hat Luler 
der. Aufgabe spater (20. August 1781) eine zweite Arbeit ge- 
widmet: .,.De curvis algebraivis, quaruin longitudu indefinita arcu 
elliptico aequatur“*). Er kniipft hier an die Formeln (6) an, und he- 
merkt mit der liebenswirdigen Offenheit, mit der er stets seinen Ge- 
dankengang ftlarlegt, daB er zufallig (ca3su) darauf gekonymen sei. 
Die Arbeit besteht im wesentlichen in einer Verallgemeinerung der’ 
vorher gefundenen Resultate. Auch eiuen schwierigeren Fall des a1)- 
yememen Problems ds = V'dv hat Euler behendelt (17. Juni 1776): 


De iunumeris carvis algebraicis, quarum longitudo exprimitur bac 
y™—} 


formula intograli = Vie 4, de") Das Problem wird gelést und aus- 
gedehnt auf den ae das Fall 


pm [alo + be + or 7- av*” ae LA 


Wieder einer Aufgabe allgemeinerer Natur, die in diese Gruppe 
gehort, sind zwei Arbeiten von Euler gewidmet, niwlich: ,De binis 
curvis algebraicis inveniendis, quarum ercus indefinite inter se sint 
aequales“*) (20. Juni 1776) und: ,,De binis curvis elyebraicis eadem 
_ rectificatione gaudentibus“*) (20. August 171). Jede der beiden iést 
die Aufgabe auf zwei verschiedene Arten. In der. ersten nimmt 
Euler die beiden Kurven in Parameterform gegcben an- 


X = p(#) + 4(4); & = ple) — q(2); 
Y = r(s) —s(a); ° y ~r(z)— 3(z). 


Die Forderung, daB die Linienelemente beider Kurven ‘gleich 
seien, ergibt fiir die vier Funktionen p, q,7, 8 die Badingungsgleichung: 
pq oa rs. 

Um dieser Gleichurg zu genigen, fibrt Euler zwei neue Funk- 
tionen u. und v von sg ein, die mit den ersten durch die Glei- 
chungen verbunden sind: 


td 


q. ve uv 
area | re aaa ee 
Damit ist die Bedingurigsgleichufig erfiillt, und Koordinaten der beiden 
Kaurven sind dargestellt durch: 


eS oe ~ 


1) N. A. P. XIV (1805), p. 111—188.  *) M. P. XI (1880), p. 95—99. 
 N. A. P. Vi, p. 36—62. ') Ebenda, IV, p. 96 -- 108. 5) M. P. XI (1830), 
p. 102—118. 
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vo 
X—m +9; & = — Gj 
ue uv 
bat emia a oe y=r+—— 8 


Sind g, 7, v algebraische Funktionen, so sind beide Kurven alge- 
braisch. 
| Die zweite Lisung legt die Bedingungasgleichung in der Form 


7 = s zugrunde, und fuhrt 2u einer einfachen geometrischen Kon- 


struktion, némlich (vgl. Fig. 35): Es seien zwei beliebige Kurven mit 

derselben  Abszissen- 

achse und den Koordi- 

naten p,s und q,r ge- 

geben. Man _ ziehe 

parallele Tangenten an 

Fig. 86. | | die beiden Kurven, die 

sie in Sund Q bertihren, 

so ergeben sich die Koordinaten X, Y und z,y der beiden gesuchten 
Kurven aus den Gileichungen (vgl. Fig. 35) 


X= BP + RQ; z=—BP—RQ; - 
Y=: CR— PS; y=CR+ PS. 





In der zweiten Abhandlung ‘ist zuniichst eine Lésung mit Be- 
nutgang von WinkelgréBen gegeben. Der Forderung der Aufgabe — 


wird gentigt durch die beiden Gleichungen: 


dX = dz cosy + dy sing, 
a@Y =—dz sing — dy COS g, 


wo z und y noch als Funktionen von go so zu bestimmen sind, dab 
diese Gleichungen integrabel werden und algebraische Funktionen er- 
geben. Euler ftthrt 2u diesem Zweck zwei Funktionen P und Q 
von g ein, derart, daB 


dP. d 
t= Fz sing + 52 - cosg, 
dP _, a4 . r 
—- 


dann wird , 
ao adP 


Sind hierbei P und Q algebraische Funktionén von sing und 
cosg, so werden die Gleichungen integrabel, und ergeben algebraische 
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Kurven. Die zweite Lésung, die gegeben wird, benutzt keine Winkel- 
gréBen, ist saber in ihrem Resultat nicht wesentlich von der ersten 
verschieden, die auch fir die Anwendung bequemer ist. Setzt man 
z. B. @=0, so ergeben sich Kurvenpaare von der Eigenschaft, daB. 
der Radiusvektor der einen Kurve gleich der Ordinate der anderen 
ist. Dies wird angewendet auf Parabel und Ellipse. Aber auch hier 
ergibt sich dureh Spezialisierung far den Kreis als zweite Kurve 
eben wieder der Kreis. Trotzdem gelangte Euler spater im Zu- 
- sammenhang mit diesen Untersuchungen zu viner Liésung der 
friiher (s, 8. 488) von ihm fir unméglich gehaltenen Aufgabe, 

Kurven zu finden, deren Bégen sich durch Kreisbigen aus- 
drficken lassen, ‘abgesehen vom Kreise selbst. Seine Arbeit hier- 
iiber ist am gleichéh Tag wie die letztere der beiden vorigen der 
Akademie vorgelegt worden. Sie fahrt den Titel: ,De curvis algebrai- 
cis quarum omnes arcus per arcus circulares metiri licet!). In der 
Einleitung kommt Euler auf seine friher (s. 8. 489) aufgestellte 
Behauptung zurtick, daB es keine solchen Kurven gebe, und gesteht 
mit der far ihn charakteristischen Offenheit ein, der Hauptgrund fur 
jene Behauptung sei gewesen, daB es ihm trotz aller Anstrengungen 
nicht gelungen sei, solche zu finden; er nimmt sie hiermit feierlich 
zartick (,solemniter retractans“). Sein Verfahren, um Kurven der ge- 
nannten Art zu finden, ist nun folgendes: Es sei w« ein Bogen eines — 
Kreises vom Radius 1; die Gleichung der Kurve soll in Polar- 
koordinaten (s, m) aufgestellt werden; dann muB8 sein 


| ds? +. stdq* = dw 
oder 
dw*— dst 


dg = 








Die Aufgabe ist also einfach, ¢ in Funktion von g so zu bestimmen, 
daB das Integral der rechten Seite einen Kreisbogen ergibt, d.h. sich 
durch zyklometrische Funktionen ausdrticken la8t. Dies ist nun sehy 
einfach méglich, wenn s = b + cosw gesetzt wird, wo b eine beliebige 
ponetante ist. Hierdurch erhalt man: 

dw cos w 

b+ cos w 

Um dies Integral auszufiihren, setzt man ¢ = tg= aud orhalt: 


dg = 


26 
pw — 2 aretgt V5z; 
Diese Gleichung in Verbindung mit ¢ = ig= und ¢=6b+ cosw stellt 


1) M. P. XI (1830), p. 114—124. 
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nun die gesuchte Kurve dar; sie ist algebraisch, wena + eine 


rationale Zahl ist. An diese Formeln schlieSt sich eine Diskussion 
der Kurve, die als wiehtigste Resultate folgende ergibt: der Kriim- 


mungsradius ist t= Staeee daraus folgt, daB ein Wende- 


punkt anftritt fir cose = — ; also z= 2. (Daraus folgt, daB 


ein solcher nur auftreten kann, wenn 6 < 2 ist, weil sonst ¢< b—1 
witrde, was nicht méglich ist.) Die Amplitude’) ist «= w+ 9. 
Auf Grund der entwickelten Formeln wird noch. ein Zahlenbeispiel 


(6 = 7 berechnet, und der Verlauf der Kurve gezeichnet; sie hat 


etwa die Gestalt einer Lemuiskate mit ungleichen Schleifen. Schlie8- 
lich wird noch bemerkt, daB der von einem bestimmten Punkt ab 
gemessene Bogen glei¢h dem Arkus des Winkels zwischen dem Radius- 
vektor und der Tangente im Endpunkt des Bogens ist. . 

Wahrend es sich in den Arbeiten, tiber die vorstehend berichtet 
wards, um Vergleichung von Bogenlingen verschiedener Kurven 
handelt, sind nun einige Abhandlungen zu nennen, in denen Be- 
ziehungen zwischen Bog.u-agea und Tangenten, Normalen usw.. 
einer und derselben Kurve untersucht werden. Unter diesen ist 
der Zeit nach die erste eine Veriffentlichung von Pio Fantoni 
(1721—1804, Wasserbaumeister in toskanischen Diensten, Mitglied 
des Instituts von Bologna): ,,De problemate quodam alyebraico, deque 
evolutione mechanicae cuiusdam curvae inter infinitas hypermechanicas, 
quae determinatae aequationi satisfaciunt“*). Die Aufgabe, die Fan- 
toni als ,,Prablema algebraicum“ bezeichnet, ist folgende: Kine Kurve 
30 gu finden, daB das Stiick der Tangente zwischen dem Berithrpunkt 
und dem vom Koordinatenanfangspunkt auf sie gefallten Lot kon- . 
stant sei. Als Differentialgleichung der gesuchten Kurve ergibt sich: 

d ‘dzt+dy? ° 

dain alee sine 

Die Integration wird zunichst in rechtwinkligen Koordinaten aus- 
gefabrt, wobe: der Differentialyuotient als Parameter auftritt; es 
ergibi sich cine ziemlich kompjizierie Formel, die sich aber wesent- 
iich vereinfacht dadurch, da8 sls Koordinaten der Radiusvektor 2, 
und der von ihm und der x-Achse begrenzte Bogen u eines Kreises 
von gegebenem HKadius =a einyefiihrt werden, also Polarkoordinaten 


') Vgl. 9.480. *) Phil. Trans. Vol. 57 (1767), p. 388—-371. 
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besonderer Art. Setzt man nimlich noch Ys* — a? =i, ‘so er- 
gibt sich 
wm t— a arotg 


Es wird dann noch gezeigt, daB diese Kurven Traktorien der 
Archimedischen Spirale sind. 

Auch Euler hat sich mit derartigen Fragen beschiaftigt und 
folgendes ,Problema geometricum ob singularia symptomata imprimis — 
memorabile“') gelést (10. Februar 1777): Eine Kurve so zu be- 
stimmen, daB der Sektor ACZ—Z dem Quadrat des Bogens 
AZ=s piogortions| sei. Dabei 
ist angenommen, dab AC zugleich 
Tangente an die Kurve in 4 sei, 
und daB die Achse CB auf AC 
senkrecht stehe. Es: soll also | 
sein: 

gio 4nd. (1) 
Dieser Gleichung genfigt, wie 
man leicht sieht, die logarith- 
mische Spirale um C, wenn 

| 2 

™ sin of 
ist, wo € den konstanten Winkel 
des Radiusvektor gegen die Tan- 
gente bedeutet. Dies ist aber 
schon deshalb nicht die allgemeinste Lésung, weil hier n>? sein 
mus. Ftr die allgemein gefaBte Aufgabe gibt Euler drei Lésungen; 
die erste benutzt den Winkel gm der Normalen gegen die Achse und 
drtickt das vom Ursprung auf die Normale gefallte Lot CD =~ ¢, und 
das Stiick ZD der Normalen =p in Funktion dieses Winkels aus. 
Hierbei zeigt sich zunichst, daB py dem Bogen 3s, ¢ dem Krtimmungs- 
radius r proportional ist, niimlich 





S = 1D; y= nt, (2) 


was Euler als »proprietates insignes“ dieser Kurven bezeichnet. Weiter 
ergeben sich die Differentialgleichungen: 


t—ngt +55 == (); to. (3) 


) N. A. P. VIM, p. 87—115. 
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Die lnteuiation: liefert unter Pexioksichhigeng dir Anfangsbedin- 


gungen: 
tm —*, (at? —fo'*); pm [tdp——* (e909), (4) 


wo die vom aiid an die Kurve gezogene cam CA =a ist, 
und @ und f# den Gleichungen geniigen: 

a+ Pp=n; af = 1. 
Die Reellitét von « und f hangt also davon ab, ob » S 2 ist. Es 


sind also bei der Diskussion der Kurve drei Falle 2u au ads 
1) x» >2, « und # sind reeli (Fig. 37). Fir wachsende Werte 

von g wird ¢ und damit nach (2) ‘auch r immer griBer; die Kurve 
zieht sich also in immer weiteren Windungen um den Punkt.C herum. 
-  Nimmt » ab und wird negativ, so gibt es schlieBlich-einen Wert, namlich. 

me 2 log a 

7 mare ar ’ 
wo ¢ und damit r, verschwindet. Daraus ergibt sich, daB der 
entsprechende Kurvenpunkt KE ein Riickkehrpunkt ist (da r = 0), 
dessen Normale durch C geht (da ¢=0). Von diesem Punkte ab 
nahert sich die Kurve asymptotisch -dem Ursprung C, 
und es ist Bogen CE = Bogen AF. In der Nahe von 
C und im Unendlichen nahert sich die Kurve der loga- 
rithmischen Spirale. Denn ist @ der Winkel des Badius- 
vektor gegen die peeragge® s0 ist , 


A 


| tget= oo erect 
also 1 tg — = £, und Baie igo. = a, : 
2) Fall n= 2. In dieses Fall ist «=; aus (3) 
folgt tma(l+)e?; p=ap-e?; tg?—=—*%—. Im 


1+ ¢ 
Rtickkehrpunkt ist g = — 1. Die logarithmische Spirale, 
Vig.57. der sich die Kurve asymptotisch nahert, hat den Win- 
kel 45°. 

3) Fall 1 <2. Hier werden « und § konjugiert imaginér und 
an Stelle der Exponentia!funktion treten goniometrische Funktionen. 
Setzt man ¢ = +19; B =~ — iv, so wird: 

a: e“Fsiny@ ; 

? 


tm 2 9 (4 snyg +rcosyg); p= 


Die Bedingung far den Rackkehrpunkt (¢=0) ist hier tgv g—=— a ; diese 


ist aber ftir unendlich viele Werte von  erftllt, also hat die Kurve 
unendlich viele Spitzen. 
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Die beiden anderen Losungen geben die Gleichung der Kurve in 
Polarkoordinaten (s, 1) und in pontmankiees Koordinaten (2, y), 
namlich: 


_ aVitea— Cr “Se __ngdg — 
G+d—ng 


@—nq + + 9%)’ 
(@— 6)*~ “7 
wo der Parameter g = tay ists und 


Z= ae"? (a sing — cos g) — ae’? (B sing — cos g), 
y = ae*? (sin p + a cosy) — ae’? (sing + £ cos g). 

Endlich gehéren hierher noch zwei Abhandlungen von [F'uB, 
nimlich: ,Exercitatio analytico-geometrica circa lineam curvam singu- 
lari proprietate praeditam“*) und: ,Disquisitio analytico-geometrica de 
variis speciebus linearum curvarum singulari proprietate praeditarum“*). 
In der ersten werden Kurven folgender Higenschaft es Ist C 
ein Punkt der Normalen, 7 ein Punkt 
der Tangente eines Kurvenpunktes A 
und Y der Schnittpunkt von CZ mit 
der Kurve, so soll AZ =are AY sein. X 
Setzt man AC = 1, und nimmt AC als 
Abszissenschse, C als Ursprung (also 
CX =z, X'Y=y), s0 wird AT = ¥, 
die Differentialgleichung der Kurve lautet: 







y . 
oder Fig. 38. 
ytoVetyae 
- “a2(i—a2) ? 


die sich jedoch nicht integrieren lat, auch nicht durch Kinfihrung 
von Polarkoordinaten. FuB nimmt nun AT als z-Achse, also 
AX=2z, XY=y, zieht ferner in Y die Tangente YV, und fihrt 


den £ TVY=—q und den Bogen AY =s cin. Dann ist: 
dz = d8 C08 Q; 
dy = — ds sing; 


AT =—s-= ar - 
Hieraus ergibt sich 


g=s'sing +scosg; y= 1—ssing —cosg; 


1 a 
—_ aVen @ dg Vsing. 


1) A. P. 1780, Il, p. 49—69. *) Ebenda, 1781, I, p. 127—146 
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Hieraus folgt fiy den Krimmunggsradius 


ds 
tm Tom 5 (1 — 8 ctgg). 


Fir s wird noch folgende Reihenentwicklung angegeben: 
s=sing {> +) Saing? +32 iF tiie Li Sen Ta agit 1. 

Die zweite Abiandlung brimgt eine Verallgemeincrung der vorigen 
Aufgabe, insofern jetzt an Stelle der Tangente eine beliebige Gerade 
tritt. Es soll also (s. Fig. 39) 
arcmen= MN sein. Hierbei 
wird der spezielle Fall be- 
handelt, daB die Kurve durch 
C gehen und -m C eine ge- 
gebene Neigung @ gegen die 
x-Achse (das Lot von C auf 
MN) haben soll. Auch hier 
fihrt die Aufgabe auf ein In- 
tegral von &hnlicher Form, 
wie vorher, namlich: 

fay cos 9; 
es es wird auch hierftir eine Reihe 
entwickelt, die zur Berechnung von Kurvenpunkten fir Spezialwerte 
von « dient. 

In verschiedenen Aufgaben -der hiermit erledigten Gruppe han- 
delte es sich um Kurven, die gewisse Eigenschaften mit dem 
Kreis gemein haben. Es lag nahe, eine derartige Fragestellung 
noch weiter zu versuchen. Euler selbst hat dies ja fir die charak- 
teristischen Eigenschaften der Kegelschnitte getan (s. 8. 471), und 
sich auch weiterhin mit ihnlichen Untersuchungen beschiftigt. 
Schubert und namentlich FuB sind speziell vom Kreis ausgegangen. 
An derartige Fragen schlossen sich naturgemi8 sonstige Aufgaben 
iber Kriimmungsradien, und deren Beziehungen zu den | 
Koordinaten, zu Tangente, Bogenlange usw. Die erste Abhand- 
lung auf diesem Gebiet wurde von Euler der Petersburger Akademie vor- 
gelegt am 16. Januar 1777: ,,Evolutio problematis, cuius solutio ana- 
lytica est difficillima, dum synthetica per se est obvia“'). Es handelt 
sich darum, eine Kurve zu finden, deren Krimmungsszentra alle 
auf einem gegebenen Kreis vom Radius =a liegen. Ses ist 
ai weiteres klar, daB dieser Bedingung gentigen: 


ee 


t) N. A. P. VI, p. 73—86. 











Hikere ebene Kurven. 497 


1) alle Kreise, deren Mittelpunkte auf dem gegebenen Kreis liegen, 
ulso auch die Punkte dieses Kreises selbst. 

2) alle Evolventen des gegebenen Kreises. 

Die Abhandlung ist mehr wegen der darin angewandten Integrationez- 
methoden bemerkenswert, als wegen der gefundenen Kurven, die ja 
nichts Neues bieten. In ersterer Beziehung handelt es sich um eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, wobei Integrale verschiedener 
Art auftreten, darunter such der Kreis selbst als singulires Integral. 
Von Interesse ist bier’: eine Bemerkung Eulers tiber die Unter- 
suchungen von Lagrange (Nouveaux mémoires der Berliner Aka- 
demie 1774) fiber diesen Gegenstand, an denen Euler die nitige 
Klarheit vermi8t: ,Nullum autem est dubium, quin vir Ilustrissimus 
(d.h. Lagrange) mentem suam non satis exposuerit aut quasdam 
rationes ad intelligendum necessarias reticuerit, quas equidem supplere 
non valeo, unde uberior explicatio super hoc principio, in quo Ill. 
Auctor adeo insigne supplementum Calculi integralis constituit, maxinie 
foret optanda“. ‘Es handelt siclt hier wieder hauptsichlich wm 
die Bedeutung der Integrationskonstante (s. S. 479). Das jedem 
Baud dieser Serie von Publikationen vorausgeschickte ,,Extrait histo- 
rique“ bemerkt dazu: ,,ll y a lien de croire que M. Kuler n’a pas bien 
saisi Yidée de M. de la Grange, aussi parait-il disposé lui méme a 
mettre ses doutes sur le compte de quelque malentendu“. 

Auf héchst merkwirdige Kurven wurde Euler gefthrt durch 
seine Untersuchungen: ,,De 
curvis, quaruam radi osculi 
' tenent rationem duplicatam 
distantiae a puncto fixo, 
earumque wmirabilibus pro- © 
prietatibus“!) (20. August 
1781). Die Aufgabe ist also, 
eine Kurve so zu bestimmen, 
daB_ der Kriimmungs- 
radius r dem Quadrat 
des Radiusvektor s pro- 


portional ist, also 7 = a 
DaB der Kreis vom Radius a 
dieser Gleichung gentigt, ist 
ohne weiteres klar; es gibt aber | 
auch noch andere Kurven. Um diese zu finden, werden Polarkoordi- 


ieee 








) M. P. TX 71524), p, 47—56. 





+ 
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naten (%, 9) eingefahrt, ferner das Lot P vom Pol C auf die Tan- 
gente =p, und der Winkel CZP des Radiusvektor gegen die Tan- 
gente =w (vyl. Fig. 40). Es ist dann: 








d 
= “a (1) 
P 
tgy — —*, (2) 
also: P 
= - P hes e * 
a9 sei — p? (3) 


Da r= o folgt aus (1) durch Integration, wobei die Kongtante 
= 1 gesetzt wird: 


p=—alogsz, (4) 
and somit ist nach (3): | 
a log sds . : 
oF sys? - (a* log 2)* ©) 


Hieraus 148t sich ds bestimmen und integrieren; es ergibt sich | 
s— ag = Vs" — (a logs) + c, | 
also, wenn c = 0 gesetzt wird (vgl. Fig. 40): 
ag = AZ— PZ. 
Aus der Figur folgt noch: . 


sin y = ze : 
also nach (4): 

gin y = ene (6) 

Die Inteyration von (5) ist nicht ausfithrbar, daher versucht 

Euler durch eine scharfsinnige Diskussion dieser Gleichungen den 
angeniherten Verlauf der Kurve herzuleiten. Zunachst ist zu be- 
merken, daB sich zwei wesentlich verschiedene Falle ergeben, je nach- 
dem @ gréBer oder kleiner ‘als die Basis e des natirlichen Loga- 
rithmensystems ist. Euler behandelt zunachst den 


1) Fall: a<e 


In diesem Fall gibt es nur einen Wert von s, der den Radi- 
kanden 2? — (a logs)* zum Verschwinden bringt; denn der Faktor 
g—alogz kann in diesem Fall tiberhaupt nicht verschwinden. Be- 
zeichnet man jenen Wert von «¢ mit f, so ist also f+alogf= 0. 

48 


Beispielsweise ist fiir a= 1 angeniihert f= 5. Dieser Wert ist, 


— : 1 
wie Euler bemerkt, naheziv =——, woraus er vermutet, dab 


Vx 
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ve der genaue Wert sei Trigt man nur /vgl Fig. 41) auf der 
Achse ein Stiick CF =f ah, so wird far diesen Wert von z nach 
(6) sin» = — 1; die Kurve steht ulso auf der Achye senkrecht. Nun 
schlieBt Euler sus (5), daB dg zunichst negativ sei, solange ¢< ¢. 
da ja dann loge negativ ist. Hier liegt nun offenbar ein Versehen 
vor: denn die Wurzel im Nenner hat ja ein Doppelzeichen, also muB 
die Kurve zur Achse symmetrisch sein. — Euler zeigt nun, daB die 
Kurve von F’ ab mit wachsendem g unter die Achse herunter geht, 
bis fir ¢=1 dp = 0, und » = 0 wird; d.h. die Kurve berihrt hier 
den Radiusvektor. Fir weiter wachsende z nimmt sin y zu, erreicht 
sein Maximum fiir =e, und nimmt von da an immer ab. Der 


Krimmungsradius nimmt gema8 der Gleichung r = . mit wachsen- 


dem z sch; rasch zu. Den Verlanf der Kurve far sehr groBe Werte 
von z bestimmt Kuler durch etwas gewagte Schltisse dahin, da8 sie 


zu einer Geraden, die mit der Achse cinen Winkel = ee 


bildet (wo k eine schr groBe Zahl ist), ahnlich verliuft, wie die 
Parabel zu ihrer Achse. Vielleicht ist es richtiyer, daB die Kurve 





Fig. 41. 


fir sehr groBe Werte von z in rasch gréBer werdenden Spiralen um 
den Pol lauft. Auf Grund dieser Uberleguogen bestimmt Euler ftir 
a=1 die Gestalt der Kurve in der durch Fig. 41 angedeuteten 
Weise, wobei der von ihm nicht gezeichnete symmetrische zweite Zweig 
der Kurve gestrichelt beigefiigt ist. 

2. Fall: a>e. Hier erhalten die Kurven eine wesentlich 
audere Gestalt. Es gibt nimlich jetzt drei Werte von ¢, die den 
Ansdruck 2? — (a logs)? zum Verschwinden bringen: einmal den schon 
im 1. Fall genannten, fir den s+uloyz=—0 ist, und der wieder 
mit f bezeichnet wird, und dann noch zwei weitere, g und h, fiir 
welche ¢ —alogs = 0 ist, und von dener der eine zwischen 1 and 
e, der andere zwischen e und co Jieyt. Die Werte q und A gentigen 
dabei noch der Gleichung: 


J h 
cams -_—— eZ a. 
logg logh 
Canron, Coschichte dor Mathematik IV. 33 
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Fttr Werte von 2 zwischen gy und i wird die Kurve.imaginar, ebenso 
fir z</f. Die Kurve zerfallt also in zwei getrennte Zweige, von 
denen der eine auBerhalb des Kreises mit Radius hk, der andere 
zwischen den Kreisen mit den Raden f und g liegt. In den Punkten, 
wo <=f, 8=y, z=h ist, steht der Radiusvektor auf der Tangente 
senkrecht; fir ¢= 1 berthrt erdie Kurve. 

Auf Grund iibnlicher Uberlegungen wie im ersten Fall findet 
Euler die in Fig. 42 angedeutete Gestalt der Kurve, wobei g = V3 
h=3Y3; a -i6 und f angenahert = ane ist. Hierhei ist also 
CF =f; Cg—CG=a; CH=h; CE =e; CA=1. Die Symmetrie 
zur Achse wird diesmal beriicksichtigt. Der 
duBere Zweig verliuft ahnlich, wie die Kurve 
im 1. Fall fiir groBe Werte von z. Die An- 
zahl der Windungen des inneren Kurven- 
zweiges hingt vom Verhialtnis der << ECg 
zu 360° ab. Euler bemerkt noch, da8 dieser 
Winkel um so kleiner sei, je mehr f und g 
sich dem gemeinsamen Wert 1 nahern, und 
um so gréBer, je mehr sich g und h dem 
gemeinsamen Wert ¢ niahern, und folgert 
3 daraus, daB fiir a =, in welchem Fall auch 

Vig. 42. g und h=e werden, dieser Winkel ECg 
unendlich groB werde, d. h. daB die Kurve 

erst nach unendlich vielen Umdrehungen den Kreis mit Radius e er- 
reiche, um dann in den duBeren Zweig tiberzugehen. SchlieBlich 
macht Euler darauf aufmerksam, daB der Kreis mit Radius a, der 


ja offensichtlich der Gleichung z = 7 geniigt, yar nicht auftritt. und 





bemerkt: ,istum casum quasi per divisionem e calculu expulsum fore“. 

Die hier behandelte Frage ist ein spezieller Fall eines allgemei- 
neren, die FuB untersucht in einer Arbeit vom 24. April 1788: 
Solutio problematis ex methodo tangentium inversa“'). FuB knipft 
hier an ein Paradoxon an, néinlich daB alle Kurven, deren Kriim- 
mungsradjus gleich dem Radiusvektor ist, sich rektifizieren 
lassen, und daB dies fiir den Kreis (der doch sicher auch zu 
diesen Kurven gehért), bekanntlich nicht zutrifft. Er sucht nun 
ga eincr Lésung dieses Paradoxons zu gelangen, indem er sich die 
Aufgabe stellt, alle Kurven zu finden, deren Kriimmungsradius eiue 
gegchéne Funktion des Radiusvektor ist”). 


) N. A. P. 1V, p. 104—128, —*) Mit dieser Aufgabe bat sich auch schon 
Jucopo Riccati heschiftigt. & Lcria, Spez. aly. u. transcerd. Kurven, 8, 580. 
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Der Gang der Untersuchung ist im ganzen dbnlich wie in der 
Arbeit von Euler, die Bezeichnungen sind indes etwas anders ge- 
wahlt. FuB ftbrt auBer Polarkoordifaten (z, ¢) ebenfalls das vom 


Pol auf die Tangente gefalite Lot ¢ und ou =p ein. Die Funktion 


von 8, die dem Kriimmungsradius gleich sein soll, heibt Z. Es werden 
dann, meist auf differentialgeometrischem Wege, folgende Relationen 
hergeleitet: 


(1) 


f=— “ade 
Iz are + 
tds - ; nS 
rr oa (2) 


Setzt man in (2) flir ¢ seinen Wert aus (1) ein, so ist die Auf- 
gabe auf die Ausfthrung von zwei Quadraturen .zuriickgeftihrt. Nun 
werden Spezialfalle behandelt, und zwar 

1) Z—nz. Die Integration wird bewerkstelligt durch Einftih- 
rung des Winkels, den die Tangente eines Kurvenpunktes mit dem 
in diesem Punkt auf dem Radiusvektor errichteten Lot bildet, und 
der mit 2y bezeichnet wird. Es ergibt sich dann Aa @ und C als 
Integrationskonstanten): 


a ” se ady 
— = TEponte PMO ZO + Fy hetwe. or 
und fir den Bogen s | 
nia-sin2y na . 
tm goittery tae tao. 


Aus (4) folgt, daB diese Kurven tektifizierbar sind. Dus Integral 
in (3) nimmt verschiq@jne Formen an, je nachdem = n<l, 
n> 1 ist, namlich: 





fir n= 1 
p= C— 2y-+ tgy, 
fiir 2 < 1 
A ae = retg | Viz" tev, 
fir n> 1 
+ tg» 
g=C— Sut. = 3 gi VBe 
yom 1— d tg w 
1 


Diese Falle werden der Reihe nach entwickelt;. am interessat!- 
testen ist eigentlich der erste, weil hierunter auch der Kreis fiillt. 
Es ergibt sich eine Kurve, welche die zweite Evolvente eines 
Kreises vom Radius a ist. Beschreibt man niwlich (Fig. 45) 


einen Kreis mit Radius a (Mittelpunkt A) , konstruiert dessen Evol- 
33% 
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vente ER von E aus, trigt auf der Tangente des Anfangspunktes 


ein Stiick EC = : ah. und wickelt nun einen iber die Evolvente 


gespannten Faden, von C heginnend, ab, so beschreibt das freie Ende 
die gesuchte Kurve. Ee ist jedoch auch hier, wie bei Euler, nicht 
berticksichtigt, daB die Kurve zur Achse symmetrisch sein muB, und 
daher nur der in der Fig. 43 
ganz ausgezogene Teil der 
Kurve angegeben. Fir die 
Bogenlinge s ergibt sich in 
diesem Fall 


si Ytas—@ 


(2az — a’) ‘Is 


= ial ~ 6a? | ’ 





Fig. 43. 


also ist die Kurve rektifizier- 
bar. Damit kommt FuB auf das zu Anfang erwahnte Paradoxon 
zurtick, duB der Kreis mit Radius =a, der doch auch 2u diesen 
Kurven gehort, nicht rektifizierbar ist. Die Lésung findet Fu8 darin, 
_ daB fir =a der posta fir das Linienelement die unbestimmte 


0 
Form “ annimmt. 


- Nachdem auch noch die beiden anderen Faille (n <1, » > 1) 


entwickelt sind, werden die Kurven betrachtet, fiir welche 
2) r—Z=ng™ ist. Hier ergibt sich aus (1) mit Vernach- 


lissigung der Integrationskongtante: @ 


e2-™ 


Oe aay 


und daraus 


a 
Buz --- 


: " Veos (m —1)q9 


Es zeigt sich nun, daB diese Formeln fir m=1 und m= 2 
versagen; fiir m= 2 findet FuB den Ausdruck ftir die Bogenlinge, 
der auch bei Euler vorkommt, und bekennt: ,hic subsistere sumus 
coacti“, m= 3 ergibt eine gleichseitige Hyperbel. Von Interesse ist 
noch die SchluBbemerkang, daB F'uB erst nachdem er seine Untersuchung 
»iam ad umbilicam paene* durchgefilirt hatte, die yorher (S. 497 ff.) be- 
sprochene Arbeit des schon verstorbenen Euler entdeckte (die damals 
noch nicht gedruckt war), wo die Diskussion des schwierigsten Falles 
m==2 ,per mera ratiocinia’ durchgefilirt sei. 

Dem in den beiden letzten Arbeiten erwahnten Paradoxon be 
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zitglich des Kreises hat Schubert eine eigene Uateuanuges gewidinct: 
ysolutio dubii circa rectificationem eurvarum“') (30. Juni 1791). Er 
bemerkt einleitend, daB solche Paradoxa meist daher kommen, ,qued 
Analysta ad calculum nimis attentus, minus inquisiverit, an, quae 
calculo supponit, cum rei natura consentiant“, und knipft dann an die 
eben besprochene Arbeit von Fu8 an. -Die Untersuchung trifft aber den 
eigentlichen Kern der Sache auch nicht, nimlich, daB r = const. ein 
singulares Integral der Differevtialgleichung ist. Schubert bemerkt 
nur, daB sich far den Kreis durch Anwendung des allgemeinen Ver- 
fahrens efMme identische Gleichung ergebe. Interessant ist au der 
Arbeit auch eine Zwischenbemerkung; Schubert glaubt namlich in 
der Tatsache, daB® sich der Bogen des Kreises durch das allgemeine 
Verfahren nicht berechnen la8t, einen Beweis dafiir zu finden, daB er 
tiberhaupt nicht rektifizierbar sei, wihrend bisher die ,,irrecti- 
ficabilitas“ des Kreises schwerlich je streng bewiesen worden sei. 

Kurz vorher (18. Oktober 1790) hatte Schubert in einer Note 
(,.Problemata e methodo tangentium inversa“*) sich, ausgelend von der 
Eigenschaft des Kreises, daB der Kriimmungsradius gleich der Nor- 
malen ist, die Aufgabe gestellt, eine Kurve zu finden, fiir welche der 
Kriimmungsradius gleich der negativen’ Normalen ist; daB die von 
ihm ermittelte Kurve die lingst bekannte Kettenlinie ist, scheint ihm 
dabei entgangen zu sein. 

Auch Fu8 hat sich spiiter noch einmal mit derartigen Fragen 
beschaftigt, und zehn Aufgaben tiber den Kriimmungsradius, wo Be- 





ziehungen zwischen diesem, dem Radiusvektor, der Bogenlinge usw. 
gegeben sind, geldst (,,Decas problematum geometricorum ex methudo 
tangentium inversa, radium osculi speciantium“*) (13. Juni 1799). 


NLA. PIX, p. 190—204,  *) Ebenda p.166—-189.  *) MP. 11809", p.88 --118. 
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Dieselben lauten in den durch Fig. 44 angedeuteten Bezeichnungen 
(m, » bedeuten gegebene Zahlen, a,c gegebene Strecken, R das 
Kriimmungszentrum ): ‘ 


9) if. at 
1) &=%., =) ON n 
3 Ae eee 
a ag a “CR n- 
2 r 1 , yT 
) yr , Se 
3 
7) Fs =. - 8) mir? + 2g? = 2. 
9) m?r? + nis? = a’, 10) ms? — nix? = cf 


Endlich gehért noch hierher eine Arbeit von Platzmann (1760 bis 
1786), einem Schitler von Lexell und Adjunkt der Petersburger Aka- 
demie*): , Solutio problematis ex methodo tangentium inversa“*), Hier 
soll der Kriimmungsradius in einem konstanten Verhaltnis zur Summe 
der Abszisse und Subnormale satan es ist also dieselbe Aufgabe, die 
fuB spater in seiner Decas als Nr. 2 behandelt hat. 

Eine dritte, kleinere Gruppe von Abhandlungen befaBt sich mit 
Kurven, die durch irgendwelche mechanische Kigenschaften 
definiert sind. Die erste dieser Arbeitén ist von Saint Jacques de 
Guillaume de Silvabella (1722—1201, Direktor der Sternwarte 
zu Marseille); sie handelt: ,,.Du solide de la mpindre résistance“*) und 
sucht die Kurve, deren Rotationskérper bei einer Bewegung 
in der Richtung der Achse im widerstehenden Mittel den 
geringsten Widerstand erfahrt.) Silvabella betrachtet zuerst 
den Widerstand des Rotationskérpers eines Kreisbogens, stellt die 
Bedingung dafiir auf, daB dieser cin Minimum wird, und leitet daraus 
die Differentialgleichung der Kurve her, namlich: 

Sydzdyidy — ydytd'a — dytdz = 0. 


Kin erstes Integral lautet, wenn es =u gesetzt wird: 


y= S(! + wu). 


Die ballistische Aufgabe, die Bahnlinie der Geschosse mit Be- 
riicksichtigung des Luftwiderstandes zu tinden, behandelt Jean 
oe pords:) (1733 —1799, pageniclr der franzéeischen Fiotte, 


1) Vossclofski, Einige Materialien zur Geschichte der Akademie der 
Wissenschaften M. P. LXXII, Anhang Ne. 2 (in russischer Sprache). 2) A. P. 
1781, Il, p. 00—108. —-*) Mém. «liv. Sav. II! (1760), p. 638-649.  *) Loria, 
Spezielle Kurven, 3. 55 f. *, Hist. de YAcud. Avec les mémoires math. et 
phys. 1769, p. 247. 271 
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spater Divistonschef im Marineministerium) unter der Voraus- 
setzung, daB der Luftwiderstand R dem Quadrat der Geschwindigkeit 


u preportional ist, also A = ~ Die entstehende Differentialgleichung 


dy. 
lautet, wenn z = ps ist: 
i 


nai adz vee azde 

Ss ype Ps dsV14+23 
Um die Integration dieser Gleichungen bewerkstelligen zu kénnen, 
nimmt Borda an, daB die Dichtigkeit der Luft nicht konstant sei, 
sondern eine Funktion von x sei. Durch passende Wahl derselben 
werden die Gleichungen integrabel. Durchgerechnete Zahlenbeispiele - 
ergeben, daB die Bahn erheblich von der persone abweicht 
ferner, daB die wirkliche SchuBweite. » 
inter der theoretischen zurtickbleibt, pj}. 
und da8 sie ihr Maximum nicht 
bei 45°, sondern etwa bei 30° er- 
- reicht. 

Mit einer elastischen Kurve hat: 

sich Kuler in einer Abhbandlung: 


»DVe miris proprietatibus curvae elasti- 
xdxr . 








eae sub uequatione y= Vic ; ; 
enna az ‘ é 
S vf 


contentue“') beschiftigt. Er bemerkt 
einleitend, daB die Kifve periodisch 
yerlaufe, und heweist nun folgende merkwiirdige Eigenschaften von 
ihr, wobei (vgl. Fig. 45) AD (Abstand eines Maximalpunktes von der 
y-Achse) = 1; forner 


CD=a: arcCA=c; CP=2xz,; PM=y; arcCM=s 
ist; némlich: 


Fig. 45. 


die Normale MN = —; 
rer 
1 MN : 
Kriimmungsradius = = “$"j AB-are AC = AD}- 4 


Bedeutet ferner JI(s) die Funktion Ee 80 ais sich, dab 


st 
y = [1(x) unsere Kurve darstellt, ist ferner @(2z) == iP ere so daB 
Scere eee ‘ 
A. P. 1788, Il, p. 34—61. 
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@(z) die Bogenlainge bedeutet, sind endlich L, y, 8 drei Abszissen 
derart, daB 
| @(2) = (x) + Oy) 
ist, so 3st: 
II (a) = I1(a) + II(y) + xyz. 

Die A. E. 1769 enthalten eine Arbeit von Lambert: Solutio 
problematis ad methodum tangentium inversam pertinentis“, iber 
die Verfolgungskurve, mit der Angabe, daB die Aufgabe von 
Vincenzo Riccati stamme?*);. nach dessen Aussage sei sie ihm 
(Riceati) gesprichsweise von einem ,,viro in rebus analyticis satis 
versato“ vergelegt worden, der aber oifen zugab (,,ingenue siabat“) keine 
Lésung zu wissen. Lambert bemerkt dazu, daB ihm dieselbe Auf- 
gahe schon lange wie ein ,lusus ingenii“ in den Sinn gekommen sei. 

: Die Kurve .mu8 non 
\D die igenschaft haben, 
| daB ein Kurvenbogen 3fD 
/ in emem konstanten Ver- 
| | haltnis steht zu dem Stiick 
Ye TG, cas die in semen 
. a \ Endpunkten § gezogenen 
ON ieee RE Tangenten auf einer ge- 
Fip. 40. gebenen Gleraden abschnei- 
den, also 


arc MD:7TG =n: 1. 


Nimmt man die gegehene Gerade als z-Achse und GT als positive 
Richtung derselben, uid bezeichnet den 1 MPG mit w, so ist : 
dy 

teu = — dx? 
und die Differentiaigleichung der Kurve heiBt: 


d 
— ¥ = yd (ctg w). 

Nimmt man als Anfangspunkt den Punkt, wo die Kurventangente 
auf der z-Achse senkrecht steht, und den Abschnitt dieser Tangente 
als Hinheit, so ergibt die Integration: 
Le ee } Bey een eee 
. (n— ly y"! v aany (aa tee) 

Ist » = 1, d.h. die Geschwindigkeit. des Verfolgers gleich der 
des Verfelgten, su versagt diese Gleichung. Ein Zuriickgehen auf die 
urspriingliche Ditferentialgleichung ergint in diesem Fall: 


') Loris, Spezielle Kurveu, 8. 608, zeigt, daB die Aufyabe ilter ist. 
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Hine Anfgabe verwandter Art behandelt Nieuport (Charles 
Francois le Prudhomme d’ Hailly, Vicomte de Nieuport, 1746 
bis 1827, Malteser Ritter, von 1815 an Mitglied der 2. Kummer und 
der Akademie in Briissel) in einer vom 10. September 1777 datierten 
Arbeit: ,Mémoire sur les courbes que décrit un corps qui s'approche 
ou séloigne en raison donnée d’un point qui parcourt une ligne 
droite“1). Es handelt sich dabei um folgendes: Ein Punkt bewegt sich mit 
gegebener Geschwindigkeit we 


v von einem festen Punkt A 


aus, ein zweiter ebenso mit 
der Geschwindigkeit #w von 
B aus, der letztere auf c 


einer Geraden. Bezeichnen 
C und D eine beliebige ease tetas eee a 
Lage der beiden Punkte, kD ee = 
so kann man die Aufgabe 
stellen, die Bahnkurve des Punktes C so zu bestimmen, daB die brt- 
fernung CD der beiden Punkte eine gegebene Funktion der Kvordi- 
naten des Punktes C sei. Die Lésung ist folgende: Es sei (lig. £7) 
BK =z; CK =y; BD =z; arc AC =s, s0 ist 

g=2—VCD'— 9’: & Beeek 


q 


Daraus folgt als Differentialgleichung der Kurve | 
VCD — y*), 





wo also CD eine. gegebene Funktion von x und y ist. Dies wird un 
dem einfachsten Fall CD =a durchgefiihrt, wobei also die Entfernung 
der beiden Punkte und das Verhiiltnis ihrer Geschwindigkeiten kon- 
stant ist. Ist letzteres =), so ergibt sich: 


Vai—y h {r/iyv—a 
| ome VE +h fy way Os 
wo l?— 1 = g? ist. 
Fir h = 1 erhilt man mit Weglassung der re 
stanten: 


pies at — y* + £10 a— Yar—y 
va B+ Veny 


ee 


1) Mémoires de l'Acad. Imp. de Bruxelles, T. IT (1780), p. 189—151. 
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Es wird dann noch der schwierigere Fall untersucht, daB8 die 
Geschwindigkeiten veranderlich sind. Bezeichnet man diese mit P 
und Q, so ist 2 = a, also wird dié Differentialgleichung: 

‘¢- = dz —dVCI—¥. 


Als Beispiel dient = Wes, CD = y, wobei sich die Wurfparabel 


ergibt. Auf diesem Weg laBt sich auch leicht die Leibnizsche 
Isochrone herleiten, indem CD = y;.P =Vq; Q=Va gesetzt - ‘wird. 
Man erhialt so die Neilsche Parabel. 

Mit allvemeinen Traktrixkurven') beschaftigt sich Euler in zwei 
Abhandlungen aus dem Jahr 1775, ,,Commentatio de curvis' tractoriis“, 
und ,,De curvis tractoriis compositis“.*) Die erste stellt die Differential- 
gleichuny fiir den allgemeinen Fall auf, daB der ziehende Punkt sich 
auf einer beliehigen Kurve bewegt, integriert und rektifiziert sie ftir 
deu Fall, daB diese Kurve ein Kreis ist. Euler versucht auch, die 
Autgabe unter Beriicksichtigung dex Reibung zu lésen, mit dem Re- 
suitat, daB diese Aufgabe die Kriifte. der Analysis iibersteige. In der 
zweiten Abhandlung wird der Fall untersucht, daB mehrere Punkte 
hinteremander an demselben |'aden befestigt gedacht sind; doch ge- 
lingt auch hier die Lésung nicht. 

Endlich ist noch zu bemerken, daB Malfatti in der schon er- 
wahnten Schrift: ,,Della curva Cassiniana“, wo alle Kigenschaften durch 
synthetische Uberlegunyen hergeleitet werden, von der Lenmiskate 
die fulgende nachweist: Steht eine Doppelpunktstangente vertikal, so 
durchfallt ein schwerer Punkt, der im Doppelpunkt seme Bewegung 
beginynt, einen Kurvenbogen und seine Sehne in der gleichen Zeit. 

Als vierte Gruppe lassen sivh einige Arbeiten tiber Trajek- 
turien und Parallelkurven zusammenstellen; den ersteren sind 
verschiedene Abhandlungen von Euler gewidmet, niimlich: ,,Conside 
rationes de traiectoriis orthogonalibus“*), ,.Digressio de traiectoriis tam 
orthogonalibus quam obliquangulis“*) und ,,Considerationes super traiec- 
toriis tam rectangulis quam obliquangulis“®) (3. Juni 1775). Gerade 
bei diesen Arbeiten ist wieder auf die 8.479 gemachte Bemerkunyg 
iiber eine gewisse Unklarheit in betreff der Integrationskonstanten 
hinzuweisen. Zuniéchst ist stets nur von einer Trajektorie die Rede‘). 
Kg ist oe fast immer angenommen, daf die Differentialgleichung der 





") Vel. Kistner, Gesch. d. Math. IV, S. 2f. *) N. A. P. IL, p. 8—97, 
p. 28—365. *) N.C. P. XIV (17691, p. 4Q—71. *) Ebenda, XVII (17732), 


p. 205—248. *) N. A. P. 1, p. 8—46. "\ So tibrigens auch bei Klige! in 
dem betr. Artikel, V, p. 92 ff. 
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Kurvenschar, deren Trajektorie gesucht wird, den Parameter noch ent- 
halt; in der zweiten der oben genannten Abhandlungen sagt Kuler 
sogar geradezu, eine Kurvenschar kénne definiert sein Curch eine 
Differentialgleichung mit einem Parameter. -— Unter dieser Annahme 
untersucht.Euler die verschiedenen Falle, die sich ergeben, je nach- 
dem die Gleichung der Kurvenschar nach einer der Variahbeln oder 
nach dem Parameter auflésbar ist. Dfe Theorie selbst wird jedoch 
in keinem wesentlichen Punkte weiter gefirdert, nur der Satz tritt 
wohi hier zum erstenmal auf, da8 die Bedingung fir die Orthogona- 
itét zweier Kurvenscharen Fz, y, p)=( und (2, y, q) = 0 ge 
feben ist durch die Gleichung had A a 
cpoeq  opdegq 
tretenden Differentialquotienten bilden zu kinnen, sind aus den Glei- 
chungen der Kurvenscharen x und y als Funktionen der Parameter p 
und ¢ auszudriicken. 
kinen entschiedenen Fortschritt gegeniiber diesem Standpunkt 
bedeutet die Arbeit von Trembley (1749—1811, erst Jurist, dann 
Mathematiker, von 1794 an in Berlin, Mitglied der Akademie): ,,Ob- 
servations sur le probleme des Trajectoires“.!: Hier wird die Aufgabe mit 
voller Klarheit angefaBt und durchgefiihrt, unter Bezugnahme auf Kulers 
Veréffentlichungen, die Trembley als einen , calcul assez prolixe“ be- 
zeichnet. Er macht auch auf den Hauptfehler aufmerksam, némlich auf 
die falsehe ‘Auffassung des Parameters, bzw. der Integrationskonstanten, 
und zeigt, wie man aus der Gleichung einer Kurvenschar F(z, y, «) = 0 
mit dem Parameter « ihre Differentialgleichung findet, indem 
man sie‘ differenziert und den Parameter. elivniniert, was freilich bei 
der praktischen Ausfihrung manche Schwierigkeiten hietet. Aus der 
Differentialgleichung ergibt sich dann die der Orthogonaltrajektorien, 


indem man Pa mit — iy vertauscht.. Die Methode wird an einigen 


Beispielen durchgefiihrt und auf schiefwinklige Trajektorien ‘ausgedehnt. 

De traiectoriis reciprocis tam rectangulis quam obliquangnlis* isi 
der Titel einer Abhandlung von Euler in den A. P. 1782, H, p.3—33. 
Die hier betrachteten Kurven sind von etwas anderer Art, als die 
Isogonultrajektorien. Es handelt sich nimlich darum. eine Kurve xu 
finden, die, um eine Gerade umgeklappt und parallel mit dieser ver- 
schoben, ihre urspriingliche Lage immer unter demselben Winkel 
schneidet. Euler behandelt hier die schon von Joh. Bernoulli und 
von ihm selbst geliste Aufyabe*) in allgemeiner Weise, und leitet 
algebraische Kurven dieser Art her. 


=Q; um die hier auf- 


1, Nouveaux Mémoires de ]’Acad. de Berlin .1797), p. 36—83. 2; Siehe 
Kligel, V, p. 113 ¢f. 
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Zu den Trajektorien kann man in gewissem Siun auch die Pa- 
rallelkurven rechnen, sofern sie die Orthogonaltrajektorien einer 
Schar von fferaden sind. Sie entstehen bekanntlich dadurch, daB man 
anf allen Normalen einer Kurve in derselben Richtung gleiche Stiicke 
abtrigt und die Endpunkte verbindet; sie hei®en auch aquidistante 
Kurven. Leibniz’) hat zuerst auf sie aufmerksam gemaeht; in un- 
serem Zeitraum hat sich zuerst Nieuport damit beschaftigt in einem 
» Mémoire sur les codeveloppées des courbes“*). Er nennt sie hier ,,code- 
veloppées“ und stellt ihre allgemeine Gleichung auf, die er dann speziell 
auf die Parallelkurven der Parabel anwendet. Bemerkenswert ist, wie 
er sje zu veranschaulichen sucht, nimlich durch eine Fliche, die ent- 
steht, wenn man jede Parallelkurve im Abstand c um die Strecke c 
iiber die Koordinatenebene hebt. Es entsteht so ein ,,solide fort com- 
pliqué“, némlich, um die Sache im heutigen Sprachgebrauch auszu- 
driicken, eine Regelfliche, deren Mantellinien alle die gegebene Kurve 
schneiden, mit deren Ebene einen <x 45° bilden und sich auf diese 
Ebene als die Normalen der Kurve projizieren. — Fast gleichzeitig 
und,’ wie es scheint, unabhingig voneitiander, haben Kastner und 
Angelo Luigi Lotteri (1760—1840, Professor der Mathematik zu 
Pavia) die Parallelkurven untersucht. Merkwiirdig ist auch, daB beide 
durch eine Aufgabe aus der Praxis ,darauf geftihrt worden sind, naém- 
lich eine elliptische Mauer von tiberall gleicher Dicke zu konstruieren. 
Kiéstners Arbeit ,De curvis aequidistantibus“ steht in den Commen- 
tationes Goettingenses 1793, Lotteris (Memorie sulle curve parallele) 
im Giornale fisico-medico de Pavia (1792). In dieser Zeitschrift findet 
sich im Jahrgang 1795 ein Bericht aber Kastners Arbeit, sowie 
liber eime frithere von Cagnazzi tiber denselben Gegenstand, die 
schon 1789 der R. Soc. delle Scienze di Napoli iibergeben wurde. 
Die wichtigste, von Kastner und Lotteri unabhingig gefandene 
Eigenschaft bezieht sich auf die von zwei Kurvenncrmalen und den 
zwischen ihnen liegenden Bégen der Parallelkurven eingeschlossene 
Flache. Sie ist naémlich gleich dem Inhalt eines Trapezes, dessen 
parallele Seiten gleich den beiden Parallelkurven sind, und dessen 
Héhe gleich dem Abstand derselben ist; dieser Satz tritt bei Kastner 
allerdings in etwas anderer Form auf. Es ist naémlich angenommen, 
daB die eine der begrenzenden Normalen die x-Achse ist; ist nun 
arc 4M=s der Bogen einer Kurve, are FH der einer Parallelen 
im Abstand h, und § der Winkel der Tangente im Punkt M gegen 
die z-Achse, so ist zunachst 
en are FH = s — h(90°— §€)°), . 

- * Bd. HI*, S. 2192. *) Mém. de l’Acad. de Bruxelles, T. 4, p. 1—16. 
*) Wird Joh. Bernoulli zugeschneben. 
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und daraus e 


AFMH = hs — $h*(90°— 9. 


Es folgt dann eine ausfihrliche Diskussion der verschiedenen 
Falle, die auftreten, namentlich dann, wenn der Abstand der auf der kon- 


Sd 


kaven Seite liegenden Parallelkurve 
gréBer oder gleich dem Kriimmungs- 
radius ist; im letzteren Fall hat die 
Parallelkurve einen Riickkehrpunkt. 
Auch daB die Parallelkurven alle die- © 
selbe Evolute haben, wird bemerkt, 
und den SchluB8 bilden einige Anwen- 
dungen. Die Parallelkurven der Bian 

Ellipse speziell hat Prasse in : 

einer Schrift: ,,De ellipseos evoluta et sequidistantibus" (Leipzig 1798) 
behandelt. 

Zum Schluf dieses Kapitels sind nun noch eine Anzahl von Ar- 
beiten aufzufithren, die untereinander in keinem engeren Zusammen- 
hang stehen. Wir beginnen mit einer Untersuchung von Casali 
(1721—1802; Professor in Bologna) tiber den Ort der Brennpunkte 
einer Schar von Kegelschnitten, deren Ebenen alle durch eine ge- 
gebene zur Grundkreisebene parallele Tangente gehen. Sie ist be- 
titelt: ,.De conicarum sectionum focis’ und steht in den Comment. 
Bonon. T. IV (1757). Casali findet als den gesuchten Ort eine Kurve 
dritter Ordnung, die sogenannte Pteroides Torricellanea"); sie liegt in 
der zur gegebenen Tangente senkrechten Meridianebene, hat die eine 
der in dieser liegenden Mantellinien zur Asymptote, beriihrt die andere 
im Bertihrpunkt der gegebenen Tangente, und hat einen Doppelpunkt 
in dem: Fu8punkt des Lotes, das von diesem Punkt auf die Achse 
gefallt wird. 

Aus dem Jahr 1764 ist eine Arbeit von Euler zu nennen: ,,De 
insigni promotione methodi tangentium inversae“*). Es handelt. sich 
hier um eine Kurve, die zunichst “durch eine diskontinuierliche Reihe 
von Punkten bestimmt ist. Die Aufgabe ist namlich, eine Kurve so 
zu finden, daB die Normale eines Punktes der Ordinate des 
Endpunktes dieser Normalen gleich werde. Die Herstellung einer 
Differentialgleichung ist nicht ohne’ weiteres méglich. Zuniichst wird 
gezeigt, daB die Subnormalen der verschiedenen auf diese Weise ge- 





') Nach Loria (Spez. Kurren, S. 60) stammt diese Kurve jedoch nicht von 
Torricelli, sondern von einem franzisischen Mathematiker des 17. Jahrhun- 
derts, vielleicht Roberval. ?, N.C. P. X, p. 136—168. 
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wonnenen Kurvenpunkte gleich sind, daB aber das Umgekehrte nicht 
gilt, dh. daB Wie Kurven mit konstanter Subnormale der gestellten 
Bedingung nicht entsprechen. Bezeichnet man nun diesen konstanten 
Wert der Subnormalen mit ¢ so kénnen die Abszissen der- ein- 


zelnen Punkte so ausygedrickt werden: 7 = a +7, wo ¢ und T 
Funktionen von sin g und cos @ bedeuten; wichst also o un 22, 80 


wichst « um é Da nun ¢ die Subnormale bedeutet, so ist a sig = ¢; ) 


also ¥ 1 2f tds, wuihrend dz = ae +dT ist. Setzt man 


diesen Wert ein, so folgt: y? = wae a af Bdgm+: 2f ta@T. In &éhn- 


licher Weise werden dann noch hai pe ae dieser Art behandelt, 
zg. B. daB QR?— JQ? konstant sein soll; daB die Subnormalen eine 
arithmetische oder geometrische Progieasion bilden sollen. 

Kine Kurve, von der sich ebenfalls zunichst bloB diskrete Punkte 
bestimmen lassen, ist y=! Dieser hat Euler eine Abhandlung 
yewidmet:. ,De curva hypergeometrica hac aequatione expressa: 
y= 1-2-3-4---2%1) Die Gleichung ergibt zunachst nur Ordinaten- 
werte fiir ganzzahlige Abszissen; fir gebrochene ist sie so umzn- 
formen, daB sie ftir béliebige Abszissen brauchbar ist, und natiirlich 
fiir -ganzzahlige mit der urspriinglichen Gleichung iibereinstimmt. 
Hierbei ist die Bemerkung von Wert, da8 mit einer beliebigen Ordi- 
nate auch diejenige bekannt ist, die zu emer um 1 gréBeren oder 
kleineren Abszisse gehért, wie ja leicht zu sehen ist. Es geniigt also, 
den Verlauf der Kurve im Abszissenintervall 0 bis 1 festzustellen.. — 
Euler gibt hierfitir verschiedene Entwicklungen, die zur Bestimmung 
von Tanugente, Normale. Krimmungeradius usw. benutzt werden. Als 
Koerdinaten eines Minimalpunktes ergeben sich durch ein Annihe- 
rungsverfabren: 7 = 0,46)63214471; y = 0,8856031945, wozu Euler 
bemerkt, es sei nicht gelungen, irgendwelche Beziehungen dieser Werte 
zu bekannten irrationalen oder transzendenten Zahlen aufzufinden. 

Kine dritte Abhandlung tber derartige Kurven, von denen zu- 
niichst nur diskrete Punkte gégeben sind, rithrt von Fontana her: 
supra l’equazione d’una curva. Sopra la falsita di due famosi Teo- 
remi, e sopra la serie armoniche a termini infinitamente piccioli*.*) 
Hier interessiert uns nur der erste Teil dex Abhandlung, der folgen- 
der Aufgabe gewidmet ist: Auf dem einen Schenkel eines Winkels 
QAB ist in B ein Lot errichtet, das die Halbierunyslinie des Winkels 


N.C. P. XIL 11768", p. $~66. *) Mem. mat. fis. Soc. Ital. (1784), 
To pod S44. 
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in C schneidet; auf AC ist in ( wieder ein Lot errichtet, das die 
Halbierungslinie des Winkels QAC in D schneidet usf. Fiihrt man 
diese Konstruktion unendlich oft sus, so erreicht man schlieBlich die 
Gerade AQ in einem Punkte H. Gesucht ist nun 1. die Strecke AH, 
2. die Gleichung der Kurve B, (, D...H. — Ist AD =a der Ra- 


(| queers = Spaceman 
— Sasa Se 
a ~~ as . 


Pe 4 2 ee 





diusvektor eines beliebigen Kurvenpunktes D; und << VAD = 4, 80 
ist fiir den nachsten Punkt F der Kadiusvektor 4 EF = ~ USW., 80 


cos - 
daB schlieBlich: 


7 e Zz et 
0 ee eee ee D 
R=® cog cos-< cos cos 
2 4 8 an 





oder nach einem ‘trigunoimetrischen Sutze: 


tt. Z 
Bezeichnet man diesen Wert mit a, so ist umgekehbrt die Gleichung 


der Kurve: 
a@- sin eu 


vA ee eee. - ee 


U 


Zu bemerken ist noch, daB ftir diese Gleichung, wohl zum erstenmal, | 
der Ausdruck equazione polare gebraucht wird. Sonach scheint 
das Wort ,Polargleichung’ und damit zusammenhingend: _,,Polar- 
koordinaten“ aus Italien zu stammen. — Die Kurve selbst liegt sym- 
metrisch zur Achse A@Y und besteht aus einem herzférmigen Zweig 
mit der Spitze in A und unendlieh vielen immer kleiner werdenden 
Ovalen, die AY in A beiderseits beriihren. 

Zwei weitere Arbeiten Eulers beschiftigen sich mit der Be- 
wiehung einer Kurve zu ihren Evoluten. In der ersten: ,,.Demonstratio 
theorematis Bernoulliani quod ex evolutione curvae cuiuscunque rcct- 
anguiae in infinitum tandem cycloides nascantur“') wird ein Satz von 


ee ee 





SNC. PL YN (£764. p. 1Tu— 198 


4 
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Bernoulli bewiesen, wonach ein Kurvenstiick von der Amplitude 
=: 90° durch fortgesetzte Evolutenbildung schlieBlich in eine Zykloide 
tihergeht, und 2war zunichst durch eine Art Anschaulichkeitsbeweis, 
dunn in streng analytischer Form, wobei gezeigt wird, daB fir die 
letzte Kurve zwischen dem Bogen s-und seiner Amplitude v die Be- 
ziehung besteht: ¢== A-sinv, welche die Zykloide definiert. Die 
zweite heiBt: ,,Investigatio curvarum, quae similes sunt suis evolutis 
vel primis vel secundis vel adeo ordinis cuiuscunque“') (11. Dez. 1773). 
Zunichst wird eine elegante Beziehung zwischen dem Kriimmungs- 
radius 7, det Amplitude m und dem Kriimmungsradius r) der nten 


Kvolute hergeleitet, naimlich: 1(*) = _ . Sollen nun zwei Kurven 
o si 


ahnlich sein, so mfissen ihre Kriimmungsradien in entsprechenden 
Punkten proportional sein, d.h. fir unseren Fall mu8 rr) =C-r, 
oder | 

Lar Cr 

dg" 


sein. Die Gleichung ist leicht zu integrieren; sie liefert 
: f= A ° 9, 


1=—VC 
ist. Dieses Resultat wird auf Spezialfalle angewendet. 

In den Phil. Trans. 57 (1767), p.28—43 untersucht George 
Witchell (1728—1785, Privatlehrer der Mathematik in London, von 
1767 an Headmaster of tne Royal Naval Academy Portsmouth) die 
Frage nach dem Schatten eines Rotationsellipsoids (A general in- 
vestigation of the nature of a Curve formed by the shadow of a pro- 
late spheroid upon a plane standing at right angles to the axis of 
the shadow). Der Verfasser glaubt, gewisse UnregelmaBigkeiten in 
der Verfinsterung der Jupiterstrabanten damit erkléren zu k6nnen, 
duB der Jupiter keine Kugel, sondern stark abgeplattet ist. Er sucht 
nun den Kernschatten dieses Planeten auf einer Ebene, die auf der 
Achse dieses Schattens senkrecht steht, wobei die Aufgabe sich wesent- 
lich dadurch vereinfacht, daB die Achse des Jupiter nahezu auf seiner 
Bahnebene senkrecht steht, so daB die Aufgabe «uf die einfachere 
zuriickgetiihrt werden kann: Gegeben eine leuchtende runde Scheibe, 
und eine elliptische, die beide auf der Verbindungslinie der Mittel- 
punkte senkrecht stehen; gesucht der Kernschatien der letzteren auf 
einer dritten Parallelebene. Es ergibt sich ‘eine Art Lemniskate, die 





) NLA. P. L, p. 75—116. 
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entsteht, wenn man auf allen Halbmessern einer Ellipse von der 
Peripherie aus gleiche Stiicke abtragt. 

Es ‘folyen nun in chronologischer Ordnung wieder einige kleinere 
Arbeiten von Euler. Die erste: ,,Problematis cuiusdam geometrici 
prorsus singularis evolutio“') sucht eine Kurve so zu bestimmen, daB_ 
die Normale den Winkel zwischen der Tanyente und einer festen 
Geraden_halbiert. : 

Die zweite heiBt: ,,De curvis hyperbolicis quae intra suas asym- 
totas spatium finitum includunt“*) (13. Februar 1777). Sie geht aus’ 
von der Bemerkung, daB keine Hyperbel von der Form, xr“y” =e die 
im Titel genannte Kigenschaft begitzé, und untersucht nun, ob dies 
vielleicht fir Kurven von der Form az*y’+ ba’y’=-c der Fall, sei. 
Vorausgeschickt wird ein Hilfssatz aus der Theorie der bestimmten 
Integrale, némlich daB das Integral | Gia endlich ist, wenn 

0 
nk >(m-+1)>0 ist. Dieser wird auf zwei -Arten bewiesen und 
bildet die Grundlage ftir die Herleitung folgender Resultate: 

Alle hyperbolischen Kurven vor der spezielleren Form: 


axty? + bat yt = c 


schlieBen zwischen ihren Asymptoten einen endlichen Raum vin, wenn 
folgende drei Bedingungen erfillt sind: 1. a. b, c miissen alle drei 
positiv sein, 2. a und #8 mitissen beide positiv sein, 3. o darf nicht 
= 8 sein. . 

Fir Kurven von der allgemeineren Form - 


arty? + bay’ = 


gilt dasselbe, wenn 1. a, b, ¢ alle positiv sind, 2. wenn a, 8, }, 0 - 


alle positiv sind, 3. wenu von den Brtichen -- und + der eine > 1, 


B 


der andere < 1 ist. , 

Fir Kurven der ersten, spozielleren Form gelingt unter den an- 
gegebenen Bedingungen die Bestimmung des in Rede stehenden Flichen- 
inhalts, wenn « + p = 1; er betrigt namlich: sch a By" 

Die dritte heiBt: ,,De insigni paradoxo, quod in anaiysi maximo- 
rum et minimorum occarrit“®) (31. Mai 1779). Ks handelt sich durum, 


eine Kurve zu. finden, ftir welche fo ad: Vz ein Minimum wird. Die- 


selbe wird nach den Methoden der Variationsrechnung bestimint, wo- 
N.O. P. XVI ITT), p. 140-159. 9°) N. A. P. VOM, p. 116—139. 
%) M. P. Ll .1811), p. 16 —28. 
Caxton, Coachichve der Mathematik IV. 34 
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bei sich das scheinbare Paradoxon herausstellt, daB es eine Kurve 
gibt, fiir welche dieses Infeyral einen noch kleineren Wert annimmt. 
Euler findet die'Lésung darin, da8 jenes Minimum nur ein relatives: 
sei, ebenso wie etwa ein Minimalpunkt einer Kurve nur den kleinsten 
_ Wert gegeniiber den benachbarten Ordinaten, nicht den kleinsten 
Wert iiberhaupt bestimmt. . 

Die vierte ist hetitelt: ,Solutio problematis ob singularia calculi 
artificia memorabilis“’) (22. Marz 1779). Hier ist die Aufgabe, eine 
Kurve so zu bestimmen, daB das Integral tiber dem Produkt aus dem 
_ Linienelemend. und einer beliebigen Funktion des Radiusvektor 2, also 


: fi @s-f(z) ein Minimum oder Maximum wird. Setzt man 


dv d 
f=; =a Gp, 


so ergibt sich als Differentialgleichung: 


" yda —ady = "9? 


Die ,,singularia artificia bestehén nun darin, daB die‘ GréBen 
d é 
y 7189) p= teu; to ae 


eingeftihrt werden, wodurch sich ergibt: 


- dz 
Oo — yaoi | 

(nm ist Integrationskonstante). Charukteristisch ftir Euler ist die 
SchluBbemerkung, daB er nie auf diese artificia gekommen wire, wenn 
er nicht die Lésung schon auf anderem Weg gehabt hitte, namlich 
durch Einfiihrung von Polarkoordinaten. 

In einer finften Abhandlung: ,,De duplici genesi tam epicycloidum 
quam hypocycloidum“*) beweist Euler einen von Dan. Bernoulli’) 
herrfihrenden Satz, daB jede selche Kurve auf doppelte Art erzeugt 


werden kann. Ist naimlich @ der Radius des festen, b der des rollenden 


& c 


Kreises, so kommt, fiir ) <a, dieselbe Kurve heraus, wenn } = -- ie 


und b = rte ist, wo c eine beliebige Strecke <a ist. Ist b> <a, 


so wird bei imnerer Berithrung fir b==a+e dieselbe Kurve be- 
schrieben, wie bei duBerer fiir b = c. 
Uber eine 1779 erschienene Schrift von Nicola Fergola 
1) MP. Ii ‘1810, p. 8--9. 2) A. P. 1781, 1, p. 45—39. * Nach. 
Loria (Sper. Kurven, §. 453:. 8. dort auch n&heres hieriiber. 
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(1752--1824, Professor der Mathematik an der Universitét Neapel 
und Griinder einer Schule von italienischen Mathematikern) kann ich 
nur nach Loria’) berichten. Es findet sich dort die Notiz, daB 
Fergola die schwierige Aufgabe gelést habe, eime Kurve von der 
Eigenschaft zu finden, daB das Sttick ihrer Tangente zwischen zwei 
festen Geraden gleich dem Kriimmungsradius des Berthrpunktes sei. 
Eine interessante Klasse von Kurven hat Euler in einer Arbeit: 
We curvis triangularibus“ 2) untersucht. Er versteht darunter Kurven 
mit drei Riiekkehrpunkten (vyl. 
Fig. 49). Sie sind sowohl in 
der Optik, wo sie als Brennlinien 
nuftreten, wie wegen ihrer Evol- 
venten von Interesse. A, B, C 
seien die drei Spitzen; a, b; ¢ die 
gegentiberliegenden Kurvenbégen. 
Tragt man nun 7. B. auf der 
Tangente von A ein Stiick 
AF=f 
ab und laBt die Tangente auf 
der Kurve abrollen, bis sie in 
B bertihrt, so ist der die Evol- 
vente beschreibende Punkt in g ot . 
-angekommen und es ist bg =c-+/. Kommt dieser Punkt der Reihe 
nach in die Lagen H, f, G, h, so ist leicht zu sehen, daB 


CH= Ba—a=mct+f—a; Af=b+CH=b+c+f-—a; 
BG =—Af—c=b4+f—ay Ch=BG+a~bif usw. - 





Daraus folgt: 
| Ff = Gg = Hh=-2f+h+e—a. 

Dies gilt aber ftir das Stiick Xa jeder beliebigen Tanyente, das inuer- 

halb der Evolvente fallt; ist nimlich S der Berflhrpunkt, so ist 


SX=SC4+CH; Sr=—AS+4+ AP; 
also 
Xa=SX+Sr—b+e+f—aeatfe2f+bot+te—a 


Die Evolvente hat also die merkwiirdige Nigenschaft (die 
sonst nur dem Kreis zakommt), daB jede Normale eines belie- 
bigen Kurvenpunktes X in ihrem zweiten Schnittpunkt x 


1) Niccolo Fergoia 2 le scuola di Matematici che lo ebbe A duce, 1904, 


p- 78/74. 7, A. P. 1778, IL, p. 83—30. 
34° 
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mit der Kurve wieder auf dieser senkrecht steht, und daB 
X« konstant ist. Euler nennt deshalb diese Kurven ,orbiformes“ 

Um nun die Gleichung einer dreispitzigen Kurve aufzustellen, 
geht Euler aus von der Gleichung einer orbiformis und nimmt eine 
beliebige Normale Ff zur z-Achse; die konstante Linge Ff wird mit 
2f') bezeichnet. Ist nun Mm eine beliebige zweite Normale, und sind 
von M und m die Lote MM, und mm, auf Ff. gefallt, ist ferner: 


FM,=-X; MM,—Y; Fmm-z, mm, —y; 
dY _ dy 
aX i dz P 

so ist zunichst P= p. Ferner laBt sich leicht zeigen, da8: 


yown 2f_. px 8fP 
Ba eg gt 


endlich 





Setzt man: 
— Y+y=2R, 
so wird 
f ; 
~ Oo eR YOR es 5g 
agen SRO 
— Ot Ti IB es m 


Da (1) und (2) sich nur durch das Vorzeichen der Warzel 
unterscheiden, und dieser Unterschied verschwindet, sobald rational _ 
gemacht wird, so kénnen (1) und (2) als gleichwertig angesehen . 
werden. Differenziert man (1) oder (2), und setzt man dY = pd X 
‘und dy = pdz ein, so ergibt sich dR = pdQ, also 


R= {paQ. : (3) 

Ist also Q eine helicbige Funktion von p, fiir welche die Inte- 
gration in (3) ausftihrbar wird, so stellt (1) oder (2) in Verbindung 
mit (3) die Koordinaten einer orbiformis als Funktionen des Para- 
meters » dar.— Um nun die Gleichung der dreispitzigen Kurve, d.h. 
der Evoluten zu finden, werden die Gleichungen durch eine Hilfs- 


funktion S = ko etwas vereinfacht. Magn erhalt namlich aus (2): 


fet t= , gat eee ene 
Vitp" dp Vi+p° 


Da die acd geschlossen sein soll, 7 und y also keinen unend- 
lichen Wert annehmen kiénnen, so darf auch § nicht unendlich werden. 
Ist also z.B. S von der Form: 


Swe PUPA OPE ty 
bo top + bpi+--- +b, Pp"? 





ee oe — ee eee 


) f hat also hier eine andere Bedeutung als vorher. 
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so darf der Nenner keine recllen Linearfaktoren haben, und es muB 
m<n sein. Die Aufstellung der Evolute wird nun vereinfucht durch 
die Bemerkung, daB diese fiir alle Werte von f immer die gleiche 
bleibt; man kann also f= 0 setzen und erhialt fir die Koordinaten 
(t, «) des Kriimmungsmittelpunkts: 


te Bap Tt ps we Spe pty) 


Hieraus ergibt sich fir den Xtonmangeradin - 51 + p*)' ‘4 
SchlieBlich wird das RBeispiel S — ao ; durchgefiihrt, und die Auf- 
gabe gelést, cine dreispitzige Kurve so zu bestimmen, da8 die Spitzen 
in drei gegebene Punkte fallen. 

Za einigen bemerkenswerten Resultaten tiber die Brennlinie 
der*Parabel gelangt Fu8 in einer Publikation vom 26. Januar 1791: 
»De novis quibusdam causticae parabolae proprietatibus“') Er lést 
zunichst die (sclton von Joh. Bernoulli und de I’ Hépital behandelte) 
Aufgabe, die Brennlinien zu finden, die durch Reflexion paralleler 
Strahlen an einer beliebigen Kurve entstehen. FuB nimmt die Ab- 
szissenachse senkrecht zu der gegebenen Strahlenrichtang an, fiihrt den 
Winkel g der Kurventangente gegen die Ordinate ein und findet als 
Koordinaten X, Y eines Punktes der Brennlinie: 

ds sin @ cos 2 
y+ ager 


dssing-sin2q Y 


Km t+ 9953 


Dies wird angewendet auf die Parabel y?= 2px. Als Brenplinie 
ergibt sich: : 
" 8 x 2 Jt 
| came G ~ is) 
Von dieser Kurve werden nun folgende Shieidiidie hergeleitet 





V 


Fig. 651. 


4 N.A.P. VILL, p. 182—200. 
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die sich am kiirsesten an Fig. 51 ablesen lassen (AC ist die Ab- 
szisse der Punkte mit horizontaler Tangente, A! = ACU = a } 


Ay) areAZ+ Z¥—sty—3/ 222 
2) DN—DZ=38p 
3) 17 +T72Z=—2 arc AZ = 2s. 


FuB untersucht nun, ob es noch andere Kurven gibt, denen eine 
| _— dieser drei Higenschaften zu- 
_kommt, und jindet, daB dies 
nicht der Fall ist, daB also nur 
die Brennlinie der Parabel diese 
Kigenschaften bésitzt. Dagegen 
‘gelingt es ihm, Kurven 20 fin- 
den, die durch eine Verall- 
gemcinerung ° definiert sind, 
nimlich so, daB 17+ 7Z in 
ees einem gegebenen Verhiltnis zur 

— Rogenlinge stehen, daB also, 
wenn /)Y eine solche Knrve 





ist (Fig. 52), 
AV+ VY -=n-are DY. 
Er findet als Bogenlange 


° 2" 1 
t 7 J Yaar"! A? 
und fiir den Kriimmungsradius 
a" 
oes tera 


wo A eine Integratiouskonstante ist. Die Kurven sind algebraisch 
und rektifizierbar. 

Mit Kurven,. die bei Abwicklung von hegel und Zylinder auf- 
- treten, haben sich Euler und Schubert beschiftiyt: Ersterer kommt 
in einer Note iiber die Oberfliche des schiefen Kreiskegels: De super- 
ficie coni scaleni, ubi imprimis ingentes difficultates, quae in hac in- 
vestigatione occurrunt, perpenduntur“')(12. September 1786) such auf die 
Abwicklungsfigur des Grundkreises und stellt fiir deren Krémmungs- 
radius die Formel auf r-= —-';55- Hierbei ist ¢ der Radius des 
Grundkreises, b der Abstand dea Mittelpunktes vou der Projektion 
der Spitze auf die Grundkeisevene, p die Mantellinie ciues beliebigen 


1) N. A. P. If, p. 69—89. 
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Punktes, gm ihr Winkel (in der Abwicklunystigur) mit der gréBten 
Mantellinie. -- Schubert (De evolutione sectionum cylindri'), 25. Ok- 
tober 1798) untersucht die Abwicklungsfigur eines ebenen Zylinder- 
schnittes durch Rechuung and Konstruktion. Die Gleichung der Kurve ist: 


y=atga(l — cos =), 


wo a der Radius des Zylinders, « die Neigung der Schnittebene gegen 
die Grundkreisebene ist. 


_Raamkurven und Flichen. 


Wie wir gesehen haben, ist fiir die analytische Geometrie der 
Ebene in unserem Zeitraum fiber das Entstehen und Wachsen neuer, 
fruchtbarer Gedanken und Methoden von allgemeiner Bedeutung nicht 
viel zu berichten; die Mathematiker zeigen sich auf diesem Gebiet 
mehr-mit Einzeluntersuchungen von Kurven heschaftigt, und es tritt 
namentlich die Neigung hervor, neve Kurven und Kurvengattungen 
von gegebenen Kigenschaften aufzusuchen. Gerade umgekehrt ist das 
Verha]tnis in der analytischen Geometrie des Raumes: Hier liegen 
wenig Untersuchungen fiber spezielle Kurven und Flachen vor, da- 
gegen’ sind eine ganze Reihe bahnbrechender Arbeiten zu nennen, die 
teils ganz allgemeine, wichtige Kigenschaften von Kurven und Flachen 
hehandeln, teils die Methoden und Theorien in einer Weise férdern, 
da8 die analytische Geometrie des Raumes sich von bescheidenen An- 
fingen zu der Héhe erhob, die durch Monges Werk: ,,Feuilles d’Ana- 
lyse appliquée a la Géometrie* bezeichnet wird. -- Wir werden zu- 
nachst einige Arbeiten iiber Raumgeometrie fiberhaupt, Koordinaten - 
usw. besprechen, hierauf die Raumkurven und abwickelbaren Flachen, 
dann die krummen Flachen behandeln und schlieBlich tiber die Feuilles 
d’Analyse berichten. Als eine Art Anhang werden dann noch einige 
Bemerkungen fiber die Fortschritte der Kartographie folgen, soweit 
die mathematische Seite daran in Betracht kommt. 

Als einen Beweis dafiir, wie ungelenk selbst bedeutende Mathe- 
matiker am Anfang unseres Zeitraumes noch die réumlichen Probleme 
anfaBten, filhren wir einiges aus dem III. Kapitel des melirfach er- 
wahnten Werkes von Waring, ,,Proprietates algebraicarum curvarum“ 
an. Hier werden die ,,proprietates algebraicorum solidorum“ hetrachtet. 
Zuniichst sei an die schon frither (S. 497) gemachte Bemerkung erinnert, 
daB fast immer nur von Kérpern die Rede ist, und daB die Flachen 


) N. A. P. XIU, p. 190—204. 
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nur als Begrenzung von Kérpern, nicht als selbstindige Gebilde auf- 
treten. Waring stellt nun die Gleichung einer Rotationsflaiche auf, 
indem er die Schnittkurve emer beliebigen Ebene ermittelt. Er be- 
nutzt dazu (s. Fig. 53) die zur Sebnittebene senkrechte Meridianebene, 
in ace die Cpleaine der Meridiankurve in rechtwinkligen Koordinaten 

(AP =x, PM =y) gegeben ist. 


via : - Die Schnittebene trifft die Achse 
/ (Abszisse) in LZ, die Ordinate 
/ in MP in p; in der Schnittebene 


Koordinatensystem angenommen, 
phos mit dem Ursprung L, der Ab- 
e EZ _ szisse Lp=z, der Ordinate 
he ae eee mn jpm=v. Die Lage der Schnitt- 
Ce ms 





ebene zur Achse ist bestimmt durch 
ve , dag = - gesetzt wird. 


Waring bezeichnet AL als 
prima abscissa, J.) als secunda abscissa, mp als ordinata secundae 
abscissae. Es ergeben sich nun leicht die Beziehungen: 


, a ae mo AL=a, und das Verhiltnia 


- "Fig 3 


2 gh) 22 
reat; y= vf Foo — 

In Verbindung mit der Gleichung der Meridiankurve stellen diese 
Gleichungen bei Waring den Rotationskérper dar. Er folgert daraus 
einige Bemerkungea tiber die Rotationsflichen 2. Ordnung, fiber den 
. Ort der Zentra und der Brennpunkte einer Schar von Parallelschnitten. 


Die Zahl der unabhanyigen Konstanten einer Fliche »“' Ordnung 
wird zu oe — +8) _ 4 bestimmt. Weiter folyen Sitze tiber 
Iurchmesserebenen, die denen tiber die Durchmesser ebener Kurven 
analog sind, und es scheint, daB Waring im Besitze einer Reihe von 
Satzen fiber algebraische Raumkurven und Flachen war, ahnlicher 
Art wie die von ihm fiber ebene Kurven gefundenen: er bemerkt 
hiertiber: ,Hic adjic) possunt propositiones ad algebraica solida et 
curvas duplicis curvaturae, quae consimiles sunt fere omnibus propo- 
sitionibus capite primo traditis de curvis simplicis cwrvaturne; sed 
taedet has disquisitiones ulterius promovere“. Auch mit Zentralpra, 
jektion von Kurven und Kérpern beschiftigt er sich, und stellt hier- 
bei den Satz auf: ,Nulla curva projiciet curvas superiorum sibi ipsi 
ordinuin, 

Kinen wesentlich anderen Charakter zeigt die Abhandlung von 


wird wieder ein rechtwinkliges | 


~~ 
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Lagrange: ,Solution analytique de quelques problémes sur les pyra- 
mides triangulaires“.") Der eigentliche Zweck ist, Oberfliche, Inhalt, 
einbeschriebene und umbeschriebene Kugel, Schwerpunkt usw. fiir 
ei Tetraeder durch seine sechs Kanten auszudriicken. Hierzu wird 
ein techtwinkliges Koordinatensystem -so angenommen, daB eine Ecke 
(S) in den Urgprung fiallt, die 
drei anderen (M,, M,, M,) 
' durch ihre Koordinaten ge- 
geben gind. Infolge dieser Be- 
handlungsweise, die ganz sym- 
metrisch und mit bewunderns- 
werter Eleganz durchgeftihrt 
wird, ergeben sich eine Reihe 
fundamentaler Sitze tiber 
Punkte und Geraden im 
Raum. Um sie kurz anftihren 
zu kénnen, benutzen wir die 3 
Bezeichnungen Lagranges, “~--——---------* 

wobei jedoch die Striche 7 : Fig. 54. 

durch Indices ersetzt sind, und 

von drei durch zyklische Vertauschung sich ergebenden Formeln immer 
nur eine angeschrieben wird. Es sei also (Fig. 4) 





SMa, = 23+ y+ 23 
O, = gly + Yos + 292, 
M, M,? = c, =a, + a, — 253. 
Ferner: 


ot, = Gy, — 675 Pim Daby— arb X MSM — 74 
Dann ist: 


— — : 
SM,-Va,; MM, V4; OS ace © 


A MSM, = $V a,0,— b= 4 Vm; 
A M,M,M,= E~}4VSa+ 2Z8.) 


Es wird nun die Gleichung der durch ™,, M,, M, gelegten 
Ebene hergeleitet, ae nicht ganz symmetrisch Lagrange 


eee - ee aes, 


) Nouveaux Mémoires de l’Académie Royale des Sciences et Belles-Lettres 
& Berlin 1773, p. 149—-177. Vgl. Loria in den Verhandlungen des Ill. Mathe- 
matikerkongresses (zu Heidelberg 1904), 8.571. *) Das Zeichen J bedeutet im 
folgenden die Summe der drei Glieder, die durch zyklische Vertauschung der 
Indices 1, 2, 8 entstehen. 
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nimmt nimlich ihre Gleichung in s, ¢, « als laufenden Koordinaten 

in der Form an: 
we dt mis + nt, 

uud bestimmt die Koeffizienten 1, m, », wobei zur Abkiirzuny gesetzt 

wird: a 

Ei Yals — 2253 1 = Fel — Hgty3 Oy = Hay — Yots3 


es wird dann: 


_ 3B —X, -_ a 
mae — Sp em Hp ole L, 
as" 2 ~> 


wobei A die (nattirlich nicht in der heutigen Form geschriebene) 
Determinante 


i 


wy A 
e Xs Ys bg 
| Ty Yg By | 


ist. Fiir das Lot A vom Ursprung ergibt sich: 
Doth tO as ee he ess 
VEE + (Zn) +(ZH*  VEa+ asp’ 
daraus der Inhalt des Tetraeders: 


Eh A a 
— oe 5 Vay aya, + 2b, b,b, — £a,b,? 


= 4 Va,0,0, + 26,8, B® De, B,?. 


Es wird sodann die Aufgabe gelist, das Tetraeder von gréBtem 
Inhalt zu finden, wenn die vier Seitenflichen dem Inhalt nach ge- 
geben sind. Fir die folgenden Uberlegungen von groSer Wichtigkcit 
ist die Aufgabe, die Diagonale einer dreiseitigen Doppelpyramide durch - 
ihre neun Kanten auszudriicken. Eine solche erhalt man, wenn ein 
beliebiger Punkt P (p, g, r) des Raumes mit M,, M,, M, verbunden 
wird. Ist PS?=f, PM,?= g, usw., und zur i gesetzt: 


k,= Pu, + Qy, + 72, 


so ist: 
9,7 a,+f — 2k, 
oder: 
a aq tf-h 
1 9 ’ 
und: $ 
=k, é, Zk k 
pe ee tre 
und daraus: 


Alf = La, ki+ 208, kyk,. 
Dies ist eine Gleichung 2. Grades far /, wie es ja auch sein muB, de 
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die beiden Pyramideu auf derselben oder auf entgegengesetzten Sviten 
der gemeinsamen Grundfliche liegen kénnen. Aus den zuleizt aufge- 
stellten Gleichungen erhalt man Radius und Mittelpunkt der umbe- 
schriebenen Kugel, indem man f=g,—9, = 9, setzt, und die zu- 
gehérigen Werte von p, 9, r berechnet. Es ist in diesem Fall 


k=, 


also ergibt sich fir den Radius (Vf) und die Mittelpunkiskoordinaten 
(p, 4 7) 


f= Fe Ot AEB oO Os p= — usw. 


In a@hnlicher Weise werden Radius und Mittelpunkt der einbe- 
schriebenen Kugel ermittelt, indem man zuniichst die von P auf 
die vier Seiten des Tetraeders gefillten Lote berechnet. Das Lot 9, 
auf M,SM, wird 

j= ok, + Bak, + Behe Soe mat ae 
A Vo, vo 
und das Lot z auf Jf, MM, 


= a (wEE+aln+rZy) 
Vra+228 
Damit wird zuniichst die Aufgabe gelést, den Punkt P so zu 
bestimmen, daB die vier Pyramiden, welche die Spitzen in P und ie 
Tetraederfiichen als Grundfliichen haben, in einem vorgeschriebenen 
Verhaltnis hinsichtlich des Jnhalts stehen. Dann wird 


~O1= 03 0s 
gesetzt, wodurch sich fiir den Radius (Vf) und die Mittelpunktskoor- 
dinaten der einbeschriebenen Kagel die Werte ergeben: 


ps Zao, + Z2d, Vo, a | oe Zz, Vo, 
| (Yotsya)y > PO Yap Zeya,’ 


wo 
a= La,+ 228. 


SchlieBlich wird noch in ahnlicher Weise der Schwerpunkt bestimmt. 

Den Ubergang zu den Raumkurven mag eine hervorragende Ab- 
handluug von Euler bilden, die ebenfalls noch allyemeinerer Natur 
und insofern von groBer Bedeutung ist, uals darin die Grundztige 
der allgemeinen Theorie der Raumkurven in ihrer heutigen 
Gestalt entwickelt sind. Sie hei®t: ,.Methodus facilis omnia sympto- 
mata linearum curvaram non in eodem plano sitarum investigandi“.') 


1) A: P. £782, [, p. 19—87. 
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Kuler geht hier darauf aus, die durch ,figurae tantopere complicatae 
et propemodum inextricabiles“ hergeleiteten Formeln auf einfacherem 
Wege zu gewinnen, wobei die Hilfsmittel der sphirischen Trigono- 
metrie benutzt werden. Um keine der drei Achsen zu bevorzugen, 
wird die Bogenlinge s der Kurve als Parameter eingefthrt und © 
mit p, g, r die Ableitungen der Koordinaten nach diesem Parameter 
bezeichnet, so daB: 


| dz = nds; dy = sas: 0g = eae 
ist. Es muB dann sein: | 
p+@g@t+r—1; pdp+qdq+rdr=0. (1) 
Ferner, wenn ds als konstant angesehen wird: 
Px = dpds; @y—dqds; d@z=—drds. 


Euler denkt sich nun (Fig. 55) 
um .einen Kurvenpunkt Z(z, y, 2) 
‘eine Kugel vom Radius = 1 
beschrieben, die von der Tangente 
in g geschnitten wird, wihrend die 
durch Z gehenden Parallelen zu 
den Achsen einen Oktanten a, 6, c 
bestimmen. [Es ist dann 


COB aS = p; : 
sings = VY1—pi=Vq+r. (2) 
Das spharische Lot voneaufdcist 
das Komplement von ag, und zugleich 


der Neigungswinkel der Tangente 
‘ gegen die yz-Ebene. Ferner ist 








ie nach bekannten Siatzen der Tri- 
gonometrie: | 
sin baz = a ; 
7 3 Vr+4q 
80: 
cos baz = ——! —- 3 
és yr+q @) 


Es sei nun durch Z auch noch eine Parallele zur Tangente des 
Nachbarpunktes gesogen, welche die Kugel in ¢’ schneidet, dann ist 
xX 2Ze' der Kontingeuzwinkel (im heutigen Sprachgebrauch), der 


Krimmungsradius = SS, und die durch den Bogen zz’ gelegte 
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Ebene die Schmiegungsebene der Kurve. Diese Betrachtungsweise 
zeigt, daB Euler das Verdienst gebtihrt, die sogenannte aphi- 
rische Abbildung in die Mathematik eingefiihrt zu haben, 
was gewobnlich GauB8 zugeschrieben: wird Um nun die Neigungs- 
winkel der Schmiegungsebene gegen die Koordinatenebenen zu be- 
stimmen, setzt Kuler ag =a, so daB also as =a-+da wird. Es 
ist also nach (2): ? 











_4p. ‘ ) 
Ot Veer o 
Bezeichnet man << bas mit @, so wird: 
x bad = w + da, 
also: 
X cad = do. 
Nan ist: 
tgo— 2, 
also: ees 
4 d ele —rdq 
b nr ae 
Ist ferner ss 1 as’, so ist: 
ss=do-sinaz; 86 = da; (5) 
also: 
a 247 —rdq. 
rs — Or oes (6) 
ferner: 
se'* =m gs? + 28%, 
also nach (1), (5) und (6): 
~ gem dp? + dq?+ dr? (7) 
und: 
i ies? til 
Vap*+dgq?+dr> Y(d?x)* + (@*y)* + (a*s)’ 


Ist ds nicht konstant, so ist: 
NO oma . 
~ V(d*a)* + (diy) + ist @ 
Euler bemerkt hierzu: »quae formula per analysin communem 
demum post calculos maxime perplexos est eruta“. 
Ferner folgt aus (5) und (6) 
fas —qéar 


tg eds = ar ae 


Verlangert man 2’ bis zum Schnitt mit den Oktantenseiten in 
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v, q,  (uatiirlich nicht zu verwechseln mit den Differential quotienten 
Pp, 9, *), $o ergibt eine einfache Rechnung: 

| cos spb = —= = alae ALE : 

Vag aya 

womit der Winkel der Schmiegungsebene gegen die ye- 
Ebene bestimmt ist; die beiden anderen werden hieraus durch zyk- 
lische Vertauschung abgeleitet, obgleich natiirlich diese Bezeich- 
nung nicht auftritt. Danach ware auch die erste klar bewuBte An- 
wendung dieses Verfahrens Euler zuzuschreiben. Ist ferner R der 
Schnittpunkt des Kriimmungsradius mit der Einheitskugel, so ist: 


008 02 Rm ——— SP... 
Vap? + dq* + dr? 

Die aus dem Bisherigen sich ergebenden bemerkenswerten Sitze 
der sphirischen Trigonometrie werden formuliert, und dann auf eine 
zweite Art die Gleichung ,der. Schmiegungsebene hergeleitet. Sind 
namlich «, r, « ihre Achsenabschnitte, so ist ihre Gleichung 


e y Z 
<7 a 


Aueh diese Form der Ebenengleichung diirfte hier zum 
erstenmal auftreten. Da in der Schmiegungsebene drei konseku- 
tive Punkte liegen, so ist auch: 
| etic, ytdy . z+di _ 

Ge os . se aay 


oder: 
Fei t+i=0, 


u% ru 
und ebenso: 
dp ,dq , ar \- 
— + oe +. = ). 


“ 


Hieraus folgt mit Einfthrung eines Proportionalitatsfaktors ¢: 


a rdq—qdr 
t 


1 
— — usw, 
”% 


und hieraus als Gleichung der Schmiegungsebene: 


a(rdg — qdr) + y(pdr — rdp) + e(qdp + pdq) = 4 


wo ¢ noch durch die Bedingaung bestimmt wird, daB die Schmiegungs- 
ebene durch einen yegebenen Kurvenpunkt geht. Duraus werden nun 
wieder die schon oben gefundenen Formeln entwickelt und schlieBlich 
die Resultate in die elegante Form gebracht: 
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Hat man ein rechtwinkliges Parallelepipedon, dessen Kanten den 
Achsen parallel sind, und sind die Kantenliéngen 

1. x, y, 2, so gibt die Diagonale die Richtung und GréBs des 
Radiusvektors an; ; 

2. sind sie p, g, 7, — die Richtung der Tangente; 

3. sind sie - ; “a ; i — Richtung und GréBe des Kriim- 
mungsradius; 

COG Ger Par Ter aoe 0ae 
ds ? ds : ds 
nale auf der Schmiegungsebene senkrecht. 

Damit sind wir nun schon auf dem Gebiet der Raumkurven 
und der damit eng zusammenhangenden abwickelbaren Flaéchen 
angelangt, ein Zusammenhang, der auch erst in unserem Zeitraum 
genauer studiert und klar erkannt worden ist. Auch hier war Kuler 
der erste, der sich mit diesen Beziehungen beschiftigt und dahei 
sogleich wichtige Resultate gefunden hat.. Seine Arbeit, die sehr be- 
achtenswert ist, ist betitelt: ,,De solidis, quorum superficiem in planum 
explicare licet“.!) Zu bemerken ist hier, daB Euler zwar noch in den 
Anschauungen seiner Zeit befangex’ erscheint, insofern er von ,,solidis“ 
spricht?), daB er aber doch den ersten Schritt zur heutigen Betrach- 
tungsweise der Filacher als selbstandiger Gebilde tut, indem er die 
Koordinaten der Flaichenpunkte als Funktionen zweier Pa- 
rameter ¢, u darstellt, und untersucht, welchen Bedingungen diese 
geniigen miiseen, wenn die Flache in eine Ebene abwickelbar sein 
soll. Euler geht aus von der abgewickelten Flache, nimmt ¢ und « 
ais rechtwinklige Koordinaten eines Punktes der Ebene, und he- 
trachtet in dieser Ebene ein unendlich kleines rechtwinkliges Dreieck, 
dessen Ecken die Koordinaten (ft, «); (¢-+ «dt, «); (4, «+ de) haben, 
und das wegen der Abwickelbaskeit dem entsprechenden Dreieck auf 
der Fliche selbst kongruent sein mu8. Er hezeichnet nun die par- 
tiellen Ableitungen. von z, y, z nach ¢ und « mit [, 4: m, pw; , v 


Ox Ox 
(also 37 = 5, 


des entsprechenden Dreiecks auf der Flache 2, y, z; x + Idt, y -+ dt, 
z+ndt; 2+ Adu, y+pdu, 2+ vdu, und aus der Kongruenz der 
eDreiecke ergeben sich fir J, m,m; 4, p,yv die drei Bedingungs- 
gleichungen: 


4. sind sie , 80 steht die Diago- 


na: J usw. ). Dann sind die Koordinaten der Ficken 


Ptmttnte ds Pty tel; U4 mp + ny =0. 


Dies sind also die analytischen, notwendigen und ninreichen-' . 


4’) NOL P. XVI 1771, p. 8-84.) Vg. 9. 287. 
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den Bedingungen der Abwickelbarkeit. Man sieht leicht, dab 
Euler damit nichts anderes gezvigt hat, als dab, modern ausgedriickt, 
das Linienelement der Flache-mit dem der Ebene iiberein- 
stimmen mu8. Analytisch betrachtet, handelt es sich also um die 
Aufgabe, drei Funktionen von ¢ und « so zu bestimmen, da8 ihre 
partiellen Ableitungen den aufgestellten Bedingungen geniigen. Diese 
werden gefunden durch eine geometrische Behandlung des Pro- 
blems. Euler entwickelt naémlich die Beziehungen der abwickelbaren 
Flachen zu ‘den Raumkurven, und zeigt, daB die Tangenten einer 
beliebigen Raumkurve stets eine abwickelbare Flache be- 
stimmen; die Koordinaten eines beliebigen Punktes einer solchen 
werden nun folgendermaBen dargestellt (vgl. Fig. 56). AZ, TU, UV 
Zz seien die Koordinaten ¢, u, v 
eines Punktes V der Raum- 
kurve, S. der Schnittpunkt 
seiner Tangente mit. der 
zy-Ebene, M der Schnitt- 
punkt von SU mit der 
xz-Achse. Die entsprechenden 
GréBen fir einen Nachbar- 
y punkt v sind mit kleinen 
Buchstaben bezeichnet, so 
daB z. B. At=¢+ dt ist, 
usw. Ist ferner 1 MUT = & 
LUVS = &, und sind « = f(t) 
und v = g/(f) die Gleichungen 
der Raumkurve, so ist: 






: a dt at 
aoe tei a) UN ae 
| ; at 


eee 
sin £ sind * 
y, # die Koordinaten eines beliebigen Punktes 7 auf der Tangente VS, 
und ZV =s, so hat man: 


Daraus folgt fiir das -Kurvenelement: Vo = Sind nun 2, 


e=—t—ssin®d-sinf; y=u—s-sind-cosf; z=v—scrt, © 
wobei durch die Gleichungen - 
dt dt : 
tge=—5,3 C8 —a mei due f lat; du=g'(tjdt 


die Winkel £ und @ in Funktion von ¢ bestimmt, also die Kvordi- 
naten 2, y, 2 eines Punktes einer beliebigen abwickelbaren Flache als 
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Funktionen der heiden Parameter s und ¢ dargestellt sind. Die Be- 
ziehungen zwischen den Winkeln £ und # und den frither benutzten 
GréBen I, m, n, 4, u, vy ergeben sich durck Kinfihrung des Kontin- 
genzwinkels Svs = dw, fir welche Euler zunichst die Gleichung 
herleitet: dw? = d8' + df? sin? 3. Es ist dann: / 


é-sino -Acosa = sing snd; msing + u cos @ = cos§ sin #; 


n-sing + »cos@ = cos# 


and: ‘ 
1- cos —A- sina — Seméeiney m cosa —p sing — °F 8nd) 
er d cos & 
nCOS@ —¥sINO=-7° 


Damit sind 1, m, n, 4, uw, v durch § und & ausgedrtickt; es la8t sich 
noch die bemerkenswerte Beziehung nachweisen: 


dt _dm_ dn 

di dw dv 
SchlieBlich wird gezeigt, daB der Schatten, den ein leuchtender 
Kérper von einem dunkeln erzeugt, ein solches ,solidum* darstellt, 
und daraus ebenfalls die Gleichung der abwickelbaren Flache her- 
geleitet. 

Ungefahr in dieselbe Zeit fallt die erste Untersuchung von 
Monge tiber diesen Gegenstand, die sich in etwas anderer Richtung 
bewegt, nimlich ein ,Mémoire sur les Développées, les Rayons de 
courbure et..les différents genres dinflexion des courbes 4 double 
-courbure“, das schon im Jahre 1771 der Akademie eingereicht, aber 
erst im‘10. Band der Mém. div. Sav. (1785), p. 511—550, veréffentlicht 
und spater von Monge seinen ,,feuilles d’Analyse“ als SchiluSkapitel 
einverleibt wurde. Schon dieses erste Werk zeigt alle Vorztige vor 
Monges Darstellungsweise, vor allem eine eminente Sicherheit, des 
réumlichen Anschauungsvermiégens; man myB geradezu sagen, daB 
Monge mit bloB vorgestellten réumlichen Gebilden ebenso leicht 
operiert, wie ein anderer mit gezeichneten Figuren in der Ebene. 
Dazu kommt eine: ungemeine Eleganz in der Beweisfiihrung und 
eine staunenswerte Gewandtheit in der analytischen Formulierung 
differential-geometrischer Beziehungen.-— Monge schickt zuniichst 
einige Hilfssufgaben tber Punkte, Geraden und Ebenen voraus, 
die er in den F.d’A. in der EKinleitung behandelt, und -erliutert 
dann einen fiir das Folgende wichtigen Begriff, niamlich den der 
Polachse (axe des-pdles) eines Kreisbogens; er versteht darunter 
den geometrischen Ort der Pole, d.h: der Punkte, die von allen 


Caxton. Casehichte der Mathomatik TV 35 
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Punkten des Kreisbogens gleichweit entfernt sind; d. h. die Polachse 
ist das im Mittelpunkt eines Kreishogens auf seiner Khene errichtete 
Lot. Unter Benutzung dieser Bezeichnung ist also die Polachse 
fiir ein durch drei konsekutive Punkte bectimmtes Bogenelement einer 
Kurve die Schnittgerade zweier konsekutiver Normalebenen. 
Die Gesamtheit aller dieser Geraden ergibt den Ort der Pole (surface des 
poles)') fiir alle Bogenelemente der ganzen Kurve. Fs ist eine abwickel- 
bare Iliche und auf ihr hegen auch die sémtlichen Evoluten der Kurve; 
eine solche wird von Monge in anschaulicher Weise definiert als der 
Ort der Schnittpunkte konsekutiver Normalen; er zeigt, wie man zu einer 
. beliebigen Normale geometrisch die Nachbarnormale findet, die sie 
schneidct, zu dieser ebenso eine dritte usf. Er hat also damit. nicht bloB den 
Begriff der Evolute einer Raumkurve neu eingefiihrt, sondern auch 
gezeigt, daB jode Raumkurve. unendlich viele Evoluten hat, 
daB alle auf der surface des poles liegen und wie sie konstruiert 
werden. — Monge zeigt dann sofort, daB der Ort der Krimmangs- 
centra auch auf der Polarflache liegt, aber, im Gegensatze zu den 
ebenen Kurven, keine Evolute darstellt, auBer eben bei einer solchen 
Kurve. }erner beweist er, ebenfalls rein geometrisch, den interessantex 
Satz, daB die Evoluten geodatische Linien ‘in moderner Aus- 
dracksweise) der Polarfliche sind. Monge driicikt sich folgender- _ 
ma8en aus: ,on aura une développée, si, par un de ses points, on 
mene une tangente 4 la surface développable qui est le lieu de ses pdles, 
et si l’on nlie librement sur cette surface le prolongement de cette 
tangente“. Die Beweisftibrung, die auf 
dem hier von Monge benutzten Ver- 
fahren des ,,plier librement“ beruht, 
ist so charakteristisch fir die Ge- 
wandtheit und LEleganz, mit: der 
Monge im Raum operiert, daB wir 
wenigstens die Grundgedanken kurz 
andeuten wollen: er vergleicht die 
oben erwihnte Tangente mit einem 
unendlich diimnen Band, das iiber 
eine Keilkante gelegt wird, hier also 
fiber eme der Mantellinien, lings der 
zwei konsekutive Elemente der ab- 
wickelbaren Fliche zusammenstoBen, 
und zeigt, daB die beiden Teile 
derselben 1B und BC (s. Fig, 57) mit der Keilkante pleiche Winkel 


ee a © ae ee 





1) Daher die heutige Bezeichnung: ,abwickelbare Polarfliiche“. 
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machen, di8 also L ABO=L OGC ist. Dies trifft aber aucn fiir 
jede Evoiute auf Grand der von Monge geyebenen Definition zu. 
Daraus folgt dunn sofort, daB ABC in eine Gerade ABC tibergeht, 
wenn die zweite Ebene um 00’ gedreht wird, bis sie mit der ersten 
zusammenfillt, d.h. daB bei Abwicklung der Polartliche in eine 
Ebene die Evoluten in Gerade iibergehen, daB sie also kiir- 
zeste Linien der Polarfliiche suid. Dneser geometrischen Her- 
leitung folgt dann der analytische Beweis, sowie eine diffarential- 
geometrische Herleitung der geoditischen Linien fiir beliebige 
(also uicht abwickelbare Filichen), die in den Feuilles d’Analyse 
fehlt und die auf der fiir ebwickelbare Flichen gegebenen tu:Bt. 
Monge letrachtet naimlich ein Klement Mm einer geodiitischen 
Linie ML und liegt 
durch M und m Ebenen 
parallel der ys-Hbene, 
welche die Tangential- 
ehenen in Af und m nach 
GT und gt schneiden. 
Q und q sind die Pro- 
jektionen von M und 
m auf die xsy-Ebene, 
ferner ist 


Mn | Qa; OM | QM, 
MN | QQ; 


der Winkel M’ Mm ist 
mit v bezeichnet, wid 
es ist dann nach be- 
kannten Formeln der 
' gphfrischen Trigono- 
metrie . 

cosy = cos Q'Qq- cos M’MN-cosmMn+ sin M' MN sinm Un . 





Fig. 58. 


Nun ist oben gezeigt worden, daB fiir geodiitische Jinien 
L Mmt =gmL=v-4 dv 


ee die beiden Winkel » und» + dy sind also nur verschieden durch 
die Anderung des Winkels M’ MN; das Differential von cosy ist 
also = 0, wenn man bei der Differentiation den { M’ MN als, kon- 
stant miele Bildet man also das Differential unter dieser Voraus- 


setzung und drtickt dabei die Winkelfunktionen durch die Differentiale 
35° 
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von 2, ¥,2 aus, so erhalt man die Differentialgleichung der geo- 
daitischen Linien, namlich: 


fs ae 
(ds* + det) Py = [dyds | as, 


wo ds? = dz? + dy*, und wo die Differentiale von ¢ vermdge der 
Flachengleichung durch 2, y und ihre Differentiale auszudriicken sind. 

Daran schlieBt sich eine Anwendung auf ebene und sphiirische 
Kurven: ftir erstere ist die Polarfliche ein Zylinder, der auf der 
' Kurvenebene senkrecht steht, und. dessen Basis die gewéhnliche 
Evolute der Kurve ist; fiir letztere ist es ein Kegel, dessen Spitze im 
Mittelpunkt der Kugel liegt. Es folgen einige allgemeine Bemer- 
‘kangen geometrischer Natur tiber abwickelbare Flachen itberhaupt 
und ihre Riickkehrkante, fir welche Monge den Namen ,aréte de 
rebroussement“ eingeftihrt hat. Die analytische Behandlung geht aus 
von der Kurvengleichung in der Form y= g(x); = y(), und es 
werden nacheinander die Gleichungen der Normalebene, der abwickel- 
baren Polarfléche, ihrer Riickkehrkante und einer beliebigen Evolute 
aufgestellt. Dann kommen Bemerkungen fiber die zwei Arten von 
Wendepunkten einer Raumkurve, die Monge als ,,points de simple 
inflexion“ und ,,points de double inflexion“ unterscheidet. Die ersteren 
sind Stellen, wo vier konsekutive Punkte in einer Ebene liegen; 
hier werden zwei konsekutive Polarachsen parallel, die Riickkehr- 
kante der’Polarfliche hat einen unendlichen fernen Punkt, oder, in 
moderner Ausdrucksweise: die Torsion der Kurve ist=0Q. Als 
Bedingung fir solche Punkte findet Monge: 


diy) (et Oy 2G 

dx' dz® dz’ dz ~° 
Letztere, die ,points de double inflexion“ sind Stellen, wo drei kon- 
sekutive Punkte in einer Geraden hegen, d. h. wo die Krimmung 
der Kurve =Q, und der Krtimmungsradius unendlich wird. Um 
solche Punkte zu bestimmen, wird zunfchst ftir den Kriimmungs- 


radius die Formel entwickelt 
U+e%+w7 "3 


Vo" +e t+Q'u"— yg)? 

Daraus ergibt sich als Bedingung fiir einen solchen Punkt: op” = 0: 
wy’ = 0. Den SchluB bilden Betrachtungen fiber die Développée einer 
abwickelbaren Fiche; es ist dies die abwickelbare Flaiche, die heute 
die rektifizierende heiBt Von dieser weist Monge folgende 
Kigeuschaften nach: ) 

1. Wird die Développée in einer Hbene abgewickelt, so geht die 
Rauinkurve in eine Gerade tiber. Monge driickt allerdings diesen 


Raumkurven und Filachen. 535 


Satz etwas anders aus, er sagt nimlich: wenn eine der rektifizierenden 
Ebenen mit der im ibr liegenden Kurventangente auf der Développée 
rollt, so beschreibt diese Tangente die ubwickelbare piBene, die von 
den Téagenten der Raumkurve gebildet wird. 

2. Jedes Element einer abwickelbaren Flache (d. h. der Streifen 
zwischen zwei konsekutiven Mantellinien) kann angesehen werden als 
Flaéchenelement’ eines Kegels, dessen Spitze der Schnittpunkt der 
beiden Mantellinien, und dessen Achse die zugehdrige Pence der 
Développée ist. 

3. Ist die Développée ein Zylinder, so haben alle Mantellinien 
der abwickelbaren Fliche gleiche Neigung gegen dessen Mantellinien. 

Der Zeit nach folgt nun Tinseau (Offizier im Geniekorps) mit 
einer Arbeit: ,Solution de quelques problémes relatifs @ la théorie des 
surfaces courbes et des courbes & double courbure“*) (1774). Hier 
kommt nur der zweite Teil in Betracht, wo er von Raumkurven 
spricht, die Gleichung der von den Tangenten gebildeten abwickel- 
baren Flache aufstellt, und die zwei Arten von Wendepunkten, ganz 
wie Monge, unterscheidet, und zwar als ,points d'inflexion linéaire“ 
(Kriimmung = 0) und ,,points d'intlexion plane“ (Torsion = 0) unter- 
scheidet. Er etellt weiter die Gleichung’ der Schmiegunysebene auf, 
wobei sich, woh] zum erstenmal, der Satz findet, daB die Ortho- 
gonalprojektion einer Raumkurve auf eine Ebene dann einen 
Wendepunkt hat, wenn die Schmiegungsebene auf der Pro- 
jektionsebene senkrecht steht. Endlich werden noch Formeln 
entwickelt fiir die Komplanation einer abwickelbaren Flache und fiir 
die Kubatur des Raums, der von ihr, der xy-Ebene und den beiden 
Ebenen begrenzt wird, welche zwei penenise Mantellinien auf die 
xy-Ebene projizieren. | 

Eine zweite, ygréBere Abhandlung von Monge, die nach der 
ersten, vorhin erwihnten, eingereicht (1775), aber vor ihr verdffent- 

 licht®) wurde, beiBt: ,Sur les Pioprietés de plusieurs genres de Sur- 
faces courbes, particulitrement. sur celles des Surfaces développables, 
avec une Application. a la Théorie des Ombres et des Pénombres“. 
Monge erwabnt darin seine eigene frihere Arbeit*), sowie diejenige 
Eulers*) wit der Bemerkung: ,,je suis parvenu & des résultats, qui me 
semblent beaucoup plus simples“. Die Arbeit bringt also. keine wesent- 
lich neuen Ergebnisse, aber eine einfachere und elegantere Her- 
leitung. Zunichst wird scharf unterschieden zwischen abwickelbaren 
Flachen und aligemeinen Regelflachen mit der Bemerkung, daB der 


See oe ee 


") Mém. div. Sav. IX, 1780, p. 598—624. *) Ebenda, p. 382—440. 
@ °) Siehe S-581ff. *) Sishe S. 529 ff. ; 
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,auteur de la coupe de pierres“ (also wohl IF rézier) sich hieriiber 
nicht ganz klar sei; die abwickelbare ache wird definierl darch die 
Eigenschaft, da8 sie sich ohne Faltung und AerreiBung in eine 
Ebene ausbreiten lasse, und ihre Gleichung auf drei verschiedene 
Arten und in drei verschiedenen Formen hergeleitet, naimlich: 

1. in endlicher Form, indem die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes auf der Tangente der Raumkurve aufgestellt werden. Hier- 
bei treten zwei, die Raumkurve bestimmende, willkirliche Funktionen 
auf; diese werden durch zweimaliges Differenzieren eliminiert, was die — 
Differentialgleichung +t — s? = 0 liefert. 

2. Diese wird direkt gewonnen durch. Aufstellung der Schnitt- 
geraden zweier konsekutiven Tangentialehenen und Berticksichtigung 
der Tatsache, daB fiir eine abwickelbare Flache, und nur far eine 
solche, diese Schnittgerade dieselbe bleibt, gleichviel ob bloB zx oder 
blo8 y sich andert. 

3. Langs eines Flichenelements (= Streifen zwischen zwei kon- 
sekutiven Mantellinien) sind p und q beide konstant; wenn man 
zum nachstfolgenden tibergcht, so aindern sich beide gleichzeitig. 
Nun kommt der in seiner, Neuheit tiberraschende SchluB: p und q 
sind also .,constunts ensemble et variables ensemble, donc on doit avoir 
p= 9(q, 4. bh. p muB Funktion von q sein (oder umgekehrt). Da-- 
mit ist zugleich ein erstes Integral der Differentialgleichung 


rt — t= 0) 
gefunden. 

Ahnlich wie bei Kuler (s. 8. 531), aber weiter ausgefthrt, folgt nun 
eine Anwendung der Theorie der abwickelbaren Flachen*auf die ,ombres 
et pénombres“. Sind zwei Kérper, ein leuchtender und ein dunkler, 
gegeben, so zeigt Monge, daB die Grenze zwischen Kern- und Halb- 
schaiten gebildet wird von einer abwickelbaren Flache, welche die 
beiden Korper herihrt; das Gleiche gilt fiir die Grenze von Halb- 
schatten und Licht; die Riickkehrkante liegt im letzteren Fall zwischen, 
im ersteren auBerhalb der beiden Koérper. Es wird dann zunichst 
der ‘einfachste Fall erledigt, daB der leuchtende Kérper ein Punkt ist. 
Sind a, 6, c die Koordinaten des Punktes, ist z= K(z, y) die Glei- 
chung der Flache und hieraus is == P, ee = VY, so ergibt die Glei- 
chung: z—c = (%—a)P+(y—b)Q in Verbindung mit z= K(z, y) 
darch Elimination von z die Horizontalprojektion der Licht- und 
Schattengrenze oder der Beriihrkurve des von dem Punkt an die 
Flache gelegten Tangentialkegels. Damit ist zugleich die erste 
Polarfliche des Punktes in bezug auf die Flache aufgestellt, wenn- 
gleich diese Bezeichnung natiirlich nicht auftritt. Es wird dann noch 
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die Gleichung des Tangentialkegels angeyeben und bemerkt, daB da- 
mit zugleich die Aufgabe gelést ist, den. scheinbaren UnitiB der 
Flache in Zentralperspektive zu hestiminen. _ 

Daran schlieBt sich die Lésung der allgermeineren Aufgaben, die 
gomeinsame Developpable zweier Flachen zu finden, und durch zwei 
gegebene Kurven eine abwickelbare Fliche zu legen. Monge stellt 
die Tangentialebene fiir beide Flichen 


&, = Ki (%,,9,) und zy = Ky t2y, 2) 


auf, naimlick: 
g— K,=p,(@ — 2) + 4 (Y¥ — 1) 


| & — Ky =p; (% — 2) + a (Y -- Ye)- (1) 
Soll nun eine Ebene beide Flachen beriihren, so mtissen diese beiden 
Gleichungen identisch sein, d. h. es muB sein: 
BA=P3 GG H—-m1%-4% = K,—me®-Gy%- (2) 
Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen und einer der Gletchungen 
(1) drei der GréBen 2z,, y,, %, Y, 80 erhilt man die Gleichung einer 
Ebene, 3 
‘ | . #=Art+ By--G (3) 
wo die Koeffizienten A, B, C Funktionen der vierten, nicht eliminierten 
Variabeln, z."B. x,, sind, die also hier als Parameter aufiritt. Ditfs- 
renziert man (3) nach diesem Parameter, und eliminiert iin, so ergibt 
sich die Gleichung der gemeinsamen Developpabeln; sie stellt ins- — 
besondere einen Kegel dar, wenn 
dC 
(33) 
d TIAN = @) 
(75) 
ist. — Jin Ansch!u8 daran werden verschiedene analytische Probleme 
erledigt, deren Lésungen im vorstehenden enthalten sind, 11m zu zeigen, 
yque l’Analyse peut tirer de trés-grand secours de la connaissance ces 
propriétés de l’étendue“. Endlich folgt die Aufstellung der Diffe- 
rentialgleichungen der surtaces gauches, d. h. der allge- 
meinen Regelflichen, und die Lésung der Aufgahe, durch drei 
gegebene Kurven eine Regelfliche zu legen. 

Nur kurz erwihnen wir eine Arbeit von Euler vor 5. Marz 1779: 
ye lineis curvis run in eodem planv sitis quae maximi vel minimi 
_proprietate sunt praeditae“'). Sie enthalt eine Anwendung des Metho- 
dus inveniendi, d. h. der Variationsrechnung aut Raumkurven, und sucht 
die Gleichungen y = f(x), ¢ = p(z) einer solchen eo zu bestimmen, 


t) M. P. IV, p. 18-—42. 


und 
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daB J Vde ein Maximum oder Minimum wird, wo V eine Funktion 
von x, y, # und den Differentialquotienten von y und ¢ nach z ist. 
Die Auflésung ist folgende: Euler setzt zunichst 


dy dp dq 
eet LE tel Ce ed 


ot dy’ s d é 
; eld = 8% = aq rs UBW. 
sie w. av v 
—— 3 bd Y ro] 
aa = UM; 5 Op P; 04g Cae 
oV ,. OV ov 
a NG ap Pi ag 
und findet als Bedingungen: 
aR 
N-Se + Ge -Getn— =o 
ae QO dR’ 
Pas ge tt 


Treten nur die Differentialquotienten erster Ordnung p und p’ in 
V auf, so reduzieren sich diese Gleichungen auf: 


n-4%_0,; w—- 2 ~0, 
Diese Methoden werden auf einige Beispiele angewendet. 

Unter den Arbeiten, die sich auf Flachenkurven (d. h. Raum- 
kurven, die auf einer gegebenen Fliche liegen) beziehen, ist die be- 
deutendste die von Euler fiber geodatische Linien: ,Accuratior evo- 
lutio problematis de linea brevissima in superficie quaeumque du- 
cenda“') (25. Januar 1779). Es werden keine wesentlich neuen 
Resultate gefunden, da ja. Euler die Aufgabe selbst schon friiher ge- 
lost hat (II*, 8. 817 ff), bemerkenswert ist aber die Herleitung der 
Differentialgleichung und namentlich ihre Integration. Zunichst werden 
folgende Bezeichnungen eingefihrt: | 


de=mfda+ydy; df=«adr+ pdy; dg=pdzx+ydy, | 
so daB das Linienelement «x einer beliebigen auf der Flache gezogenen 
Kurve die Form erhalt: 
ds = Vaz" + dy* + (fdx + 949), 


oder, wenn dy = pds gesetzt wird: 


) NA P. XY, p. 44—S4. 
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ds— deVi +p’ + (f+ 9p) 
Es soll nun das Integral 
s— {dx Vi + p+ (f+ 9p) 
zu einem Minimum gemacht werden. Die Anwendung der von Euler in 
der. Methodus inveniendi aufgestellten Regeln ftihrt auf die Differential- 
gleichung dp (1 + f? + g*) + (9 — fp) (df + pdg)=0. Dies ist eine 


Differentialgleichung zweiter Ordnung. Line erste Integration leistet 
Euler durch einige Substitutionen; er setzt namlich 


pene lesa f?+g—h': 4. k; $= TRF 


/ 
Es. ibt sich so 

me ee 
a Set oe ae 


so daB wenigstens die Variable s isoliert ist. 

Es ist von Interesse, da die hier eingefilhrte GroBe s eine einfache 
_ geometrische Bedeutung hat; ist namlich w der Winkel, den eine 
_ geodatische Limie mit den Kurven ¢ = const..bildet, so ist 5 = tg w; 
dieser Hinweis fehlt allerdings bei Euler, aber immerhin ist ¢s be- 
merkenswert, daB GauB die Integration der geodatischen Linie auf 
fhnliche Weise angegriffen hat'), namlich durch LEinfthrung des 
Winkels, den sie mit den Parameterkurven bilden. — Des weiteren 
ist bemerkenswert, daB Euler hier, wohl zum erstenmal, eine sym- 
metrische Behandlung der drei Kourdinaten eines Flichenpunktes 
und einer ftir sie abgeleiteten Differéntialgleichung unternimmt, die er 
mit den Worten einleitet: ,Universam hanc quaestionem ite tractare 
mihi est visum, ut omnes furmulae pari ratione tres coordinatas 
| £2, y, 2 involvant, quo pacto speculationi potius consulatur quam 
usui; hancque ob rem investigationes sequentes subjungam“. Er nimmt 
nun die Differentialgleichung der Flache in der Form an: 


pax + qdy + rdz = 0, 
und erhalt als Differentialgleichung der geoditischen Linien: 
Bx (qdz—rdy) + @y (rdxz — pdy) + d*z(pdy — gdr) = 0, 
die er noch in die Form setzt: 


d*es = =qd*s —rd*y rd°x—pd’y pd'y—ydra 


——_— ee eee 


ds qdse—rdy rdx—pdz _ pdy— gaz . 


) Disquisitiones generales circa superficies curvas, Art. 18, 
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SchheBlich wird die Integration fiir Rotationsflichen durchgefithrt, 


2! 4 
be a ee : “rTM . 
deren Gleichung in der Form —-,—'-+ f(¢)=0 angenommen wird, 


so daB p=2z, g=y wird, woraus durch eine erste Integration mit 
der Konstanten A folgt: 
Ads = xdy — ydx. 
Durch Einfthrung ron Polarkoordinaten in der zy-Ebene 
(c=v-cosg; y=vsin@) 


-folgt: 
3 a 
dg— OV eho 
wo r eine Funktion von v ist, die den Meridian der Rotationsflache 
bestimmt. . 

Es wird dem Ruhm und den Verdiensten von Gau8 keinen Ein- 
trag tun, wenn wir hier darauf hinweisen, daB verschiedene der 
Gedanken und Methoden, von denen er in den ,Disquisitiones 
generales“ mit so glinzendem Erfolg Gebrauch, macht, sich 
(ailerdings zum Teil in spezieller Form, oder nicht ausdriicklich for- 
muliert) schon bei Euler finden, z. B. die sphirische Ab- . 
bildung (8. 527), die Darstellung der Flachen in Parameter- 
form (S. 529), die Ubereinstimmung des Linienelements als 
Bedingung fir die Abwickelbarkeit (8. 530) und endlich 
die Behandlung der Differentialgleichung der geoditischen Linien 
mit Hilfe des Winkels, den sie mit einer auf der Fliche be- 
findlichen Kurvenschar bilden (8S. 559).") 

Die im vorigen Kapitel besprochenen Arbeiten Eulers tiber die 
Rektifixation von Kurven stehen in gewissem Zusammenhang mit 
Untersuchungen fiber rektifizierbare Kurven auf Filachen, sofern 
er such hier die 5.480 angegebene Methode anwendet.”) Fir die 
erst9 der hierher gehdrigen Abhandlungen trifft dies allerdings nicht 
zu, wohi aber fiir die iibrigen. .Jene handelt: ,.De curva rectificabil 
in superficie sphaerica“*), bringt aber keine vollstindige Lésung der 
Autyabe, sundern leitet nur fir das Bogenelement den Ausdruck her: 
sone wo r der spharische Kriimmungsradius, s der Bogen der Evo- 

ty» . 6 
lute ist. Die zweite Abhandlung heiBt: ,,De lincis rectificabilibus in 
superficie sphaeroidica quacunque geometrice ducendis“*) (4. Juli 17-76). 
“Es sollen also hier avf einem Rotationsellipsoid rektifizierbare Kurven 
gefunden werden. Der Weg zur Lésung ist der, daB in der zy-Kbene 


os eee ee ee 


1) Vgl. auch Euler, Opera poathuma I, p. 49i---496, und Lagrauze, 
Oeuvres XIV, p. 217, 221. S. St&ckel in Bibviioth. Muthem. (3) If (1901), p 128. 
7) Stackel, Leipziger Berichte 1002, p. 192. N.C. PL. XV ‘t7i4, p. 196 
bis 216. “ N. 4. P. OM, p. 67—63. 
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nach dem angegebenen Verfahren eine rektifizierbare Kurve bestimmt, 
und der Bogen der gesuchten Hlachenkurve der s-Koordinate propor- 
tional gesetzt wird, also: 

S= ns; ds=n-adz. 


Bezeichnet man das Bogenelement der Kurve in der xy-Hbene mit 
- do, so daB: 


dot = dat+ dy? 
ist, so ist: 
2 
dst = dz? + dy + dem dot + 
oder; ne. 
a a4 Sdutieia cots 
do= a —- = ave —1, 


pee Vea eVn?— 1. 
Die Gleichungen der Kurve in der xy-Ebene sind nun nach 

S. 480: . 

e dv . ; : . 

Pm So sin p — 0 c08 p; Y= 5 005 +t - sin @ 
und der Bogen o ist dann: 

Pe 
C= Ie + Jodg. 
Ist nan die Gleichung des Ellipsoids: 
a : _ ‘yt do 
f= (1 —2t—yt)—ct{1—o —()'], 


so hat man nach den vorangehenden Gleichungen: 


it edo =cYi—8— (8) yi. 
Um diese Gleichung integrahel zu machen, setzt Euler: 
t==cos(.p + a), 
wobei sich ftir A die Bedingung ergibt 


ae =n -- J) 


und die Horizontalprojektion der gesuchten Kurve die Form erhiilt: 
B= — Cong cos(Ag +a) — Asin yp ain(dg + a), 
y= sin gp -cos(Ag + «) --Acosg sin(Ap + «); 


fir 2 ist hierbei noch der aus der vorangehenden (ileichung sich er- 
getende Wert eimzusetzen. Da iber « keinerler Vorauseetzuny ge 
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macht ist, so gelten die Resultate fiir jedes Rotationsellipsoid, also - 
auch fur die Kugel, sowie fir das Rotatjonshyperboloid. 

In einer dritten Arbeit: ,,De curvis rectificabilibus in superficie 
coni recti ducendis“') leitet Euler rektifizierbare Kurven auf dem. 
Rotationskegel her; die Héhe ist =a, der Grandkreisradius = 6, die 
Mantellinie =c, und rektifizierbare Kurven lassen sich nur finden, 
wenn c:} ein rationales Verhiltnis ist. Der Gang der Lésung ist°‘ 
ganz analog wie im vorigen Fall, nur ist der dort mit y bezeichnete 
Hilfswinkel hier —@ gesetzt. 6 bedeutet eine beliebige Funktion 


von 8; eo ist mit 4 bezeichnet; dann sind die Gleichungen der ge- 


suchten Kurve: 


a 6 shih til ; vin 1) 


~ Bb ging’ aa ain 7 ’ a sinn 


fiir die Bogenlinge s ergibt sich 


eo | foas + <2-). ‘ 
Mit verschiedenen splidrieclien Kurven haben sich Lexell, 

Schubert und FuB beschiftigt. Hrsterer behandelt sphirische Epi- 
zykloiden in einer Abhandlung: ,,De epicycloidivus in superficie sphae- 
rica descriptis“*), ermittelt ihre Gleichung, die sphirische .Tangente, 
das Bogenclement und den spharischén Krimmunggsradius. Schuberts 
Note: ,De curva loxodromica“*) (14. August 1786) lést die Aufgabe, 
den loxodromischen Winkel ftir die Loxodrome zu finden, die zwei durch 
_ ihre sphérischen Koordinaten gegebene Punkte verbindet; sie hat 
- mehr vom Standpunkt der Nautik Interesse. FufB endlich untersucht, 
wohl zum erstenmal, die sphirischen Kegelschnitte in einer 
vom 25. Oktober 1787 datierten Abhandlung: ,,De proprietatibus quibus- 
dam ellipseos i superficie sphaerica descriptae“.4) Es wird der 
<2 Ort der Punkte Y gesucht, 
/\ fiir welche die Summe der 
_ spharischen Entfernungen von 
PA zwel festen Punkten A und B 
ZZ Konstant, ist. Zu diesem Zweck 
\B wird von Y das spharische Lot 
ye ee YX auf AR gefallt, und mit 
Fig. 59. ) y bezeichnet, AX ist ~z, 
AB=2a, AY+ BY = 2e ge 
t) A. P. 1781, I, p. 60—73. *) Ebenda, 1779, I. p. 49-71. °) N. A. P. 

IV, p. 95—101. ‘) Ebenda, II], p. 90—99, vgl. auch 3. 387. 
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setzt. Hierauf werden mit Hilfe sphirischer Dreiecke die Beziehungen 
hergeleitet: 


Bin ecosc 
cosy = ee 


V(cos a? — cos c*) (cos a? — sae 
siny= sorse teas ete 
- Veos. c¥ gin a? + cos x*(cos a? — cos c¥) 

Als ,proprietas maxime memorabilis“ hebt Fu hervor, daB far 
¢ = 90° die spharische Ellipse ein GroBkreis wird, gleichviel, wie 
die Brennpuokte A und B liegen. Er berechnet sodani die beiden 
Halbachsen; die eine ist natiirlich =, ftir die andere, die mit g be- 
zeichnet ist, ergibt sich: 


Vain ch ain nae 


‘g 9 ~ cose 
(DaB diese Gleichung sich auf die einfache Form briugeu laBt: 


cos € 
cos y = —— 


cosa’ 
und daB hiernach c die Hs potenuse eines sphiarischen rechtwinkligen 
Dreiecks mit den Katheten a und 4 ist, wird nicht bemerkt.) Durch 
-Einfihrung von g nimmt die Kurvengleichung die Form an: 


9 ona 
tgy =... Vaine’ — sina. 


Ferner .wird von der sphirischen Ellipse bewiesen, daB die Brenn- 
strahlen AY und BY mit der Kurventangente in Y gleiche Winkel 
machen, ung schlieBlich gezeigt, daB die Projektion der sphiirischen 
Ellipse auf die zu ihrem Mittelpunkt als Poi gehérige Aquatoyebene 
eine Ellipse ist, daB aber die Brennpunkte derselben nicht die Pro- 
jektionen der Brennpunkte der sphirischen Ellipse sind. 

Als letzte Abhandlung tiber Raumkurven ist endlich zu nennen: 
Kastner, Cylindrorum rectorum se decussautium sectiones ud geo- 
metriam fornicum relatae“.’) Es handelt sich also um die Durch- 
dringung zweier Kreiszylinder, wie sie in der Architektur bei der 
Durchkreuzung zweier zylindrischen Gewolbe auftritt. Hier wird nur 
der Fall erértert, daB die Achsen der beiden Zylinder sich schneiden. 
Ist ihr Winkel = 2a, sind die Radien der Zylinder a and 2, und 
nimmt man die Halbierungslinien des Winkels 2« und seines Neben- 
winkels als Koordinatenachsen, so ist die Gleichung der Projektion 


der Schnittkarve auf die Ebene der Achsen: xy = SS; ulso eine 


ee ee ee 


1) Comment. Uoetting. X (1791), p. 30—54. 
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gleichseitige Hypecbel, woraus sich leicht die Gleichunyen der Schnitt- 
kurve selbsi herleiien lasseu. ) | 

Wir verlassen nun die Raumkurven und wenden uns zu den 
krummen Flichen, dem Gebiet, in welches die hervorragendsten 
Leistungen unserer Periode fallen. Gleich bei den Arbeiten allge- 
rovinerer Natur haben wir von zwei der schéusten Entdeckungen zu 
berichten; wir meinen die bekannten Siétze von Euler und Meusnier 
uber die Kriimmung der Oberflichen, und diesen werden sich nachher 
bei cer Besprechung der Feuilles d’Analyse noch weitere anreihen, 
Vorher miissen wir jedoch noch einmal auf die schon frither (S. 535) 
erwaihnte Arbeit von Tinseau: ,Solution de quelques problémes etc.“ 
zuriickkommen, da sie einige interessante Bemerkungen auch iber 
Flachen enthalt. Tinseau stellt zunichst die Gleichung der Tangen- 
tialebene in einem Flichenpunkt 2, y, ¢ auf mit 2, g, @ als laufen- 
den Koordinaten, und zwar in der eigentiimlichen Form: 


fe — x)dy (45) da + (y— pdx (3) dy — (¢ — w)dzdy = 0, 
wobei die Klammern nach der damals tiblichen Schreibweise eine par- 
tielle Differentiation andeuten. Diese Gleichung wird nun sofort um- 
gedeutet, indem den Koordinaten x, y, @ feste Werte a, b, ¢ orteilt 
werden. Sie stellt dann zusammen mit der Flachengleichung die Be-- 
riihrungskarve des vom Punkt a, b, ¢ an die Flache gelegten Tan- 
gentialkegels dar. Es liegt also ein ganz thnlicher Gedankengang 
vor, wie bei Monge (s. 8. 537), fiir den aber Tinseau die Prioritat 
gebfihrt, da seine Arbeit zeitlich vorangeht. — Die Gleichung des 
Bertthrungskegels selbst wird gewonnen, indem man 2, y, ¢ aus den 
Gleichungen der Beriihrkurve und dea beiden Gleichungen ‘einer durch 
den Punkt (a, 6, c) gehenden Geraden eliminiert. Tinseau macht 
auf die Bedeutung dieser Uberlegungen fiir die Perspektive aufmerk- 

- sam, gibt auch einen einfachen Beweis fiir den Satz vom Fluchtpunkt, 
daB aie Horizontalprojekcionen einer Schar von parallelen Geraden sich 
in einem Punkte schneiden, und bemerkt dazu: ,Voici une démon- 
stration bien simple de ce principe, dont les auteurs de perspective ont 
jusquici cherché la prenve, les wns dans la métaphysique, les autres 
dans des considérations sur l’infini“. — Diese Betrachtungen werden 
ebenso wie fur den Kegel, auch fiir den Zylinder angestellt. AuBer- 
dem, hat Tinseau in dieser Arbeit bewiesen, daB zwischen den 
Neigungswinkeln a, 8, y einer Ebene gegen die Koordinatenebenen die 


Beziehung besteht: _ : 
cos a? + cos B* + cos y*? = 1, 


' Die letzte Bemerkung Tinseeus ist ubrigens unrichtig. Vgl. S. 586, 
FuBunote. 


e 
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und da:aus den bemerkenswerten Satz hergeleitet, daB das Quedrat 
eines ehenen Flichenstiicks gleich der Summe der Quadrate 
seiner Projektionen auf drei zueinander senkrechte Kbenen 
ist; auf die Analogie dieses Satzes mit dem pythagoreischen Lelir- 
satz wird ausdriicklich hingewicsen. Der Rest handelt von einigen 
speziellen Regelflachen, und wird weiter unten, wo wir tiber die Einzel- 
untersichungen berichten, nochmals zu erwiihnen sein. 

Eulers berithmter Satz tiber die Kriimmunysradien der Nor- 
malschnitte einer Fliche steht in seinen ,.Recherches sur la cour- 


bure des surfaces“') Die Untersuchung ist durch ziemlich umstiid- 


liche Rechnungen ygeftihrt,; von denen wir nur die Hauptresultate 
angeben. Euler betrachtet die Schnittkurve der Flache mit einer 
beliebigen Ebene ¢ = ay — pc+ y, und findet fiir den Krimmunys- 
radius 9 dieser Kurve den Ausdruck: 


_ [t+ ota seg 4 6p t lor + po +2" + ate 
i ° [e—g'r+b+pyt+ee—DG+p eu? 
Wo p, g, 7, 5, t die bekannten Differentialquotienten sind, und zur 


Abktirzung Vi+p pi+qgi=u gesetzt ist. Hieraus wird nun der 
Krimmungsradius r (nattrlich nicht 2u verwechseln mi: dem 
Differentialquotienten r) eines beliebigen Normalschnitts Lee 
leitet, und zu diesem Zweck der Neigungswinkel # der Schnittebene 
gegen die zy-Ibene, und der Winkel €, den ihre Spur in dieser 
Ebene mit der x-Achse macht; eingeftihrt. Es ergibt sich dann ein 
ziemlich koinplizierter Ausdruck; mit Hilfe desselben werden zun#chst 
die Kriimmungsradien der Sechnittebene, welche durch die z-Koordinate 
geht, und der zu ihr senkrechten Ebene berechnet,; die Euler als 
Sections principales“ bezeichnet. Nun wird der Winkel » eingeftthrt, 
den die Ebene des heliebigen Normalschnitts mit der emee der Haupt- 
schnitte lildet. Hierdurch — sich: 

eos? igh aye : 
r(p—qteg-u)?+ tg + piggy u) + 26(p—q tgp qt pty’ 
also ein Ausdruck von der Form: 





r= — 


1 
"= L+ Meostp + N sin2g’ 
wo L, M, N Funktionen der Differentialquotienten p, gq, 7, s, ¢ sind, 
die sich leicht angebon lassen. Aus dem. letzten Ausdruck folgert 
nun Euler die wiles Sitze: 
1. ey Kriimmung zweier Hichenelemente stimmt aberein, wenn 


1) Hist. de l’Acad. Royale d. Sciences et Belles-Lettres 3 Berlin 1760, 
p. 119—143. 
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I., M, N fir beide denselben Wert haben, oder durch Veranderung 
des Winkels » (d.h. durch Drehung des Elements um seine Normale) 
ineinander tibergefiihrt werden kénnen. 
2. Kennt man drei Werte von 7, so kann man L, M, N, und 
damit alle ubrigen bestimmen. 
3. r nimmt einen gréBten oder kleinsten Wert an, wenn 
< N 
tg 2g = — u 
ist. Diese extremen Werte (d. h. die Hauptkritmmungsradien im heu- 
tigen Sprachgebrauch) werden mit f und g bezeichnet. 
4. Die Richtungen, in welche diese beiden extremen Werte fallen, 
stehen aufeinander senkrecht. 
i. Fitr den Fall, daB einer von den extremen Werten von r in 


; : es ; 1 
die durch gy = 0 bestimmte Ebene fillt, ist r= LiMcatg’ 
6. Kennt man f und g, so kennt man alle Werte von r; stimmen 
also die Hauptkriimmungsradien fiir zwei Flachenelemente fiberein, so | 


haben diese dieselbe Kriimmung (,on peut prononcer hardiment, que 
ces deux éléments sont doués de la méme courbure“). 


1. Die Bulersche Formel: Fithrt man in r = 
Werte f und g ein, so ergibt sich: 


2fg 
“ft g+0—9) co g) Con 2p 


Nur in dieser Form, nicht in der jetzt gebrauchlichen: 


(; - cos ae 4 sin =2') 


rf 


dees, oad ated Ne 
L-+- M cos 2 oe 


Y= 





tritt die Gleichung bei Euler auf. Den SchluB bildet eine auf obiger 
Formel beruhende geometrische Konstruktion des Flachenelements, 
wobei noch bemerkt wird, daB r = 0 und r= oo nicht als extreme 
Werte gelten kénnen. 

Neben dieser Arbeit steht ‘ebenbirtig die von Meusnier ifber 
die Kriimmungsradien schiefer Schnitte, die merkwtirdigerweise die 
einzige mathematische Publikation dieses Mannes geblieben ist. 

Jean Baptiste Marie Charles Meusnier, geb. 1754, war 
Oberstleutnant -im Geniekorps der franzdésischen Armee, bald daraut 
Divisionskonimandeur und Mitglied der Pariser Akademie. Er fand 
den Heldentod bei der Verteidiguny von Mainz gegen die belagernden 
PreuBen, wo er schwer verwiindet wurde und bald darauf atarb (1793). 
Den schénen Satz, der heute noch seinen Namen tragt, hat er schon 
mit 22 Jahren entdeckt, und in einem ,Mémoire sur la courbure des 
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surfaces“') in Jahr 1776 der Akademie vorgelegt. Es enthalt veben 
dem sogenannten Meusnierschen Theorem noch die Entdeckung einer © 
fundamentalen Kigenschaft der Minimalflichen, namlich, daB 
ibre Hauptkriimmungsradien iiberall gleich und entgegengesetzt sind, 
sowie die ersten speziellen Minimalflichen. Auch der gliickliche 
Gedanke, eine Flache in der Umgebung eines ihrer Punkte zu ersetzen 
dureh eine Anniherungsflache 2. Grades (jetzt Suhmiegungspara- 
boloid genannt), taucht in dieser Arbeit zum erstenmal auf. Meusnier 
beginnt namlich seine Untersuchung eines Flachenelementes damit, 
daB er die Flachengleichung auf ein Koordinatensystem (u, v, #) be- 
zieht, dessen uv-Ebene die Tangentialebene und dessen ¢-Achse die 
Normale des betr. Punktes ist. Dann gibt es eine Fliche von der 
as chi ly 
2 


Form: t= , welche dieselbe Kriimmung hat, wie das 


Flachenelement. Wird nun das Koordinatensystem um einen Winkel 
y, der durch tg 9 = 7 bestimmt ist, um die Normale gedreht, so 
nimmt die Gleichung der Anniaherungsfliche die Form an: 
2t = Au’?+ Bv'®, wo «’ und v die neuen Koordinaten sind und A 
und B von ¢, e, f und dem Winkel g abhingen Damit beweist nun 
Meusnier folgenden Satz: 

Jedes Flaichenelement kann angesehen werden als er- 
zeugt durch Rotation eines Kreises um eine zur Tangential- 
ebene des Elementes parallele Achse. Ist » der Radius des 
Kreises, @ der Abstand der Rotationsachse von der Tangentialebene, 
so sind » und @ durch die Gleichungen bestimmt: 


1 e+ ftVe=PEe 1 ct (FVe—N ESE 
r 2 @ 2 

Meusnier wa&hlit das obere Vorzeichen, und er nennt r und @ 
die , rayons de courbure“ des Flachen- ,? 
elementes. Hs ist dies wohl das erste 
Vorkommen dieses Ausdrucks in 
der Flachentheorie; in Eulers Ab- 
handlung*) findet er sich noch nicht. 
Daran schlieBt Meusnier zwei wich- 
tige Folgerungen, die sich durch 
Berechnung des Kriimmungsradius eines 
schiefen Schnittes ergeben. . Als 
Achsen des Koordinatensystems (Fig. 603 
ninmt er die Flichennormale AD, 
und die Richtungen A(z und AL, in welche die ,rayons de 





Fig. 60. 


') Mém. div. Sav. 1785, p. 477—510. *) Siehe S 545. | 
Cantus, Geschichte der Mathematik IV. 36 
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courbure“ r nnd @ fallen. Ist nun AQ die Schnittgerade einer belie- 
‘bigen, durch A gehenden Schnittebene mit der. xy-Ebene, o ihr 
Neigungswinkel gegen dieselbe, < GAQ =x, so erhalt man ftir den 
Kriimmungsradius R dieses Schnittes: 


resin o 2re sine : (1 
~ Feina® + ecoss! ~ Fo +0 = esinaz (1) 


Setzt man o — 90°, so ergibt sich der Kriimmungsradius F eines 
Normayecnaities, namlich: 
Z2re 
errors @) 
Der Vergleich -dieser Gleichung mit der Eulerschen Formel 
(S. 546) zeigt, daB r und g nichts anderes sind, als die von Euler 
berechneten extremen Werte der Krimmungsradien der Nor- 
malschnitte. Das ist die erste der beiden Folgerungen. Die zweite 
' ist das aus ie. und (2) sich sofort ergebende Meusniersche Theorem: 


R= FR sin a, (3) 


das Meusnier in folgende "geometrische Form kleidet: 

yi lon coupe un élément de surface par un plan qui lui soit 
perpendiculaire, qu’on imagine une sphere qui lui soit tangente, et 
dont le rayon soit égal au rayon de courbure de Ja section, dont 
nous venons de parler, qu’on fasse par l’intersection du plan coupant 
avec le plan tangent un autre plan quelconque, il fera, dens la sphere, 
et dans l’élément de surface des sections d’égale courbure.“ 

Mit Zugrundelegung der Formel (2) wird nun ‘die Art der Wil- 
bung des Filachenclementes, und ibre \bhingigkeit vom Vorzeichen 
der Radieu r-und g diskutiert, die Richtung bestimmt, ftir welche R 
unendlich groB wird, und der Spezialfall, daB » oder @ unenilich 
wird, erdrtert. Sodann wird auf ein beliebiges Koordinatensystem 
tbergeyanygen, und die GréBen c, e, f, und damit auch die Haupt- 
kriimmungsr..dien durch die partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung von 2 nach « und y ausgedriickt. Es folgt noch eine An- 
wendung auf Rotationsfiiichen, und die Bestimmung der Flichen, far 
welche + = 9 ist, was natiirlich auf die Kugel fihrt. 

Der oben (S. 547) aufgestellte Satz tiber die Erzeugung eines 
Flachenelementes durch Rotation eines Kreises wird nun angewendet, 
um die wichtigste Kigenschaft der Minimalflichen herzuleiten, nim- 
lich, caB ¢*+e@=0 iat. Meusnier bereclinet unter Zugrunde- 
legung dieser Erzeugungsweise den Jnhalt eines Flichenstiickchens 
von gegebener Begrenzung, und stellt die Bedingung dafiir auf, daB 
dieser ein Minimum wird. 
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Er verfabrt dabei folgendermaBen: Das Flichenelement entstehe 

durch Rotation eines unendlich kleinen Kreisbogens AmB, dessen 
‘Halbierungspunkt » und deasen Sehne 
AB=2o ist, um eine Achse HK, eg 
die der Sehne AB parallel ist, und “© ————-;———— 
von ihr den Abstand AH—a hat. 
Der Radius » des Kreisbogens ist : 
dann der eine, der Abstand mg des : 
Mittelpunktes m von HK der andere 
Hauptkrimmungsradius 9 des Ele ; 
mentes. Ist nun g der Schwerpunkt 
des Bogens AmB, so mu8 wegen der 
Guldinschen Regel das Produkt . 


i 


ap ae ee 
— ee: 


ave wa we Beer ee ow 
ee et 


gl - AmB | | 
ein Minimum werden. Hierfiir ergibt —y-—- i oe: 
sich unter der Voraussetzung, daB Fig. 64. = 


sehr klein ist, daB also: ae 
AmB = 20 +> 


o [ae + Se"), 
Zwischen den beiden Variabeln r und g besteht aber die leicht her- 
zuleitende Beziehung: : 


gesetzt werden kann: . 


3 
e=at+e 


Unter Berticksichtigung dieser Gleichung ergibt sich durch Differen- 
tiation als Bedingung dafir, daB das Flachenelement ein 
Minimum werden soll, r+ o = 0. 

Man verdankt also Meuenier den Satz, daB in jedem 
Punkt einer Minimalflache die Hauptkriimmungsradien 
gleich und entgegengesetzt gerichtet sind. Auf Grund hiervon 
kann die Differentialgleichung der Minimalflichen leicht auf- 
gestellt werden, da ja r und g in Funktion der Differentialquotienten 
Pp, 7, r, 8, ¢ (fiir die drei letzteren schreibt Meusnier: m, , 3) be- 
-kannt sind. Hierbei ergibt sich die bekannte Gleichung: 


r(l + gt)-+ (1 + pt) — 2pgs—0. 


Meusnier bemerkt, daB man auBer der Ebene noch keine Pliche 
kenne, welche dieser Gleichong geniige. Er findet nun zwei partikolire 


Integrale, das eine dadurch, daB er die Gleichung zerlegt in r + ¢ = 
36* 
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und rq? -+ tp*— 2pqs = 0. Die zweite lehrt, wie Monge gezeigt hat‘), 
daB die Flache erzeugt wird durch Bewegung einer Geraden parallel 
der zy-Ebene. Mit Zuziehung der ersten ergibt sich die windschiefe 
Schraubenfliche. Hin zweites Integral findet er, indem er die Rota- 
tionsflachen sucht, die zugleich Minimalflachen sind; dies fihrt auf 
das Katenoid. Meusnier ist also auch der Entdecker der ersten 
speziellen Minimalflichen. 

In sehr eleganter Weise wird dann noch dic Differentialgleachung 
der abwickelbaren Flachen aus der Bedingung abgeleitet, daB r oder 
@ unendlich wird, und schlieBlich gezeigt, daB fiir alle Regelfléchen, 
die nicht abwickelbar sind, r und o verschiedenes Vorzeichen haben. 

Damit sind die allgemeinen Untersuchungen tiber die Theorie 
der Flachen erledigt, und wir wenden uns nun zu einer Gruppe von - 
Arbeiten, die sich damit befassen, die Gleichungen von Flachen . 
mit gegebenen Higenschaften aufzustellen. Hierher gehéren ja 
eigentlich die abwickelbaren Flachen auch schon als besonderer Fall. 
Zuerst steht hier Lagrange mit seinem bertihmten ,,Essai d'une nou- 
* velle méthode pour déterminer les Maxima-et les Minima des Formules 
intégrales indéfinies“*), wo nach den Methoden der Variationsrechnung 
die Differentialgleichung der Minimalflachen in der bekannten Form 
aufgestellt wird: r(1 +g?) +?¢(1+p")—2pqs=0. Dann- folgt 
Euler mit einer interessanten Abhandlung: ,,Evolutio insignis para- 
doxi circa aequalitatem superficierum“*) Es handelt sich hier um die 
Aufgabe, zwei Filachen zu finden, so da8 die tiber demselben 
Stick der zy-Ebene stehendon Flachenteile gleich sind. Euler 
kommt zunichst darauf zu sprechen, daB hier ein wesentlicher Unter- 
schied zwischen ebenen Kurven und Flachen besteht, insofern zwei Kurven, 
bei denen zu gleichen Abszissen gleiche Bogen gehéren, stets kon- 
gruent sind, wahrend dies bei zwei Filachen der oben genannten Art 
nicht zuzutreffen braucht. Dies ist das Paradoxvn, von dem der Titel 
spricht. Hs 1iBt sich nun leicht zeigen, daB der obigen Forderung 
geniigt’ wird, wenn p*+ q’ fiir beide Flachen denselben Wert haben. 
DaB dies fiir zwei verschiedene Flichen tiberhaupt méglich ist, zeigt 
Kuler an dem Beispiel der beiden Paraboloide 
att y" zy 

2a 


§ = und z= —*. 
a 


Zwei Flachen dieser Art nennt er kongruent, und die Aufgabe, alle 
Flachén zu finden, die einer gegebenen ,,kongruent“ sind, kommt dar- 
auf hinaus, die Gleichung * + q*= f(z, y) zu integrieren, was Euler 


wwe eee 





1) Siehe 8. 365. *) Miscell. Taurin. 1760. 3) N.C. P. XIV, Pars I, 
769, p. 104—128. 
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als ein ,problema difficillimum“ bezeichnet. Doch gelingt ihm die 
Lésung wenigstens fir die Ebene z=a-+ mz + ny. Hier ist also 
p'+.qi= m+n. Diese Gleichung integriert Euler auf folgendem 
Wege: er setzt 


on = cos a Vm? + ni, sy = sin wo Vm? +n? 


und findet nun durch partielle Integration: 


g= Vm? + ntl (a cos a + ysin @) + f(wsin a — ¥ COS &) do|. 


Er macht nun folgender Schlu8, der in dexselben oder in &hn- 
licher Weise Gfters bei ihm wiederkehrt: Soll das Integral ausfii>rbar 
sein, so mu8 z sin w — y cos@ eine Funktion von o sein, die er mit 
Q bezeichnet; so ergibt sich also die Flichengleichung durch Elimi- 
nation von w aus den beiden Glejchungen: 


s= Vmi + n¥| (2 - cos + y sin @) + [Qda); | Q=xein o—y cos o. 


Es sind dies abwickelbare Flachen, die sich als Enveloppen einer 
Schar von Ebenen mit gleicher Neigung gegen die xy-Ebene er- 
geben. Denselben Satz samt Umkehrung hat Monge spater in der 
oben (s. S. 535 ff.) besprochenen Arbeit bewiesen und in die Feuilles 
d’Analyse aufgenommen (s. 8. 53). 

' Mit derartigen Aufgaben hatte Euler ein bis dahin noch wenig 
bearbeitetes Gebiet der Analysis, naémlich die Integration partieller 
Differentialgleichungén, betreten, und es war nattirlich, da er sich 
mit ahnlichen Untersuchungen, deren groBe Wichtigkeit er wohl er- 
kapnte, noch weiter beschaftigte. Er formulierte das Problem allge- 
meiner mit dem Titel seiner niichsten Arbeit hiertiber: ,,De methodo 
tangentium inversa ad theoriam solidorum translata*') (2. Sept. 1776). 
In der Einleitung: hebt er die Bedeutung derartiger Forschungen her- 
vor, und bemerkt, daB sie himmelweit (,,toto coelo“) von der Behand- 
lung der Funktionen einer Variabeln verschieden seien. Er nimmt 
dann gleich eine spezielle Aufgabe vor, namlich die Flachen zu be- 
stimmen, fir welche das Stiick ZN der Normalen zwischen Fliche 
und zy-Ebene einen konstanten Wert a habe; diese Aufgabe erscheint 
ihm deshalb besonders geeignet, weil hier die Resultate der analyti- 
schen Liésung, die ,ob novitatem“ manchem nicht ganz einwandfrei 
(suspecta) erscheinen kiénnten, geometrisch ohne weiteres einleuchten. 
Evident ist, daB die zwei Parallelebenen mur cy-Ebene im Abstand a, 
sowie die Kugeln und Rotationszylinder, die beide beriithren, der For- 
derung gentigen. Deren analytischer Ausdruck ist: 


) N. A. P. VI, p. 77-94. 
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2Vitp+ =a. 
‘ 

Sie wird auf zwei Arten hergeleitet, zuerst geometrisch, damn analy- 
tisch auf Grund der Uberlegung, daB ZN konstant bleibt, sowohl 
wenn 2 als wenn y allein variiert. Die Integration dieser Gleichung 
beruht auf einem ganz ahnlichen Gedanken wie in der vorigen Arbeit. 
Da namlich: - 

at— 2°. 
p+g= gl? 
so kann man setzen: : 


yat— 2? ya? — a e 


De Ong Gas Sy 


setzt man diese Werte in de = pdx + qdy ein, so folgt durch teil- 
weise Integration mit C als Integrationskonstante: 


C-Va— A= x-cosp +ysiny +(x sin » — y cos y) dg. 


Soll die rechte Seite auch integrabel sein, so muB 2 sin gm — y cos @ 
eine Funktion von ® sein, also 


“sin p —y cos p = ®. 


Damit ist die Aufgabe eigentlich gelést; denn man braucht bloB fir 
® irgend- eine Funktion von g einzusetzen, so ergibt die Elimination 
von g aus den beiden letzten Gleichungen eine Fliche der verlangten 
Art. Der geometrische Charakter derselben wird jedoch deutlicher 
durch eine Umformung der Gleichungen. Kuler setzt nézmlich: 


Vai — 2A — v; cos y | Sag —@sing =f; 
sin ® { ddg + Pecos p= 4,. 


so da8 also ¢ als eine willkiirliche Funktion von « angesehen werden 
kann. Dadurch ergeben sich die Gleichungen: 


L=mt—veop; y=ut+rsin g; z=YVai— 2?. 


Diese Jassen eine einfache geometrische Deutung zu: sind namlich ¢ 
und # rechtwinklige Koordinaten einor in der ry-Ebene willkirlich 
gezogenen Kurve, so enisteht die Fliche durch Bewegung eines Kreises 
vom Radius a, dessen Mittelpunkt auf der Kurve fortrickt, wahrend 
seine Ebene stets normal zu der Kurve bleibt. Die Flichen sind also 
die spiter so genannten Kanal- oder Réhrenflichen. Euler hebt 
besonders hervor, daB bei derartigen Aufgaben nicht bloB willktirliche 
- Konstentes, sondern willktirliche Funktionen auftreten, und dab 
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diese auch wirklich gauz beliebig, sogar diskontinuierlich?’) an- 
‘genommen werden kénnen. — Auf die analytische folgt eme geo- 
metrische Lésung, als einfachstes Beispiel von Filachen disser Art 
nennt Euler die Ringfliche, von der er sagt, daB sie wie eine Wurst 
aussehe (,,farciminis figaram mentiens“), und schlagt schlieBlich vor, die 
hier gefundenen Flichen als ,gekriimmte Zylinder“ (cylindri incurvati) 
zu bezeichnen. In derselben Abhaodlung wird noch eine allgemeinere 
Autgabe gelist, nfimlich daB das Stiick ZV der Normalen nicht konstant, 
sondern eine Funktion Z von gz sein soll, 3d daB also die Differential- 
gleichung der Fiche in diesem Fall ist: 
eVlt+p += Z. 

Die Integration wird auf ganz analogem Wege bewerkstelligt und 
fihrt auf die Gleichungen: ; 

£as 

zx =t+ 0 C08 g; ee: SING; v= bape 

wo wieder ¢ eine willktirliche Funktion von w ist. 

Auch die geometrische Deutung ist eine ahnliche: es ist einfach 
an Stelle des Kreises eine beliebige, durch. Z definierte Kurve ge- 
treten, d.h. eine Ebene, in der diese Kurve liegt, hewegt sich senk- 
recht zur xy-Ebene so, daB ein in ihr fest angenommener Punkt eine 
willkiirliche Kurve beschreibt, und eine feste, durch diesen Punkt 
gehende Gerade stets in die Normale der Kurve fallt; dann beschreibt 
die in der beweglichen Ebene liegende Kurve eine Flache der ge- 
suchten Art, die man wohl als ,(lesimsfliichen“ bezeichnet hat. Beide 
Flachenfamilien, die Kanal- und die Gesimsflachen hat Monge unter 
anderen Gesichtspunkten spater auch untersucht, wie wir weiter unten 
sehen werden. Auch Euler hat sich noch einmal mit -beiden Arten 
von Flachen beschiftigt in den beiden Abhandlungen: ,,Investigatio 
superficierum, quarum normales ad datum planum productae sint 
omnes inter se aequales“*) (28. Dezember 1777) und ,,De corporibus 
cylindricis incurvatis“*) (21. September 1778). Was diese Neues bieten, 
ist im wesentlichen der Satz, daB fair beide Arten von Flachen In- 
halt und Oberflache nach der Guldinschen Regel berechnet 
werden kann, und da8 dies auch dann noch gilt, wenn die Leit- 
kurve nicht eine ebene, sondern eine Raumkurve ist. 

Ebenfalls auf eine partidlle Differentialgleichung erster Ordnung 
fihrt eine Aufgabe, die auch durch Ubertragung eines Problems von 

**) Ob solche zulissig seien, war eine in jener Zeit mehrfach diskutierte 
Streitfrage. §, Abechn. XXVI. %) N.A.P. X, p.41-46. *) Ebends, XIL, 
p. 91—100. 
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der Ebene auf den Raum entsteht, niimlich Flachen zu finden, die 
eine gegebene Schar iiberall rechtwinklig schneiden. Sie bildet den 
 Gegenstand einer Abhandlung von Euler aus seinen letzten Lebens- 
jahren: ,De problemate Trajectoriarum ad_superficies translato“*) 
(12. August 1782). Euler verfahrt auch hier symmetrisch: fir die 
gegebene Flichenschar (secandae) sei: 


paz + qdy + rdz=0 
die differenzierte Flichengleichung, fir die gesuchte: 
| Pde + Qdy+Rde—0. 
Dann ist die Bedingung der Orthogonalitat: 
pP+qQt+rR=0. 
Daneben besteht die allgemeine Integrabilititsbedingung: 


ce qi »8Q GR 
(Pit — off) + (032 a2) + (nef 728) 0 
Nimmt man die Filichengleichungen nach ¢ aufgelést an, so ist die 
Bedingung der Orthogonalitat: 


pP+qQ+1=9. 


Euler behandelt nun den allgemeinen Fall derart, daB er zwei Inte- 
grale, wu und v, sucht, die je eine Variable nicht enthalten, so daB 
also z. B. « nur x und y, t bur y und.z enthalt. Dann heiBt z. B. 
fiir u die Bedingungsgleichung: 


cap +e q = 9, 


die nach der gewéhnlichen Methode behandelt werden kann, sofern 
auch p und qg von 2 frei sind. Ist so «, und auf dieselbe Weise v 
bestimmt, so gentigt auch jede Gleichung von der Form 


v= Pin) 
der Differentialgleichung. Euler nennt sie das ,,integrale completum“; 
ihre Herleitung geschieht jedoch in den meisten Beispielen, die er 
gibt, mit Hilfe des S. 551 erwiihnten Schlusses. So ist fiir die 
Kugeln: 


z+ y*+ 2?— ci = 0; p=; q~=-%, 


also die Differentialgleichung der gesuchten Flachen: 


——— 





') M. P VII, p. 88—60. 


ait. & Oe,” | 
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1- P=—Q%=0. 
Daneben ist: 
dz= Pdzx + Qdy. 


Die Elimination von Q ergibt: 
ydz — sdy = P(ydx — xdy), 


a() ~ Pa(j) 
z~ frag) 


Nun muB8 wieder, wenn die Integration ausfihrbar sein soll, P Funk- 
tion von - sein. Dann ist aber auch [ Pad (=) eine solche, also ist 


¥ 7 F(5), 


wo F noch eine willkirliche Funktion ist. Damit ist das yintegrale 
complétum“ gefunden. Diese Methoden werden noch auf verschiedene 
Beispiele angewendet. 

Nur kurz erwihnen wir hier eine Arbeit von Monge: ,,Sur l’ex- 
pression analytique de la génération des surfaces courbes“?), da ihre 
wesentlichen Resultate den Feuilles d’Analyse an verschiedenen Orten 
einverleibt sind, und daher dort dariiber  berichtet werden wird. 
Monge zeigt an einer Reihe von Beispielen, daB eine Flachengattung, 
deren endliche Gleichung » willkirliche Funktionen ,enthalt, durch 
eine partielle Differentialgleichung mn‘ Ordnung definiert wird, die . 
sich durch sukzessive Differentiation und schlieBliche Elimination her- 
leiten 1a8t. 

Die Einzeluntersuchungen tiber Flachen bieten, wie schon 
in der Einleitung zu diesem Kapitel hervorgehoben wurde, nicht ge- 
rade viel Bemerkenswertes. Verschiedene befassen sich mit der Kom- 
planation und Kubatur bestimmter Zylinder- und Regelflichen, andere 
mit speziellen Regelflichen, wobei die Terminologie von der heute 
fiblichen wesentlich verschieden ist.*) Die erste Untersuchung hier- 
iber stammt von Braikenridge (vgl IlIl*, 8. 761): ,,Letter to Earl 


1) Mém. de l’Acad. Roy. de Turin, 2. série, 1. partie, 1784/85, p. 19—30. 
*) Nach Kligel (\I?, S. 98 ff.) entsteht ein Konoid dadurch, daB eine Kurve, 
deren Ordinaten bestindig zunehmen, und die die Abszissenachse nicht schnei- 
det, um diese Achse rotiert. Das Konoid im heutigen Sinne dagegen bezeichnet 
er als Conocuneus (ib. 8. 802), das hyperbolische Paraboloid als Bebe pemiee) Keil- 
fache. S. dagegen Tinseau, S. 656. 


oder 


also 
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of Marchmont concerning the section of a solid, hitherto not consi- 
dered by Geometers“) (1759). Es handelt sich um -Flachen, die man 
heute als Konoidflichen bezeichnet, und die Braikenridge folgender- 
maBen entstehen laBt: Gegeben eine Gerade und eine Kurve (directrix). 
Kine Ebene, die beide schneiJdet, bewegt sich parallel mit sich selbst; die 
Verbindungslinie ihrer Schnittpunkte mit der Geraden und der Kurve 
beschreibt dann die Fliche. Wird diese von einer beliebigen Ebene 
geschnitten, so ist die Schnittkurve im allgemeinen von einer doppelt 
so hohen Ordnung, als die Direktrix. Am ausftihrlichsten wird der 
Fall behandelt, daB auch die Direktrix eine Gerade ist, d. h.- das 
hyperbolische Paraboloid. Dieselbe Fliche tritt auf bei Mauduit 
‘(Antoine René Mauduit, 1731—1815, Professor der Geometrie am 
Collége de France); seine Arbeit ftihrt den langen Titel: ,Mémoire sur 
In cubature des corps gauches, ot l'on explique leur formation, la 
maniére de les toiser sans étre obligé de les décomposer; et les diffé- 
rents propriétés de ce» corps par rapport aux courbes que l’on peut — 
y trouver par l'intersection d’un plan“*) (1763). Ein solches ,,corps 
gauche“ ist begrenzt von den Ebenen, die die vier Seiten eines wind- 
schiefen Vierecks .4BC'D auf eine durch eine Ecke A gehende Ebene 
projizieren, ferner von dieser Ebene und endlich von einer Fliche, 
die van einer Geraden beschrieben wird, welche an zwei Gegenseiten, 
z.B. AB und CD so hingleitet, daB sie beide in derselben Zeit 
durchlauft. Der Inhalt des so definierten K6rpers wird durch eine — 
Integration ermitfelt, ferner die Gleichung seiner Oberfléche fir den Fall 
hergeleitet, daB die Projektionen von BC und AD (und damit auch die 
Projektion simtlicher Lagen der erzeugenden Geraden parallel sind. Fiir 
- diesen Fall (hyperb. Paraboloid) wird nachgewiesen — und das ist wohl 
das Bemerkenswerteste an der ganzen Arbeit —, da8 auf der Flache 
noch eine zweite Schar von Geraden sich befindet. Diese 
Entdeckung wird also Mauduit zuzuschreiben sein. Aus der Existenz 
dieser beiden Scharen von Geraden auf der Flaiche zieht er dann den 
merkwiirdigen SchluB, daB sie ,le moins courbe possible“ sei, d. h. daB 
sie sich am meisten der Hbene niihern. Auch Tinseau untersucht 
in seiner mehrfach erwahnten Arbeit im 2. Teil solche Flichen, die 
durch Bewegung einer Geraden entstehen, welche, stets einer Ebene 
parallel bleibend, an zwei gegebenen Kurven hingleitet. Er nennt 
diese Gattumg von Filachen Paralleloide. Zuerst wird der Fall 
untersucht, daB die eine der Leitkurven eine auf der Richtebene senk- 
rechte Gerade (,,Achse“) ist, d. h. das gerade Konoid, das von Tin- 


1) Phil. Trans., Vol. 51, P. [, p. 446—457. 3) Mem. div. Sav. IV, p. 623 — 
bis 634. 
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seau auch so bezeichnet wird. Von dieser Flache weist er folgende 
Kigenschaften nach: 

1) Die ebenen Schnitte parallel der Achse sind beztiglich des 
Inhalts proportional ihrer Entfernung von der Achse. 

2) Das Volumen des von einem solchen Schnitt abgeschnittenen 
Stiicks des Konoids ist gleich dem halben Produkt aus der Schnitt- 
flache und ihrem Abstand von der Achse. 

3) Zieht man durch den Schwerpunkt des in 2) beschrievenen 
Kérpers eine die Achse schneidende Gerade parallel zur Richtebene, 
so wird diese vom Schwerpunkt im -Verhiltnis 1: 2 geteilt. Weiter 
ist-die Rede von quadrilatéres gauches, worunter wieder das hyper- 
bolische Paraboloid verstanden ist, dessen -Gleichung hier in der Form 
auftritt Ky = zz. Von den allgomeinen ,,Paralleloiden“ werden dann 
noch &hnliche Saétze nachgewiesen, wie vom Konoid. 


Mit Schraubenflichen haben sith u. a. Fergola und Kastner . 
beschiftigt. Ersterer (La vera misura della volte a spira’), 1785) . 


hat den, tibrigens schon von Euler (s. S. 553) gefundenen Satz he- 
wiesen, daB die Guldinsche Regel sich auch auf Schraubenflichen 
ausdehnen liBt, und in folgende Form gekleidet: Es ist Inhalt und 


Oberfliche eines durch Schraubenbewegung eines beliebigen Meridians - 


um eme gegebene Achse erzeugten Kérpers = Inhalt und Oberfliche 
des Rotationskérpers, der durch Umdrehung desselben Meridiays um 


dieselbe Achse erzeugt wird. .Kistner (Ad theoriam cochleae pertinens - 


observatio geometrica)*) hat darauf aufmerksam gemacht, daB die tib- 
liche Ausdrucksweise, eine Schraubenfliche entstehe durch Aufwick- 
lung einer schiefen Ebene auf einen Zylinder, falsch ist. Des ist 
ohne ZerreiSung (,,clementa hiatu dirimuntur“, sagt Kastner) nicht 
moglich, da ja die windschiefe Schraubenfliche nicht zu den abwickel- 
baren Flachen gehért. Kastner stellt in dieser Arbeit auch die 
Gleichung der Schraubenlinie auf und zeigi, daB die Schmiegungs- 
ebene eines Punktes (der Ausdruck selbst kommt natiirlich noch nicht 
vor) stets das Lot von dem Punkt auf die Achse enthalt, und daB 
die Schnittgerade konsekutiver Schmiegungsebenen die Tungente der 
Kurve ist. . | 

Zu erwiéhnen sind noch vier kleinere Arbeiten von Fontana’). In 
der ersten: ,,Sopra un errore che si commette da molti nell’ assegnare la 
misura delli iperboloidi“*) berichtigt er einen von fritheren Autoren 
begangenen Fehler, indem er bemerkt, daB der Inhalt des durch 


er 





) Atti Acad. Napoli 1787. . +) Dissert. math. et phys. Altenburg. 1771, © 


p. 38 ff. *) Fir den Bericht hieritber s. FuBnote 8. 476. *) Mem. Soc. It., 
T. IIL, p..607—-509 (1786): Ricerche analitiche sopra diversi soggetti, Art. MI. 
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Umdrehung der Linie xy’ = a"+" um die z-Achse erzeugten Hyper- 
boloids, von x =a bis x = oo nicht nur fiir » = 2m, sondern auch 
fir » > 2m unendlich ist; auf denselben Gegenstand bezieht sich die 
vierte (der Zeit nach) Schrift: , Sopra i conoidi asimtotico-iperbolici“'). 
In der zweiten: ,Sopra la misura d’alcuni solidi e superficie rotonde“*) 
wird der- folgende, von Parent*) ohne Beweis ausgesprochene Satz 
nachgewiesen: Rotiert ein Kreissegment. vom Zentriwinkel 90° um den 
zu seiner Sehne parallelen Durchmesser, so hat der dadurch erzeugte 
ringformige Kérper gleichen Inhalt und gleiche Flaiche mit der den- 
selben von innen berihrenden Kugel. — In der dritten: ,Sopra la 
" massa di una sfera composta di materia eterogenes, la cui densita 
varie da uno strato sferico all’ altre in ragione d’una qualunque 
potenza della distanza dal centro; e sopra qualche paradosso, 
che quindi deriva“*) beréchnet Fontana die Masse M einer Kugel 
vom Radius y, unter der Voraussetzung, da8 die Dichtigkeit einer 
_ Kugelschicht einer beliebigen Potenz  ihres Radius proportional sei. 
Er findet M = oro (r"+5 — ot +5), wo 4 die Dichtigkeit an der 
Oberfliche ist. Die Masse m ist endlich, logarithmisch unendlich. 
oder algebraisch unendlich, je nachdem n g — 8 ist. Das darf uns 


nicht befremden, da fiir ein negatives x die Dichtigkeit in unendlicher 
Nahe des Mittelpunktes’ unendlich gro8 ist. DaB nichtsdestoweniger 
MM far —3<n<o0 endlich ist, héngt damit zusammen, da8 der Inhalt 
einer Kugel vun wnendlich kleinem Radius unendlich klein von der 
dritten Ordnung ist, wahrend die Dichtigkeit unendlich groB ist von 
der Ordnung —xn<3. Fir n=-—38 hat diese unendlich kleine 
Kugel endliche Masse, und es ist daher keineswegs unverstandlich, 
daB die ganze Masse unendlich groB ausfallen kann. 

Verschiedene Arbeiten befassen sich, von praktischen Gesichts- 
punkten ausgehend, mit der Ausmessung der Oberfliche und des In- 
halts von Gewdlben, Fassern usw., meist auf elementarem Wege. Wir 
gehen hierauf nicht weiter ein, wollen jedoch als curiosa zwei Stellen 
aus Kastner, ,Uber die Ausmessung bauchichter Korper, nebst An- 
wendung auf die Visierkunst“*) (1787) anfihren. Er bespricht darin 
ihre Entstehung durch Rotation der Kurve um eine Achse, der sie 
die konkave Seite zuwendet; ist sie konvex gegen die Achse, so ent- 
steht ein ,negativer Bauch“; als Beispiel fiir ein derartiges Gebilde 

') Memorie matematiche, Pavia 1796, Mem. ILI. *) Ricerche sopra di- 
versi punti concernente l’analisi infinitesimale et la sua applicazione alla fisica, 
Pavia 1798, Art. IV. 4) Bd. LI*, 8. 399. *) Memorie matematiche, Pavia 


1796, Mem. I. ) Leipziger Archiv fir reine und angewandte Mathematik 
1787, 8S. 1- 24. 
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fihrt er — die Schniirbrust an. Er polemisiert dann gegen Lam- 
bert, der fiir die Inhaltsberechnung der Fasser eine blo8 angenihert 
richtige Formel angebe’), und bemerkt, daB bei ,,unrichtiger Verwal- 
tung dieses Verfahrens (d. h. der Berechnung des FaBinhalts) jeder 
leidet, der nicht blo® Waasertrinker ist“ 

Und nun kommen wir zu dem Werk, das unstreitig unter allen 
bisher besprochenen den ersten Rang einnimmt, nimlich Monges — 
»Veuilles d’Analyse“. Der volle Titel lautet: Feuilles d’Analyse appliquée 
& la Géometrie & l’usage de ‘Ecole Polytechnique, publiées la premiere 
année de cette école (an 3 de la République), Paris. Das Exemplar, 
nach dem ich berichte”), trigt die Zeitangabe: Thermidor, an 9, ist 
also sechs Jahre spater gedruckt. Wie der Titel besagt, ist das Werk — 
kein systematisches Lehrbuch, sondern besteht aus losen Blattern (das 
mir zu Gebote stehende Exemplar ist nicht einmal paginiert), hervor- 
gegangen teils aus Monges Vorlesungen an der polytechnischen 
Schule, teils aus friiher erschienenen Abhandlungen, die nun hier ge- 
sammelt der Qffentlichkeit tibergeben werden. Aber diese Blatter 
enthalten eine Fiille hochbedeutsamer Gedanken und Entdeckungen 
in emer geistvollen, durchweg originalen Darstellungsweise, bewun- 
dernswert in erster Linie durch das phanomenale ‘riumliche Anschav- 
ungsvermbgen, das dem ,,Vater der darstellenden Geometrie“ zu Gebote 
stand; man hat den Kindruck, daB die Geraden und Ebenen, die 
Kurven und Flichen, um die es sich handelt, mit geradezu greifbarer 
Deutlichkeit vor M-onges geistigem Auge standen; dazu kommt die 
fast verbltiffende Sicherheit, mit der die analytischen Hilfsmittel aus 
einem vorher noch wenig bearbeiteten Gebiet, der Theorie der par- 
liellen Differentialgleichungen, auf die Raumgebilde und deren Ele- 
mente angewendet werden, wobei .umgekehrt jene Theorien durch 
diese réumliche Interpretation eine wesentliche Férderung und Ver- 
anschaulichung- erfahren. Figen wir noch hinzu die Eleganz der 
Entwicklungen, die sich von umstandlichen Rechnungen fast ganz 
fernhalten, so haben wir wenigstens die Hauptvorztige des hervor- 
ragenden Werkes genannt. Freilich macht die oft tiberraschende 
Originalitat von Monges Gedankengang das: Studium des Werks 
nicht gerade leicht, aber der Leser wird gurch die Friichte dieses 
Studiums ftir die gehabte Miihe reichlich entschadigt. — Versuchen 
wir in méglichster Kfrze eine Vorstellung von dem reichen Inhalt 
zu geben. : - 

Die drei ersten Nummern enthalten so ziemlich die ganze ana- 


') Leipziger Archiv fir reine und angewandte Mathematik, 1786, S. 425 
bis 446. *) Aus der Bibliothek des Herrn Prof. Dr. v. Brill in Tiibingen. 
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lytische Geometrie der Ebene und der Geraden im Raum 
und die Lésungen aller vorkommenden Fundamentalaufgaben, also: 
Ziehen von Parallelen, Fallen von Loten, Bedingungen des Senkrecht- 
stehens von Geraden und Ebenen, kiirzeste Entfernung zweier wind- 
schiefen Geraden, Neigungswinkel gegen die Koordinatenebenen, alles 
in einer, man méchte sagen, klassischen Form dargestellt, fiber die 
wan eigentlich bis heute nicht wesentlich hinausgekommen ist. 
Namentlich ist hervorzuheben die Verwendung der Elimination zur 
Herleitung von Schnittpunkten und Schnittpunktsbedingungen, an 
mehreren Stellen scheint es auch, als ob die Aufgaben und Methoden 
_ der deskriptiven Geometrie von Einflu8 auf die Behandlungsweise ge- 
wesen wiren, so namentlich bei den Aufgaben fiber das Fallen von 
Loten auf gegebene Ebenen. 

Mit Nr. 4 beginnt die Behandlung der Flachenfamilien, die 
durch eine gemeinsame Higenschaft definiert sind. Dieser Begriff ist 
eigentlich erst durch Monge in die Wissenschaft eingefihrt und zur 
vollen Klarheit durchgearbeitet worden. Die -Untersuchungen tiber 
diese Dinge nehmen auch den gréBten Raum in dem ganzen Werk 
ein, und bilden sozusagen dessen (trundidee, wenn man bei einem 
so fiberreichen Inhalt -tiberhaupt von einer solchen sprechen kann. 
— Zunichst werden Tangentialebene und Normale aufgestelit, erstere 
in der Weise, da8 einer beliebigen durch den betreffenden Flachen- 
punkt gehenden Ebene die Bedingung auterlegt wird, noch durch 
jeden beliebigen Nachbarpunkt za gehen. Nachdem so die Tangential- 
ebene bestimmt ist, wird nach den in Nr. 1—3 entwickelten Methoden 
leicht die Normale hergeleitet, die Monge auBerdem noch durch den 
Schnitt zweier Normalebenen bekommt; letztere gewinnt er dureh zwei 
Kugeln mit gleichem Radius, von denen die eine thren Mittelpunkt 
in dem betreffenden Punkt, die andere in einem Nachbarpunkt hat. 
Die Ebene. des Schnittkreises ist dann eine Normalebene der Fliche. 
Dabei wird der Ubergang zum Nachbarpunkt einfach durch Diffe- 
renzieren ausgefiihrt, ein Verfahren, das Monge im ganzen Werke 
vielfach anwendet. | 

Daran schlie8t sich die Aufstellung der Gleichung der Zy linder- 
flichen, and zwar wird. zunichst ihre partielle Differentialgleichung 
sehr einfach dadurch hergeleitet, da8 man der yorher aufgesteliten 
‘Tangentialebene einer allgemeinen Fliche die Bedingung auferlegt, 
einer gegebenen Geraden parallel zu ccin. Hieraus ergibt sich sofort 
die gesuchte partielle Differentialgleichuny: ap + bg = 1. Dann wird 
die allgemeine.Gleichung in endlicher Form aufgestellt, und auch 
hier ist die SchluBweise tiberraschend einfach: Monge geht aus von 
den ullgemeinen Gleichungen eimer Geraden: 


- om rg 
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=agta; y=be-+ B. ) * 


Soll diese Gerade einer gegebenen Richtung parallel sein, so wtissen 

@ und } konstant sein, dagegen sind « und B beliebig. Sie haben 
aber beide ftir alle Punkte einer bestimmten Geraden konstante 
Werte, und andern beide zugleich ihre Werte, wenn man 2u einer | 
anderen Geraden iibergeht. Und nun kommt wieder der einfache 
SchluB!): Ces deux quantités sont donc constantes ensemble et 
variables ensemble, done elles sont fonctions l’une de autre. Man 
hat also B =M(a), und damit (y — bz) = g(z— az) als aligemeine 
Gleichung der Zylinderflichen. Monge bemerkt hier ausdrticklich, 
daB g nicht notwendig eine analytisch ausdriickbare Fonktion in 
sein brauche, da sie ja von der ganz willkiirlichen Leitlinie abhangt, 
die auch unstetig (non soumis 4 la loi de continuité) sein kénne?)- 
Es folgt die Lésung der beiden Aufgaben, eine Zylinderflaiche zu 
finden, 1) die durch eine gegehene Raumkurve geht, und 2) die eine 
yegebene Flache beriihrt. In gan? analoger Weise werden in Nr. 5 
die Kegelflichen und die Rotationsflachen untersucht. Bei ersteren 
wird auch die Aufgabe geltst, die Fliche zu finden, die den. geo- 
metrischen Ort der Bertihrkurven aller Tangentialkegel bildet, die man 
von einem festen Punkt als Spitze an alle Flichen einer einfach un- 
endlichen Schar legen kann. Bei letzteren wird die Rotationstlache 
bestimmt, die bei Umdrehung einer gegebenen Fliche um eine mit 
thr fest verbundene Achse als Envéloppe siamtlicher Tagen der ge- 
dachten Fiche entsteht. Ebenso werden (Nr. 6) die Flaichen behan- 
delt, die durch Bewegung einer (Gleraden entstehen, welche tets 
parallel einer gegebenen Ebene bleibt, und dabei eine feste, auf dieser 
' Ebene senkrechte Gerade schneidet, also die senkrechten Konoidflachen 
im heutigen Sprachgebrauch. Monge macht hier auch auf das Vor- 
kommen solcher Flachen in der Technik («. B. windschiefe Schrauben 
fliche) aufmerksam. Von besonderem Interesse ist Nr. 7 und 8, wo 
von der Enveloppe einer Flaichenschnr die Rede ist. Monge fiilrt 
hier den in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen so 
wichtig gewordenen Begriff der Charaokteristik eim. Die wesent- 
lichen Punkte seiner Uberlegungen sind folgende: Entbilt die Gileichung 
einer Flache £'(a, y, 2, «, 8) = 0 zwei variable Parameter, « und §, 
die durch eine Gleichung 6 = y(«) verbunden sind, so erhilt- wan 
durch Variation von « eine einfach unendliche Flachenschar. Diese 
besitzt eine Envcloppe, deren Gestalt natiirlich von der Funktiun ¢ 
abhingt. Alle diese Enveloppen nun, die durch Abinderung der 
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Funktion ¢ entstehen, haben, wie Monge sich ausdriickt, un caractére 
‘général, une propriéfé commune, -une méme génération, unabhingig 
von der Natur der Funktion g; dieser gemeinsame Charakter kann 
durch eine partielle Differentialgleichung ausgedriickt werden, 
der simtliche Flachen dieser Art gentigen, und die von m ganz frei ist, 
wahrend die endliche Gleichung natiirlich eine willktrliche Funktion 
enthalt. Hier spielt nun eime wichtige Rolle die Charakteristik; 
Monge versteht darunter die Schnittkurve zweier Flichen, deren Para- 
meter nur um eine unendlich kleine GréBe sich unterscheiden, d. h. die 


Schnittkurve. der Flichen F =O und = Q, Die Enveloppe ist der 


geometrische Ort der Charakteristiken und ergibt sich durch Elimi- 
nation von a aus diesen beiden Gleichungen. Ebenfalls wichtig ist 
der Ort der Schnittpunkte dreier konsekutiven Flachen einer 
Schar; d. h. die Kurve, die definiert ist durch die drei Gleichungen 
CF oF 

aa "93 Fat =O 

Diese Kurve wird von samtlichen Charakteristiken berihrt, ist also 
die Enveloppe derselben; Monge nennt sie aréte de rebroussement. 
Diese Uberlegungen werden durch ein geeignetes Beispiel illustriert, 
nimlich durch die Kanalflichen mit ebener (in der zy-Ebene legender) 
Leitkurve. Als Differentialgleichung derselben’) ergibt sich 


(1+ p+ 9%) at 


Die Charakteristiken sind Kreise, deren Mittelpunkte auf der Leit- 
kurve liegen und deren Ebenen normal zu derselben sind. Als — 
Differentialgleichung der Charakteristiken ergibt sich: 


F = (); 


pdy — qdz =0, 


und als Differentialgleichung der Riickkehrkanten (arétes de rebrousse- 
ment): 
2*(d2* + dy’ + dz?) = a? (dz* + dy’). 

Daran schlieBt sich die Lésung einiger Aufgaben tiber Kanalflachen, 
z. B. eine solche Flaiche derart 2u bestimmen, daB sie durch eine gegebene 
Kaumkurve ‘geht, oder eine gegebene Flache lings einer Kurve be- 
rihrt- Im folgenden Blatt (Nr. 9) behandelt Monge in derselben 
Art die Flachen, fiir welche die Linien gréBten Gefalls Geraden mit 
konstanter Horizontalneigung sind. Er zeigt, daB sie als Enveluppen 
einer Schar von Kreiskegeln angesehen werden kénnen, deren Achsen 


so eo 


1) Sie ist schon von Euler (s. S. 552f.) angegeben worden 
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auf der (als Horizontalebene angenommenen) zy Ebene senkrecht 
stehen, und deren Mantellinien stets dieselbe Horizontalneigung haben. 
Es sind dieselben Flachen, die Euler als ,kongraent“ mit einer 
Ebene von derselben Horizontalneigung bestimmt hat'). Ihre Charak- 
teristiken sind eben die Geraden, welche die Linien gréSten Gefalls dar- 
stellen, die Riickkehrkanten demnach Raumkurven, deren Tangenten stets 
dieselbe Horizontalneigung haben (Schraubenlinien eines beliebigen, 
auf der zy-Ebene senkrechten Zylinders). An dieses Beispiel kniipft 
Monge noch eine wichtige Bemerkung, naémlich da8 die Differen- 
_ tialgleichang der Charakteristiken direkt aus der partiellen 
Differentialgleichung der betreffenden F)acheufamilie her- 
geleitet werden kann. Ist diese namlich 


F (2, Y, &, Dp, q) = 0 


und ist ar ae o 
| 6 
Gp =P > Oq = Y, 
so ist die Differentialgleichung der Charakteristiken: 
Pdy — Qdz = 0. 


Als letztes Beispiel ftir Flachenfamilien, die durch eine partielle 
Differentialzleichang 1. Ordnang definiert sind, folyen in Nr. 10 the 
Flichen, welche durch Translation emer gegebenen Filiche lings einer 
Rauukurve, die auf eiuer yegebenen Fiche hegt, also noch ‘durch 
eine willkarliche Funktion bestimmt wird, als Enveloppen entstehen. 

Von.Nr. 11 ab werden Flachenfamilien behandelt, die durch eine 
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung definiert sind, und 
zwar zuerst die Reyelflachen, deren Manitellinien alle einer gegebenen 
Ebene Ax + By + Uz =U parallel sind. Zur Definition der Flache 
sind zwei Raumkurven (Leitkurven) nétig, die von jeder Mantellinic 
geschnitten werden Monge stellt-nun die Gleichung der Flache in 
drei verschiedenen Formen auf: 

1. Unabhingiy von den Leitkurven; hierbei ergibt aa eine 
Differentialgleichung 2. Ordnung, die er sehr elegant folgenderma8en 
herleitet: die Mantellinie eimes Punktes P(z, y, z) liegt erstens in 
der Tangentialebene der Fiche, also besteht ftir die Koordinaten 
2", ¥, 2° eines ihrer Punkte die Gleichung: 


p(x — a") taly—y) — (@— 2) = 0. (1) 
Sie ist aber auch zweitens parallel der Richtebene, also hat man: 


~- ee 


Air—2%)+ Byy—y) + Cle — 2’) =0. (2) 


1, Siche S. 560. | 
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Dieselben Gleichungen gelten aber auch ftir einen auf derselben Mantel- 
linie liegenden Punkt P(x + da, y + dy, + dz); unter Berticksich- 
tigung von (1) und (2) ergibt sich: 


(rdx + sdy)(a— x’) + (sdz + tdy)(y — y’) = () (3) 
Adz + Bdy + C(pdz + qdy) = 0. (4) 


und: 


_ Die Elimination von x— 2’, y— y’, ¢— 2 aus (1) — (4) ergibt dann 


sofort die gesuchte partielle Differentialgleichung 2. Ordnung, namlich: 
(Cq + Br —2(Cq + B)(Cy + A)s + (Cp + A)*t = 0. 


Ehe die beiden anderen Gleichungsformen hergeleitet werden, zeigt 
Monge (Nr. 11), wie man in diesem Fall aus der Differentialgleichung 
der Flichen die der Charakteristiken finden kann. Ist naimlich die 
erstere: i 

® (2, Y, 2, D, G 7, 8 t) = 0, 


ao a> 4 ao. 
Wee! Gee, Oe 


und ist: 


so heiBt die Differentialgleichung der Charakteristiken: 
Rdz' — Sdxdy + Tdy* = 0. 


Sie zeigt, daB in jedem Flachenpunkt die Charakteristik einen Doppel- 
punkt hat, auBer in dem Fall, wo die Differentialgleichung in zwei ratio- 
nale Linearfaktoren zerfallt, wo also zwei Scharen von Charakteristiken 
auf der Fliche vorhanden sind. In dem vorliegenden Beispiel ergibt 


sich als Differentialgleichung der Charakteristiken: 


(Adz + Bay + Cdz)* = 0, 
d.h. ein vollstindiges Quadrat, so daB man nur eine Sckar von 
Charakteristiken erhalt, nimlich eben die Mantellinien der Flache. 

2. Um die partielle Differentialgleichung 1. Ordnung zu finden, 
welche diesen Flachen zukommt, geht Monge wieder aus von den 
Gleichungen (1) und (2), die eine Mantellinie der Flache darstellen. 
Deren Projektion auf eine der Koordinatenebenen, z. B. die xz-Ebene, 
sei 2’ = Be + y. Dann ist, wenn zur Abkirzung 

Azx+ By+ Ce=a 
gesetzt wird, 

BID ey. iia Pe a a 
Bop— Ay’ Bp— Aq 

Nun haben fiir eime bestimmte Mantellinie die drei GréBen a, B, y 
einen bestimmten Weri, oder, wenn eine dieser drei GréBen konstant 
ist, so sind es auch die beiden anderen; geht man aber zu einer 
anderen tiber, so indern alle drei ibren Wert, sie sind also zugleich 
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-konstant und zugleich veranderlich, folglich mfissen je zwei durch 
eine Gleichung verbunden sein, z. B. B= g(a). Man hat also als 
partielle Differentialgleichung 1. Ordnung: 


Ca+B 


Stellt man dieselbe a eee ftir die beiden anderen Projektionen 
an, so findet man noch swei weitere Gleichungen, also im ganzen 
drei, von denen jede eine Folge der beiden anderen ist. Wendet man 
auf irgend eine derselben das oben zur Herleitung der Charakteristiken 
aus einer partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung angegebenc Ver- 
fahren an, so findet man wieder: 


Adz + Bdy + Cdz = 0. 


3. Endlich laBt sich stent die endliche Gleichung. aufstellen, 
n&mlich: 
emz-g(Ar+ By + Cz) +y-%(Ac+ By + Cs). 


Sie enthalt zwei willkirliche Funktionen und ist von derselben All- 
gemeinheit, wie jede der beiden ersten Formen, deren gemeinsames 
Integral sie darstellt. 

Auch hier schlieBt Monge einige Aufgaben fiber solche Flachen 
an, namlich eine zu bestimmen, die durch zwei gegebene Kurven geht, 
oder eine, deren Mantellinien samtlich zwei gegebene Filachen he- 
rihren; ferner eine Spezialisierung (Nr. 13) fiir den Fall, daB die 
Mantellinien alle der zy- Ebene parallel sind und die z-Achse treffen. 
Hier ergibt sich die Differentialgleichung, von der Meusnier Ge- 
brauch gemacht hat'), namlich: 

rq? — 2nqs + tp? = 0. 
Den SchluB bildet eine Bemerkung fiber das Vorkommen solcher 
-Flachen in der Technik. 

In Nr. 14 kommt sodann eine ausfiihrliche Darlegung der Kigen- 
schaften der abwickelbaren Flachen. Durch analoge Uberlegungen 
wie vorher wird die sie definierende Gleichung in drei verschiedenen 
Formen aufgestellt: 1. Ale partielle Differentialgleichung 2. Ordnung; 
2. als eme ebensolche 1. Ordnung mit einer willkiirlichen Funktion, 
3. als endliche Gleichung mit zwei willkirlichen Funktionen; und es 
werden wieder die zwei gleichen Aufgaben wie oben fir abwickelbare 
Flachen gelést. Ubrigens deckt sich der Inhalt dieses Blattes im 
" wesentlichen mit der schon besprochenen Abhandlung von Monge 
iiber diesen Gegenstand’). 


1) Siehe 8. 550. %) Siehe 8. 585 ff. 
87* 
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Nr. 15 behandelt nach denselben Methoden die Flachen, welche 
durch Translation einer gegebenen Fliche langs einer ganz beliebigen 
Raumkurve (die also nicht mehr, wie in Nr. 10, auf einer gegebenen 
Fliche angenommen wird) als Enveloppen entstehen. Die partielle 
Differentialgleichung derselben ist von der Form: 


(rt — s*)(RT — 8) —rR—2sS —iT+1—0. 


R, S, T sind dabei gegebene Funktionen, die folgendermaBen mit der 
transferierten Flache zusammenhingen: ist diese bestimmt durch 


s= F(z, ¥), 
; , : oF OF 
su kann man die beiden Gleichungen p = gg und q= oy nach z 
und y aufgelést denken, so daB also + =/f,(p, g):y = f(p, q) ist. 
Monge -zeigt nun zuniachat, da8 ae ~ 38 ist, daB also f, und f, als 


partielle Ableitungen einer Funktion von - und-g, die er mit I" be- 
zeichnet, angesehen werden kénnen. R, S, 7 sind dann die partiellen 
Ableitungen 2. Ordnung von F' nach p und g. — Ahnlich erledigt 
sich die Aufgabe, die Flachen zu bestimmen, die durch Translation 
einer Raumkurve lings einer anderen Raumkurve erzeugt werden; am 
Schlu8 wird noch darauf hingewiesen, wie die entwickelten Methoden 
umgekehrt zur Integration einer partiellen Differentialgleichung dienen 
kénnen, welche die obige Form hat. 

Nr. 17 und 18 bringen eine der schénsten Entdeckungen von 
Monge, namlich die Kriimmungsliniey einer Flaiche. Dieser 


Teil kann unbedenklich als der Glanzpunkt des ganzen Werks be- 


zeichnet werden, sowohl in bezug auf die hohe Bedeutung der Resul- 
tate, wie in bezug auf die Eleganz, Prizision und Klarheit der Ent- 
wicklung. Wir versuchen Monges Gedankengang in Ktirze anzugeben. 
Er geht aus von den schon friiher aufgestellten Normalengleichungen: 


(2—2x')4+(¢-—#)p=0; (y—y)+(@—#)q=—9, 


- und sucht die Bedingung daftir, daB diese von der Normalen eines 


Nachbarpunktes (x + dz, y + dy, + pdx -+qdy) geschnitten wird. 
Unter Beriicksichtigung der obigen Gleichungen sind die Gleichungen 
dieser Nachbarnormalen: 


dz + p'dx + pqdy + (2 — #)(rdz + sdy) = 0 
dy + pqdr + q’dy + (2 — 2’)(sda + tdy) = 0 
Die Bedingung, daB diese Normale die erste schneidet, findet man 


durch Elimination von (z — 2’), (y—y'), (¢ — 2’) aus den vier Glei- 
chungen der heiden Normalen. Da indes die letzten beiden nur noch 
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' g—z' enthalten, gentigt es, s— 2° zu eliminieren, wodurch man er- 
halt: ; 


(32) [a +q*)9—pat]+ 52 [+a + p)t]— (1+ p?)s+-par=0. (1) 
Eliminiert man umgekehrt 7 , 80 ergibt sich:- 


(2—2)(rt—s*) + (2—2/) [(E +9) —2pgst(1+p)é]+1+p'+q?=0. (2) 
Die beiden letzten ec ee werden nun geometrisch gedeutet. 
Die erste, die quadratisch in ov ist, sagt, ‘daB es zu jedem Flachen- 


punkt P zwei Nachbarpunkte P, und P, auf der Flache gibt, deren 
Normalen die des Punktes P schneiden. Die Piojektionen der Rich- 
tungen PP, und PP, auf, die ry-Ebene sind durch die Gleichung (1) 
bestammt, aus der auch die bemerkenswerte EHigenschaft folgt, daB 
PP, | PP, ist. Die zweite liefert zwei Werte von s— 3’, also in 
Verbindung mit den Gleichungen der Normalen zwei Punkte auf 
dieser, wo sie yon den Normalen der Pankte P, und P, geschnitten 
wird und die als ,centres de courbure“ bezeichnet werden. Die Ab- 
stinde dieser beiden Schnittpunkte ergeben sich als die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung in R: 


gR+hkR + K=O, 
wo: : 


g=rt—s; B=1+ pit aq’; h = (1+ g*)r — 2pqs + (1 4+ pryt. 


‘Die beiden sich ergebenden Werte nennt Monge ,rayons de cour- 
bure“; da& es die von Euler’) gefundenen extremen Werte der 
Kriimmungsradien der Normalschnitte sind, wird nicht bemerkt. Nun 
folgt die geumetrische Konstruktion der beiden orthogonalen Scharen 
_von Kriimmunggslinien, die man erhilt, indem man von jedem 
"Flichenpunkt zu den beiden Nachbarpunkten weitergeht, deren Nor- 
maien die seinigc schneiden, von diesen ebenso zu dritten Punkten uef. 
Man erhialt so zwei Scharen von Kurven, deren Projektionen auf die 
ty-Ebene der Gleichung (1) geniigen. Diese ist also die Differen- 
tialgleichung der Krimmungslinien. Sie la8t sich auch in dic 
Form setzen: 
dp(dy + qdz) = dg(dx + pds). 


Es wird dann durch geometrische lberlegungen gezeigt, daB die 
Flachennormalen langs jeder Kriimmungslinie eine abwickelbare Flache 
bilden; daB also ftir jede Fliche zwei Scharen von solehen Fléchen 


1) Vyl. 8. 546. 
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existieren, und da8 diese sich ebenfalls tiberall rechtwinklig schneiden. 
Davon wird nun sofort eine praktische Anwendang auf den Gewdlbe- 
bau gemacht: némlich man solle die hierzu erforderlichen Steine der- 
art wihlen, daB ihre Fugen die Kriimmungslinien der Gewilbefliche 
bilden. Des weiteren wird dann entwickelt, daB jede dieser Flichen 
eine Rtickkebrkante hat, die den Ort aller Kriimmungezentra der 
Fliche lings der betr. Kriimmungslinie darstellt. Die Gesamtheit 
aller dieser Rttckkehrkanten bildet also eine aus zwei Mianteln be- 
stehende Fliche, die der Ort aller Kriimmungszentra der gegebenen. 
ist, und von det zunichst.die merkwiirdige Kigenschaft nachgewiesen 
wird, daB. dia. scheinbaren Umrisse der beiden Mantel, von wo 
aus man sie auch betrachtet, sich rechtwinklig schneiden. Diese, 
rein geometrisch abgeleitete Bemerkung zeigt schon fir sich allein, 
welche Sicherheit der rféumlichen Anschaueng Monge zu Gebote 
stand. Auch daB die Riickkehrkanten geoditische Linien dieser Zentra- 
flaiche sind, ergibt sich rein geometrisch. 

Nun ist aber ein kleines Versehen zu erwihnen, das Monge 
passiert ist. Er stellt namlich die Bedingung auf, daB die beiden 
Kriimmungsradien gleich sein sollen, und findet (vgl. S. 567) 


h?— Akg = 0: 


Diese Gleichung, sagt er, definiere eme Kurve (courbe sphérique) auf 
der Flache, far deren samtliche Punkte’ die beiden Hauptkriimmungs- 
‘radien denselben Wert habeny der Ort der zugehérigen Krimmungs- 
zentra wire dann die Schnittkurve der beiden Mantel der Zentraflache. 
Dabei hat er jedoch nicht bemerkt, dab h? — 4k*g sich als die Summe 
zweier Quadrate darstellen léBt, daB daher h?—4kh*¥g=0 eine 
imaginaére Flache mit reeller Doppelkurve darstellt, woraus 
folgt, daB es nur einzelne reelle Punkte anf einer Flache, nicht eine 
ganze Kurve gibt, fiir welche die beiden Kriimmungsradien gleich . 
sind. Dies stellt sich auch nachher an dem Beispiel heraus, das 
Monge betrachtet, nimlich am dreiachsigen Ellipsoid (Nr. 19 u. 20). 
Er stellt fair diese Flache die Differentialgleichung der Kriimmungs- 
linien auf, integriert sie und findet die bekannten Resultate; hier 
zeigt sich nun, daB es keine Kurve, sondern bloB vier Punkte gibt, 
fiir welche die beiden Kriimmungsradien gleich sind. Auch hier wei8 
Monge sofort seinen theoretischen Entwicklungen eine praktische 
Gestalt zu geben. Er schligt nimlich vor, dem zu erbauenden Saal 
fiir die gesetzgebenden Versammlungen eine elliptische Gestalt und 
der Decke die Form eines Ellipsoids zu geben. Die Kreispunkte 
wiiren durch helle Lampen zu markieren, die Krimmungslinien sollten 
an der Devke als ,nervures de la vofite“ eine geschmackvolle Dekora- 
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tion geben; die Zyischenriume wiirden Licht- und Luftéffnungen dar- 
stellen. Ob dieser Vorschlag jemals praktisch ausgeftihrt worden ist, 
ist mir nicht bekannt. — Als Anwendung der hier entwickelten 
Theorie der Kriinimungslinien betrachtet Monge folgende Beispiele: 
1. Die Flachen, fir welche die eine Schar von Kriimmungslinien von - 
ebenen Kurv. en gebildet wird, deren Ebenen alle parallel sind 
(Nr. 21—23). Es sind die schon von-Huler in anderem Zusammen- 
hang!) gefundenen Gesimsflichen; Monge gibt noch verschiedene Er- 
zeugungsweisen dieser Filachen an; 2. die Flichen, fiir welche der 
eine Krimmungsradius konstant ist (Nr. 24 und 25). Hier er- 
geben sich die Réhrenflachen mit einer beliebigen Raumkurve als 
Leitiurve; der spezielle Fall, daB diese eine ebene Kurve ist, ist ja 
schon in Nr. 8 erledigt worden. 3. Die Flichen, ftir welche die 
Kriimmungsradien gleich und gisichaeriahtet sind (Nr. 26). 
Als einzige Flache ergibt sich die Kugel, scheinbar allerdings noch 
eine Fiche, die folgendermaSen entsteht: Hs sei eine Raumkurve und 
eine ihrer Evolventen gegeben; beschreibt man ddnn um jeden Punkt 
der Kurve eine Kugel, deren Radius gleich dem Stiick der Tangente 
zwischen Kurve und Evolvente ist, so hat die Enveloppe aller dieser 
Kugeln die verlangte Eigenschaft. Diese Enveloppe reduziert sich aber 
bei genauerem Zusehen auf die Evolvyente selbst, indem jede Kugel 
von der nachfolgenden nicht geschnitten, sondern einschlieBend be- 
rihrt wird. Die Enveloppe ist dann der Ort dieser Berihrpunkte, 
d.h. eben die Evolvente. 4. Das Beispiel, das die wichtigsten Ergeb- 
nisse liefert, namlich die Flichen, fir welche die Krimmungsradien 
gleich und entgegengesetzt gerichtet sind (Nr. 27 und 28). 
Die Bedingung hierfir ist nach den frtiheren Untersuchungen’) h = 0, 
d. h. 7 
(1 + g')r — 2pqs + (1 + p*)t = 0, (1) 


d. h. dieselbe Gleichung, die der ,,citoyen Lagrange“ fir die Minimal- 
flichen gefunden hat.*) Meusnier wird nicht erwahnt; da seine 
Arbeit erst 1785 gedruckt wardé, hat Monge sie vernautlich noch 
nicht gekannt. 
Er stellt nun zunachst nach der friiher (S. D64) angegebenen 
Methode die Differentialgleichung der Charakteristiken auf und findet: 
(1+ q*)dy? + 2pqdady + (1 + p*)dz* = 0. (2) 
Nimmt man dazu die beiden Gleichungen: | 
dp=rdxz+sdy, dq=sdx+tdy 
und die Differentialgleichung der Flache, so kénnen 1, ¢ und 2Y a7 Y eli- 





1) Siehe 8. 553. *) Siehe S. 567. *) Siehe S. 550. 
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miniert werden, wobei s von se!bst mit herausfallt. Es bleibt dann 
eine gewohbnliche Differentialgleichung 1. Ordnung in p und q, namlich: 
(1 + 9")dp — 2pqdpdg + (1+ p*)dq = 0. 

Diese ist leicht zu integrieren und ergibt, wenn « die Integrations- 
konstante ist: 

(1 + at) + (p — ag)? — 0, (3) 
d.h eine Gleichung 2. Grades; die Fliche hat also zwei Scharen von 
Charakteristiken, die durch die beiden Linearfaktoren von (3) definiert 


sind. Bezeichnet man die Konstante fir die eine Schar mit a, fir 
die andere mit f, so lauten die Gleichungen: 


p-aqg=iVi+a; p— Ba=—iV1+ ,. . (4) 
Setzt man die aus (4) sich ergebenden Werte von p und q in 
(2) ein, so ergibt sich die Differentialgleichung der Charakteristiken mit 


den Konstanten « und # an Stelle von p und g. Vorher macht Monge 
noch darauf aufmerksam, daB (2), da: 


pdz +qdy = ds 
ist, sich auch in die Form setzen 1aBt: | __ 
dzi+ dyt+ dsi= 0, 


d.h. er hat gefunden, daB die Linien von der Lange Null (in . 
heutiger Bezeichnung) die Charakteristiken der Minimalflachen 
sind. — Stellt man nun nach (4) die Differentialgleichung der Charak- 
teristiken auf, so zeigt sich, daB sie in die beiden linearen Gleichungen: 


dy +adr=0 und dy + pdz = 0 


zerfiillt, von denen jedoch die erste mit der zweiten Gleichung (4), 
die zweite mit der ersten zusammengehért, so daB die Differential- 
gleichungen der beiden Scharen von Charakteristiken schlieBlich sind: 


p—-aqg=iVl1 st at; dy + Bdzx = 0; ! 
p—Ba=—tV1+ 6; dy+adzr=0 


Die Integration dieser Gleichungen ist schwierig, da im ersten 
Paar B, im zweiten @ nicht als konstant’ betrachtet werden kann; 
durch ein scharfsinniges Verfahren wird sie aber doch ausgeftihrt, und 
so ergibt sich schlieBlich die allgemeine Gleichung der Minimal- 
flachen mit zwei willkirlichen Funktionen ® und ¥, allerdings in 
imaginirer Form, indem die Koordinaten eines Punktes sich folgender- 
mafen durch die beiden Parameter a und f ausdriicken: 


(5) 
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sam —O'(a)+¥'(B); °° | 
y = — O(a) + e@'(a) + ¥(B)— BY’ (A); 

§ = ifo"(e)V1 +eda+t+é w"(8) V1+ dsp 


Eine geometrische Darstellung dieser Flichen vermay Monge 
jedoch nur in der Weise zu geben, daB er sie Element ftir Element 
zusammensetzt. 

Damit werden die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung verlassen und Beispiele ftir solche der dritten Ordnung in An- 
griff genommen. Monge beginnt mit den allgemeinen Regel- 
flachen (Nr 29 und 30), und stellt, durch ganz analoge Betrach- 
tungen wie frither, die sie definierende Gleichung in vier verschiedenen 
Formen auf, némlich: 

1. als partielle Differentialgleichung dritter Ordnung, wobei sur 
Abkiirzung _ 
ot Ver—rt 
t 
gesetzt wird. Die — heiBt, dann: 


a = 


os 


gat + 8 saaay ar + 8a! say + a aa 05 


2. als partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer 
willk@rlichen Funktion, und zwar auf drei verschiedene Arten: 


ptag=— gu); y—«r—y¥(«); #—-(p+aq) = x(a), 


wo a dieselbe Bedeutung hat wie vorher, und g, wv, a willkirliche 
Funktionen sind; 

3. als partielle Differentialyleichung erster Ordnung mit zwei 
willxirlichen Funktionen. Man erhilt die Gleichung durch Elimination 
von @ aus irgend zwei der in 2. aufgestellten drei Gleichungen, so 
daB also noch zwei von den drei Funktionen g, », x in die Gleichung 
eingehen: 

A. in endlicher Form mit drei willktrlichen Funktionen, nimlich: 


y—acr=yle); e—2-g(a) = x(a), 


wo a ein variabler Parameter ist, durch dessen Elimination aus den 
beiden Gleichungen die Flache in die form F (2, y, 8) = 0 gebracht 
werden kann. 

Zanichst wird dann yezeigt, wie man aus der partiellen Diffe- 
rentialgleichung dritter Ordnung ganz ebenso wie bei denen erster 
und zweiter Ordnung die Differentialgleichang der Charakteristiken 
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finden kann, und daB diese Methode auf Gleichungen beliebig hoher 
Ordnung anwendbar ist, die linear in den Differentialquotienten hich- 
ster Ordnung sind. Als zweites Beispiel werden noch die Flachen 
behandelt, die als. Enveloppen einer Kugel von verinderlichem 
Radius entstehen, deren Mittelpunkt sich auf einer gegebenen Raum- 
kurve bewegt (Nr. 31). Den SchluB des Ganzen bildet die schon 
friher (S. 531 ff.) besprochene Untersuchung der Evoluten und Krttm- 
mungaverhéltnisse einer Raumkurve (Nr. 32—34). 

Zam Schlu8 berichten wir noch kurz tiber die Fortschritte der 
Kartographie in unserem Zeitraum, soweit die mathematische Seite 
daran in Betracht kommt. Auch hier hat Euler die erste allgemeine 
Stellung und Lésung des Problems gegeben. Voran gehen einige Arbeiten 
von Kistner’), die sich jedoch nur mit der stereographischen und 
gnomonischen Projektion befassen, sowie ein Abschnitt aus dem [IL Band 
von Lambert, Beytrige zum Gebrauch der Mathematik und deren 
Anwendung (Berlin 1772), 8. 105—192. In der Hinleitung wird ein 
klarer Uberblick tiber die verschiedenen Forderangen gegeben, die an 
eine Karte zu stellen sind (Winkeltreue, Flachentreue usw.) und ge- 
' geigt, inwieweit die verschiedenen Projektiousarten denselben gentigen, 
und wie die Erfillung einer Forderung die Vernachlissigung einer 
anderen nach sich zieht. Eine allgemeine Lisung der Aufgabe, die 
Kugel konform auf die Ebene abzubilden, gibt jedoch Lambert nicht, 
dagegen folgende Formeln fiir die stereographische Projektion: 

md 
a + nda. 





d 
dy = sap + maa; dg — 


Hierbei bedeutet p die geographische Breite, 4 die geographische 
Lange, m und » die partiellen Ableitungen von 2 und y nach 4. Die 
Arbeit verfolgt im weiteren Verlauf mehr praktische Zwecke; von 
Interesse ist jedoch noch die Bemerkung, daB die Mitteilung der 
obigen Formeln an Lagrange diesen zu seinen Untersuchungen tiber 
diese: Fragen (s. S. 575 ff.) veranlaBt habe. 

Kuler entwickelt seine Methoden in einer Abbandlung: ,De re- 
praesentatione superficiei sphaericae super plano“*), und bemerkt ein- 
leitend, daB es sich um die Aufgabe handle, die Koordinaten eines 
Punktes z, y der Ebene als Funktionen der spharischen Koordinaten 
(¢ = geogr. Linge, u = geogr. Breite) so darzustellen, da8 die hierdurch 
bestimmte Abbildung gewissen Forderungen geniige. 


— 





) Theoria projectionis stereoyraphicae horizontalis. Diss. math.. phys. 
Altenburg. 1771, p. 88ff. (1766). Additio ad theoriam proj. ster. hor. Novi 
Goetting. Commentarii, T. 1, p. 138—198 (1770). Theoria projectionis super- 
ficiei sphaericae in planum tangens, oculo in centro posito. % A. P. 1777, I, 
p. 107—-132, 
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Zunachst werden nun die Bedingungen der Kongruenz durch 
analytisch-geometrische Betrachtungen entwickelt und gezeigt, daB es 
nicht méglich ist, diese za erfiillen. Da also hiernach auf die Kon- 


gruenz verzichtet werden muS, kann man andere Bedingungen stellen, © 


und deren analytischen Ausdruck entwickeln. Sollen z. B. Meridiane 
und Parallelkreise sich als zwei orthogonale munvensyeteme abbilden, 
so muB: 

Oxzdx , dy oy ~ 0 


Judt * Oudt 
sein; sollen sie insbesondere in die Parallelen zu den Koordinaten- 
achsen tbergehen, so mub: 


_ & = f(t); y— 9) 


sein. Dies wird auf die Merkatorkarte angewendet. Weiter wird 
eine Abbildung gesucht, bei der jedes Stiick der Kugel sich als ein 
Stiick der Ebene von gleichem Flicheninhalt abbildet, also die 
flichentreue.Abbildung. Da das Fiachenelement der Kugel 


= dudt cos u, das der Ebene = drdy ist, so ist diese Forderung jeden- — 


falls erftilit, wenn: 
cot, y= Bin & 


ist. Hierbei ist das Bild der Erdoberflache ein Rechteck, und natiir- 
lich in den Polargegenden sehr stark verzerrt. 
Nach diesen Kinzelbeispielen wird nun die »Hypothesis , qua 


regiones terrae per similes figuras exhibentur“, d.h. die winkeltreue _ 


oder konforme Abbildung im hentigen Sinne eingehend behandelt. 
Da hierbei das Gradnetz der Erde sicher in zwei orthogonale Kurven- 
systeme tibergeht, so ist jedenfalls notwendig, dab, wie oben, 


Oxdx , dy dy 
page aoe 


ist. Euler setzt nun zur Abkirzung: 


Ox : Ox 


0 oy 
aac): ope jah 8. 


| rp 
Dann ergibt sich als notwendige und hinreichende Bedingung 
der Winkeltreue: 


dz = pau + rdt cos 6; dy = rdu — pat cos u. 


Die Integration dieser Gleichungen wird auf doppelte Art — 
Methodus particularis und Methodus generalis — geleistet. Die erstere 
ist etwas umstandlich, die zweite dagegen sehr bemerkenswert, weil 
hier zum erstenmal komplexe GréBen zur konformen Abbil- 
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dung benutzt werden. Euler sucht nimlich eine lineare Kombi- 
nation dieser Gleichungen so zu finden, daB die rechte Seite in ein 
Produkt tbergeht, um dann die von ihm so oft mit Erfolg') be- 
nutzte Schlu8weise anwenden zu kénnen. Eine solche ist, wie d’Alem- 
' bert gezeigt hat, dz + tdy. 

Hierdurch ergibt sich: © 

dx + idy = (p + ir) (du -- idt cos u). 
Euler setzt nun: 
§ = “= + +) z= Igs— it, 

so daB: 





dg = — a tdt = — iat. 
Es ist dann also: 
dz + idy= (p+ tr) cos u az, 
und wenn die Integration ausftihrbar sein soll, muB (p + ir) - COs 
Funktion von s, nach ausgefihrter Integration also auch x + iy eine 
Funktion. yon g sein, die mit 2I'(2) bezeichnet wird, so daB: 


I'(8) = (p + ir) cos u 


peer 


ist. Dann ist also: 
. e+ iy = 2F (2) = 2 (ig s — #6), 
woraus sofort folgt: 
_ t—ty= 2g s+ ie). 
Hiernach sind also: 
z= Dilg s— it) + Pgs + it), 
ty= Filg s — +t) — I'(lg s°+ 2) 
die Gleichungen, welche die allgemeinste winkeltreue Ab- 
bildung definieren. x und y sind dabei stéts reell. Die Gleichungen 
lassen sich noch etwas umformen, indem s an Stelle von ¢ eingefiihrt 
wird vermége der Gleichung 
“a= §*(cos at — 2 sin at), 
wo a eine beliehige Konstante bedeutet. Die Funktion FP von 2 geht 
natiirlich hierhei auch in andere Funktion von s tiber, die mit A be- 
zeichnet wird. Man erhialt so: 
x= A}s*(cos af — 1 sin at)] + A[s*(cos uf + 1 sin «t)], 
ty = A[s*(cns wt — i sin at)| — A[s*(cos at + ¢ sin at)]. 
Das ist, wie Euler bemerkt, die allgemeinste Lésung der Aufgabe, 
eine Augel su auf.die Ebene abzubilden, daB die kleinsten Teile 
cane valde exiguae) ihren Bildern sholich werden. Wir médchten 


~- i 


1) Vgl. S. 551, 352, 555. 
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nicht unterlassen, noch einmal hervorzuheben, daf die ungemein 
fruchtbare Idee, sur Ld sung dieser Aufgabe komplexe GréBen 
au verwenden, Eulers Kigentum ist. 

Auch die Aufgabe, eine flichentreue Abbildung der Kuyel auf 
die Ebene herzustellen, ist von Kuler gelést worden, und zwar fir 
den Fall, daB das Gradnetz in zwei orthogonale Kurvensysteme iber- 
geht; hier gibt allerdings Euler nur, spezielle Lésungen. In emer 
unmittelbar folgenden Note (,,.De projectione Geographica superficici 
sphaericae“') zeigt er noch, wie die stereographische Projektion einen 
Spezialfall der von ihm aufgestellten allgemeinen Formeln fiir die 
konforme Abbildung darstellt. ~ _ 

Sehr eingehend hat sich Lagrange in einer lingeren Abhand- 
lung: ,,Sur la constraction des Cartes géographiques“*) mit der winkel- 
treuen Abbildung beschaftigt. Zwar geht die Aufstellung der Ab- 
bildungsformeln nicht wesentlich tiber das von Euler Geleistete hin- 
aus; sie lauten némlich bei Lagrange: 

rtiy=f(u+tit); xr—iy = o(u — it), 
wo f und » noch willkirlich sind, aber natéirlich eine reelle Abbil- 
dung nur dann ergeben, wenn sie konjugierte Funktionen sind. Da- 
gegen tritt hier eine ganz neue Fragestellung auf, naémlich wie f und 
gy gewihlt werden mitssen, damit Meridiane und Parallelkreise 
in bestimmte, vorgegebene orthogonale Kurvensysteme der 
Ebene tibergehen Diese Frage wird fiir verschiedene besondere 
Fille gelést. Neu ist ferner, daB Lagrange das VergréBerungs- 
verhaltnis in Betracht zieht; wird dies mit m bezeichnet und ist das 
Linienelement der Kugel: 
ds* = du? + g*dt!, 

80 ist: 

1 ‘ 
q*f (w+ st) (uw — #0) 
Er erértert hierbei auch die Frage, wie der Meridian der Erde be- 
schaffen sein miBte, wenn m konstant sein sollte, und findet natiir- 
lich, daB in diesem Fall die Meridiane gerade Linien sein miiBten 

Die weiteren kartographischen Arbeiten von Schubert, Lorgna, 
Kastner u.a. haben mehr geographisches oder nautisches, als speziell 
mathematisches Interesse. Nur aus einer Abhandlung von Schubert: 
»Ve projectione sphaeroidis ellipticae geographica“*) ‘ist einiges bemer- | 
kenswert; zunichst, daB dort von einer projectio figurae ellipticae 
conforms die Rede ist, was wohl das erste Vorkommen des Wartes 


—— —— 0 ee eee 


mn? = 


') A.-P. 1777, I, p. 188—142. *,) Nouveaux mémoires de }|’Académie 
Royale des Sciences et Belles-Lettres a Berlin 1779. p. 161—210. 3) N. A. P. 


p. 180—146. 2 
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ykonforme Abbildung“ sein dtirfte. Die Arbeit beschiftigt sich 
mit der Frage, welchen Fehler man begeht, wenn bei der Karten- 
projektion die Erde als Kugel angenommen wird. Hierbei wird ein 
nicht uninteressanter Satz bewiesen: wird ein Rotationsellipsoid von 
einem Pankt des Aquators aus auf eine zum Radius dieses Punktes 
senkrechte Ebene projiziert, so gehen sowohl die Meridiane, als die 
Parallelkreise in Ellipsen fiber, die dem Meridian des Ellipsoids ahn- 
lich sind. Der Satz ist bemerkenswert. durch seine Analogie mit dem 
bekannten Satz tiber die stereographische Projektion, da8 jeder Kugel- 
kreis wieder in einen Kreis tibergeht. 


4 


Verbesserungen zu Abschnitt XXIV. 


. 461 letzte Zeile statt: of lies: on. 

. 494 Z, 14 statt: und damit r lies: und damit nach 2) r. 

. 508 Z. 2 v. u. ist der Satz ,,Zuniichst ist... Rede zu streichen, Das Zitat °) 
gehért zu dem Worte ,,angenommen" auf Z. f v. u. 

. 687 Z. 6 v. u. beizuffigen: Auch diese Abhandlung wurde in ihren wesent- 

lichen Bestandteilen spiter in die F. d’A. aufgenommen. 

644 Z. 6 v. u. an ,,l'infini das Zitat *') beizuftigen. 

. 549 Z. 8 statt: mg lies: mJ. 

. 650 FuBnote *) statt: S. 365 lies: S. 565. 

. 652 Z. 14 statt: eine Funktion von @ lies: eine Funktion @ von g. 

. 666 Z. 12 vy. u. hinter Fiche beizufiigen: (die in diesem Fall ein hyper- 
bolisches Paraboloid ist). 

S. 559 Z. 7 statt: bisher besprochenen lies: bisher in diesem Abschnitte be- 

sprochenen. 
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ABSCHNITT XXV 


PERSPEKTIVE 
UND DARSTELLENDE GEOMETRIE 


VON 


GINO LORIA 


Die Perspektive vom Mittelalter bis eu Ende 
des 17. Jahrhonderts. 


Unter dem Namen ,,Perspektive“ (von perspicere = klar sehen) 
haben die Alten die Grundhegniffe und Grundlehren der geometrischen 
Optik zusammengestellt; dies ergibt sich hauptsichlich aus einem 
Werke des Euklid, das wir noch besitzen'). Diese Lehre wurde in 
Kuropa von Ibn Aiwaitats gelehrt und verbreitet (I*, S. 744). Sehr 
bald wurde sie ein Unterrichtsfach in den .mittelalterlichea Universi- 
taiten; infolgedessen fand Johann Peckham, Bischof von Canterbury, 
es fiir notwendig, eine fir die Schulen bestimmte Behandlung der- 
selven zu schreiben (II*, 8. 98); Bradwardin hat dann dieselbe ver- 
schlimmert (5S. 111); auf ahnlichen Grundlagen ist eine Perspektive 
des berihmten Witelo aufgebaut (S. 98). 

Aber mit der Zeit und mit der Entwicklung der Kultur hat sich 
die Bedeutung jenes Wortes ganzlich veréndert. Da der Seh- 
prozeB sich durch geraglinige Lichtstrahlen vollzieht, welche von den 
verschiedenen Punkte:: des Objektes bis zu.den Augen des Beob- 
achters gehen, so ist jeder Augapfel der Mittelpunkt eines ,Seh- oder 
perspektivischen Kegels“. Man stelle sich nun vor, daB zwischen die 
Augen und das Objekt eine durchsichtige Flache (,,Tafel“) gesetzt 
werde, daB man den Punkt bestimme, wo dieselbe von jedem Seh- 
strahl geschnitten wird, ond daB endlich dieser Schnittpunkt mii der- 








Anmerkung zu Absohnitt XXV. {her die Geschichte der Perapektive 
ist die beste Quelle die ,,Histoire de la perspective ancienne et moderne“ (Paris 
1864), von M. Poudra, mit den Zusitzen, welche L. Cremona (,,Sulla storia 
della prospettiva antica 6 moderna* in der Rivista italiana di scienze, letterc 
ed arti, t. V, 1865, p. 226—231, 241—245) dazu gemacht hat, und P. Riccardi (,,Di 
. aleune opere di autori italiani ommesse nella Histoire de la perspective di 
M. Poudra"; Bibl. math. 1889, p. 39—42). Uber dasselbe Thema und die Ge- 
schichte der darstellenden Geometrie sehe man auch den I. Bd. von Chr. 
Wiener, ,,bebrbuch der darstellenden Geometrie“ (Leipzig 1884). 

1) ,,Euclidis Opera omnia“, vol. VIL, Lipsiae 1895; vgi. das IV. Kap. dea 
' Jil. Buches des Werkes von G. Loria, ,,Le scienze esatte nell’ antica Grecia‘ 
(Mem. della R. Acc. die Modena, I. Reihe, XU. Rd., 1909}. 

Cantor, Gespbichte der Mathematik IV. 35 
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selben Farbe verseher. werde, welche der entsprecheade Objektspunkt 
haf, so wird man eine Punktgruppe besommen, welche im Auge die- 
selhe Empfindung hervorraft wie das gegebene Objekt. Nun bildet 
eben gerade die Bestimmmng dieser Punktgruppe auf der Tafel den 
Zweck der modernen Perspektive. Diese besteht aus zwei Teilen: der 
yLinecarperspektive’, welche die Scnnittpunkte der Lichtstrahlen auf 
der Tatel geometrisch zu konstruieren lehrt, und der ,,Luftperspektive" 
weiche den Zweck hat, die Farben der verschiedenen Punkte des 
Bildes zu bestimmen. Nour die erstere kann als ein Teil der Mathe- 
matik betrachtet werden; daher werden wir hier nur auf die Werke, 
welche sie betreffen, eingehen. -Fcrner werden wir auch von unserer 
Analyse alle fiir Kiinstler oder von Ktnstlern bearbeiteten Werke aus- 
schlieBen, welche nur empirische Zeichnungsvorschriften enthalten; sie 
werden von einigen als zur ,,praktischen Perspektive“ gehdrig betrachtei. 

Es erhellt aus dem eben Gesagten, daB die Perspektive die 
wissenschaftliche Gruadlage der Malerei bildet; daher ist es wohl 
naitirlich, daB die Maler die ersten waren, welche sich damit be- 
schaftigt haben. Unter ihnen sind diejenigen, welche mit Euklid. 
vertraut waren, zu endgiiltigen Schltissen und rationellen Methoden 
gelangt. Um das zu beweisen, geniigt es, daran zu erinnern, dab 
Johann van Eyck (1395—1440), welcher in Deutschland als Lehrer 
der Lehrer der Malerei betrachtet wird, den Ruf einer vortrefflichen 
Geometers genieBt'). Andere Beweise derselben Behauptung liefert 
die ganze Geschichte des ersten Entwicklungsstadiums der in Rede 
stehenden Lehre. So verdanken wir dem vielsejtigen Genius des Leon 
Battista Alberti (II’, 8. 292)*) den Grundbegniff von der ,,Perspek- 
tive eines Objektes“ als dem Durchschnitt der Tafel mit dem ent- 
sprechenden Sehkegei oder -Pyramide. Nach ihm begegnen wir 
Pier dei Franceschi, gewéhnlich della Francesca genannt (1406 
oder 1416 geboren, 1492 gestorben), welcher, wabrecheinlich im Jahr- 
zehrt 1470 --1480, ein voijlstindiges Handbuch der Perspektive schrieb, 
das erste, welches in Italien, vielmehr in der Welt, das Licht er- 
blichte; ein Handbuch, welches handschriftlich von vielen ausgenatzt 
oder besser yepliindert wurde, und das erst vor sieben Jahren ge- 





— <a  e 


1 §. Ginthber, ,Geschichte des math. Unterrichts im deutschen Mittel-* 
alter bis zum Jahre 15265" (Berlin 1887), S. 381. Nach G. J. Kern (,,Die Grand- 
ziige der linear-perspektivischen Darstellung in der Kunst der Gebriider van Eyck 
und ihrer Schule‘, I. Bd.. Leipzig 1904) hat Johann van Eyck die Kxistenz 
ces Fluchtpunktes gebannt und denseiben verwertet; aber diese . Behauptung 
wurde von Kk. Déhlemana im Aufsatze Die Perspektive der Briider van 
yck (Zeitschrift f. Math. und Phys., I. Bd., 1905, 5. 419—425) als unbegr‘indet 
bewiesen. ™ Vgl. G. Loria, ,,Per L. B. Alberti (Bibl. matb. 1435, p. 9—12). 
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druckt wurde"). Um tber ein solches Thema zu schreiben, war 
der bertihmte. Maler vortrefflich vorbereitet, da er als Jing- 
ling die Geometrie griindlich studiert hatte; im der Tat sagt Vasari 
von ihm, daB er ,raro nelle difficolté dei corpi regolari e nell’ arit- 
metica e nella geometria“ war, und daf ,,i libri meritamente gli 
hanno acquistato nome del miglior geometra che fusse nei tempi 
suoi“. In seinem Lehrbuche iiber die ,Perspective‘ hat Piero den 
Albertischen Begriff von der ,,Perspektive eines Kérpers“ benutzt 
und weiterentwickelt; ferner hat er zuerst Verfahren angewandt, 
welche ihre volle Entwicklung viel spiiter in der darstellenden Geo- 
metrie fanden (z. B. die Anwendung der Drehung der objektiven 
Figuren, um die Perspektive leichter zeichnen zu kénnen) oder welche 
gewohnlich unter dem Namen anderer gehen; endlich war er der 
erste, welcher, um die Perspektive eines Korpers zu erhalten, die 
entsprechenden Projektionen einer Reihe ebener Schnitte derselben — 
betrachtete, und, bevor Leibniz den Begriff der Einhillenden einer 
Kurvenschar noch im allgemeinen festgestellt hatte, sehr klar sah, 
daB alle die Kurven jener Reihe den UmriB des Kérpers beriihren.*) 
Ais dritten in dieser Gruppe von Italienern, welche zugleich 
Maler und Geometer waren, finden wir Lionardo da Vinci, den 
Vertusser eines hinterlassenen ,,Trattato della pittura‘ (Rom 1651), 
welches trotz des Titels kein organisches Werk, sondern nur eine 
Sammlung vereinzelter Bemerkungen ist, wo mehrmals ein ,Trattato 
di prospettiva“ zitiert wird; welcher aber verloren gegangen zu. sein 
scheint. Unter diesen Bemerkungen werden wir nur die folgende an- 
fiihren: ,,Die Linearperspektive bezieht sich auf die Linien, um das 
MaB za untersuchen, wie viel die zweite Sache kleiner sei als die 
erste, und die dritte als die andere, und also von Grad zu Grad bis 
zu der letzten Weite der sichtbaren Objekte. Ich habe durch die 
Erfahrung gefunden, daB wenn das andere Objekt ebensoweit 
von dem ersten entfernt ist, als das erste vom Auge absteht, gleich- 
wohl das andere um die Hilfte kleiner als das erste sein wird, ob 
sie schon einerlei GréBe unter sich haben. Und wenn das dritte 


- 








1) Petrus Pictor Burgensis, De prospectiva pingendi, herausg. von 

Dr. Winterberg (StraBburg 1899); vgl. eine Mitteilung von G. Pittarelli in 
wAtti del congresso internazionale di scienze storiche, vol. XII, Rom 1904, p. 251 
bie 266; Libri hat in der Note III des IV. Bd. seiner ,,Histoire'' eine klare Ubersicht 
fiber die in Rede stehende Arheit gegeben. *) Nach Ignazio Danti (vgl. 
das- Vorwort seiner Auflage von Barozzi, von der wir spiter sprechen werden) 
und @. Pittarelli ist Piero auch der Verfasser dea Buches Uber die regel- 
misigen Polyeder*, welches Luca Paciuolo als sein Kigentum in seine , mvs 
proportione'-eingeschoben hat (vg). if*, S. 341). 
38%. 
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Objekt iv gleicher Weise von dem anderen entfernt ist, wird es um 
< kleiner sein, und also von Grad zu Grad durch gleichen Abstand 


allezeit eine proportionale Verminderung statthaben.“ Ist es nun 
nicht tiberraschend, daB mar diese empirische Bemerkung durch 
einfache geometrische Uberlegungen als vollkommen richtig heweisen 
kann? *) 3 | 

Von einem letzten berithmten Maler miissen wir noch sprechen: 
von Albrecht Ditrer, dessen geometrische Werke schon grindlich 
studiert wurden (Il?, &. 459—-468)*). Darin findet man viele die 
Perspektive betreffende Stellen (sie wurden wahrscheinlich von Pietro 
(dei Franceschi inspiriert) und die Beschreibung eines neven und 
zwar des &ltesten Apparates, um eine Perspektive mechanisch zu 
zeichnen. Ist das etwa hinreichend, um schlieBen zu kénnen, daB 
Diirer ,,die erste darstellende Geometrie in deutscher Sprache ge- 
schrieben hat“?*). Oder ist es nétig und geniigt es, um za dieser 
Folgerung zu kommen, die zahlreichen deutschen Werke anzufiihren‘*), 
welche von Diirers Werk. inspiriert wurden und es zam Modell 
‘nahmen 4 

Aus den Hiinden der Kénstler ist die Perspektive in die der 
Mathematiker tibergegangen infolge einer der vornehmsten Arbeiten 
des Federico Commandino (II?, S: 553)5). Es ist der Band des 
berihmten Kuommentators, -welcher die Uherschrift tragt: ,,Ptolemaei 
Planisphacrinm, Jordani Planisphaerium, Federici Commandini Urbi- 
natis in Planisphaerium commentarius, in quo universa scenographices 
ratio quam brevissima traditur ac demonstrationibus confirmatur“ 
(Venetiis 1558). Das Werk von Ptolemius, um welches es sich 
hier handelt, evthilt bekanntlich die Grundzfige der sogenannten 
,stereographischen Projektion*; das Buch von Jordanus Nemorarius 
hehandelt dasselbe Thema ausfibrlicher. Der Kommentar (omman- 
dinos ist ein kurzer Traktat tiber die Linearperspektive, welcher zu 
dem Zweck geschrieben wurde, die Prinzipien festzustellen, welche 
der groBe griechische Astronum als Grundlagen seiner Projektions- 
methode gewahlt hat. Um diesen Zweck zu erreichen, setzt Com- 
manhdino voraus, daB die betrachteten Figuren auf zwei zueinander 
vrthogonale Ebenen bezogen werden (eine horizoutale und eine verti- 


1) Lambert, ,Die freye Perapective", II. Aufl., Il. Bd. S.17-  % Vyl. auch 
Ginther, o a. O., S. 554—3870. *) verhardt, ,,Gesachichte der Mathematik 
in Deatschland" (Mtinchen 1877), 8.26. ‘) Kistner, ,Geschichte der Mathe- 
matik’, Il Bd, Gdttingen 1797, 8.9. *) Man sehe auch: Tiraboschi, ,,Storia 
della letteratura italiana, Vol. VI, Venezia 1796, -p. 479—481; Libri, ,,Hiatoire 
des sc. math. en Italie’, t. Ill, p. 113. 
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kale), daB die Tafel za beiden rechtwinklig sei und daB das Auge sich 
auf der Vertikalebene befinde; die Tafel wird auf die Vertikaledene 
umgelegt vermittels Drehung um ihre Vertikalachse. Unter Annahme 
solcher Voraussetzungen gelangte Commandino zu zwei sehr be- 
merkenswerten Konstrpktionen der Perspektive eines  beliebigen 
Punktes der Horizontalebene, welche er sodaun anwendet, um die 
Perspektive der Kreise einer Kugel zu finden. Eive der erwihnten 
Konstruktionen war schon bei den Praktikern im Gebrauch; aber 
(‘ommandino kannve sie sicher nicht, denn er scheint die friiheren 
Werke tiber die Perspektive nicht studiert zu haben, weil er ihre innige 
Verbindung mit den ptolemaischen Untersuchungen nicht bemerkt 
hatte. Diese Arbeit des gro8en Kommentators schien und war in der 
Tat auch zu einseitig und wissenscnafilich; die Maler und die Archi- 
tekten, welche dieselhe benutzen woillten, fanden sie unvollstandig 
und zu schwer; daher hielt es ein gelehrter Pralat, Daniele Bar- 
baro (1513—1570)!), ftir der Miihe wert, ein neues Lenrbuch tiber 
die Perspektive zu schreiben, welches zngleich dem _ Bediirfnisse 
der Praktiker und den Forderungen der Theoretiker geniigte. Nach- 
dem er sich daher mit Unterstiitzung eines gewissen Johann Zam- - 
berti mit jener Lehre geniigend vertraut gemacht hatte, schrieb er 
ein Buch tiber: ,La pratica della prospettiva; opera molto profitte- 
vole. a pittori, scultori et architetti* (Venezia 1559). Es ist ein 
Werk, welches hilt, was es in seinem Titel verspricht: daher verdiente 
es die freundliche Aufnahme, welche es wegen seines reichen Inhalts 
allyemein fand. Der Geschichtschreiber darf aber nicht nnterlassen, 
darnauf hinzuweisen, daB Barbarn®), nicht nur vieles von Piero della 
Francesca sich aneignete, sondern auch versuchte, das ganze Werk 
desselben in MiBkredit 2u bringen, um von dem Leser den Verdacht 
eines Plagiats méglichst fern zu halten. . 

Auf Daniele Barbaro folgt der Zeit nach ein bertihmter 
Kiinstler: Jacopo Barozzi aus Vignola, als Gesetzgeber in der 
Architektur unter dem Namen ,,Vignola“ uallgemein bekannt (1507 
bis 1573), welcher das Gliick hatte, in einem sehr bedeutenden Mathe- 
matiker, Eguatio Danti?) (1637—1586), einen gewissenhaften Ver- 
leger und geistreichen Kommentator zu finden. Das in Rede stehende 


1) Biographische Nachrichten tiLer diesen Celehrten findet man bei: Maz- | 
zucchelli, ,Gli scrittori d'Italia, T. II, P. 1, p. 247; Tiraboschi, a. a. 0O., 
p. 474, *) Vgl. das Vorwort zu dem Werke von Vignola-Panti, von dem 
wir sogleich sprecken werden, und Pittarelliin der o. a. Mitteilnng, S. 262. *) Vgl. 
Libri, t. IV, p. 87; Tiraboechi. aa. 0., p. 456—459, wo sucu ‘iber andere 
Mitglieder der Familie Danti, die sich mtt den Wissenschaften benchiftigten, 
berichtet wird. 
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ferk') wurde 1530 verfaBt, ging handschriftlich durch viele Hinde 
und wurde vom Verfasser mehrmals durchgesehen und umgearhbeitet; 
der Sohn Vignolas tibergab nach dessen Tode die letzte Bearbeitung 
Danti zur Verdffentlichung. — Vignola setzt, den Gewohnheiten 
seiner Zeit folgend, immer voraus, da8 die Tafel vertikal sei, und 
daB man eine Horizontalebene als Trager aller betrachteten Figuren 
habe; von jedem Punkt des Ké6rpers nimmt er die Orthogonal- 
projektion auf dieser Ebene und die entsprechende Hohe als gegeber 
an; und um die Perspektive dieses Punktes zu finden, beginnt er mit 
der Bestimmung der Perspektive seiner Orthogonalprojektion. Die so 
entstehende Beziehung zwischen der Horizontalebene und der Tafel 
ist?) eine Homologie, die vom Verfasser auf zweierlei Weise kon- 
struiert wird. Mindestens eine von diesen Konstruktionen ist neu. 
Die Erlauterangen Dantis sind sehr bemerkenswert, nicht nur wegen 
ihres streng euklidischen Stils und wegen der wertvollen geschicht- 
lichen Nachrichten, welche sie fiber die Untersuchungen der ilteren 
Perspektiveforscher enthalten, sondern auch weil sie den Beweis von 
der in einigen besonderen Fallen vorhandenen Existenz der sogenannten 
* ,punti di concorso“ enthalten, die ein wenig spiter ihren siegreichen Kin- 
zug in unsere Wissenschaft halten sollten. Diese vortrefflichen Kommen- 
tare und der grofe Wert des Originals selbst verschafften der Arbeit 
einen ungeheuren Erfolg; sie wurde mehrmals neu aufgelegt, ferner 
ins Lateinische, Franzdsische, Englische, Deutsche und Russische tiber- 
setzt; man sagt sogar, dab’ Peter der GroBe es nicht verschmaht 
habe dieselbe zu kommentieren!*) 

Auch Giambattista Benedetti (Il’, 8. 565)*) muB unter den 
Mathematikern aufgefiihrt werden, welche sich mit der Perspektive 
Leschiéftigten; denn der II. Teil seines Werkes ,,Diversarum. spe- 
culationum mathematicarum et physicarum liber“ (Taurini 1585) ist 
betitelt ,De rationibus operationum perspectivae“ und scheint den 
Zweck zu haben, einige bei den Malern tibliche Verfahren zu berich- 
tigen. Schon vor Benedetti hatte zwar Danti bereits die Notwen- 
digkcit erkannt, derartige Berichtigungen zu geben; aber der Weg, 
welchen Benedetti einschlagt, um zum Ziele zu gelangen, ist zum 
Teil neu. Es mige noch bemerkt werden, daB der Verfasser ftir 
jodes poe eine ,figura corporea* und eine figura superficialis“ 


') ,Le due regole della prospettiva pratica di M. Jacopo Barozzi da 
Vignola, con i commentari di Egnatio Danti. Roma, I. ed. 1588; Il. ed. 1644. 
*) Kine Bemerkung von Chasles (,,Aperca historique‘, II. Aufl, 1875, p. 348). 
9) Liraboschi, ,,Biblioteca modenese“, T. J (Modena 1781), p. 1761. Tram on- 
tini, ,,Elogio di . Barozsi (Modena 1525). ‘) Man sehe auch Libri, T. II, 
p.121 und Note XXY. 
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(d. h. eine schematische und eine wirkliche Figur) gibt, ein System, 
welches von dem hochbedeutenden Gelehrten Guido Ubaldo del 
Monte (1545—1607) (vgl. H?, 8. 568)'), zu dem wir uns jetzt 
wenden, bestindig verfolgt und ausgefithrt wird. 

Die hohe Bedeutung der Arbeiten del Montes tiber, die Mechanik 
wurde von Lagrange und den nachfolgenden Historikern vollkommen 
erkannt (IJ?, S. 568ff.). Kinen nicht minder hervorragenden Platz 
verdient er in der Geschichte der Geometrie als Verfasser der _,,Per- 
spectivae libri sex“ (Pisauri 1600), eines Werkes, das nicht nur als 
einer der glinzendsten Edelsteine der italienischen Literatur, sondern 
auch als eines der héchsten Produkte des menschlichen Geistes fiber- . 
haupt betrachtet werden mu8. Alle diejenigen, welche es genauer 
kennen lernten, haben es sehr bewundert. Und wenn die Verehrer- 
zahl nicht sehr groB ist, so beruht das darauf, da8 viele Mathematiker 
es mit Unrecht ftir ein Werk hielten, das nur den Kiinstlern gewidmet 
sei, und diese hingegen zum gréBten Teil ein im reinsten euklidischen 
ptil geschriebenes Werk schwierig fanden.. Um die auBerordentliche 
Wichtigkeit der ,,Perspective‘.del Montes zn beweisen, geniige es, 
darauf hinzuweisen, daB im I. Buch der Satz in seiner All- 
gemeinheit bewiesen ist, daB die Zentralprojektion eines Systems 
_paralleler Geraden im allgemeinen ein Biischel ist, eine Tatsache, 
welche man zwar schon vorher empirisch festgestellt hatte, dessen 
rationelle Erklirung aber nicht einmal versucht worden war’). Daf 
der Verfasser sich der Bedeutung dieser Entdeckung wohl bewuBt 
war, erhellt aus dem Titelblatt seines Bandes, wo man die neben- 
stehende Fig. 62 sieht . 
mit dem Motto: ,,citra -—— 
dolam fallimuré. Del  ~"- 
Monte verdanken wir 
- auch die Benennung 
»ypunctum concursus“ fiir 
den Mittelpunkt des 
Bitschels, welches die 
Projektion einesSystems 
paralleler Geraden ist, 
eine Bezeichnung, wel- 
che die nachfolgenden 
Schriftsteller einstimmig annahmen. — Im II. Buch wird die Theorie 





es 


1) Vgl. Ticaboschi, a. a. O., p.475—478. *) Als eine nicht uninteressante 
Kuriosit&t midge das Folgende erwihnt werden (vgl. 8. 544): In Tinseaus Abhand- 
lung ,,Solutione de quelques problémes rétatifs & Ja théorie des surfaces courbes 





786 —Cts Abschnitt \XV. 


von den Konkurspunkten auf die Konstrauktion der Perspektive von 
Punkten der Horizontalebene angewandt (die Tafel immer vertikal 
vorausgesetzt); der Verfasser setzt zuerst die Konstruktion mitiels 
einer Raumfigur aaseinander, stiirzt dann die Tafel auf die Horizontal- 
ebene um und gelangt so zu einer vollstandig ansfiihrbaren . Kon- 
straktion. Diese wird dann in nicht weniger als 23 verschiedenen 
Formen dargestellt, und der Verfasser fiigt noch hinzu. daB andere 
nur der Kiirze wegen nicht mitgeteilt wurden. Alle sind bemerkens- 
wert, schon allein deswegen, we:l der moderne Leser darin viele Be- 
griffe, welche der Lehre der Homologie anyehéren, unbewuBt ange- 
wandt finden wird. Ohne uns bei alien Anwendungen anfkalten zu 
wollen, welche der Verfasser von diesen Konstrnuktionen macht, be- 
merken wir nur, daB del Monte auch einige hesondere Fille der 
umgekehrten Aufgabe der Perspektive betrachtet hat, wie zB. die 
folgenden: einen Punkt zu bestimmen, dessen Petspektive man kennt‘; 
»die Lage der Augen zu finden, wenn die Perspektive einer gegebenen 
Geraden hekannt ist“ — Der Zweck des HI. Buches ist die Kon- 
struktion der Perspektive der Héhen (iiber der Horizontalebene) de: 
Ravmfiguren zu zeichnen; der Verfasser betrachtet zuerst die Pro- 
jektionen von Figuren, die in Ebenen liegen, welche zur Horizontal- 
ebene parallel sind, dann diejenigen, welche believigen Ebenen an- 
gehéren, macht sodann viele Anwendungen davon und _ betrachtet 
schlieBlich die Perspektive auf nicht ebene Bildtafeln. Aus dem Inhalt 
des IJI. Buches ersieht man, daB es, um die Perspektive einer belie- 
bigen Figur zu finden, notwendig ist, ihre Orthogonalprojektion auf 
die Horizontalebene (,,ac trito vocabulo plantam nos Itali appeliamus“) 
zu keunen und von jedem Punkt die entsprechende Hihe. Und nun 
ist der Haupteweck des IV. Buches des in Rede stehenden Werkes 
der, heides ftir eine ‘geometrisch definierte Figur zu hestimmen. Was 
der Verfasser lehrt, gibt sogleich die Darstellung jener Figuren durch 


die Methode der kotierten Ebene (wir gebrauchen diese moderne ~ 


Ausdrucksweise, um klarer za sein) und mit wenigen anderen Bemet- 
kungen befahigt er uns avch, die Vertikalprojektion derselben 20. 
finden. Bemerkenswert sind die anwendungen auf die regelmiBigen 
Polyeder und den Kreis. — Jin V. Buch wird ausfiihrlich bewiegen, 


~ 
_—— so 





et des courhes 4 double courbure* (Mém. prés. na: divers savante, T. IX, 1780, 
p. 593—642) findet man einen sekr einfachen Beweis des Satzes: ,,die Projek- 
tionen mebrerer paralleler Geraden gehen alle durch den Schnittpunkt der Tafel 
‘wit dem Stiahle, welchcn man vom Auge parallel zu jenen Geraden ziehen 
kann", cin rinzip, sagt Tinseau, ,dont les auteara de perspective ont jusqu'ici 
cherché ‘a preuve. les une dans !a métaphysique, ies sutres dans les considé- 
artions eur Vinfini, Tinseau karnte gewiB nicht des Werk del Montes! 


Pe 0 ne Ne pig ee ei a ne : 
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wie man das Geseagte auf die Zeichnung der Schatten anwenden’ 
kenn (die Lichtquelle im Endlichen vorausgesetzt). — Das letzte Buch 
bebandelt ein Gebiet, welches ein groBes praktisches Iuteresse besitzt 
und daher die Aufmerksamkeit der Gelehrten von den Griccben bis 
Daniele Barbaro auf sich gezogen hatte: wir meinen die Zeichnung 
der Theaterbfibnen. Auch fir die zu diesem Zweck yeeigneten Ver- 
fahren gelingt es de] Monte, einc wissenschaftliche Grundlage zu 
geben. Daher behilt seine ,,Perspectiveé bis zum Ende den Wert, 
welchen sie bereits auf den ersten Seiten hatte, und weleher ilm 
.wirdig machen wiirde, unter den Klassikern der exakten Wissen- 
schaften zu erscheinen. 

Wir miiBten jetzt tiber das Werk ,Opticorum Libri VI“ berichten, 
das von Fr. d’Aiguil!on in Antwerpen im Jahre 1613 verdéffent- 
-licht warde; aber was iiber dieses voraiigliche Werk bereits gesagt 
wurde (Il*, S. 695), ist wohl hinreichend, um sich eine klare Vor- 
stellung von seinem Inhelt und Zweck bilden za kénnen. 

Ungefahr um dieselbe Zeit beschiftigte sich mit der Perspektive 
ein anderer und zwar sehr beriihiater belgischer Geometer, Simon 
Stevin (Il*, 8S. 572). Sein ,.Traité d’optique’ enth&lt seine diesbe- 
ziglichen Entdeckungen, tiber welche Chasles urteilt'): ,.... mais 
nous nous étonnons que l'on passe sous silence Stevin qui... uvait 
‘aussi innové dans cette matiére, qu'il avait traité en géometre pro- 
fond, et peut-étre plus complétement qu’aucun autre, sous le rapport 
“théorique. Ainsi nous ne trouvons que dans cet auteur la solution 
géom¢trique de -cette question, qui est l’inverse de la perspective: 
étant données, dans un plan et dans une position quelconque lune 
par rapport a Pautre, deux figures qui sont la perspective l'une de 
Yautre, on demande de les placer dans l’espace de maniére que la 
perspective ait lien, et déterminer Ja position de leeuil. Stevin, il 
est vrai, ne résout que quelques cas particuliers de cette- question, 
dont le plus difficile est celui o& I’une des figures est un quadrilatere 
et la seconde un paral:élogramme...“ Chasles hatte auch hinzufiigea 
kénnen, daB Sirvin den folgenden Fundamentalsaty der Methode cer 
Zentralprojektion entdeckt und bewiesen hat: ,,Weun sich dic Bildtafel 
um ihre Schnittlinie mit der Horizoutallinie dreht, und wenn sich zu- 
gleich der Beobachter um seine FitBe dreht, und zwar so, daB er 
besténdig parallel zur Tafel bleibt, so wird die Pers).ektive zwischen. 
Horizontal- und Rildebene nicht gest3rt; sie bleibt auch dieselhe. 
wenn die genannten Ebenen «:sammenfallen“*). Durch einige ge- 


—_—— ee 





*) »Apercu historique, p. 347. *) ,, Oeuvres de stevin"; ¢d. Girard, p. 533 
Vgl. G. Loria, ,,Vorlesangen iiber durctellende Geometrie", I. Bd., Leipzig 1997, 
8, 131. 
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‘achickt gewahlte Anwendungen beweist Stevin die Nitzlichkeit 
dieses schénen Satzes. 

Girard Desargues, welcher eine so hervorragende. Stellung in 
' der Geschichte der theoretischen Geometrie einnimmt (II?, S. 674—678), 
behauptet diese Stellung nicht minder in derjenigen der verschiedenen 
Zweige der Ingenieurwissenschaft. Ja vielmehr kénnte man behaupten, 
daB die theoretischen Arbeiten Desargues’ nichts anderes als Neben- 
produkte seiner Bemtihungen seien, um einigen praktischen bei Archi- 
tekten und Malern itblichen Verfahren eine wissenschaftliche Grund- 
lage 2u geben. Eine solche Hypothese erscheint wohl gerechtfertigt, 
wenn man bedenkt, daB er im reifen Alter (Oktober 1647) erklirt 
hat: ,je n’eus jamais de goust a |’estude ou recherche, n’y de la 
physique, n’y de la géometrie, sinen en tant qu elles peuvent servir 
& Vesprit, d'un moyen d’arriver & quelques sorte de connaissance des 
causes prochaines des effets de choses qui se puissent reduire en acte 
effectif, au bien et commodité de la vie qui soit en usage pou: 
Yentretien et conservation de la santé“*). Die alteste gedruckte Arbeit 
von Desargues ist eine ,Méthode universelle de mettre en perspec- 
tive les objets donnés:réellement ou en dévis, avec leurs proportions, 
mésures, éloignements sans employer aucun point qui soit hors du 
champ de Pouvrage“ (Lyon 1636; Oeuvres, I, p. 53—84). Sie fangt. 
mit einem Verzeichnis neuer Namen an, um die Grundelemente der 
Lehre der Perspektive zu bezeichnen, Namen, welche von den Zeit- _ 
genossen des Desargues als tiberfitissig, schlecht gewahlt und daher 
tadelnswert angesehen wurden’). Wenn diese in dieser Beziehung 
vielleicht nicht ganz unrevht haben, so haben sie es dagegen gewiB, 
als ihre,Pfaile sich gegen die von ihm ersonnenen Methoden richteten, 
Methoden, deren-Quintessenz die folgende ist: Eine beliebige Figur 
ist vollkommen bestimmt in bezug auf ein rechtwinkliges Trieder, 
dessen Kanten OX, OY, OZ seien, falls von jedem ihrer Punkte die 
Entfernungen von den HEbenen YOZ, ZOX, XOY gegeben sind. 
Ein Ahnliches gilt fir eine ebene Figur. In beiden Fallen kennt man 
von den betrachteten Punkten die Cartesischen Koordinaten; un® ~ 
gekehrt kann man, wenn man von einem Raumpunkte P die Car- 
tesischen Koordinaten x, y, ¢ kennt, die Lage des Punktes wie folgt 
finden: Man trage auf OX die Strecke OM =z ab, man ziehe von 
M die Strecke MN = y parallel za OY, endlich die Strecke NP =a 
parallel za OZ. Um nun die Perspektive von P zu finden, schlagt - 





. ) , Oeuvres de Desarguea’; éd. Poudra, Paris 1864, L Bd., p. 487. 
*; Vgl. die Urteile von Beaugrand und Curabelle in den noenires: 3 de Des- 
argues". IY Bd., p. 355 und 388, 
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Desargues vor, diese Konstruktion vom Raume auf die Bildtafel zu 
tibertragen (d. h. ,de pratiquer la perspective conformement au gév- 
métral“). Der Leser wird hier gewiB den Grundgedanken der neueren 
- Axonometrie klar ausgedriickt finden. In der Entwicklung desselben 
setzt Desargues voraus, daB die gegebene Horizontalebene als 
xy-Ebene angenommen werde, und deren Schnittlinie mit der Tafel 
als 2-Achse sowohl auf der Tafel, als auch im Raume. Die zu 
OX parallelen Geraden haben als Projektionen eben ‘andere zu OX 
parallele Geraden, wihrend die zu OY oder OZ parallelen zwei 
Biischel nicht paralleler Geraden geben. Zwei Skalea Aquidistanter 
Punkte auf OY und OZ (,échelles de petits pieds“) geben auf der 
Tafel zwei nicht-regulére, aber konstruierbure Punktreihen. Mittels 
dieser und der obigen Bischel kann man, wie leicht ersichtlich ist, 
die Perspektive einer beliebigen Figur zeichnen. 

_ Nicht nur ihre Neuheit lieB die Methode des Desargues 
den Zeitgenossen so schwierig erscheinen, sondern auch der Um- 
stand, daB er sich damit begntigt hatte, seine Idee nur anzu- 
deuten und auf ein besonderes Beispiel allein angewandt ausein- 
" anderzusetzen. Man muf noch hinzufiigen, daB8 er keinen (te- 
brauch von den Konkurspunkten gemacht‘hat, deren Theorie del 
Monte schon festgestellt hatte; aber in einem den_,,contemplatifs“ 
gewidmeten’ Anhang lehrte er die Transformation durch Projektion 
eines Systems paralleler Geraden in ein eigentliches Btischel, wie auch 
‘die (iibrigens von Stevin schon beobachtete) umgekehrte Transfor- 
mation, die stattfindet aus einem Biischel, dessen Mittelpunkt auf 
einer Parallelen liegt, die vom Auge auf die Tafel gezogen wird. In 
dieser Gruppe von Theoremen hat Desargues ,une fourmiliére de 
grandes propositions“ erkannt. Zum Schlusse hat er versichért, in 
der Lage zu Sein, das folgende wichtige Problem aufzulésen: Jn der 
Ebene eines Kegelschnitts, dessen Perspektive man sucht, die Geraden 
za bestimmen, welche in die Achsen dieser letzteren sich projizieren“. 

Im Jahre 1640 verdffentlichte Desargues ein anderes Werkchen 
mit dem Titel: ,,Brouillon-projet d’exemple d'une maniere univer- 
selle touchant la practique du trait a preuves pour la coupe des 
pierres en Jl’architecture; ot de Jeclaircissement d’une maniére de 
reduire au petit pied en perspective comme en géometral et de tracer 
tous quadrans plats d’heures égales au sdleil“ (Oeuvres I, p. 803 ff.). 
In dem Teil, welcher in diesem Augenblick allein uns intcressiert, 
hat sich Desargues die Aufgabe gestellt, die Augen sowohl den- 
jenigen zu Sffmen, welche seinen Methoden jeder Wert ableugneten, 
da sie dieselbea nicht verstanden hatten, als auch denjenigen, welche 
ihnen jede Originalitét absprachen. Wenn man auch 2zugeben muB, 
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daB die zweite Verdffentlichung Desargues’ weniger biindig ge- 
schrieben ist, als seine erste, so zeichnet sie sich doch nicht darch 
allzu groBe Niarheit aus, so dab man bezweifeln kaiun, ob er den 
ersten Zweck erreicht hat; es mu indessen bemerkt werden, daB er 
mebrere Personen nennt, welche imstande waren, seine Methoden 
anzuwenden. Unter diesen finden wir den ,graveur“ Abralam Bosse 
(1611—1678), welcher im Jabre 1648 ein Lehrbuch der Perspcktive 
herausgab'), in dem man eine wertvolle Note findet (vgl. Oeuvres de 
Desargues I, p. 303—358). Sie bildet eine wichtige Erginzang zur 
ersten Broschtire Desargues’, da man in derselben einige wichtige 
Hhlfssitze zur Perspektive und Vorschriften fiir den Gebrauch des 
,optischen oder Proportionszirkels“ beim perspektivischen Zeichnen 
tindet. Wir haben die Pflicht, zu bemerken, daB die Prioritaét der 
Auwendung desselben Desargueés in einem ,Abrégé ou Racourci de 
Ja perspective par limitation’ (Paris 1643) von Vaulezard abye- 
stritten wurde, ein Werk, das in seiner sehr langen Oberschrift 
unsern Cieometer als ,,celui qui se vante d’avoir ]’unique secret et les 
manitres de ia perspective“*) bezeichnet. 

A. Bosse, von dem wir soeben gesprochen haben, ist der- 
jenige, welcher mehr als alle anderen sich bemiht hat, den Ideen 
des Desargues zum Siege zu verhelfen. Unter seinen zu diesem 
Zwecl: geschriebenen Werken fiihren wir noch zwei andere an: 
cas Buch ,Moyen wuniversel de pratiquer la perspective sur les 
tableaux ou’ siffaces irréguli¢res“ (Paris 1653; vgl. Oeuvres de ~ 
Desargues, II, p. 16—-33), auch eine Frucht des Desarguesschen 
Unterrichts, dessen Thema schon von del Monte gestreift worden 
wur5), und den ,.Traité des pratiques géométrale et perspective 
enseignés dans V’Académie royale de peinture et sculpture“ (Paris 
1656; Oenvres de Desargues, II, p. 35-47), welcher zwar nach Des- 
argues’ Tod erschienen ist, aber dessen Methoden zur Konstruktion 
von Basreliefs auseinandersetzt, Methoden, welche Desargues die 
Wiirde des Beyrainders der Relief-Perspektive sichern. Es mag 
zuletzt noch bemerkt werden, daB mit den Untersuchungen des 








') ,.Manitre universelle de M. Deaargues pour pratiquer la perspective par 
petits pieds corome le gccmetral, ensemble les places et les proportions, touches, 
teintes-et couleurs“, Paris 1648. -  Poudra, ,,Histoire de la perspective", 
p. 310. Aus dem hier gegebenen Bericht erhellt, daB das ,,Abrégé“ eine 
wissenschaftlich geschriebene Axbeit ist, welche die erste Andeutung des 
Problems gibt, cine Figur 7u bestimmen, von der mebrere Perspektiven ge- 
geben sind ‘Hauptaufgabe der nocueren theoretischen Photogrammetrie). 

5) Darin betindet sich der Uinti8 einer Ringflache als die Einhtillende der Pro- 
jektionen ‘ler Kreive der Flache (.,%euvres de Desargues", I. Bd., p. 22). 
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Desargues tiber die Pérspektive im allgemeinen wahrscheinlich die 
geheimnisvollen und jetzt verlorenen ,.Lecons de ténebres* in engem 
Zusammenhang stehen, wo die Kegelschnitte als von einem erleuch- 
teten Kreise geworfene Schatten betrachtet waren, das Licht im End- 
lichen vorausgesetzt, um keine Kurve auszuschlieBen. 

Hine andere Schrift, in welcher die Methoden des Desargues 
erklirt und entwickelt sind, ist die ,Perspective adressée aux théo- 
riciens“, die Poudra am Ende der Bosseschen ,,Perspective‘ einge- 
schaltet fand (Oeuvres de Desargues, I, p. 439—462); sie hat ‘den 
Zweck, die Angriffe zurtickzuweisen, welche gegen Desargues in dem 
Werke ,,La perspective spéculative et théorique. De V’invention du 
feu Sieur Alleaume“ (Paris 1634) gerichtet worden waren.‘) 

Einen ganz anderen Standpunkt Desargues gegentiber, dem von 
Bosse ganz entgegengesetzt, nahm Curabelle ein, dessen heftige 
und unbegriindete Kritiken wahrscheinlich emer verdienten Vergessen- 
heit anheimgefallen waren, wenn Poudra nicht in seiner Ausgabe 
der Werke des Desargues die Ennnerung an dieselben wieder auf- 
gefrischt hatte. An diese gewissenhafte Publikation verweisen wir 
diejenigen unserer Leser, welche die Hinzelheiten dieser sonderbaren 
Streitigkeiten kénnen zu lJernen wiiaschen, in deren Verlauf unter 
anderem auch eine Herausfordernng erfolgte, nach der jeder der Wider- 

sacher dem anderen 100 Pistolen versprach fiir den Fall, daB es ihm 
' gelinge, ihn von seinem Unrecht zu iiberzeugen. Ui Curabelle 
jedoch teilweise zu entschuldigen, wollen wir auch bemerken, daB im 
Jahre 1642 ein Buch von Pater du Breuil ans Licht kam*}, in dem 
die Ideen Desargues’ in vollkommener Entstellung dargestellt sind 
von einem, der sie nicht verstanden hatte. Die von du Breuil be- 
gangenen Irrtiimer wurden von Desargues selbst vor der Offentlich- 
keit mit groBer Heftigkeit zuriickgewiesen; so entstand ein hart- 
néckiger Streit, weleher ungefahr 40 Jahre dauerte, und infolgedessen 
Bosse, der treue Beschiitzer des Desargues, seinen Lehrstuhl an 
der Akademie der schénen Kiinste verlassen muBte. ) 

Als der Kampf immer heftiger wurde, setzte Desargues, um 
‘ihm ein Ende zu machen, einen Preis von 1000 Franken fiir den- 
jenigen aus, welcher neve Verfahren zur Ausftihrung von Perspek 


— — 





1) Aus dem Berichte, welchen Poudra (,,Histoire*, p. 288—809) tiber dieses 
Werk gegeben hat, erhellt, daB darin eine Auflésung des Problems enthalten ist, 
die Perspektive einer Figur zu finden, deren Seiten und Ecken gegeben sind. 
*) lua perspective pratique nécessaire & tous... par un Parisien, religieux 
de la Compagnie de Jésus“; vgl. Poudra, a. a. O., p. 271—287, wo auch iber 
die folgenden verbesserten Auflagen berichtet wird und darin enthaltene Andeu- 
tungen iber die Militir- oder Kavalierperspektive angegeben sind (s. S. 288). 
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tiven erfinden wiirde, die denjenigen des Desargues vorzuziehen 
waren; diese Zusage ist in einem an Bosse gerichteten Briefe ent- 
halten, welcher das Datum des 25. Juli 1657 trigt und der Pariser 
Akademie vier Tage sp&ter mitgeteilt wurde und so weite Verbreitung 
in der Offentlichkeit fand. Und nun sehrieb ,,pour prétendre au prix 
que M. Desargues, homme savant et généreux, a proposé“, Pater 
Charles Bourgoing die ,, Perspective affranchie“ (Paris 1661), in welcher 
viele bemerkenswerte, auf die Anwendung der Konkurspunkte gegritn- 
dete Konstruktionen ausgeftihrt werden. Wenn man bedenkt, daS 
Desargues die Hilfe der Konkurspunkte abgelehnt hatte, so muB 
man zugeben, daB der Verfasser in der Wahl seines Arbeitagebietes 
iuBerst geschickt war: Er versucht die Uberlegenheit seiner eigenen 
Methoden tiber diejenigen von Desargues in sechs Punkten za be- 
weisen und nimmt zufrieden mit seiner Ausfihrang von seinem Buche 
mit den folgenden Versen Abschied: 

»Parcourez l’univers banissant toute crainte, 

Le mande ni l’enfer n’auront sur vous atteinte, 

Car les plus grands efforts de ia témérité 

Mettent bas les armes devant la verité.“ 

Das 17. Jahrhundert, welchem die Wissenschaft von der Perspek- 
tive Forscher ersten Ranges, wie del Monte, Stevin und Desargues, 
verdankt, hat auch noch eine groBe Anzahl von sonstigen Bearbei- 
tungen und Einzelbeitragen hervorgebracht. Alle zu nennen ist un- 
miglch und wire auch zwecklos; die wichtigsten aber verdienen 
wenigstens erwahnt zu werden. 

So enthalt der V. Band des ,Ceours mathématique“ von Peter 
Heérigone eine kurze Auseinandersetzung der uns beschaftigenden 
Lekre (Paris: 1654, p. 190—217), wo auch die originelle Symbolik 
angewandt wird, deren Schépfer er ist (vgl. Bd. II’, S. 656). 

Vor Hérigone (1633 oder etwa 1614) verdffentlichte zu Amster- 
dam Samuel Marolais die lateinisch geschriebenen ,,Prinzipien der 
Optik und der Perspektive“, welche bemerkenswert sind, weil sie den 
ersten Versuch darstellen, die Aufgaben der Perspektive arithmetisch 
zu lésen. Gerade unter diesem Gesichtspunkt ermnert diese Arbeit’ 
an eime spitere mit der Uberschrift ,Andreae Alberti duo libri, prior 
de perspectiva cum et praeter arithmeticam inventa, posterior de 
umbra ad eam pertinente“ (Norimbergae 1671), i in welcher ausgefiihrt 
wird, wie man die Koordinaten des Bildes eines Punktes, dessen Ko- 
ordinaten bekannt sind, bestimmen kann. 

Mit Rticksicht auf den groBen Ruhm, den ihr Verfasser genieBt, 
wollen wir weiter die Arbeit des Pater Nicéron (1613—1646) ,,La 
perspective .curieuse“ (Paris 1671) anfiihren, eine hinterlassene und 
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von unbekannter Hand stammende Bearbeitung des ,,Thaumaturcus 
opticus seu admiranda“, ein Werk, dessen Druck am 2. August 1646 
vollendet wurde; sie ist denjenigen zu empfehlen, die sich fir die 
von er Zentralprojektion verursachten Verzerrungen interessieren. 
Die verzerrende Gewalt jener Operation scheint von Andreas 
Tacquet (1612—1660) wahrgenommen und fberschitzt worden za 
sein, da man auf dem Titelblatt der 2. Auflage (1707) des prach- 
tigen Bandes seiner ,Opera mathematica“ eimen durch die Sonne er- 
leuchteten rechtwinkligen Rahmen sieht, welcher als Schatten 
einen Kreis wirft, und diese sonderbare Figur ,mutat quadrata 
rotundi“ als Motto trigt. Die Figur selbst dient als symbolischer 
Hinweis auf das II. Buch (Syllabus propositionum opticae“) der 
,»Opera“, wo die Grundbegriffe der Perspektive bewiesen werden, um 
sie dann auf die Astronomie anzuwenden. 

Zum SchluB dieser fltichtigen Musternng der Beitriige, welche 
das 17. Jahrhundert zur Perspektive gegeben hat, mug zweierlei be- 
merkt werden: ; 

Erstens daB das grofartige Werk von Guarini (vgl. 
Vorl., Iil?, 8.14)") nicht nur in seinem XXXII Abschnitt ein 
Kapitel unserer heutigen darstellenden Geometrie euthalt, welches, 
wie Chasles*) hervorhob, ,,traité de la projection sur des 
plans des lignes qui proviennent de l’intersection de la sphére, du cone 
et du cylindre entre eux et du développement, sur un plan, de ces courbes 
& double courbure“, sondern da8 auch sein XVI. Abschnitt zu derselben 
Lehre gehért. Dieser Abschnitt behandelt nimlich unter dem Titel 
De projecturis die friitheren Arbeiten von Vitruv und Aiguillon,. 
die Orthogonalprojektion auf eine Ebene und die stereographische ~ 
Projektion einer beliebigen Figur. Der Vollstaéndigkeit wegen soll 
auch gesagt werden, daB das in Rede stehende Werk kein Kommentar 
zu den Elementen Euklids ist, da es nicht nur von den klassischen 
Theorien der Geometrie, welche man bei Euklid, Archimed und 
Pappus findet, handelt, sondern auch die modernen, auf den Ge- 
brauch der Trigonometrie und der Logarithmen gegriindeten arithme- 
tischen Methoden, um die geometrischen Probleme aufzulésen, um- 


1) Sein volistindiger Tite! ist der folgende: ,,Euclides adauctus et metho- 
dicus mathematicaque universalis Car. Km. Ii dicata, quae ne dum propo:itionum 
dependentiam, sed et rerum ordinem observat. Et complectitur ea omnia, quae 
de quantitatae tum discreta, tum continua abstracta speculari queunt. Resectis 
auperfluis demonstrationibus, et requiritis omnibus profuse coadunatis. Singulis 
guoquve Tractatus novis propositiouibua adaucti sunt, ct aliqui etiam ex integro 
adomati. Omnesque tum figuris, tum verbis clare, dilucideque vropositi.* 
Augustae Tauriucram, MDCLXXI. 7) ,Aperca hist, Note XVII. - 
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fabt; daher findet man am Schlub desselben eine Tafel von den Si- 
nussen und Tangenten. | 

Unsere zweite Schlu8bemerkung betritft das Werk von Milliet-— 
Dechales, von dem schon zweimal gesprochen wurde (LIII?, 5. 4—6 
und S. 15—18), welches sechs Btcher iiber die Perspektive enthiilt. 
Unter den dort bewiesenen Satzen findet man auch den folgenden — 
bemerkenswerten, oft zu Unrecht dem Lambert zugeschriebenen 
Lehrsatz: ,,Zwei parallele Geraden AC, BD werden von einer Trans- 
versale AB geschnitten. Durch einen Punkt ( einer dieser Geraden 
zieht man die Geraden C.D, CI,... bis sie die andere Gerade schneiden. 
Man bestimmt dann ihre Schnittpuokte F, F,... mit der Transver- 
salen 43. Wenn man nun die beiden gegebenen Purallelen um die 
Punkte 4, B rotieren lait, so daB sie bestindig parallel bleiben und 
den Punkt K, der dem Punkt C entspricht, mit den Punkten D, J...., 
welche den Punkten G, H,... entsprechen, durch Gerade verbindet, 
vo werden die Geradeu AG, KJ7,... noch durch die Punkte F, E,... 
gehen.“ Es ist unmdégiich, alle Anwendungen aufzuzahlen, welche der 
Verrisser von diesem Satz macht; aber wir kénnen nicht umhin, einige 
der wichtigen Probleme, welche or lést, wenigstens zu erwi&hnen; z. B. 
die Bestimmuny des Fluchtpunktes aller Geraden auf der Tafel, welche 
rechtwinklig auf einer anderen Geraden dieser Tafel stehen, die Auf- 
suchung der Geraden, welche zwei untereinander rechtwinklige Gerade 
rechtwinklig schneidet, usw. | 
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So mannigfaltig und wichtig die Beitrige sind, welche das 
17. Jahrhundert zur Perspektive geliefert hat, so sind nicht weniger 
bedeutend diejenigen, welche wir dem nichsten verdanken, in dessen 
Verlaufe diese Wissenschaft eine Hohe erreichte, tiber die wir heute 
noch nicht hinausgekommen sind. Der erste bedeutende Gelehrte, 
dem wir begeygnen’), ist Wilhelm Jacob s'Gravesande, yeboren 
am 27. September 1688 und als Leydener Universitatsprofessor am 
28. Februar 1742 gestcrben, der als Herausgeber der Werke von © 
Huygens und Newton unseren Lesern schon bekannt ist (II?, 
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) Wir haben im Text Ozaname ./vgl. IIl?, S. 102 und 270) keine Er- 
_ Wihnung getan,. weil seine .,,Perspective théorique et pratique (Paris 1711) 
nichts Neues, aber viel Falsches enthalt. Zu bemerken ist ferner, daB in seinen 
wohlb-kannten ,,Récréations mathématiques et physiques (III. éd., Paris 1700) 
einige ,,Problémea d’optique’‘ enthalten sind, welche unsere Wissenschaft be- 
treifen. 
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§. 278 und 394). Die Arbeit, mit der er seine Laufbahn als Schrift- . 
steller begann, ist eben diejenige, welche ihm einen Ehrenplatz in 
der Geschichte der Perspektive sichert; es ist der ,,.Eesat de perspec- 
tive“ (La Haye 1711), in welchem Johann Bernoulli sofort ,,plu- 
sieurs régles fort ingénieuses et trés-commodes pour la pratique, qu’on 
ne trouve pas ailleurs‘') entdeckte. Das I. Kapitel dieses Werkes 
enthalt zuerst eine Abhandlung, in der er die Nfitzlichkeit der Per- 
spektive zu beweisen sucht und dann die Erklarungen der Grundbe- 
griffe derselben gibt. Das II. Kapitel lehrt ihre wissenschaftlichen 
Grundlagen. Zuerst beweist der Verfasser, daf ,eine zur Tafel paral- 
lele Gerade auch zu ihrer Projektion parallel ist“, und daB ,,ecine Figur, - 
deren Ebene parallel zur Tafel ist, ihrer Perspektive ahnlich ist“. 
Dann folgt die wichtige Bemerkung, daB, ,,wenn eine Gerade die Tafel 
in einem eigentlichen Punkte schneidet, ihre Perspektive die Verbin- 
dungslinie dieses Punktes mit demjenigen ist, in welchem die Tafel’ 
von der Parallele geschnitten wird, welche man vom Projektionszen- 
trum jener Geraden ziehen kann“. So gelangt er zur Bestimmbarkeit 
einer beliebigen Geraden durch ihre Spar- und Fluchtpunkte (vg! 
auch Kapitel III, 3. Probl.); daraus folgt ferner, daB die Lage der 
Perspektive einer Geraden keine Verinderung erleidet, wenn das Pro- 
jektionszentrum auf einer zu jener parallelen Geraden sich bewegen 
laBt. Im IL. Kapitel werden die so gefundenen Prinzipien auf die 
Konstruktion der Perspektive von Figuren angewandt, welche in einer 
Horizontalebene liegen, die Tafel urspriinglich vertikal: vorausgesetzt, 
und dann durch Drehung auf die Horizontalebene umgelegt. Unter den 
sieben Verfahren, welche der Verfasser auseinandersetzt, wahlen wir 
die folgenden als Beispiele. In Figur 63 ist V der Projektionsmittel- 
punkt und O der FuBpunkt der Senkrechten, 
welche von ihm auf die Tafel gefallt wird; 
P ist ein beliebiger Punkt der Horizontal- 
ebene und H ihre Orthogonalprojektion auf 
die Tafel. Dann ist augenscheinlich die Per- 
spektive von P der Schnittpunkt P’ der 
Geraden VP und OH; daher teilt er die 
Strecke OH in dem Verhiltnis VO: PH. 
Aus dieser Beobachtung leitet s'Gravesande 
die erste seiner Methoden ab. Es sei (Fig. 64) 
t die ,ligne de terre“ (Schnittlinie der Ho- aia 

rizontal- und Bildebenen) und o die Parallele, welche zu ihr durch 
O gezogen ist; die Strecke OV sej zu o senkrecht und an Lange der 
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1 Poudra. Histoire", p..484. 
Canxror, Geschichte der Mathematik LV. 39 
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Strecke VO in Fig. 63 gleich: die Geraden OH und VP schneiden 
sich dann augenscheinlich im gesuchten Punkte P’. Beschreibt man 
nun die Kreise, welche P resp. V als Mittelpunkte und die Strecken 
PH und UO als Halb- 
messer haben, so wird 
P’ gewiB einer ihrer 
Abnlichkeitspunkte 

sein; daher (IV. Me- 
thode) kann man P’ 
auch finden als Schnitt- 
punkt zweier den beiden 
Kreisen gemeinschaft- 
lichen Tangenten. Be- 
trachtet man nun (VI. 
Methode) einen zweiten 
Punkt @ der Horizontal- 
ebene, um ¢ zu finden, so 
kann man sich die Tat- 
sache zunutze machen, da8 die Geraden PQ und P’Q’ auf der Geraden ¢ 
sich schneiden; man bestimme namlich den Punkt PQ. # und verbinde 
ihn mit P’; die so entstehende Verbindungslinie wird VQ in Q 
schneiden. Betrachtet man nun, nachdem man P’ und Q’ bestimmt 
hat, einen dritten Punkt R der Horizontalebene, um FR’ 2u finden, so 
kann man den Umstand benutzen, da8 PQR und P’Q'R perspek- 
tivische Dreiecke sind, mit V als Zentruio und ¢ als Perspektivachse. 
Um auch noch tiber die letzte der Methoden s’Gravesandes zu be- 
richten, erwahnen wir, da8 die von ihm angenommene Bildtafel recht- 

winklig zur Horizontalebene 
(C steht und auf diese umgelegt 
ae. wird; daher ist das, was 





eo 
a nN ae 2 eae 
; | s Gravesande die Projektion 


a vA 
1 or y= elner Figur F’ nennt, cher das, 
ve 







was wir als Umlegung (F’) 

derselben zu bezeichnen 

ais pflegen, wihrend seine (der 
" Horizontalebene angehérige) 
objektive Figur unseren Augen 
als eine Horizontalprojektion F” 
4 vou F' erscheint; und die von 
ihm geléste Aufygabe kommt 
der Ableitung von F’ aus (F’) 
gleich: nun ist die von ihm vorgeschlagene Konstruktion von der- 
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jenigen nicht verschieden, welche heutzutage in der Methode der Zen- 
tralprojektion angewandt wird, und an die wir durch die Fig. 65 unsere 
Leser erinnern wollen. Der Verfasser wendet seine Methoden auf die 
Bestimmung der Perspektive von Polygonen an und lebrt dann vier 
weitere Methoden zur Auffindung der Perspektive eines behebigen 
Raumpunktes; unter diesen Methoden ist die erste besonders bemer- 
kenswert, da sie von der Betrachtung der Orthogonalprojektion des 
Punktes unabhingig ist. Das IV. Kapitel begmnt mit der Voraus- 
setzung, daB das Projektionszentrum von der Tafel schr weit entfernt 
sei, so daB die Projektionsstrahlen als parallel angesehen werden 
konnen. Das V. Kapitel handelt von der Perspektive auf schiefe 
Ebenen, das folgende von derjenigen auf Ebenen, welche dem Horizont 
parallel sind, und das VII. von den Schatten. In dem folgenden kehrt 
der Verfasser zu den Problemen zurtick, welche er im Anfange be- 
’ trachtet hat, um zu zeigen, wie die dort angegebenen Auflésungen 
zu vereinfachen sind, und im letzten werdet er die erhaltenen Resul- 
tate auf die Gnomonik an, wobei er zu neuen und einfachen Kon- 
struktionen gelangt. Nun, das Wenige, das wir hier tiber diese Jting- 
lingsarbeit des hervorragenden niederlindischen Gelehrten gesagt haben, 
scheint uns zu genfigen, um zu beweisen, daB er dem Zweige der 
Mathematik, dessen Kntwicklungsstadien wir hier verfolgen, eine | 
auSerordentliche Férderung gebracht hat. 

Nicht minder wichtig und ersprieBlich wurde die Wirkung, welche 
auf die Entwicklung der Perspektive ein groBer Analyst ausiibte, 
welcher auch eine groBe Rolle zur Zeit der Geburt der Infinitesimal- | 
rechnung spielte; wir meinen Brook Taylor (1685—1731; vgl. II’, 
S. 378). — Im Jahre 1715 verdéffentlichte er eine kurze Arbeit tiber 
die ,,.Linear-Perspektive“, welche vier Jahre spater in verbesserter Auf- 
lage unter dem Titel ,,New principles of linear Perspective‘ erschien; 
aber der 2u gedringte Stil des Verfassers verhinderte, daB die Kinstler, 
an die das Werk in erster Linie gerichtet war, es verstanden; daher 
verdffentlichte nach Taylors Tod John Colson (1680—1760) — 
eine andere der Personen in dem Drama, in dem Leibniz und 
Newton die Protagonisten waren! — eine neue mit Berichtigungen 
und Zusitzen versehene Auflage, deien volistindiger Titel lautet: 
yNew principles of linear perspective: or the Art of Designing in a 
Plane, the representation of all sort of Objects, in a more and general 
simple Method, than has been hitherto done“ (London 1749). Die 
Lektiire dieses kurzen, aber vortrefflichen Werkes bereitet dem mo- 
dernen Leser eine der angenehmsten Uberraschungen, da man, um es 
ganz kurz zu sagen, darin alle Grundbegriffe (nur etwa den ,,Distanz- 


kreis“ ausgenommen) und alle Methoden der Zentralprojektion vor- 
39 * 
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findet, wie man sie zB. in dem klassischen Lehrbuch von W. Fiedler 
angefthrt findet..) Zwar finden sich einige von diesen bereits in 
alteren Arbetten fiber die Perspektive; es scheint aber, daB diese 
Arbeiten Taylor ganz unbekammt waren, und daB er nur die em- 
pirischen von den Malern befolgten Regeln kannte. 

Um seine Ideen klar auseinanderznsetzen, sah sich unser Ver- 
fasser gezwungen, ein ganz neues System won Fachausdrticken zu 
schaffen, von dem wir glauben, hier eine kleine Probe geben zu 
miissen, um sie mit der modernen Nomenklatur zu vergleichen. Nach 
ihm ist die Linearperspektive die Kunst, eine beliebige Figur auf 
einer beliebigen Ebene genau zu zeichnen. Was er ,point of sight” 
nennt, ist. das ,,Projektionszentrum“, wihrend unser ,,Hauptpunkt“ von 
ihm ,centre of the picture‘ genannt wird; die durch diese Pankte 
begrenzte Strecke wird von ihm, wie auch heute noch, ,,Distanr“ ge: 
nannt. Zieht man durch das Projektionszentram die zur Tafel paral- _ 
lele Ebene (,,directing plane“ = ,,Verschwindungsebene”), sv heiSen 
ihre Schnittpunkte mit einer beliebigen Geraden oder Ebene _,,diree- 
ting point“ (oder ktirzer ,director“) resp. ,,directing line“ Die ,,inter- 
section“ einer Geraden oder einer Ebene ist die entsprechende Spur, 
wahrend das Beiwort ,,vanishing“ unseren Fluchtelementen entspricht. 
Schon Taylor machte darauf aufmerksam, daB die ,directing“ und 
»vanishing“ Geraden einer Ebene untereinander parallel sind. End- 
lich versteht er unter dem ,,seat“ eines Punktes oder einer Geraden 
die enteprechende Orthogonalprojektion auf die Bildebene. Nachdem 
der Verfasser diese Definitionen vorausgeschickt hat, stellt er vier 
Lehrsatze ohne Beweis auf, die zwar nicht ohne weiteres evident sind, 
aber nicht zu seinem Thema gehdren.*) Sie werden sogleich auf die 
Grundsatze der Perspektive angewandt; unter diesen erwaihnen wir 
den Lehrsatz; nach welchem die Geraden, welche unter sich, aber 
nicht zur Tafel parallel sind, denselben Fluchtpunkt haben®), und da8. 
dieser Punkt mit dem Hauptpunkt zusammenfallt, wenn jene Geraden 
die Tafel rechtwinklig schneiden; wenn aber mehrere Geraden unter 
sich und zur Tafel parallel sind, so sind auch ihre Projektionen unter- 
einander parallel. Diese Sitze und die obigen Begriffe bilden die 
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1) DaB dieses Zusammentreffen ,,une rencontre qui n'est pas un rendez-vous“ 
ist, erhellt daraus, daB das Taylorsche Werk bis nach dem Jahre 1858 Fiedler 
ganz unbekannt blieb. Man sehe den Aufsatz desselben ,,Meine Nitarbeit an 
der Reform der darstellenden Geometrie in neuerer Zeit‘ im Jahresbericht der 
Deutschen Math.-Ver., 1905, 8. 493. *) Der dritte dieser Satze ist nicht ganz 
richtig, da drei Geraden, wenn sie sich je paarweise schneiden, entwoder in 
einer Ebene Jiegen, oder durch denselben Punkt gehen. *) Es ist im Grunde 
genommen der Satz del Montes fiber den Konkurspunkt. 
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gesamten Werkzeuge, deren Taylor sich bedient, um alle beliebigen 
Perspektive-Aufgaben zu lésen, d.h. nicht nur die rein deskriptiver 
Natur, sondern auch diejenigen, in welchen man Orthogonalitiitshe- ~ 
dingungen begegnet'), wie auch diejenigen, bei denen sich unter dem 
- Gegebenen oder Gesuchten auch die GréSen von Strecken oder Win- 
keln befinden.*) DaB man auf diese Weise im Besitz der ndtigen 
Mittel sei, um die Perspektive jeder Figur zu zeichnen, wird von 
Taylor an mehreren ziemlich verwickelten Beispielen gezeigt. In 
einem Anhang wird dann noch bewiesen, daB vieles von dem, was er 
ayseinandergesetzt hat, auch seine Gilltigkeit behalt, falls die Tafel 
nicht eben ist.*) ; 

Der zweite Teil des besprochenen Werkes ist sehr kurz, aber 
sehr bemerkenswert, insofern er in einigen .Fallen die umgekehrte 
Aufgabe der Perspektive mit Erfolg angreift. Um unseren Lesern 
eine Idee der Grenzen und der Ordnung des behandelten Stoffes zu 
geben, mége es gentigen, die von ihm betrachteten Probleme anzu- 
fithren: I. Es sind die Projektionen A, B, C dreier Punkte emer Ge- 
raden gegeben, wie auch der Fluchtpunkt der Geraden; es soll das Ver- 
haltnis AC: BC bestimmt werden. II. Es sind die Projektionen 
. dreier Punkte A, B, C einer Geraden und das Verhiltnis AC: BC 
gegeben; der Fluchtpunkt der Geraden ist zu bestimmen. [If. Man 
kennt die Projektion eines Dreiecks, die Fluchtgerade seiner Ebene, 
den Hauptpunkt und die Distanz; gesucht ist die Art des Dreiecks. 
1V. Gegeben ist die Projektion und die Art eines Dreiecks, ferner die 
Fluchtgerade seiner Ebene; der Hauptpunkt und die Distanz sollen 
bestimmt -werden. V. Die Projektion eines Trapezes gegebener Art 
ist bekannt; man soll die Fluchtgerade seiner Ebene, den Hauptpunkt. 
und die Distanz finden. VI..Man kennt die Projektion eines recht- 
winkligen Parallelepipedons; der Hauptpunkt, die Distanz und die Art 
der Raumfigur sind zu bestimmen. 

Wir halten es fir tiberfliissig, die Auflésungen dieser Aufgaben 
nach Taylor zu geben, da sie von den heute fblichen nicht ver- 
schieden sind. Lieber wollen wir bemerken, daB, wihrend die Mathe- 
matiker Taylor in den Himmel hoben, weil er es verstanden habe, 
so viel Gutes und Neues auf nur 80 kleine Seiten zusammengedringt 
zu haben, die Kistler nicht mit ihm zufrieden waren, weil sie sein 


1) Hier eine stillechweigende Anwendung der Antipolaritdt in bezug auf 
den Distanzkreis. *) Der von Taylor angewandte Kunstgriff besteht in der 
Umlegung der betrachtéten Ebene auf die Bildtafel, d. h. es ist der auch von 
uns angewandte. *) Ein anderer von Newton inspirierter Anhang gehirt 
zur Physik. : 
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Werk zu sebwierig und zu wenig praktisch fanden..) Um 
nun aber seinen Fachgenossen die Anwendung der TayJorschen 
Methodeu leichter zu ermiglichen, schrieb der Maler Josuah Kirby 
(1716—1774) ein aweibandiges Werk mit dem langen Titel: ,,Dr. Brook 
Taylors Method of Perspective made easy both in theory and prac- . 
tice. In two books. Being an Attempt to make the Art of perspec- 
tive easy and familiar to adapt it entirely to the art of design; and 
to make it an entertaining study to any gentleman who shall chose 
so polite an amusement“ (Ipswich 1754). Wir wissen nicht, welche 
Aufnahme diese Arbeit gefunden hat, und ob der Verfasser seinen 
Zweck erreicht hat. Dagegen ist es aber zweifellos, daB jeder Mathe- 
matiker, der das Werk mit demjenigen Taylors vergleicht, finden 
wird, daB es einen entachiedenen Riickschritt gegen jenes bedeutet, 
da man die sehr schatzenswerten Kigenschaften von Allgemeinheit 
und Biindigkeit, denen wir beim Autor begegnet sifd, beim Kommen- 
tator vergebens suchen wird. Allerdings hat. Kirby das Verdienst, 
die iilteren Perspektivmethoden im Zusammenhang dargestellt und 
die Anwendung derjenigen Taylors zur Bestimmung der Schatten 
wuseinandergesetzt za haben.’) 

Kinen thnlichen Zweck hat der ,,Truité de perspective linéaire“ 
(Paris 1771) von S. N. Michel; er ist aber praktischer und elemen- 
tarer als das Werk von Kirby, da er nur Definitionen und Beispiele 
enthilt. | 

Der Beifall, mit welchem das Werk Taylors in der mathema- 
tischen Welt begriiBt wurde, findet seine Bestatigung in einigen Er- 
acheinungen, welche der Geschichtsschreiber nicht unerwiahnt lassen 
darf. Zuerst das monumentale Werk ,Stereography or a general 
Treatise of Perspective in all its Branches“ (London 1748) von 
Hi. Hamilton, welches viele Erérterungen aber die Taylorschen 
Methoden enthalt. Dann kann die italienische und franzdsische 
Ubersetzung des Taylorschen Werkes erwahnt werden. Der Ver- 
fasser der letzteren Arbeit®) ist uns unbekannt; der der ersteren aber 
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1) Vgi. Poudra, ,,Histoire’, p. 529. *) Wollte man sich von der Pflicht 
befreien, der chronologischen Ordnung getreu zu folgen, so konnte man auSer 
den im Texte angefiihrten Ereignissen noch ein anderes erwihnen, da8 na&mlich 
ein gruBer Geometer wie L. Cremona es nicht unter seiner Wiirde hielt, die 
Taylorschen Methoden in die moderne Sprache der Wissenschaft zu iibersetzen ; 
man sehe den Aufsatz ,. principi della prospettiva lineare secondo Taylor‘, 
welcher mit dem Anagramm Marco Uglieni im IIL Bd. (1865) des ,,Giornale di 
matematiche’ veréifentlicht wurde. *) , Nouveaux principes de la perspective 
linéaire; traduction de deux ouvrages: l'un en anglais du docteur Brook 
Taylor, l'autre en latin de M. Patrice Murdoch", Amsterdam 1759. 
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ist ein Franzose, der Pater Jacquier (1711—1788; vgl. LIT?, S. 841), 
wegen eines vortrefflichen Kommentars zu den New tonschen ,,Frincipia“ 
wohlbekaunt, welchen er in Gemeinschaft mit Pater Lesueur (1703 bis 
1770) gesehrieben bat. Auch seine Bearbeitung des Taylorschen Werkes*) 
ist mit schitzbaren Anhingen verseben, von denen einige auch fir 
uns in Betracht kommen, da sie mathematischer Natur sind. Der, 
welcher die Nr.3 trigt (die Numeriernng folgt der des Originals), 
bezieht sich auf die Erniedrigungserscheinung, welche dic Héhe eines 
Gegenstandes darbietet, falls er sich von dem Auge des Beschauers 
entfernt, und die Bestimmung der Kurve (Hyperbel), auf welche man 
die gleich hohen Gegenstinde einer Reihe verteilen muS, damit sie 
einem Beschauer als von gleicher Hohe erscheinen. Die folgende 
Anmerkung handelt von den verzerrenden Projektionen (Anamor- 
fosi), welche entstehen, wenn der Gegenstand sich zwischen den 
Augen und der Tafel befindet; Jacquier zeigt den Zusammenhang 
dieser Lehre mit derjenigen von den Brennlinien. Der Sinn des Wortes 
»schatten“, welchem man in der Uberschrift und im Text der V. Note 
begegnet, ist derselbe, wie der von Newton (vgl. III?, S. 423) ange- 
nommene, da es sich bei Jacquier um Projektioner von Figuren han- 
delt; mit jenem groBen Mathematiker schlieBt er folgendermaBen: ,,Si in 
planum infinitum a puncto lucidum illuminatum uinbrae figurarum 
projiciuntur, umbrae sectionum conicarum semper erunt sectiones co- 
nicae. Quaemudmodum circulus umbra projiciendo generat omnes 
sectiones conicas, sic parabolae quinque divergentes umbris suis gene- 
rant et exhibent alias omnes secundi generis curvas.“ Um zu diesem 
wichtigen Resultate zu’ gelangen, bestimmt unser Verfasser die Carte- 
sische Gleichung der Kurve, die man erhiilt, wenn man einen Kegel 
durch eine Ebene schneidet. Dasselbe Thema wird in der folgenden 
Note behandelt, welche die Uberschrift , Von der Projektion der 
Kurven“ trigt; in der letztap endlich werden die Higenschaften der 
in der Astronomie angewandten Projektionen vorgetrayen, d.h. die 
Projektionen einer Kugelflache auf eine Ebene von einem Punkte der 
Oberfliche (,,stereographische“ Projektion) oder von ihrem Mittelpunkt 
(, gnomonische* Projektion) aus; beiliufig gibt der Verfasser eine neue 
Auflisung der folgenden schon von Descartes und de |’Hépital 
behandelten Aufgabe: ,die Kreisschnitte eines Kegels zu bestimmen, 
desseu Mittelpunkt und kegelschnittférmige Basis gegeben sind“. Aus 
alledem geht klar hervor, daB Pater Jacquier den Kinflu8, welchen 
die Zentralprojektion auf die Geometrie auszuiihen bestimmt war, in 








1) ,,iementi di prospettiva secondo li principi di Brook Taylor con vari 
aggiunte spettanti all’ ottica e alla geometria', Roma 1755. 
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seiner vollen Bedeutung erkannt hat. Ja, er hat sogar zu sehen ge- 
glaubt, da8 ihr Bereich sich bis auf die Analysis erstrecken kénnte, 
wie aus den folgenden Sitzen, mit denen er seinen Band schlieBt, 
ersichtlich ist: ,Ich médchte dieses Buch mit der Bemerkung schlieBen, 
daB die Projektionsmethode auch bei den hichsten Rechnungen sehr 
nfitzlich sein kann. Die Projektion von Kurven und krammen 
Flachen bringt oft tberraschende Vereinfachungen in ihrer Quadratur 
hervor. Aber dieser Gegenstand erfordert eine besondere Abhandlung, 
welche ich ans Licht zu bringen hoffe.“ Leider wurde dieses Ver- 
sprechen nie gehalten! 

Dem 18. Jahrhunderte verdanken wir ein anderes Werk tiber 


die Perspektive, das sich an Bedeutung mit der Taylorschen Per- 


spektive messen kann, Lamberts ,,Freye Perspective“. Seinem Er- 
scheinen aber gingen einige andere Arbeiten voraus, die unerwihnt 
zu lassen, unrecht wire. 

Edmond. Sebastian Jeaurat (1724—1803), zuerst Ingénieur- 
géograph“, dann Professor an der Pariser Kriegsschule, ist der Verfasser 
eines ,,Traité de perspective“ (Paris 1750), aus dem ein kompetenter Fach- 
mann’) wertvolle neue Konstraktionen mitteilt. Spiter richtete er seine 
Gedanken auf die Astronomie und gedachte auf dieselbe die Methoden 
der Wissenschaft anzuwenden, mjt der wir uns jetzt beschiftigen; so 
entstand die Abhandlung ,,Projection des éclipses de soleil, assujétie 
aux regles de la perspective ordimaire“ (Mém. de math. et phys. prés. 
par divers sav., T. 1V, Paris 1763, S. 318—-335); aber in dieser Ab- 
handlung findet der Geometer nichts, was ihn interessieren kénnte, 
und auch die Astronomen lernten darin kein neues Verfahren von 
praktischem Wert kennen’*). 

Kinem anderen Astronomen, Nicolas Ludwig la Caille 
(1713—1762), verdanken wir die ,.Lecgons élémentaires d’optique“, 
von denen wir nicht weniger als fant Auflagen (Paris 1750, 
1756, 1764, 1808, 1810) und eine lateinische Ubersetzung- 
kennen (Venedig 1774). Fir uns hat gegenwartig nur der III Teil . 
dieses Werkes Interesse, weil darin die Elemente der Perspek- 
tive mit Hilfe der Rechnung auseinandergesetzt sind. Der Ver- 
fasser nimmt drei orthogonale Koordinatenebenen, von denen die 
xe-Eibene mit der vertikal vorausgesetzten Tafel zusammenfiallt; die 
xy-Kibene ist die durch das Auge gefiihrte Horizontalebene; die ys- 
Ebene endlich geht auch durch das Auge, steht aber zu den zwei 


ne ee eee 


'’ Poudra, ,,Histoire*, p. 501. *) R. Wolf erwibnt wohl Jeaurat in 


seiner ,,Geschichte der Astronomie (Miinchen 1877), sagt aber von genet Ab .- 
handlung kein Wort. 
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anderen rechtwinklig. Auf der Tafel wird ebenso ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem festgestellt, dessen x-Achse mit derjenigen des 
. Raumsystems zusammenfallt. Dann sind die Koordinaten z, y, 2 
eines beliebigen Raumpunktes mit denjenigen 2’, y’ seiner Projektion 
ourel Gleichungen folgender Art gebunden: 


z= xd: (d+); ym ed: (d+y); 
wo @ die Entfernung des Projektionszentrums von der Tafel bedeutet. 
Marolais (s. oben) hatte diese schon gerund; la Caille drickte sie 
in Worten als Proportionen aus. 

Einen &hnlichen Zweck verfolgt die Programmabhandlung ,,Per- 
spectivae et projectionum theoria generalis analytica‘ (Leipzig 1752) 
des beritihmten Professors A. G. Kistner (1719—1800). Dadselbe 
gilt von dem ,,Kssai sur la perspective pratique par le moyen du 
calcul“ (Paris 1756) von C. ‘Roy, ,graveur en. taille douce“. Roy 
weiB sehr wohl, daB schon vor ihm die Perspektive analytisch be- 
handelt worden ist, bemerkt aber, daB ,,il est étonnant qu’il ne se. 
trouve nulle application du calcul dans les traités de perspective 
donnés au public depuis quelques années, et qu'il faille recourir a 
celui de P. Tacquet, 1618, on du P. Lamy*. Wir miissen nun 
aber bemerken, da8 man wohl mit Recht daran zweifeln dart, d:B 
der Verfasser die von ihm angeftihrten Werke gekannt habe; denn 
Tacquet war im Jahre 1618 erst sechs Jahre alt, konnte daher 
weder Pater noch Autor sein; und auBerdem ist in seinem uns bereits 
bekannten Buch fiber die Perspektive von Rechnungsanwendung tiber- 
haupt keine Rede; weiterhin bemerkt Montucla*) von dem ,,Traité 
de perspective‘ Lamys (1640—1715), daB er. ,est plus fait pour les 
peintres, et plus rélatif au coloris, que propre aux géométres“. Alies 
das glaubten wir nicht unbemerkt lassen zu diirfen, um die Ver- 
breitung irrttimlicher Ansichten tiber die Geschichte der Anwendung 
der Rechnung auf die Perspektive zu verhindern. 

Eine bedeutendere Originalitat besitzt die Abhandlung ,,De perspec- 
tiva in theorema unum redacta“ (Bonon. Comment. III. Bd. 1755, p. 169 
bis 177). Man verdankt dieselbe Eustachius Zanotti (1709—1782), 
einem Schiiler des Eustachius Manfredi (1674—1739) und zugleich 
Nachfolger desselben auf dem Lehrstuhle der Astronomie an der 
Universitat zu Bologna) Indem Zanotti sich den Gebrauchen seiner 
Zeit anschlieBt, betrachtet er zwei Grundebenen MS und LF (Fig. 66), 
die erste horizontal, die zweite (die Tafel) vertikal; er setzt fernet voraus, 
daB die Tafel zwischen dem Beschauerauge O und dem zu betrach- _ 
teriden Punkte N liege. Die Gerade NO schneidet die Tafel in dem 


1) Histoire des mathématiques", T. I, 2. Aufl., p. 711. 
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Punkte X der Projektion von N; wenn nun weiter OF und NI zur 
Tafel rechtwinkhg sind, so wird X auf der Strecke IF liegen und 
dieselbe im Verhiltnis OF: NI teilen. Diese Bemerkung, eine Ver- 
allgemeinerung derjenigen, die wir schon bei s’Giavesande fanden, 
fiinrt zu einer ebenen Konstruktion des gesuchten Punktes X. Um 
zu derselben 2u gelangen, ziehen wir durch N die zur Horizontal- 
ebene rechtwinklige Gerade NM und eine beliebige Hilfsgerade, die 
die Ebene MS in H schneiden midge; so entsteht ein rechtwinkliges 
Dreieck M HN, dessen spitzer Winkel MHWN die Neigung a jener 
Hilfsgeraden zu der Horizontalebene darstellt. Ist ferner MZ zur 
Tafel: rechtwinklig, so ist JZMN ein rechtwinkliges Parallelogramm 
und daher MN =IJL. Nehmen wir nun zuletzt noch an, daB die 
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Fig. 67. 


Tafel auf die Horizontalebene umgelegt werde, »o wird die Fig. 67 
entstehen. In dieser ziehen wir nun die zu L@ parallele Gerade FA 
und durch M die zu LQ rechtwinklige Gerade ML; ferner verlingern 
wir die Gerade ML so weit, bis die Verlingerung LJ gleich der 
geyebenen Hohe des Punktes ist; der gesachte Punkt X wird dann 
augenscheinlich auf die Gerade FJ fallen. Es sei nun ferner Q der 
Schnittpunkt von MH mit der Grundlinie ZQ und ferner die Strecke 
QU-@QH. Durch U ziehen wir weiter die Gerade UC, so daB der 
Winkel UCQ =a wird, und durch #?’ rechtwinklig zu FA die 
Sirecke FP, die gleich der gegebenen Entfernung zwischen dem 
Auge und der Tafel sein soll. Die Gerade PA ‘sei zu MQ parallel 
und die Strecke AG@= AP. Zuletzt sei die Gerade AB zu PF 
parallel und die Gerade GB zu CU. Die Geraden FI und BC 
schneiden sich dann in dem gesuchten Punkte X. Um sich 
dessen zu vergewissern geniigt es, festzustellen, daS X die Strecke 
If in dem bereits angegebenen Verhiltnis teilt. Zanotti heweist 
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dies in einer langen Erérterung euklidischen Stils, die hier wieder- 
zugeben wir fir tberflissig halten. Nur sei bemerkt, daB die obige 
Konstruktion eine betrichtliche Vereinfachung erfihrt, falls der 
gegebene Punkt auf der Horizontalebene liegt; in diesem Falle wird 
sie mit einer schon von s’Gravesande vorgeschlayenen identisch. 

Gerade von diesem besonderen Falle geht nun Zanotti in 
seinem ,,[rattato teorico-pratico di prospettiva’ (Bologna 1766) aus, 
welcher, nach einem Biograph Zanottis') eine siegreiche Kon- 
_ kurrenz mit demjenigen von Taylor-Jacquier bestand. In diesem 
findet sich nach einem Abschnitte, ,welcher die Erklarungen enthilt*, 
ein zweiter mit der Uberschrift ,,von der Ikonographie“, und 
wo die oben angefiihrte Konstruktion s’Gravesandes durch die 
folgende ersetzt wird: Auf der Ge- 
raden, welche durch F (Fig..68) zur 
Grundlinie: (,linea della terra“) ge- 
~gogen ist, trage man FJ) = der 
Entfernung der Augen von der 
Tafel ab und auf der Grundlinie 
selbst LQ = LM; die Geraden LF 
und DQ schneiden sich dann in 
dem gesuchten Punkte Z, da er 
die Strecke LF in dem oben an- 
gegebenen Verhiltnisse teilt. Von 
dieser Konstruktion leitet Zanotti 
in seinem IIL Abschnitte (,Von 
der Orthographie“) eine andere ab, 
um die Perspektive eines beliebigen Raumpunktes N zu finden, die 
einfacher ist als die in seiner vorigen Abhandlung von 1755 aus- 
einandergesetzte, und die daher eine Erwahnung verdient. Wir be- 
merken namlich, daB aus der Fig. 66 die Proportion folgt 


NM: XZ=FL: FZ, 


und daB die Projektionen der Punkte JZ, N auf eine zur Grundlinie 
rechtwinklige Gerade fallen werden. Kehren wir nun zur Fig. 68 
zurtick und tragen wir auf der Verlangerung von ML die Strecke 
LN = der Hohe des objektiven Punktes ab und verbinden F' mit N, 
dann wird die Gerade FN die Gerade, welche durch Z parallel zu 
MIN gezogen wird, in der gesuchten Perspektive X von N schneiden. 
Der Kiirze wegen wollen wir den Beweis fiir die Richtigkeit dieses 


— — 








”) Man sehe den ursprtinglich lateinisch geschriebenen ,,Elogio“ von 
L. Palcani, welcher, ins Italienische tibersetzt, als Kinleitung zu der 2. Aufl. 
(Milano 1825) des in Rede stehenden ,,Trattato" dient, 
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Verfahrens hier nicht angeben und nur bemerken, daB Zanotti auch 
die Modifikationen zeigt, welche jene Konstruktion erfordert, wenn 
das Objekt zwischen das Auge und die Tafel fallt. — Der IV. Ab- 
schnitt des betreffenden ,,Trattato“ enthilt die bekannten, schon von 
del Monte und Stevin' angeftthrten Sitze aber die Transformation 
eines Systems paralleler Geraden durch Projektion in ein eigentliches 
Biischel oder umgekehrt. Der V. Abschnitt betrifft die Schatten, der 
VI. Abschnitt die Perspektive von Kurven mit besonderer Bertick- 
sichtigung des Kreises, der VIL Abschnitt die Perspektive der regel- 
maBigen Polyeder und der VIEL Abschnitt, welcher rein praktischer 
Natur ist, die Perspektive der Zimmerdecken und der Bihnen. Die 
zwei letzten Abschnitte sind dagegen wieder theoretisch; der eine 
enthalt eine Methode zur Zeichnung der Perspektive oles Zuhilfe- 
nahme des Grundrisses"), wabrend der andere sich mit der Wieder- 
herstellung einer Figur beschaftigt, von der eine Perspektive be- 
kannt ist. Das Werk schlieBt mit einem Nachworte ,iiber ver- — 
. schiedene, die Perspektive betreffende Fragen“, welche nur fir Ktinstler 
Interesse hat. 

Mit Riicksicht daravf, daB es zweckmaBiger war, alle Bei- 
trige, welche Zanotti zur Perspektive geliefert hat, im Zusammen- 
heng zu betrachten, haben wir uns leider gezwungen gesehen, die 
chronologische Ordnung fiir einen Augenblick zu verlassen. Denn 
schon vor Gem Erscheinen des ,,Trattato teorico-pratico di prospettiva“ 
war in Deutschland ein sehr originelles Werk verdéffentlicht worden, 
dessen Verfasser Johann Heinrich Lambert (1728—1777)*) war. 
Wihrend seines fast .ein halbes Jahrhundert dauernden Lebens hat 
Lambert viele wertvolle mathematische und philosophische Arbeiten 
geschrieben, wobei er sich besténdig bemiiht, die Anwendungen der 
exakten Wissenschaften in das geh6rige Licht zu setzen. Eine groBe 
und wohlverdiente Beriihmtheit erlangte die Abhandlung ,,.Insigniores 
orbitae cometarum proprietates‘ (Wien 1761; Augsburg 1771), 
welche mindestens eine Erwahnung in jeder Geschichte der Geometrie 
verdiente, weil darin der schéne Satz (heute ,.Liambertscher Lehr- 
satz“ genannt) dargelegt wird: ,In jeder parabolischen Bahnkaurve 
eines Punktes hingt die Zeit, in welcher ein beliebiger Bogen be- 
schrieben wird, nur von der entsprechenden ‘Sehne und der Summe 
der Radiusvektoren der Bogenextreme ab“. Dieser Satz hat ein 
Analogon .in dem folgenden, welchen man ebenfalls Lambert ver- 


a cores 





1) Warde beim Schreiben dieses Abschnittes Zanotti etwa von Lambert 
beeinflu8St, von der wir gleich sprechen werden? *) Seine Bidgraphie be- 
findet sich im XXII. Abschnitt, S. 408. 
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dankt: ,,.Betrachtet man in zwei Ellipsen, welche eimen gemeinsamen 
Brennpunkt haben, zwei Bogen, in welchen die Sehnen und die 
-Radiusvektoren gleich sind, so ist das Verhaltnis der entsprechenden 
Ellipsensektoren gleich der Quadratwurzel -des Verhiltnisses der ent- 
sprechenden Parameter“. Lagrange und Laplace, auf die die 
Schénheit dieser Resultate groBen Eindrack machte, haben versucht, 
dieselben analytisch 2u begriinden. Es gelang ihnen. Lagrange 
aber hat dabei gewissenhaft anerkannt, daf in diesem Falle die Geo- 
metrie Siegerin fiber die Analysis geblieben war. 

»Die freye Perspective, oder Anweisung jeden perspectivischen 
AufriB von freyen Sticken und ohne GrundriB zu_ verfertigen“'), 
das Werk, welches Lambert einen Ehrenplatz in der Geschichte der 
Perspektive und der modernen Geometrie sichert, zeigt auch dep- 
jenigen, welche die wissenschaftliche Physiognomie des Verfaasers 
nicht kennen, dentlich, daB dieser zugleich Mathematiker und Physiker 
war, und daBf er in seinen wissenschaftlichen. Studien stets seinen 
Blick auf die praktischen Anwendungen yichtete. Sein Hauptziel 
war, das Zeichnen von Perspektiven unabhangig von ciner vorher- 
gehenden Zeichnung einer Orthogonalprojektion zu machen; es war 
ein natirlicher und wohlberechtigter Wunsch, den wir schon bei 
anderen angedeutet fanden, und den auch schon Taylor in seinem 
Werk erfillt hatte. “—Lambert kannte wahrscheinlich dieses Werk 
nieht, jedenfalls gab er einen neuen Weg an, um jenes Ziel zu er- 
reichen. 

Diese allgemeine Bemerkung vorausgeschickt, wollen wir nun 
die acht Abschnitte des Lambertschen Werkes durchgehen, um 
ihren Inhalt kepnen zu lernen: | 

I Absehnitt. ,Von den Griinden der Perspektive, und den 
Gesetzen, nach denen ebene Filachen und darauf stehende Kérper 
entworfen werden“ Als LErfahrungstatsachen nimmt Lambert 
die folgenden an: a) das Licht verbreitet sich geradlinig, b) die 
Tafel vertikal vorausgesetzt, haben die Vertikallinien eben solche 
Geraden als Projektionen. Er setzt ferner ein Beziehungs- 
system als gegeben voraus, dessen Ebenen die Tafel, die ge- 
gebene Horizontalebene und eine durch den Gesichtspunkt (oder 
das ,Auge“) gehende und zu den zwei anderen rechtwinklig stehende . 
Ebene seien. Die Schnittlinie der Tafel mit der Horizontalebene 
nennt er Fundamental- oder Grundlinie (,,ligne de terre‘ in der fran- 
zdsischen Ubersetzung). Die Entfernung (Fig. 69) des Auges O von 


) L Aufl, Zirich 1759; IL Aufl, ib. 1774, Maa sehe auch ,,La perspec- 
tive affranchie de l’embarras du plan géometral‘, Zurich 1759. 
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der Horizontalebene OS, heiBt die ,Hdhe des Auges“, der FuBpunkt 
P des von O auf die Tafel gefillten Lotes ist der ,,Augenpunkt“ 
und die Lange der Strecke OP die ,,Entfernung“; endlich nennt er 
die durch den Augenpunkt géhende horizontale Gerade die ,Horizon- 
tallinie’. @Q sei der vierte Eckpunkt des rechtwinkligen Parallelo- 
gramms POSQ, C ein beliebiger Punkt der Horizontalebene und c 
die Projektion desselben. Ist g der Schnittpunkt der Geraden CS 
mit der Grundlinie, so wird q offenbar die Horizontalprojektion von 
e sein. Wir ziehen nun durch C in der Horizontalebene eine belie- 
bige Hilfsgerade, welche die Grundlinie in M schneiden mige, und 
durch 0 die zu CM parallele Gerade, welche die Tafel in dem auf 
der Horizontallinie ‘gelegyenen Punkte p schneidet; »M wird die Pro- 
jektion von 1M sein. Alle zu CM parallelen Geraden haben als 





Projektionen Geraden, welche: durch p gehen, einen Punkt, welcher 
nur von dem Winkel a abhingt, welchen sie mit der Grundlinie, oder 


von demjenigen f = = — «@ (,,Deklination“ genannt), welchen sie mit 


einer zur Grundlinie rechtwinkligen Geraden bilden. Um eine dieser 
Geraden festzustellen empfiehlt es sich.(Fig. 70) den Punkt zu geben, 
in dem sie die Gerade SQ schneidet. Dann bemerken wir als Folge 
‘der dargelegten Konstruktion, daB Winkel POp= QCM= 6 und 
deshalb auch Pp = OP tang # ist. Wenn nun § bekannt ist, so 
kénnen wir von FP aus auf der, Horizontallinie die Strecke OP 
tang 6 abtragen. Wir erhalten so zwei Punkte, durch deren einen a 
die Projektionen aller Geraden der Horizontalebene, welche mit der 
Grundlinie den Winkel £ bilden, gehen. Setzt man ferner voraus, 
daB OP — PQ sei, so werden die Dreiecke PQp, POp kongruent 
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sein und infolge dessen auch die Winkel PQy, FOp und £. Be- 
schreibt man dann auf der Tafel einen Kreis mit Q als Mittelpunkt 
und QP als Halbmesser und zieht durch qg die auf der Tafel liegenden 
Geraden, welche mit QP die Winkel von 1°, 2°... bilden, so wird 
auf der Horizontallinie eine Reihe (,,Skala“) von Punkten entstehen, 
welche wir entsprechend mit 1°, 2°... bezeichnen wollen. Mit Hilfe 
dieser Skala (welche sich schon bei la Caille Yorfindet) kann man 
viele Konstruktionen auf der Tafel ausftihren. sobald man bemerkt 
hat, daB zwei Gerade, deren Deklinationen 8 und A’ sind, unterein- 
ander den Winkel B’— ff bilden. Aus divser Beobachtung ergibt 
sich, daB, wenn zwei Geraden der Horizontalebene untereinander den 
Winkel » bilden, ihre Projektionen durch zwei Punkte obiger Skala 
gehen, deren Zahlen den Unterschied » haben. An dieser Stelle 
fihrt Lambert eine nur ihm eigentiimliche Nomenklatur ein, die 
aus den folgenden Satzen erhellt: I. Zwei Gerade der Tafel, welche - 
durch denselben Punkt der Horizontallinie gehen, werden ,parallele“ 
genannt (weil sie die Projektionen paralleler Geraden sind). II. Kine 
auf der Horizontallinie rechtwinklig stehende Gerade heiBt perpen- | 
dikular (weil sie die Projektion einer Vertikallinie ist). ID. Jedem 
Winkel auf der Tafel wird die Geradenanzahl zugeschrieben, welche 
der entsprechende Winkel der Tafel enthalt. IV. Endlich behalt auch 
das Bild jeder Strecke das MaB ihrer Linge auf der Horizontalebene 
bei. Mit Hilfe dieser Nomenklatur (welche die Grundlage einer 
yperspektivischen Geometrie“ bildet) wird die Bedeutung folgender — 
von Lambert aufgelésten Aufgaben klar werden: I. Durch einen 
‘ gegebenen Punkt eine Gerade 2u ziehen, welche einer .gegeoenen 
Geraden parallel ist. II. Durch eine auf einer Geraden gegebenen 
Punkt eine andere Gerade zu ziehen, welche mit der ersteren einen 
gegebenen Winkel bildet. III. Wenn die Seiten einer Figur und ihre 
Lage nebst den Winkeln gegeben sind, die Figur zu entwerfen. 
IV. Die Perspektive eines Kreises zu konstruieren, von dem man eine 
Sehne kennt, die einem Bogen von gegebener GréBe entspricht. 
Betreffs der Lésung der metrischen Fragen bemerki Lambert, ‘daB, 
wenn A’B’C’D ein Viereck auf der Tafel ist, und wenn A’B’ und 
C’D’ in der Horizontallinie sich schneiden, wiihrend A’C’ und B’ D’ 
untereinander parallel sind, ABCD ein Parallelogramm sein wird 
und daher AB=CD, AC= BD, AD=BC sind. Kennt man 
daher eine Skala, deren Triger eine zur Grundlinie parallele Gerade 
ist, so ist es leicht, jede zu derselben parallele Strecke zu messen. 
Die analoge Frage in bezug auf eine beliebige Strecke ist 
schwieriger; ihre Lisung gibt Lambert mit Hilfe des fulgen- 
den Problems: ,Gegeben auf der Tafel ein Winkel, dessen Seite 
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S’Q’ horizontal ist. Der Punkt S’ ist derart-zu bestimmen, daf 
RS = RQ sei“. 

Il. Abschnitt. ,,Yon der geschickten Lage des Auges und der 
- Entfernung der Tafel von demselbigen.“ Bemerkungen und Ratsechlige 
fiir die Ktinstler bestimmt. . : 

Ill. Abschnitt. ,Von verschiedenen Instrumenten, dadurch die 
Austibung der Perspektive verktirzt wird“ Das hauptsichlichste Instru- 
ment, dessen Gebrauch von Lambert angeraten wird, ist der ,,op- 
tische“ oder ,,Proportionszirkel“, dessen Anwendung, wie wir gesehen 
haben (S. 590), die Veranlassung zu einem Streit zwischen Desargues 
und Vaulezard um die Prioritit der Erfindung gab. Lambert 
scheint diese Vorganger nicht gekannt zu haben. Aber er war so 
tiberzeugt von dem Nutzen des Proportionszirkels, daB er ihn zum 
Gegenstand einer besonderen Publikation machte.*) 

; ‘IV. Abschnitt. ',Die Ausiibung obiger Regeln in ausfihrlichen 
Exempeln.“ Hier werden die im I. Abschnitt gegebenen Vorschriften 
auf die Zeichnung der Schatten angewandt. 

V.Abschnitt. ,Von der Entwerfung schiefliegender Linien und 
Flachen, und dessen, was darauf vorkommt.“ In diesem. wichtigen 
Teil seines Werkes hat sich Lambert die Aufgabe gestellt, die Er- 
gebnisse des I. Abschnitts in der Weise zu modifizieren, daB sie auch 
fir den Fall anwendbar sind, daB die Tafel nicht vertikal ist. Unter 
den von ihm eingeftihrten Begriffen méyen diejenigen von der Spur- 
(,Knotenlinie* nach Lambert) und der Fluchtlinie (,,Grenzlinie* nach 
Lambert) einer Ebene (§§ 165—167), und der Begriff der ent- 
sprechenden Punkte einer Geraden angefithrt werden. Fir den Fall, | 
daB die Orthogonalprojektion dgs Gesichtspunktes auf der Horizontal- 
ebene auf die Grundlinie fallt, gibt Lambert die Anweisung, auf der 
Horizontallinie der Tafel eine Skala zu entwerfen, analog derjenigen, 
welche im I. Abschnitt konstruiert und benutzt wurde. Unter den 
zahireichen. von ihm aufgelésten Aufgaben wollen wir diejenige er- 
wahnen, welche die Gerade zu zeichnen versucht, die eine Hbene 
rechtwinklig schneidet, um den Leser daranf aufmerksam zu machen, 
da8 das Lambertsche Verfahren sich vom unsrigen weiter entfernt, 
als das von Taylor angewandte. 

VL Abschnitt. ,,Verschiedene Anmerkungen und Beispiele, so 
za Erliuterung dessen dienen, was erst von der Zeichnung schief- ° 
‘liegender Flachen gelehrt worden.“ Den Praktikern gewidmet! 


ee 


") ,.KurzgefaBte Regeln zu perspektivischen Zeichnungen vermittelst eines zu 
dereo Ausiibung’ so wie auch 7u geometrischen Zeichnungen eingerichteten 
Proportionalzirkels“, Augsburg; I. Aufl. 1768; II. Aufl. 1770. 
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VIL Abschnitt. ,,Von der perspektivischen Hutwerfung aus 
einem unendlich entfernten Gesichtspunkt.“ Die so entstehende Pro- 
jektion wird von Lambert (nur in der 1. Auflage) _,,orthographisch“, 
,militér* oder ,,kavalier“ genannt. Er bemerkt, daB es dasselbe sei, 
eine endliche Figur von einem unendlich entfernten Mittelpunkt aus 
oder eine unendlich kleine Figur von einem endlich entfernten Zentrum 
aus zu projizieren. Die Wichtigkeit dieser Beobachtuig fir die 
Lehre von den Schatten wird ausfiihrlich dargelegt, fir den Fall, daB 
die Lichtquelle im Unendlichen liegt. 

Der VIII. (letzte) Abschnitt behandelt die ,Umgekehrten Auf- 
gaben der Perspektive“, ein Thema, welches, wie wir sahen, schon 
von del Monte und Vaulezard gestreift wurde, und dessen theo- 
retische wie praktische Wichtigkeit auBer Zweifel steht. Es handelt 
sich hier darum, die Bedingungen zu bestimmen, unter welchen eine 
gegebene Perspektive entworfen wurde, d.h. die Lage des Gesichts- 
punktes und der Tafel zu finden. Im gewéhnlichen Leben pflegt mani 
diese Untersuchung: durch praktische Versuche anzustellen, wenn man 
ein Gemilde betrachtet. Die Tatsache, daB Lambert jene Frage 
rationell lésen und ferner zwei orthogonale Projektionen eines Kérpers 
aus einer Projektion ableiten wollte, hat dazu gefiihrt, daB man 
ihn zu den Begriindern der heutigen Photogrammetrie rechnet.') 
Ausdriicklich sagt er zwar nicht, daB jene Aufyabe unbestimmt ist; 
stillschweigend aber wird diese Unbestimmtheit zugestanden und 
durch Hinzufiigung neuer Angaben vermindert.*) In zahlreichen und 
interessanten Beispielen wird von Lambert die Auffindung der Lage, . 
des Gesiclttspunktes in bezug auf die vertikal vorausgesetzte Tafel 
ausgefihrt. Die Lésung des obigen Problems ist keine erschépfende 

und konnte es auch nicht sein, da die Erscheinungsformen, unter 
denen es einem begegnen kann, unendlich sind; die Falle aber, welche 
Lambert betrachtet und behandelt, sind sehr geschickt gewahlt und 
behandelt. 

Eine Fortsetzung, gewissermaBen einen Anhang zu _ diesen 
Abschnitten der ,,Freyen Perspective“ bildet eine von Lambert 
hinterlassene Abhandlung mit dem Titel: ,Die vornehmsten und 
-brauchbarsten Grundsatze der Perspective, aus Betrachtung einer geo- 
metrisch gezeichneten Landschaft abgeleitet“ (Hindenburgs Archiv 1799). 
Dieser Titel kénnte den Glauben erwecken, daB diese Arbeit rein 


2 er - —_—= 


1) Vgl. die schéne Rede von J.Schur, ,,J. H. Lambert ala Geometer'; 
Jabresber. der Deutschen Mathem.-Ver., Bd. XIV, 1905, 8.196. *) Z. B. setzt 
er an einer Stelle voraus, da8 ein auf der Tafel gezcichnetes Viereck die Per- 
spektive eines Quadrates oder eines Rechtecks geyebener Art sei. 

Caxrox, Geschichte der Mathematik IV. ; 40 
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didaktischer Natur wire; aber der folgende Auszug wird zeigen, daB 
ihr Zweck ein ganz anderer war, denn, um der Schlu’kette Lamberts 
folgen 2u kénnen, ist es unbedingt notwendig, schon die Prinzipien 
der Perspektive zu kennen. Er bemerkt zunichst, daB die Maler die 
Regeln der Perspektive nicht befolgen; daher schlagt er eine Unter- 
scheidung zwischen ,,Landschaft“ und ,,Prospekt“ vor, indem er den 
letzteren Namen den Landschaften vorbehalt, bei denen jene Prinzipien 
streng befolgt werden. Indem er sodann einen (aus einem Turm 
und einem Haus bestehenden) Prospekt als gegeben voraussetzt, be- 
stimmt er mit Hilfe desselben und ‘durch ein sehr geistreiches Ver- 
fahren den ,,Horizont“ und den ,,Augenpunkt“; dieses Verfahren 
hangt seimer Natur und seinem Zweck nach mit dem letzten Ab- 
schnitt der ,Freyen Perspective’ eng zusammen. Lambert schlieBt 
die Darlegung derselben durch die folgende Bemerkung: ,Das_ bloBe 
AugenmaB ist bei Zeichnungen.von Aussichten etwas sehr MiBliches, 
und so sehr man* auch den Malern die Ubung desselhen einschirft 
und den Gebrauch des Zirkels untersagt, so sehr kénnten die Kiufer 
_und Liebhaber sich ausbitten, dab wenigstens bei Zeichnungen von 
Landschaften und Aussichten der Gebrauch des Lineals und Zirkels 
nicht nur gestattet, sondern als etwas schlechthin Unertbehrliches 
yefordert werde.“ Wurden diese verniinftigen Ratechlage von dcn 
Kiinstlern und ihren Macenaten befolgt? Wir haben Griirde genug, 
um daran zu zweifeln! 

Fiinfzehn Jchre nach der Veréffentlichung der ,,.Freyen Perspec- 
tive’ machte sich das Bediirfnis nach einer Neuauflage fiihlbar. 
Lambert beschranhte sich dabei auf einige kleinere Verbesserungen 
des Textes.') Jedoch fiigte er zu dem alten Bande einen neuen hinzu, 
welcher wichtige .,Aumerkungen und Zusdtze“ enthilt. In dem ersten 
dieser Zusdtze gibt Lambert, mit freier Benutzunz der Geschichts- 
werke des Montucla und Saverien. eine flitchtige Uhersicht iiber 
die wichtigsten Arbeiten tiber Perspektive. Im einem anderen gibt 
er kleine Zusiitze zu der behandelten Lelre, welche sehr wohi auch’ 
im Text- selbst hiatten Platz finden kémen. Bei zwei lingeren Zu- 
sétzen miissen wir eincu Augenblick verweilen. In dem eimen Zusatz. 
(zu § 12) setzt Lambert dic zahlreichen Verfahren zum Entwerfen 
von Perspektiven auseinander, welche vor ihm bereits durch Diirer, . 
Danti usw. empfohlen worden waren; andere werden yon ihm selbst 
hinzugefigt. Der zweite wichtiye Zusatz reiht Lambert zu den 
Regriindern der ,Geometrie des Lineels“2) Da wir keinen Raum 





1) Die Verm:hrnng der Paragraphen von $10 auf 315 ist nur scheinbar und 
die Folge eines Versehens, da dem § 310 der § 815 folgt. *) Chasies, ,Apergu 
historique’, p. 186; Cremona, ,,Geometria projettiva’, Torino 1873, p. 12% 
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haben, um den Inhalt desselben hier ausfiihriich wiederzugeben, wollen 
wir uns damit begniigen, die behandelten Aufgaben wiederzugeben 
und zu bemerken, daB ihre Auflésungen auf denselben Prinzipien 
beruhen,. welche Lambert zur ,perspektivischen Geometrie“ (m. s. 
S. 609) gefiihrt haben: 

“ |. Durch vier gegebene Punkte, die nicht in gerader Linie liegen, 
sondern von denen jeder auBerhalb des von den drei tibrigen gebil- 
deten Dreiecks liegt, vermittels des bloBen Lineals mebrere Punkte 
zu bestimmen, die mit den vier gegebenen in dem Umkreis einer 
Ellipse liegen. (Lambert bemerkt anedricklich, daB die Aufgabe 
unbestimmt ist, daB sie aber durch Hinzufiigung eines fiinften Punktes 
_ aofhdrt, unbestimmt zu sein, und so gelangt man zu einer sehr 
Jeichten Konstruktion des durch ftaf Punkte bestimmten Kegel- 
schnittes.) IJ. Wenn ein Parallelogramm gegeben ist, bleB mit einem 
Lineal durch einen gegebenen Punkt eme Linie zu ziehen, die mit 
einer gegebenen Geraden parallel ist!) UI. Ein Kreis nebst seinem 
Mittelpunkt ist gegeben; auf eine gegebene Gerade von einem Punkt 
die Senkrechte mit bloBem-Lineal au ziehen. FV. Eine Linie sei in 
zwei gleiche Teile geteilt; dieselbe mit bloBem Lineal in eine beliebige 
Anzaht gleicher Teile zu teilen.*) V. Es sind zwei Linien gegeben, 
welche sich in einem Punkte auBerhalb der Tafel schneiden; mit - 
bloBem Lineal und ohne Verlangerung dieser Linien durch einen ge- 
gcbenen Punkt eine Linie zu ziehen, welche durch den Schnittpunkt 
der gegebenen Linien hindurchgeht. (Die von Lambert empfohlene 
Konstruktion ist noch heute in Gebrauch; sie stiitat sich auf die har- 
monischen Eigenschaften des vollsténdigen Vierecks.) VL Zwei Linien 
sind beide in zwei gleiche Teile geteilt; zu einer gegebenen Geraden 
eine Parallele -zu ziehen. VJI. Den Pythagoraeischen Lebrsatz mit 
bloBem Lineal perspektivisch zu zeichnen. VIII. Ein Kreis und dessen 
Mittelpunkt ist gegeben; einen beliebigen Bogen desselben in zwei 
gleiche Teil zu teilen. IX. Zwei Sirecken AC und BD mégen sich 
im Punkte F derart schneiden| dai AH = EC, ED=28BE ist. Es 
soll mit bloBem Lineal. ein Parallelogramm gezeichnet werden. 
X—XII Zeichnung von Parallelen mit anderen Systemen- von Daten. 
XUT Wenn der Winkel] ABE gleich dem Winkel EBF ist, mit 
bloBem Lineal auf FB durch B die Senkrechte zu ziehen.*) 





™ Cremona, a. e. 0., p. 57. 4) Ebenda, p. 58. *) Wollte man alle 

Beitrage nufzShlen, welche Lambert zur Perspektive gegeben hat, so mi&te 

- man auch die kurze Arbeit ,Sur la perspective aérienne'‘ (Nour. Mém. de 

l’Acad. de Berlin, année 1774, p. 74—80) erwihnen,. wo die Anwendung der 

Mathematik auf die ,,dégradation de Ia couleur des objets par rapport & leur 

éloignement et & la constitution de l’atmouphtre versucht wird; im Text halen 
40* 
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Um unseren Lesern eine Idee der von Lambert angewandten 
Verfahren zu geben, mége die Auflésung der V. Aufgabe dienen: 
yoind AC und BD die Geraden, die in einem Punkte auBerhalb der 
Tafel zusammenlaufen, und E der gegebene Punkt; durch E ziehe 
man zwei Geraden AH, GB und dann AB, GH, bis zu ihrem Durch- 
schnitt K; aus K ziehe man die Gerade KCD und dann CH und 
GD; ist F der Durchschnittspunkt der letzteren, so ist EF die ge- 
suchte Gerade.“ 

Die Ideen und Methoden Lamberts, welche, wie wir sahen (S. 606), 
wubrscheinlich schon auf E. Zanotti einen KinfluB ausiibten, blieben 
ohne jegliche Wirkung auf einen italienischen Architekten, Maler und 
Professor Baldassare Orsini (1732—1810), welcher hier eine bei- 
laufige Erwahnung verdient als Verfasser eines dreibandigen Werkes 
»Della geometria e prospettiva pratica* (Rom 1773), in dem wir nichts 
Neues gefunden haben. Dagegen haben jene Ideen und Methoden einen 
warmen Bewunderer an einem deutschen Universitatsprofessor Johann 
Gustav Karsten (1752—1787) (vgl. S. 367) gefunden, der aus ihnen 
die Anregung zur Abfassung eines Teils seines kolossalen (achtban- 
digen) Werkes ,,Lehrbegriff der gesamten Mathematik“ (Greifswald 
1767—1777) schépfte, das er wihrend seines Professorats in Halle a.S. 
herausgab.') Es ist der vorletzte Band (1775). dieses Handbuchs 
(,.Die Optik und die Perspektive“), noch genauer sein II. Teil (S. 110 
bis 928) , wo der auch vom Verfasser zugestandene Einflu8 von 
_ Lambert unverkennbar ist.*) Aber Karsten hat, wenn er auch 
Begriffe und Verfahren auseinandersetzt, die. nicht sein Kigentum 
waren, in dieselben ein Element eingefiihrt, dessen Hilfe Lambert 
abgelehnt hatte, nimlich die Rechnung; auf diese Weise gelang es 
ihm, zu den Resultaten seines Vorgiingers manches hinzuzufiigen. 

Nicht alle Kapitel der genannten Karstenschen Arbeit verdienen 
eine besondere Erwihnung in einer Geschichte der Linearperspektive; 
keines aber darf von dem auBer Betracht gelassen werden, der eine 


——e 





wir derselben keine Erwahnung ae da re eher zur Physik als zur Geometrie 
gehdrt (vgl. 8. 580). 

1) Mit Recht bemerkt Karsten, da& die von Lambert vorgeecblngenen 
‘Konstruktionen so einfach sind, daB sie nicht von der Kritik betroffen werden, 
die die Inauguraldissertation A. L. F. Meistera (1724—1788) ,,Instrumentum 
scenographicum, cujus ope ichonographia et orthographia invenire scenographiam 
exponit’ (Gidttingen 1753) enthalt. *) Die Perspektive in das System der ge- 
samten Mathematik einzufiigen, entspricht einer Gewohnheit, die man bis auf 
das Mittelalter zurickfiihren kann, und welcher sich, schon vor Karsten, A. G. 
K &stner (1719—1780) in seinem Unterricht getreulich anschloB; man sehe (vgl. 
S. 355) seine ,,Anfangsgriinde der Arithmetik, Geometrie, ebene und spharische 
‘Trigonometrie und Perspektive’ (L Anfl, Gdttingen 1758). 
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klare Idee von der Arbeit sich oder anderen verschaffen will. Indem 
Karsten der Gewohnheit seiner Zeit folgt, geht er zunachst vou der 
Voraussetzung aus (I. Abschnitt), daB die Tafel vertikal, und daB | 
ferner eine horizontale Ebene gegeben sei, auf welche alle betrach- 
teten Figuren orthogonal projiziert werden; er weist sofort darauf 
hin, da8, wenn man die Perspektive der Punkte jener Horizontal- 
ebene zu finden weiB (Problem der ,,perspektivischen Ichonographie“), 
es dann auch leicht ist, diejenige eines beliebigen Punktes zu zeichnen 
(Problem der ,Scenographie“). Nachdem er so die Wichtigkeit der 
perspektivischen Ikonographie auBer Zweifel gesetzt hat, wendet sich 
der Verfasser zu ihrer Entwicklung und Anwenduag (Abschnitt II 
bis IV) — wobei er interessante historische Nachrichten gibt — und 
den Gebrauch des Proportionszirkels erklart, dessen A: vendung auf die 
Perspéktive er auf Desargues zuriickfihrt. Im V. Abschnitt werden 
in einfacher Weise die Formeln gefunden, welche die Cartesischen or- 
thogonalen Koordinaten x, y der Horizontalebene mit den Koordinaten 
t, « ihrer Perspektive verbinden; in ihrer einfachsten Form lauten 
‘diese Forineln folgendermaBen: 


t= De:L—a2, u=Dy:L—z, 


deren Abnlichkeit mit den bereits von Marolais und la Caille 
(s. S. 603) gefundenen augenscheinlich ist; D und ZL sind gewisse 
Konstanten der Aufgabe. Im VI. Abschnitt werden die Prinzipien der 
Szenographie gelehrt und in dem folgenden die Vorschriften zur Aus- 
fiihrung der Perspektive auf eine nicht vertikale Tafel. Hier verall-— 
gemeinert der Verfasser unter anderem auch die obigen Formeln und | 
erweitert so bedeutend ihr Anwendbarkeitsgebiet; z. B. lernt man so 
alle Prinzipien zur Zeichnung der Schatten, Prinzipien, welche im | 
XI. Abschnitt, unter der UWherschrift ,Allgemeine Theorie der Scia- 
graphie“*), entwickelt sind. - Nicht der Wissenschaft, sondern der 
Kunst sind die Abschnitte IX und X gewidmet. Hier werden die Vor- 
schriften gegeben, nach welchen die Lage des Augenpunktes gewahlt 
werden muB. Weiter wird auf die Ubelstinde hingewiesen, die ent- 
stehen, wenn man eine Perspektive von einem Punkte aus betrachtet, 
der mit dem vom Zeichner der Perspektive gewihlten Augenpunkte 
nicht zusammenfallt. Um nun aber solche Ubelstinde vermeiden zu 
kénnen, sind Normen nétig, die dazu befahigen, die Lage des Augen- 
punktes flr eine gegebene Perspektive zu finden; sie werden im 


Se ee 


) Nach Karsten wurde dieser Name zum ersten Male in der Abhandlung 
von J. M. Hase (1684—1742), ,,Sciagraphiae integri tractatus de constructionis 
mapparum omnis generis‘ (Lipsiae 1717) gebraucht. 
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XU. Abschnitt.gelehrt, welchen man, wie den VII. Abschnitt der ,Freyen 
Perspective“, als einen Teil der heutigen Photogrammetrie ansehen 
kann. In der weiteren Erérterung geht Karsten von der Voraus- 


- getzung aus, daB das Projektionszentrum in das Unendliche ricke, 


und bestimmt die Modifikationen (Abschnitt XIII und XIV), welche 
die vorigen Konstruktionen, Formeln und Satze erleiden; wir miissen 
dazu bemerken, da8 unser Geometer, dem Beispiel Lamberts (I. Auf- 
lage) folgend, den Namen ,,orthographisch“ auf alle Parallelprojek- 
tionen anwendet. Die Abschnitte XVY—XVII enthalten eine inter- 
essante Theorie von den Kegelschnitten als Perspektiven des Kreises 
betrachtet. Als eind Fortsetzung derselben kénnen die Abschnitte XX VIII 
bis XXX angesehen werden, wo die Projektionen der Kegelsehnitte 
untersucht werden und insbesondere die Frage behandelt wird, welche 
Lage man dem Augenpunkt geben muB, um von einem gegebenen 
Kegelschnitt eine Projektion gegebener Art zu erhalten. Die tbrigen 
Abschnitte XIX—XXVIII behandeln einen Gegenstand, welchen man 
heute lieber der mathematischen Geographie oder der Geodisie zu- 
rechnet, niémlich die verschiedenen Arten der Projektion einer Kugel 
auf eine Ebene: stereographische, orthographische und Zentralprojek- 
tion. Ks hat keinen Zweck, hier dabei zu verweilen. 

Der Erfoly des Karstenschen Werkes erhellt daraus, da8 sehr 
bald der Wunsch nach einer zweiten Auflage laut wurde. Diese Nevu- 
auflage wurde nach einem etwas anderen Plan hergestellt und tragt 
auch den Titel ,Anfangsgriinde der mathematischen Wissenschaften“ 
(1778-1786). Hier wird im IV. Band, betitelt ,Die optischen Wissen- 
schaften“ (1780), die Perspektive behandelt; aber wiihrend ihr in der 
1, Auflage 818 Seiten gewidmet waren, muB sie sich in der zweiten 
mit ungefahr 100 Seiten begniigen. Die Abschnitte tiber die Kegel- 
schnitte und die Kugelprojektionen fehlen hier nimlich; indem so 
die Behandlung von diesen ihr fremden und hinderlichen Bestandteiler. 
befreit wird, wird sie zugleich einfacher und nahert stch den modernen 
Behandlungen dieser Disziplin. 

. Das wichtigste der elementaren Verfahren zur - eindeutigen 
Darstellung einer -Kugelfliche auf der Ebene wurde kurz darauf 
von einem bertihmten Lehrer behandelt in seiner Antrittsvorlesung 
an der Universitit Halle. Wir meinen die Abhandlung ,,Kine 
geometrische Kntwicklung der Higenschaften der stereographischen 
Projektion“ (Halle 1788), in der Georg Simon Kligel die 
Uberlegenheit der Geometrie tiher die Analysis beweisen wollte in 
Fragen, welche kurz vorher Karsten mit Hilfe der analytischen 
Trigonometrie behandelt hatte. Um seinen Zweck zu erreichen, hat 
der Verfasser nicht nur die charakteristischen Eigenschaften der ste- 
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reographischen Projektion geometrisch abgeleitet, sondern auch, durch 
Anwendung dieses Verfahrens, die Hauptfragen der sphirischen 
Trigonometrie und der Gnomonik ohne Zuhilfenahme der Rech- 
nung gelést. 

Im Monat Marz desselben Jahres (1788) ersckien in Verona das 
Bichlein ,I. Torelli Veronensis, Elementa perspectivae libri II. Opus 
postumum recensuit et edidit J. B. Bertolini“. Sein Verfasser ist Joseph 
Torelli’), welcher in Verona am 3. November 1721 geboren wurde, 
‘die juristische Doktorwiirde in Padua erhielt und sich dann vollstindig 
der Literatur und den Wissenschaften widmete. Auber einem an Poleni 
gerichteten Briefe, welcher ,,De rota sub aquis circumacta* (Verona 
1747) handelt, hat er eine Arbeit philosophischer Natur ,De nihilo 
geometrico“ (Verona 1758; vgl. Absch. XXVI) und eine andere in 
euklidischem Stil ,,Geometrica* (Verora 1769) geschrieben, in welcher 
die folgenden drei Probleme adfgelést sind: I. Durch zwei in der 
Ebene eines Kreises gelegenen Punkte einen anderen Kreis durchgehen 
zu lassen, welcher den ersten berihrt. ll. Gegeben zwei geradlinige 
Strecken; iiber denselben zwei ahnliche Kreisseymente zu beschreiben. 
deren Bogen sich beriihren. I]. In einem Punkte der Quadratrix 
des Dinostratus*) die Tangente zu ziehen*). Torelli starb in 
seinem Vaterlande am 18. August 1781. Die Friichte seiner Jang- 
jahrigen Forschungen fiber die archimedisechen Handschriften wurden 
von der Universitat Oxford angekauft und durch A. Robertson ver- 
dffentlicht; so cntstavd cin prachtiger Folioband, ‘welcher Torelli 
die Unsterblichkeit sichert. Handschriftlich hinterlieh Torelli auch 
einige Kapitel tiber die Perspektive, wozu er als Einleitung eine Ab- 
handlung schreiben wollte, wn zu beweisen, daB diese Lehre bereits 
den Alten wokl.bekannt war. Sie bilden kein eigentliches Lehrbuch, 
da sie Erklirungen, aber nicht Methoden enthalten; man darf auch 
nicht verschweigen, daB die hiBlichen Figuren den Text eher ver- 
dunkeln, als ihn erliutern und dazu heigetragen haben werden, das 
Bach bei den Kénstlern in MiBkredit zu bringen. 


1) Vgl. die Lobrede, welche der berihmte Dichter Pindemonte auf 
Torelli schrieb, und die im III. Bd. der ,,Mem. della Soc. It. delle Scienze (1784) 
verdffentlicht wurde. *) Die als ,quadratrice scalena“ bezeichnete Kurve iat 
von der gewdhnlichen Quadratrix nicht verschieden.  %) Torelli gibt den 
griechischen Text (und die lateinische Ubersetzung) des Passus der ,,Collectiones 
mathematicae“ von Pappus, welcher jene Kurve betrifft, nach einer Vatikan- 
Handschrift, welche wahrscheinlich dieselbe ist, welche Hultsch benutzte; 
er schlug einige Varianten vor, welche dieser Gelehrte nicht gekannt zu 
haben scheint. 
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Die ,,perspektivische* Literatur des 18. Jahrhunderts, welche 
unter so guten Auspizien mit s’Gravesande begann, erreichte ihren 
héchsten Glanzpunkt mit Taylor und Lambert, fand in Zanotti 
und Karsten wiirdige Fortsetzer, offenbart aber dann in Torelli 
unzweideutige Zeichen eines Verfalles!). Wenn auch noch einige der 
spiteren Werke sich bedeutend iiber das Niveau der Arbeit Torellis 
erhoben haben, so kann man doch sagen, da8 die Ara der Perspek- 
tive mit dem eben besprochenen Jahrhundert ihr Ende erreicht hat. 
Das hat seinen Grund darin, daB gerade an der Wende des 18. Jahr- 
hunderts ein neuer Zweig der Mathematik eine bis dahin ungeahnte 
Bliite und einen gewaltigen Ertrag hervorbrachte, welcher den bisher 
von der Perspektive eingenommenen Platz eines ,, Verbindungsstriches“ 
zwischen der Mathematik und den Zeichenkiinsten einnehmen sollte. 
Um .aber die Quelle dieses neuen michtigen Gedankenflusses aufzu- 
decken, miissen wir um einige Jahrhunderte zuriickkehren. Und, 
wihrend wir in der Malerei die Urspriinge der modernen Perspektivé 
gefunden haben, miissen wir uns nun zur Architektur wenden, um 
die Genealogie der neuen Lehre zu bestimmen und ihre Geburts- 
urkunde zu erlangen. 

Zu diesem Zweck miége nuniichst bemerkt werden, daB Vitruvius, 
der beriihmte Baumeister der Epoche des Julius César und Augustus, 
im J. Buch seiner’, Architectura“, von der ,ichonographia“ und ,,ortho- 
graphia“, d.h. dem ,,Grundrif“ und ,,AufriB“ eines Gebdudes, als - 
Hilfsverfahren zur Darstellung desselben, spricht; er hat diese 
Methoden wabhrscheinlich von den Griechen entlehnt, hat aber das 
Verdienst, sie allgemein verbreitet zu haben, so daB seine Nachfolger 
sie ohne Ausnahme anwandten. Aber diese Urform einer sehr be- 
kannten Methode der darstellenden Geometrie gibt zwar eine leichte 
und bequeme Art an, um die dreidimensionalen Figuren darzustellen, 
zeigt aber den Weg nicht, um auf dieselben die gew6hnlichen Operationen 
der Geometrie anzuwenden. Und zwar lehrt sie es deshalb nicht, weil der 
reine Architekt dessen nicht bedarf. Aber der praktische Archi- 
tekt mu8 auch die Handwerker bei der Bearbeitung des Materials, 
beim Holz- und Steinschnitt anleiten; daraus erwuchs die Notwendig- 


1) Ein im 12. Jahrhundert erhaltenes Resultat rein theoretischer Natur ver- 
dient hier noch angefiihrt zu werden; wir meinen den Satz, da8S die Ordnung 
einer Kurve durch Projektion nicht erhSht werden kann: vgl. Waring, ,,Pro- 
prietates curvarum algebraicarum“ (Cantabridgae 1772), Prop. 24—26. Vel. 
8. 522. 
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keit einer neuen Hilfswissenschaft, der ,Stereotomie“. Empirische — 
Vorschriften dieser Lehre sind im ,,Traité d’architecture“ zu finden, 
welchen im Jahre 1757 Philibert de Lorme, ein Almosenier 
Heinrichs Il, herausgab, ferner in den ,,Sécrets d’architecture* (La 
Fléche 1642) von Maturin Jousse, und vollstindiger in dem Werk 
,yArchitecture des vofites ou l'art de trait et coupe des pierres“ 
(Paris 1634). von Pater Derand, dessen Regeln in den Abschnitt 
»De lapidum sectionnm“ des beritihmten ,Mundus mathematicus“ 
(1674) von Milliet-Dechales tibergegangen sind. Derjenige aber, 
_welcher zuerst auch diesen Teil der -Ingenieurwissenschaft streng 
wissenschaftlich zu behandeln begann, ist wiederum Desargues, von 
dem wir noch ein Werkchen aber den Steinschnitt besitzen (Oeuvres 
de Desargues, éd. Poudra, I. Bd, p. 303—362); aber da er auch 
bei dieser Gelegenheit ‘sich damit begntigte, seine Gedanken nur un- 
klar an einem Beispiele auseinanderzusctzen, so blieb er fast un- | 
verstindlich und daher ohne EinfluB, auch nachdem Bosse seinen 
verehrten Lehrer kommentiert hatte’); wer heute die Methoden von Des- 
argues kennen zu lernen wiinscht, wird im Poudraschen Kommentar 
(Oeuvres de Desargues, I. Bd, p. 362—-382) eine wertvolle Hilfe 
dazu finden, vermittels deren er leicht ihre Analogie mit denjenigen 
wahrnehmen wird, welche unsere darstellende Geometrie anwendet, 
um die Aufgaben von den mehrkantigen Ecken und den Polyedern 
aufzulisen. | 

Das, was Desargues und Bosse nicht erreichen konnten, naém- 
lich der Stereotomie eine bestandig rationelle Richtung zu geben, ge- 
lang ein Jahrhundert spiter Amédée Francois Frézier. Dieser, 
1682 in Chambéry geboren, war von seiner Familie zum Studium 
der Jurisprudenz bestimmt; aber seine Abneigung gegen die Pandekten 
war so grof, daB er im Jahre 1700, gegen den Willen seiner Eltern, 
in die franzésische Infanterie eintrat; sieben Jahre spater wurde er 
gewirdigt, in das Ingenieurkorps einzutreten; die franzdsische Regie- 
rung vertraute ihm mehrere wichtige Missionen an. (unter anderen 
eine nach der Insel St. Domingo im Jahre 1719); zuletzt (1740) 
wurde er Direktor der Festungswerke der Bretagne; im Jahre 1746 
wurde er zur Ruhe gesetzt und starb am 26. Oktober 1773. Gerade 
nun auf seiner Riickkehr von Amerika faBte er die Idee, das groBe 
Werk zu schreiben, welches seinem Namen einen Ehrenplatz auch 


BD ie eet ia : / 


1) Oeuvres de Desargues‘, !. Bd., p. 470 und IL Bd. p. 4. ,,Bosse donna 
un systeme tout différent qu'il tenoit de Desargues, lequel, par son ob- 
scurité et la nouveauté de son language, ne fut pas gouté‘, bemerkt Frézier 
in der Einleitang eines Werkes, von dem wir bald sprechen werden. 
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in der Geschichte der Goometrie sichérn: sollte. Es ist ,La théorie - 
et la pratique de la coupe des pierres et des bois, pour la cor- 
struction des voutes et autres parties des batiments civils et militaires, 
ou Traité de stéréotomie & l’usage de Varchitecture“!) (vgl. III?, 
S. 793) mit dem folgenden Satz des Vitruvius als Motto: ,,geo- 
metria plura praesidia praestat architecturae“. Frézier sieht, diesem 
Grondsatz folgend, von einer mechanischen Betrachtung vollstindig 
ab und betrachtet den Steinschnitt ausschlieBlich vom geometrischen 
Standpunkt; infolgedessen besteht nach ihm diese Lehre aus folgenden 
Teilen: I. Untersuchung der Kurven, die entstehen, wenn Kérper 
durch ebene oder nicht-ebene Flachen geschnitten werden; dieser Ab- 
schnitt der Stereotomie heift ,,Tomomorphie® II. Beschreibung von 
Kurven auf gegebenen Flachen; dies ist das Ziel der ,,.fomographie“. 
lit’ Untersuchung einfacher Methoden, um die Kérper und ihre 
Schnitte auf einer Ebene darzustellen; diese Methoden, welche er 
unter dem Namen ,,Stereographie“ zusammenfaBt, sind: a) die Ikono- 
graphie und die Orthographie; b) die Abwicklung der krummen 
Flichen auf eine Ebene, oder ,,.Epipedographie“*); c) die ,,G@oniographie“. 
IV. Anwendung des Vorigen auf die Bestimmung der Flachenschnitte, 
die fiir den Stein- und Holzschnitt am wichtigsten sind (,,Tomotech- 
nik“). Diese vier Hauptteile der Stereotomie werden der Reihe nach 
in den vier Biichern des Werkes von Frézier behandelt, dessen In- 
halt wir jetzt kurz durchgehen wollen. 

Das L. Buch besteht aus zwei Teilen. Der erste handelt von den 
ebenen Schnitten einiger Kérper, wie Kugel, Kegel, Zylinder und 
»tegular-irreyulérer* Figuren (Quadriflachen, Ringflachen, Helikoiden). 
In der Einleitung zum zweiten Teile des I. Buches bemerkt Frézier, 
daB Pater Courcier (1604—1692) in seinem Werke ,,De sectione 
superficie: sphaericae per superficiem sphaericam, cylindricae per 
cylindricam’ et conicae per conicam“ (Divionae 1662) den Namen 
,,curvitegae“ den von ihm untersuchten Kurven gegeben hat; Frézier 
hut es dagegen vorgezogen, denselben Namen zu geben, welche aus 
yimbrex“ ¢=hohler Dachziegel) abgeleitet sind; so entstanden fol- 
gende Neologismen: ,,cicloimbre, ellipsimbre, ellipsoidimbre, para- 
boloidimhre, hyperboloidimbre“, Namen, welche ein moderner Geometer 
') StraBburg, t. I, 1737; t. I, 1788! t. TIL, 1739; 4° S. XVI -+ 494 + 608 
+ 417 + 65, mit 27 + 6&-+ 69 lith. Tafelu. Eine IH. Auflage tragt das Datum 
1769; trotz wiederholter Versuache konnten wir uns diese nicht verschatien. Im 
Jahre 1759 wurde ein Auszug dieses Werkes, betitelt ,.k:léments de atéréotomie 
i Yusage de l’architecture, verdffeatlicht. 7) Dieser Name warde von Lagny 
(1660—-1784) vorgeachlagen; man sehe die dritte seiner A'shandlungen iiber ,,La 
goniométrie’ ia den Pariser Mém. 1727. 
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wieder in Gebrauch gebracht hat’). Von diesen Kurven, welche alle 
besondere gewundene Linien vierter Ordnung der J. Art sind, setzt - 
Frézier die Grundeigenschaften auseinander. 

Der erste Teil des IJ. Buches Jehrt, wie man den Kreis, die 
Kegelsehnitie, die spirischen Linien und einige Spiralen beschreiben 
kann, ferner die. Zusammensetzung von Kurven, welche die Form 
einer Ellipse oder Spirale haben; endlich die Auflésung von Auf- 
gaben, welehe sich auf die Normalen von Kegelschnitten oder anderer 
geometrischer Kurven beziehen. Der zweite Teil dieses Buches han- 
delt von der Beschreibung. von Kurven auf krummen Flachen; man 
begegnet hier vor allem der Definition vou der orthogonalen [Pro- 
jektion und der Beziehung, die zwischen einer Strecke und ihrer 
Projektion statthat, endlich die Auflésung einiger Probleme, von 
denen wir die folgenden anfiihren wollen: auf einer Kugelflache einen 
Kreis zu beschreiben; die Kreisschnitte eines Kegels oder Zylinders 
zu finden*); auf einer Kegelfliche Kegelschnitte von vorgeschriebener 
Art zu zeichnen; usw. Im dritten Teil beschiftigt sich der Verfasser 
mit den unebenen Linien, die Schnittlinien von Kugel-, Kegel- oder 
Zylinderflichen sind, wobei er seine Aufmerksamkeit besonders auf 
ihre Beschreibung lenkt, welche er mittels eines Systems paralleler 
Ebenen ausfiihrt. Wie bekannt ist dies dasselbe Prinzip, das man noch 
heute in der darstellenden Geometrie anwendet, um die Schnittlinie 
zweier Filachen zu konstruieren; aber diese Methode ist auf dié 
Schraubenlinien (,limaces“) nicht anwendbar, welche man aut eihen 
Zylinder, einen Kegel oder eine Kugel zeichnen kann; und da 
diese Kurven sehr wichtig in der ‘Theorie und Praxis sind, so 
lehrt Frézier, wie man sie nach besonderen Methoden beschreiben 
kann. 

In direktem Zusammenhang mit der darstellenden Geometrie 
steht das III. Buch, wo der allgemeine Begriff ,,Projektion® auf die 
Darstellung vermittels der Ikonographie und Orthographie der Ge- 
wolbe angewandt wird; es erhellt daraus die Notwendigkeit, zwei 
Projektionen einer Figur zu betrachten, um dieselbe eindeutig darzu- 
stellen; iiber die Perspektive bemerkt unser Ingenieur (T. 1, 8. 271), 
daB ,on n’en peut tirer aucun secours pour la coupe des pierres, 
parce qu'elle change les mesures des solides représentez, en diminuant 
Jes parties qui séloignent du devant du tableau“. Alles das bildet 


1) La Gournerie, ,,Recherches sur les surfaces régiées tétraédrales symé- 
triques“, Paris 1867. *) Fir einen besonderen Fali dieses Problems gibt 
Frézier zwei Lisungen, welche ihm Johann und Daniel Bernoulli mit- 
geteilt batten. . 
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den Inhalt der vier ersten Kapitel des genannten Buches; das ftnfte 
ist der Abwicklung auf einer Ebene der Oberflachen von polyedrischen, 
konischen und zylindrischen Kérpern und der Bestimmung der ent- 
sprechenden Gestalt, welche gegebene Linien infolgedessen annehmen, 
gewidmet. Ein letztes Kapitel lést die Aufgabe, die Diéder eines 
durch seine Flachen bestimmten Triéders zu finden; Frézier gibt 
zwei Auflésungen, die eine vermittels Umlegungen, wiahrend die 
andere von der Betrachtung des Tetraeders ausgeht, welcher entsteht, 
wenn das Triéder durch eine Hilfsebene geschnitten wird. 

* Das IV. Buch, welches die zwei letzten Bande fullt, gehért eher 
der Praxis als der Theorie an, da es zum Gegenstand die ,,Tomotech- 
nik“ hat; dessenungeachtet finden sich im Anfang desselben einige 
Betrachtungen iiber die Fiichen, welche diejenigen interessieren 
werden, welche die Héhe der Entwicklung, welche in jener Zeit die 
Flichentheorie erreicht hatte, kennen lernen, oder ein Verzeichnis 
der besonderen, damals bekannten Flachen aufstellen wollen.'). Wir 
miisseu noch bemerken, daB es Frézier gelang, die Richtigkeit und 
Niitzlichkeit der Desarguesschen Methoden zu beweisen (T. IT, S. 191); 
eine griindlichere Priifung des IV. Buches des ,,Traite“ von Frézier 
wiirde ferner mit voller Klarheit zeigen, daB in ihm ein ausgedehnter 
. Gebrauck von Hilfsebenen, Umlegungen usw. gemacht ist, was seinen 
Wert noch betrachtlich in unseren Augen erhoht. 

yve sais bien“ (bemerkt traurig unser Verfasser, 8. IX des 
I. Bd.) ,,qu’aujourd’hui la géométrie linéaire n’est plus guéres 4 la 
mode, & que pour se donner un air de science; il faut’ faire parade 
de Vanalyse“; heute ist nun kein Zweifel mehr daran, daB zu der 
Umwilzung der éffentlichen Meinung zugunsten der Geometrie, welche 
an dem Ende des 18. Jahrhunderts erfolgte, Frézier das Seinige 
beigetragen hat; aber das Hauptverdienst daran gebithrt doch 
dem unsterblichen Mathematiker, zu dem wir uns jetzt wenden 
wollen. 
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1) Bemerkenswert ist, daB Frézier als ,schiefe Flachen“ diejenigen be- 
trachtet, welche man folgendermaBen erzeugen kann: 1. durch die Bewegung 
einer Geraden, welche bestindig parallel zu einer Ebene bleibt und zwei feste 
Geraden schneidet (.,planolime"); 2. und 3. darch die Bewegung einer Geraden, 
welche immer eine (serade und eine Kurve (,,mixtilime'’) oder zwei Kurven 
(,,doliolime") schneidet; 4. durch die Bewegung einer Kurve, welche zwei feste 
Linien schneidet (,,sphericolime"). : 
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Jakob Monge war ein armer umbherziehender Kaufmann aus 
Beaune, einer kleinen Stadt des Département de la Céte d’or (Bur- 
gund), dessen ganzes Streben danach ging, seinen drei Sdhnen den 
Unterricht angedeihen zu lassen, welchen das Kollegium seiner Vater- 
stadt ihnen geben konnte. Alle drei entsprachen in reichem MaBe 
den Erwartungen ihres Vaters; unter ihnen aber war es der Alteste, 
Gaspard, geboren am 10. Mai 1746, welcher den Namen Monge 
unsterblich machen sollte.) Kaum 14 Jahre alt, erregte er schon die 
Bewunderung seiner Umgebung, indem er eine Feuerpumpe herstellte, 
und im Alter von 16 Jahren durch die Zeichnung eines prichtigen 
Planes seiner Vaterstadt. Die Kunde von semer hohen Begabung 
gelangte auch bis zu den Ohren der Oratoristen von Lyon, welche 
dem hoffnungsvollen Knaben den Unterricht in der Physik in ihrem 
Kollegium anvertrauten, wobei sie ihn zugleich fiir ihren Orden zu 
gewinnen suchten. Jakob Monge riet seinem Sohn ab und suchte 
ibn dafiir zu bestimmen, die Unterstiitzung eines Oberstleutnants 
anzunehmen, welcher jenen Plan von Beaune voller Bewunderung 
kennen gelernt hatte und nun versuchte, dem Autor den Eintritt in 
die Militiirschule des Geniekorps zu Meéziéres* zu verschaffen. Aber 
die niedrige Herkunft erlaubte dem jungen Monge nicht, den Offiziers- 
degen zu tragen; daher muBte er sich mit einer Stelle in der Unter- 
sektion jener Schule, die fiir Praktiker bestimmt war, begntigen (1765). 
In dieser Stelle hatte er sich besonders mit einer Operation zu be- 
schaftigen, welche man ,défiler un fort“ nannte. Dje geistreichen 
Modifikationen, welche er an den alten und sehr mithsamen Verfahren, 
nach welchen jene Operation bisher vollzogen wurde, vornehmen 


- —— 





1) Von Monge sprechen, mehr oder minder ausfihrlich, alle Geschichts- 
werke fiber das Kaiserreich und das Konsulat, wie auch die Denkschriften 
jener Zeit (vgl. z. B. ,,Mémoires de Madame Roland“ Paris 1884, II. Bd., p. 286): 
Aber die ergiebigste und beste Quelle tiber sein Leben ist die geistreiche 
Lobrede, welche Arago am 11. Mai 1846 an der Pariser Akademie hielt 
(,Oeuvres complétes de F. Arago", Il. Bd., Paris 1854, S. 427ff.). Man muB 
auch den ,,Essai sur les services et les travaux scientifiques de G. Monge~ 
(Paris 1819) von C. Dupin heranziehen, obgleich in ihm die politische Leiden-— 
schaft der Epoche sich bemerkbar macht. Andere Quellen sind im Inter- 
médiaire des mathématiciens, Bd. XII, 1905, p. 47—48, Bd. XIII, 1906, 
p. 118—-119, 202—-203, und Bd. XIV, 1907, p.11—13. Diejenigen, welche die 
ganze Familie Monge, von dem UrgroBvater des groBen Geometers bia zu den . 
letzten Nachkommen, kennen lernen wollen, mégen auf die ,,Généalogie de la 
famille de Gaspard Monge“ (Dijon et Paris 1904) von L. Morand verwiesen 
werden. 
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_ wollte, Mpdifikationen, welche im Keiine bereits die Grundbegriffe 
der darstellenden Geometrie enthielten’), begegneten zuerst dem hef- 
tigsten Widerspruch seitens seiner Vorgesetzten; allein ihr Wert wurde 
endlich doch anerkannt, und nun erhielt unser Mathematiker dafir 
den Platz eines Repetitors. Gerade in diesen Jahren (1770—1773) faBte 
Monge zuerst seine epochemachenden Ideen tiber die Anwendung der 
Analysis auf die Geometrie (vgl. Abschn. XXIV), bearbeitete und verdffent- 
lichte sie, damit sie ihm, in einer Zeit der Oberherrschaft der Algebra, 
als ReisepaB in das Reich der Mathematiker dienen sollten; und m 
der Tat soll, nach einer sehr verbreiteten Erzihlung, Lagrange naeh 
der Lektiire dieser Arbeiten Mongeg ausgerufen haben: ,avec son 
application de l’analyse & la représentation des surfaces, ce diable 
d’homme sera immortel!« Nachdem sé Monge den ersten Schritt 
in der Lehrlaufbahn, allerdings nicht ohne Mithe, getan hatte, wurden 
ihm die folgenden bedeutend leichter. Im Jahre 1768 erhielt er die 
Professur fiir Mathematik und drei Jahre spiter wurde ihm auch der 
Lehrstuhl fiir Physik anvertraut. 1780 abernahm er den Unterrieht 
in der Hydraulik im Louvre, mit der Verpflichtung jedes Jahr sechs 
Monata in Paris zu wohnen; zugleich Sffnete ihm die Akademie der 
Wissenschaften ihre Tore. Endlich wurde er, als Bezout starb, a0 
seinem Nachfolger als ,Examinateur“ der Marineschtiler gewahlt; ‘in- 
folgedessen siedelte er nun volisténdig von Méziéres nach der Haupt- 
stadt iiber. 

Es ist nattirlich, daB Gaspard Monge, welcher aus dem Volke 
stammte und seinen Weg durch Kastenvorurieile zur Gentige versperrt 
geschen hatte, sich mit ganzer Seele ftir die Prinzipien der fran- 
zésischen Revolution begeisterte. Ein glihender und schwirmerischer 
Charakter, warf er sich blindlings in den revolutioniren Strom. Er 
war Mitglied der berfihmten Kommission, welche der Welt ein all- 
gemeines, auf verntinftiger Grundlage aufgebautes System der MaBe 
und Gewichte gab, und wurde, nach dem 10. August 1792, Marine- 
minister im zweiten Ministerium Roland; nachdem er die Verwaltung 
reorganisiert hatte, wollte er sich zurtickziehen (12. Februar 1793), 
er inuBte aber auf jenem Posten bis zum folgenden 10. Mai ausharren. 
Von den Regierongsgeschiften befreit, widmete Monge seine ganze 
wunderbare Arbeitskraft der Fabrikation von Kanonen- und Flinten- 
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', Will man das Datum fiir die Entstehung dieser Lehren festsetzen, 20 
sei darauf hingewiesen, daB in dem ,,Mémoire sur les proprictés de plusieurs 
genres de surfaces usw.", welches Monge am 11. Januar 1775 der ,,Académie 
des Sciences“ vorlegte, die folgenden Satze enthulten sind ‘p. $85—486): ,,les deux 
plans, l'un horizontal et l’autre vertical, auxquels on rapporte tout ce qui est 
dans l’espace par des projections orthogonales‘, 
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pulver, weil sein. Vaterland damals eicen grofen Mangel daran hatte’), 
und der Griindung und Organisation zweier berihmter Schulen, der 
Normalschule*) und der polytechnischen Schule®), in denen er einer 
der beliebtesten Lehrer war: in der ersteren konnte er endlich die dar- 
stellende Geometrie Sffentlich vortragen. Auch an der zweiten blieb er bis 
1809 eine der gréBten Zierden. Von seinem Anteil an der Reorganisation 
des ,,Institut de France“ miissen wir brevitatis causa schwéigen und 
nur daran erinnern, daB Monge nach Italien gesandt wurde, um die 
Auswahl der Gemiélde und Statuen, welche nach Paris geschickt werden 
sollten, zu leiten; bei dieser Gelegenheit lernte er den General Bona- 
parte kennen, mit dem ihn von da an eine Freundschaft firs Leben 
verband. Von Bonaparte warde er mit der Uberbringung des 
Vertrages von Campo-Formio nach Paris betraut; mit Napoleon 
ging er dann auch nach Agypten, wo er das Institut d’Bgypte“ 
grtindete und leitete; nath Frankreich zurfickgekehrt wurde er Senator 
(1799) und dann Graf von Pélouze. 
' Als Bewunderer des Genies Napoleons verzieh dér alte Republi- 
kaner ihm die Annahme der Kaiserkrone, und beim Lesen des beriithmten 
XXJX. Bulletins des russischen Krieges erlitt er einen Schlaganfall. 
Aber er erholte sich schnell, und so finden wir ihn wahrend der 
,hundert Tage“ wieder an der Seite Napoleons. Es blieb der 
zweiten Restauration vorbehalten, sein Ende herbeizuftihren. Ais er 
namlich das Dekret erfuhr (21. Marz 1816), das ihn nebst Carnot 
aus der Akademie ausstieB, verfiel er in einen Zustand der Apaihie, 
aus dem ihn nitht einmal der Klang der ,,Marseillaise“ erwecken 
konnte, und in dem er bis zu seinem am 18. Juli 1818 erfolgten 
Tode verblieb. Die damalige franzésische Regierung vermochte es 
nicht zu verhindern, daB die Ecole polytechnique und die Akademie 
der Wissenschaften ibm glinzende Ehren erwiesen. 

Aus obiger biographischen Skizze erhellt, daB die mathematischen 
Arbeiten Monges in zwei Teile zerfallen, welche man, obgleich sie 
betriichtliche Beziehungen zueinander babe: doch setcennt betrachten 








) Vgl. Monge, ,,Déscription de l'art de fabriquer les canons (Paris, an Il). 
*\ Diese durch ein Dekret des 9. Rromaire des III. Jahres der Republik 
(80. August 1794) gegriindete Schule blict nur wihrend der vier ersten Monate 
des folgenden Jahres am Leben; Lagrange und Lap!ace lehrten an ihr Mathe- 


-matik, Monge, mit Hilfe von Lacroix und Hachette, die darstellende Geo- 


metrie. Vgl. den prachtigen Band ,,Le centeneire de }’Ecole normale" (1795 bis 
1895), Paris 1895.  *) Vgl. Jacobi, ,,Uber die Pariser polytechnische Schule“ 
(Werke, VII. Bd., Berlin 1891, 8. 335—370). Der Organisationsplan dieser be- 
rihmten Anstalt ist im JI. Cahier des ,,Journal de ]’Ecole polytechnique™ zu 
finden. 
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mu8; der eine umfaBt die Arbeiten tiber die darstellende Geometrie, 
der andere diejenigen tiber die Anwendung der Analysis auf die 
Geometrie, worliber man im vorigen Abschnitte ausfiihrlich be- 
richtet hat. a. 

Zu Beginn unseres Berichtes iiber die Arbeiten der ersten Gruppe 
muB man daran erinnern, daB Monge auf dieselben durch die An- 
wendungen gefiihrt wurde, welche man mit der neuen Methode auf 
die militérische Topographie machen konnte. Und hier liegt auch 
der Grund zu dem Verbot der Veréffentlichung der neuen Methoden, 
welches bis 1795 (Griindung der Normalschule) aufrecht erhalten 
blieb. Diese Methoden verbreiteten sich tber die Grenzen Frank- 
reichs hinaus in der ganzen gelehrten Welt, als er drei Jahre spater 
das Werk verdffentlichte: ,,Géométrie déscriptive. Lecons données aux 
Ecoles normales, l’an 3 de la République. Paris, an VII“) 

In dem ,,Programm“, womit dieser Band beginnt, wird die neue 
Lehre, welche Monge ihren Namen und die Wiirde einer Wissen- 


schaft verdankt, als eins der Mittel hingestellt ,pour tirer la nation 


francaise de la dépendence ow elle a été jusqu’é présent de l'industrie 
étrangére“*); in Wirklichkeit aber wird sie, gemaB den Zwecken der 
Schule, an welcher Monge lehrte, in der Sprache der reinen Wissen- 
schaft auseinandergesetzt. Diese erhabene Richtung zeigt sich schon 
klar auf den ersten Seiten, wo der Verfasser, nachdem er die zwei 
Ziele der darstellenden Geometrie (Darstellung der dreidimensionalen 
Figuren auf einer Ebene, Ableitung der Eigenschaften einer Figur 
aus einer Darstellung derselben) aufgestellt hat, sich zur Methode der 


‘doppelten Orthogonalprojektion wendet, indem er sich die Frage stellt, 


welches die besten Beziehungselemente seien, um die Lage eines Raum- 
punktes zu bestimmen. Kénnen drei Punkte dazu dienen? Nein, 
weil zwei Punkte existieren, welche gegebene Entfernungen von drei 
gegebenen Punkten huben. Kénnen drei Geraden dazu dienen? Nein, 
weil acht Punkte vorhanden sind, welche gegebene Entfernungen von 
drei Gcraden haben.) Kénnen drei Ebenen dazu dienen? Ja! Denn, 
wenn es auch acht Punkte gibt, welche gegebene “Entfernungen von 


1) Die ,,Géométrie déscriptivé*, welche ins Deutsche von G. Schreiber 
frei tibersetzt wurde (,,Lehrbuch der darstellenden Guometrie nach Monges 
Géométrie déscriptive vollstandig bearbeitet; Karlsruhe und Freiburg 1828), 
wurde kirzlich in die Sammlung ,Ustwalds Klassiker der exakten Wissen- 
schaften‘' (Nr. 117) aufgenommen; die \treue) Ubersetazung und die Noten gehdren 
R. HauBner an. *) Anderswo (Journal polytechnique, T. I, p. 1) wird sie als 
wune espéce de langue nécessaire i tous les urtistes't bezeichnet. 5) In einer 
Note am Ende des Bandes wird die Existenz solcher Punkte erklart, aber nicht 
bewiesen. 
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drei Ebenen haben, so kann man durch eine geschickte Vorzeichen- 
wahl doch alle diese auf einen reduzieren: es ist das System, welches 
die analytische Geometrie des Raumes gewdhnlich anwendet. ,,Mais 
dans la géométrie déscriptive, qui a été pratiquee depuis heaucoup 
plus longtemps par un beaucoup plus grand nombre d’hommes, et 
par des hommes dont le temps était précienx, les procédés se sont 
encore simplifiés; et au lieu de la considération des trois plans, on 
est parvenu, au moyen des projections, 4 n’avoir plus besoin expli- 
citement que de celle de deux.“ Und hier stellt nun der Autor den 
Begriff der .Orthogonalprojektion“ auf und beweist die Nittzlichkeit 
der Anwendung zweier untereinander rechtwinkliger Projektionsebenen, 
einer horizontalen und einer vertikalen, welche man durch Drehung 
um ihre Schnittlinie') zusammenfallen laBt. Die zwei Projektionen 
eines beliebigen Punktes fallen infolgedessen immer auf eine zu dieser 
Schnittlinie rechtwinklig stehende Gerade; und Monge gibt eine vor- 
teilhafte und noch heyte angewandte Methode zur Bestimmung der 
Entfernung zweier Punkte, deren Projektionen bekannt sind. Nach- 
dem die Methoden festgestellt sind, nach denen man die Punkte und 
die Geraden darstellen kann, miBte man mit denjenigen sich beschaf- 
tigen, welche man auf die Polyeder anwenden kinnte; dafir aber 
existiert kein allgemeines Verfahren, eine Tatsache, bemerkt Monge, 
ihnlich derjenigen, die die Algebra darbietet, in der es keine sichere 
und allgemeine Methode gibt, um eine Aufgebe in eine Gleichung 
umzusetzen; dies ist nicht der einzige Berithrungspunkt zwischen den 
beiden Wissenschaften, und daher gibt Monge den Rat, die heiden 
gleichzeitig zu studieren. 

Kein neues Prinzip ist nétig, um durch zwei Projektionen eine 
Kurve darzustellen. Um aber eine Flache darzustellen, mu8 man 
seine Zuflucht zu ihrer (unendlich vieldeutigen) Erzeugbarkeit durch die 
Bewegung einer (i. A. auch in der Form veranderlichen) Kurve uchmen. 
Um daher eine Flache darzustellen, stellt man ein System ihrer 
Kurven dar; ja, es ist sogar niitzlicher, zwei soleher Systeme darzu- 
stellen, die man derart wihlen soll, da8 durch ‘jeden Punkt der Flache 
eine Kurve jedes Systems geht. Die konischen, die zylindrischen 
und die Rutationsflachen.bieten interessante Erklirungen dieser Dar- 


1, Diese Gerade wird nicht von Monge ,,ligne de terre genannt, wie 
Chr. Wiener (o. a. W., I Bd., S. 25) memt; sie wird immer durch die Buch 
staben L M bezeichnet. Wir wollen noch bemerken, daB die zwei Projektionen 
eines Punktes P von Monye mit p, P bezeichnet werden; das jetzt tibliche 
System PF’, PL” findet sich schon bei Lacroix und: Brisson in ihren sogleich 
zu nennenden Vordfentlichungen. 
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stellungsmethoden; dasselbe gilt von den Regeltliichen. deren Erzeu- 
gang durch die Bewegung einer Geraden, welche drei feste Dircktrizen 
bestiindig schneidet, im J. Anhang zur 1. Auflage der ,@éométrie dé- 
scriptive* yelehrt wird. Das Verfahren zur Darstellung der Erzeugen- 
den einer solchen Fliche war von Monge schon 20 Jahre vorher in 
der Abhandlung ,,Mémoire sur les propriétés de plusieurs genres do 
surfaces courbes“ (p.435) bekannt. gemacht; es ist zu bedauern, daB 
dieses Verfahren nicht nach Verdienst bekannt gewurden ist, da es 
in einer Arbeit enthalten ist, welche scheinbar mit der darstellenden 
Geometrie nichts zu tun hatte. | 

Die eimfachste aller Flachen ist die Ebese, welche man durch 
die Bewegung einer Geraden erzeugen kann, die eine andere Gerade 
iromer schneidet und einer dritten parallel ist; als bestimmende (ic- 
rade einer Ebene ist es ratsam, diejenigen zu wdahlen, in welchen die 
betrachtete Ebene die Projektionsebenen schneidet; sie bilden die 
»traces“ (Spuren) der Ebene, ein von Munge vorgeschlagener und 
allgemein angenommener Name. 

Diese Begriffe erlauben, eine groBe Menge wichtiger Probleme 
aufzulésen; unter den unendlich vielen, die man behaudeln kénnte, 
wihlt Monge dio neun folgenden aus: Durch einen Punkt die 
Gerade zu ziehen, welche einer anderen parallel ist oder eine 
_ Ebene rechtwinklig schneidet, oder die Ebene, welche einer anderen 
parallel ist oder eine andero Qerade rechtwinklig schneidet -(I—IV); 
die Schnitilinie zweier Ebenen zu finden (V); den Winkel zweier 
Ebenen, zweier Geraden oder einer Ebene mit einer Geraden zu be- 
stimmen (VI— VIII); einen Winkel am Horizont zu reduzieren (1X). 
Wenn man auch fiber die Reihenfolge.und die Auswahl solcher Fragen 
einen gewissen Vorbehalt machen kann (da nicht immer die schwie- 
rigeren den einfacheren folgen,. und, man nicht versteher kann, warum 
z. B. die Bestimmung der Schnittlinie zweier Ebenen ex professo behan- 
delt wird, wihrend dies fir den Schnittpunkt einer Lbene mit einer 
Geraden nicht geschieht), so muf man doch anerkennen, daB die Auf- 
lésungen so geistreich und von so wunderbarer Finfachheit sind, 
daB die Epigonen Monges i. A. keine besseren zu finden ver- 
mochten: dic schéuste unter allen scheint uns die allgemein bekannte 
des VI. Problems zu sein. 

Mit dieser Autgabe scblieBt der]. Abschnitt. Der II, Abschnitt 
handelt von den Beriihrangsebenen und den Normalen der Flichen. 
Die Berihrungsebene in einem Punkt einer Oberfliche ist bestimmt 
durch die Tangenten in jenem Punkte an die entsprechenden zwei 
Firzeugenden (s.0.) derselben; daB die Ebene von der Wahl der Er- 
weugenden unabhangig ist, wird von Monge nicht bewiesen, ja nicht 
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einmal gesagt’); daB der Begriff der Beriihrungsebene auch bei der 
Anwendung niitzlich sei, wird an zwei Beispielen pezeigt, von denen 
er das eine aus der Malerei, das andere aus der Gewélbekonstruktion 
entlehnt. Dann wendet er sich zu der Konstruktion von Sertihrungs- 
ebenen an zylindrischen, konischen und Rotationsflichen wit vertikal 
vorausgesetzter Achse; von den Tangentenebenen der Regelflichen 
handelt der IL Anhang zur 1, Auflage. Es folgt dann die Bestim- 
mung der kleinsten Entfernung zweier schiefen Geraden, welche | 
Monge durch die Bertihrungsebene eines Kreiszylinders ausfithrt; die 
Ausftihrung einer elementaren Konstruktion dieser Entfernung wird 
dem Leser als Ubung tberlassen. 

Der Verfasser wendet sich dann zar Bestimmung von Beriihrungs- 
ebenen, deren Bertihrungspunkt nicht gegeben ist. Die erste Aufgabe 
dieser Art versucht die Ebenen zu finden, welche durch eine gegebene 
Gerade gehen und eine gegebene Kugelflache bertihbren; Monge gibt 
zwei Auflésungen: 1. durch Umlegung der Ebene, welche senkrecht 
zur Geraden ist und durch den Kugelmittelpunkt geht, oder 2. durch 
Betrachtung des Kegels, welcher diese Kugel von einem Punkt 
jener Geraden aus projiziert. Mit dieser zweiten Auflésung wird die 
Datrlegung der Haupteigenschaften ‘der Polaren in bezug auf Kreise, | 
Kegelschnitte und Quadriflichen verbunden*). Auf das obige Problem 
kénnen diejenigen zurtickgefiihrt werden, welche darin bestehen, 
durch einen Punkt die Ebene zu ziehen, welche entweder zwei Kugel- 
flichen oder drei Kugelflichen beriihri. An das letztere knipft 
Monge die Darlegung der charakteristischen Eigenschaften der Ahn- 
lichkeitspunkte von Kreisen®) oder Kugeln*) an. Die Bestimmung 
der Ebenen, welche durch einen Punkt gehen und einen Kegel] oder 
Zylinder beriihren, ist der Zweck der zwei folyenden Aufgaben, wih- 
rend der inhaltsreiche Abschnitt mit der Konstruktion der durch 
eine gegebene Gerade gehenden Bertihrungsebenen einer Rotations 
fliche mit Vertikalachse schlieBt. Diese Aufgabe wird von Monge 
wie noch heute, durch Benutzung der Flache aufgelést, die durch 
Drehung der gegebenen Geraden um die Achse der Fliche er- 
zeugt wird. 


) Der erste Versuch, die Existenz der Berithrungeebene geometrisch zu be- 
weisen, findet sich bei C. Dupin, ,,Développements de géométrie (Paris 1818), p. °. 
*) Vgl. E. Kotter, ,,Die Entwicklung der synthetischen Geometrie“; Bd. ¥ 
des Jahresber. der Deutsch. Math.-Ver., 8. 48, 88 und 112. ’) Nach N. FuB 
(Nova Acta Petrop., T. XIV, 1805) wurde Monge von d'Alembert pees 
*) In den djesbeziiglichen Satzen findet man einige Unrichtigkeiten, da Mong 
die Ebenen nicht betrachtete, von denen jede zwei innere und vier iuBere Sin. 
lichkeitspunkte enthalt. . 
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»Die Schnitthnien krummer Flichen“ bilden das Thema des IV. Ab- 
schnittes unseres Werkes. In der Einleitung zu demselben verweist 
Monge auf die bereits frither von ihm skizzierten Ideen betreffs der 
vollkommenen Ubereinstimmung, welche zwischen den Operationen 
der Algebra und denen der darstellenden Geometrie beateht, und 
schlieBt mit der folgenden Bemerkung: ,,[] faut que l’éléve s'accou- 
tume de bonne heure a sentir la correspOndance qu'ont entre elles 
Jes opérations de l’analyse et ‘celle de la géométrie; il faut qu'il se 
mette en état, d’une part, de pouvoir écrire en analyse tous les 
mouvements qu'il peut concevoir dans Vespace, et, de l’autre, de se 
représenter perpetuellement dans l’espace le spectacle mouvant dont 
chacune des opérations analytiques est l’écriture“. Nach diesen allge- 
meinen Betrachtungen setzt er die allgemeine Methode auseinander, 
um die Schnittlinie zweier Flichen F” und F’’ punktweise zu zeichnen; 
der von Monge vorgeschlagene Kunstgriff ist derselbe, dessen wir uns 
_ heute noch bedienen; er besteht darin, daB man die yegebenen Flachen 
durch eine Réibe von Hilfsflaichen F schneidet und die Kurven . 
I'F’ und FF”, wie auch deren Schnittpunkte bestimmt. Wechselt: 
man‘, so wechseln auch diese Punkte, und so wird die verlangte 
Kurve F’F" erzeugt. Im allgemeinen empfiehlt es sich, als Hilfs- 
flichen horizontale oder vertikale Ebenen zu wahlen; wenn aber F” 
und F” Kegel oder Zylinder sind, so ist es vorteilhafter, andere 
Ebenen zu wahlen; und wenn die Achsen zweier Rotationsflachen sich 
schneiden, so ist es das beste, / kugelf6rmig anzunehmen. Die von 
Monge untersuchten Fille dieses allgemeinen Problems beziehen sich 
auf die Schnittlinien von Kegeln, Zylindern und Rotationsflachen, die 
sich entweder untereinunder oder mit Ebenen schneiden; von den so ent: 
stehenden Kurven werden nicht nur die Projektionen der Punkte und 
Tangenten bestimmt, sondern, wenn es sich um Schnitte durch Ebenen 
handelt, auch die wahre Form und QGréBe (durch Umlegungen), oder 
ihre Abwicklung, falls sie auf Kegeln oder Zylindern beschrieben 
sind. Im allgemeinen ist dies alles in die folgenden Lehrbiicher der 
darstellenden Geometrie ohne wesentliche Verinderungen tibergegangen. 
Zu bemerken ist noch, da8 Monge mehrmals von der Verinderung 
der Projektionsebenen spricht, chne aber eine Anweisung zu geben, 
wie man dieselbe ausfihren kann. Zum SchluB des besprochenen 
Abschnittes legt Monge die Robervalsche Tangentenmethode dar, 
vhne die Grenze ihrer Anwendbarkeit zu bestimmen'); er versucht 
auch, sie auf den Raum anszudehnen; die Kurve aber, welche er 


'! Vgl. Duhamel, ,Note sur la méthode des tangentes de Roberval’ 
(Mém. des “av. Etr., t. V, Paria 1888, p. 267—266). , 
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als Beispiel wihite, ist nicht Been und die Anwendung selbst 
bedeutungslos! 

Die Nitzlichkeit obiger Konstruktionen fiir die Auflésung von 
Aufgaben von besonderem theoretischen und praktischen Interesse 
wird von Monge im IV. Abschnitte seimes Werkes klar bewiesen, 
wo drei rein theoretische und drei praktische Aufgaben elegant auf- 
gelést werden. 

Die ersteren haben zum Zweck die Besiumung der Mittel-- 
punkte der Um- und Inkugel eines Tetraeders und die Bestim- 
mung der Punkte, deren Entfernungen von drei gegebenen Punkten 
gegeben sind (das analoge Problem der Bestimmung der Punkte, 
welche gegebene Entfernungen von drei gegebenen Geraden haben, 
wird dem Leser sur Ubung aufgegeben). 

Die tibriyen drei Aufgaben betreffen die Vervollstindigung emer 
topographischen Karte durch Winkelbeobachtungen von Bodenpunkten 
oder einem Ballon aus; gewiB sind sie wihrend Monges Aufenthalt 
in Mézidres entstanden. Bei diesen Aufguben zeigt sich Monge mit 
der Methode der kotierten Projektionen in ihrer Anwendung auf die 
Topographie sehr vertraut, was nicht verwundern kann, da jene Me- 
thode in der Schule zu Méziéres allgemein bekannt sein muBte. In 
der Tat ist es zwar wahr, daS der Geograph Ph. Bouache 
(1700— 1773) die Niveaukurven (1738) einttihrte*), aber es war doch 
Chatillon®), der erste Direktor jener Schule, der auf die Idee kam, 
die bemerkenswerten Punkte eines Bodenstiickes durch ihre Ortho- 
gonalprojektionen und ihre entsprechenden Héhen zu bestimmen; es 
war ferner ein anderer Genieoffizier, Milet de Mureau, welcher auf 
den Einfali kam, durch ein ihnliches Verfahren die Vertikalschnitte 
des Bodens ‘derzustellen. Es sei zuletzt noch bemerkt, daB die Unter- 
suchungen von Monge tier. die Tangentialebenen topographischer 
Flaichen L. G. Dubuat-Nancay (1732--1787) dazu fabrten, die Ebenen | 
durch ihre Geraden grébter Neiguog darzustellen ; Monge selbst hat 
diese Daratellungsmethode auf beliebige Flichen atiagodeliit 
_ Nach dieser Abschweifung fiber die erste Entwicklungsstadie der 
Methode der kotierten Ebenen wollen wir zu unserem Hauptthema 
zurtickkehren und hemerken, daB Monge jene praktischen Probleme 
auf die Bestimmung der Punkte zurickftihrt, welchen drei Rotations- 
kegel ‘oder drei Ringfiaéchen mit parallelen Achsen gemeinschaftlich 
sind; die letzte Aufgabe, von der Monge irrtiimlich annahm, da8 sie 





') Eine Bemerkung von K. HauBner; vgl. S 626, FuBnote 1. ) J. de 
ja Gournerie, ,,Discours sur l'art du trait et de la géométrie déacriptive’, Paris 
18565, p. 22. *) Das Folgende ist aus dem o. a. ,,Essai* von Dupin entnommen. 
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G4. Grades sei, wurde im nichsten Jahrhundert der Gegenstand langerer 
und fruchtbarer Untersuchungen in der Schule von Nicola Fer- 
gola.') : 

Mit dem IV. Abschnitt enlet der Teil des Mongeschen Werkes, 
welcher streng genommen zur darstellenden Geometrie gehért und, 
wie der Verfasser richtig bemerkt, in allen héheren Schulen gelehrt 
werden miiBte; das iibrige ist ein AbriB der Haupteigenschaften der 
Kurven, Developpabeln und beliebigen Flachen. -Hier bemtht sich — 
Monge die Bekanntschaft der Begriffe zu verbreiten, welche er in 
dem ,Mémoire sur les développées, les rayons de courbure et les 
différents genres d’inflexion des. courbes & double courbure“ (Mém. 
prés, par div. savants, T. X, 1785; vgl. oben 8.531) und in den 
anderen Abhandlungen festgestellt hatte, die die Grundlage seiner 
Application: de l’analyse & la géométrie‘ bilden (vgl. den vorigen 
Abschnitt). Mit sichtbarem Vergniigen verweilt er bei den Haupt- 
eigenschaften der Kriimmungslinien der Flachen*), um dann auch 
die Anwendungen bekannt zu machen, welche man davon beim Stein- 
schnitte (Gewélbekonstruktion) machen kann. 

_ Aus diesem Berichte tiber das erste Lehrbuch der dar- 
stelleuden Geometrie erhellt, daB es nach unseren heutigen 
Begriffen nicht vollstandig genannt werden kann*); in einigen seiner 
Teile erscheint es dessenungeachtet als durchaus vollkommen, indem 
es u.a. die Keime aller Lehren enthilt, welche spiiter in diesem 
4weige dcr Mathematik aufgetaucht sind. Aber der, welcher glaubt, 
daB es eine erschépfende Darstdllung der Kenntnisse Monges 
in demselben sei, wiirde einen groben Irrtum begehen. In 
der Tat hat Monge, nach Hachettes Bericht‘), die alte Aufgabe 
der ,ktirzesten Daimmerung“ verwandelt in die Untersuchung der 
Ebercn, welche zwei konzentrische Kegel zugleich berthren. Ferner 
findet man in dem Aufsatz, mit welchem das ,Journal polytechnique“ 
(Mois de Germinal, an III) beginnt, mehrere andere Probleme er- 
wihnt, welche den Schiilern der berithmten Ecole polytechnique zur 
Auflésung vorgelegt wurden, z. B. die Aufgaben iiber das Trieder 


) Vgil. G. Loria, ,,Nicola Fergola e la scuola di matematici che lo ebbe a 
‘duce, § 5 dew IV. Kap. 7) Man sehe auch den beriihmten -\ufsatz ,,Sur les 
lignes de courbure de lellipsofde* (Journ. de l'Ec. pol., I. Cab., p. 145-9165), 
wo solche Krimmungekurven sorgfiltig gezeichnet sind. *) Als unvollstandig 
erschien sie Hachette, welcher die Notwendigke't der ,Supplémentse erkannte, 
dic er dann in den Jahren 1811 und 1418 herausgab. ‘) ,,Du plos petit crépus- 
cule“ ‘Corresp. sur I’Ec. pol, T. 1, p. 1448—151). Vgl. K. Zelbr, ,,Das Problem 
der kiirzesten Daimmerung“, Zeitschr. f. Math. u. Phys., 41. Bd., 1396, Hist.-lit. 
Abt., iusbesondere 8. 155 —158. 
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yce qui comporte toute lu trigonométrie sphérique“'); weiter die Dar- 
stellung des reguléren Dodekaeders*) und die Konstruktion der Ge- 
raden oder Ebenen, welche durch einen gegebenen Punkt gehen und 
gegehene Neigungen zu den Projektionsebenen haben; endlich die 
Kotationsflachen, welche im Monges Buch immer durch die Rotation 
ebener Kurven erzeugt werden, werden im Aufsatz durch beliebige 
-Kurven beschrieben. Zu den behandelten Hlachen gesellen sich noch 
die Quadriflichen, die Konoiden und einige Helikoiden. Andere Pro- 
bleme findet man in den Nachrichten iiber die Mougeschen Vor- 
lesunge:, welche man Hisemann®) verdankt*). Es handelt sich 
hier um neue Fille der Aufgabe, die Schnittkurve zweier Flichen 
zu finden, einige neue Schraubenflachen (z. B. die Schraube von 
St. Giles) und einige elementare Aufgaben, welche man vermittels der 
Flachendurchschnitte auflésen kann. Aus diesen Nachrichten er- 
sieht man, daB in jenen Vorlesungen auch Fragen, der angewandten 
darstellenden Geometrie behandelt wurden, wie z. B. die Schatten- 
lehre und die Perspektive; die von Monge dazu angewandien Me- 
thoden fanden sich auf einigen Bléttern kurz skizziert, die nach 
Monges Tod gliicklicherweise in die Hande seines bedeutenden und 
von ihm sehr geliebten Neffen und Schiilers B. Brisson (1777 bis 
1827) fielen; dieser hat sie einer genauen Durchsicht unterzogen und 
dann in die 4. Aufl.-(1820) der ,,.Qéomeétrie déscriptive’ aufgenommen. 
Es ist unsere Pflicht, etwas darauf einzugehen. 

Setzt man voraus, daB die Lichtquelle ein Punkt O sei, und daB 
alle zu betrachtenden Kérper undurchsichtig seien, so kann man, wenn 
sie Polvyeder sind, die Aufgabe der von diesen Kérpern auf Ebenen ge- 
worfenen Schatten durch Anwendung der Grundaufyaben der dar- 
stellenden Geometrie leicht auflésen; auf dem Korper ist der beleuch- 
tete Teil von dzm dunklen durch ein schiefes Polygon abgesondert, 
welches man bestimmen kann auf Grund der Lage des Polveders in 
hezug auf O. Wenn es sich aber um einen durch eine krumme 
Flache begrenzten Ko6rper handelt, sv ist die Trennungslinie eine 
sehr wichtige Kurve, welche Monge in einer Abhandlung des Jahres 
1775 schon betrachtet, und der er auf p. 694 seines ,Mémoire sur la 
théorie des déblais et de remblais‘ (Mém. de Paris 1781) den 


) Vgl. auch Hachette, ,,Solution compléte de la pyramide triangulaire’ 
(Corresp. sur )’Ke. pol., T. I, p. 41—51). *,} Ks mag hier erinnert werden, dab 
die Perspektive der reguifiren (konvexen wie such Stero-;) Polyeder sich schon 
(1568) bei W. Jamitzer (Bd. I’, S. 582) findet. 3) Es ist der Gelehrte. dem 
man vine partielle Ausyabe von Pappus (vgl. Pappus ed. Hultsch, 8S. XVIID 
verdankt. ‘} Journal de I'Ee. pol., IL Cah., p. 100—106, HL Cah, p. 440—142, 
IV, Cah., p. 619—€22. : 


eo 
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Namen ligne de contour apparent d’une surface“’ gegeben hatte, 
welchen sie beibehalten hat. Um diese Linie zu konstruieren, 
zieht man von 0 Ebenen 6, welche wir der Bequemlichkeit halber 
auf einer Projektionsebene normal annehmen. wollen; jede schneidet 
die Flache in einer Kurve, welche konstruierbar und darstellbar ist; die 
Bertihrungspunkte der von 0 an I’ gefthrten Tangenten gehéren dem 
gesuchten Umrisse an. Lai8t man 6 um O herumgehen, so wird dieser 
punktweise beschrieben. Alles das besteht auch, wenn ( unendlich 
-entfernt liegt. Wenn aber die Lichtquelle nicht ein Punkt, sondern 
eine Fliche ist, so miissen betrichtliche Modifikationen vorgenommen 
werden, von deren Euler schon in seiner groBen Abhandlung ,,De 
solidis, quorum: superficiem in planum explicare licet“ (Nova Comment. 
Petrop., T. XIV, 1772) gesprochen hatte (vgl. 8.531) und womit sich 
Monge schon, unabhingig von Euler, in dem ,,Mémoire sur les pro- . 
priétés de plusieurs genres de surface courbes, particulierement sur celles 
des surfaces développables, avec une application a la théorie des ombres 
et des pénombres“ (Mém. prés. par divers sav., T. IX, 1780, p. 382 bis 
420) beschiftigt hatte- (vgl. 8.537). Diese grofen Geometer stimmen 
darin iiberein, daB es notwendig sej, die zwei Schalen der Developpabeln . 
za betrachten, welche aus den Ebenen besteht, welche die leuchtende 
und die beleuchtete Flache zugleich berithren; so entstehen im Raume 
eine Schatten- und eine Halbschattenregion, und auf der betrachteten 
Oberflache zwei Umrisse. Alles das wird evident klar in dem Falle, 
daB beide betrachteten Flichen Kugeln sind, ein Fall, welcher von 
Monge und Brisson eingehend untersucht wird. ') 

Wenden wir nun unsere Aufmerksamkeit auf die Perspektive. 
Monge geht von der Voraussetzung aus, daB die objektive Figur F 
und das Auge O durch ihre Orthogonalprojektionen bestimmt und 
daB die Tafel beider Grundebenen normal sei. Infolgedessen (Fig. 71) 
kann man die Projektionen des Punktes P,, welcher die Perspektive 
von P ist, sogleich zeichnen; um aber die wahre Form der erhaltenen 
Perspektive der gegebenen Figur F' zu erhalten, muB man die Tafel 


im eine andere Lage bringen, was (Fig. 72) mittels der Koordinaten 


leicht geschehen kann. Ein ahnliches Verfahren kann in dem Falle 
pangewandt werden, daB die Tafel nur. auf der Horizontalebene normal - 


-—— 





". Man sehe auch: Monge und Hachette, ..Sur la théorie des ombres et 
dé la perspective; sur les points brillants des surfaces courbes‘ ‘Corresp. sur I'Fe. 
pol., T. I, p. 295—305). Es mége noch der ,Mémoire sur la détermination géo- 
métrique des teintes cane les desseinus (Journ. de l’Ec. pol., I. Cah., p. 167 — 188) 
als ein Prodvkt des Mongeschen Unterrichts angeffihrt werden; er wurde von 
Dupuis VLearbeitet auf Grund der verschiedenen von den ,,chefs de brigade“ 
der polytechnischen Schule gegebenen Materialien. 
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ist. Beide Falle sind als Anwendungen der neuen von Monge 
geschaffenen Wissenschaft interessant; an Umfang und Allgemein- 
heit kénnen sie sich gewiB mit denjenigen Taylors und Lam- 
berts nicht messen. Um die Ausftthrung der Perspektive zu er- 
leichtern, weist Monge noch daranf hin, daB es fiberfltissig ist, 
die Perspektive der Punkte zu zeichnen, welche von dem Augen- 
punkt aus unsichtbar sind, daB die Perspektive einer Geraden eine 
Gerade ist, und daB endlich die Perspektiven paralleler Geraden 
ein eigentliches Btschel bilden. Ist die Tafel uneben, so kann man 
(bemerkt Monge) die Aufgabe der Perspektive gleichwohl durch 
Anwendung der darstellenden Geometrie lésen. Monge (oder 
Brisson?) bemerkt weiter, daB man eine Raumftigur durch zwei 
Perspektiven bestimmen kann; andere 
Beobachtungen tiber die Luftperspek- 
pa tive sind unserem Gegenstand fremd; 
nur sei der folgende Satz wieder- 
gegeben: ,In jedem Punkte einer 
Fliche ist die Lichtstirke dem Sinus 
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Fig. 71. Fig. 72. 
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des Winkels direkt proportional, welchen der einfallende Strahl mit 
der Berthrungsebene bildet und dem Quadrat der Entfernung vom 
leuchtenden Punkt umgekehrt proportional“. 

‘ Zum SchluB unseres Berichtes titber die Werke Monges iber 
die darstellende Geometrie -mége nicht unerw&hnt bleiben, daB mit 
diesem groBen Geometer die Wiedererweckung des Interesses der 
Mathematiker ftir die reine Geometrie zusammenhingt; cin solches Er- — 
gebnis verdanken wir nicht nur seinen unsterblichen Schriften, sondern 
auch seinem untibertrefflichen Unterricht an der Ecole polytechnique, 
welcher mehrere Hunderte von Studenten férmlich elektrisierte, so 
daB infolgedessen mehrere von ihnen bedeutende Gelehrte wurden. 

Jetzt mitissen wir noch benierken, daB der Band _ ,,Géométrie 
déscriptive‘ von Monge spater gedruckt worden ist, als die ,,Essais 
de géométrie sur les plans et les surfaces courbes“ (Paris 1796)') von 


ee ee 


') Unser Bericht stiitzt sich auf die Seconde édition revue et augmentée, 
Paris an X (1802). 
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S. F. Lacroix (1765—1843) (vgl. 8.344), der der Reihe nach Professor der 
Mathematik an der -Artillerieschule von Besancon (1788), an der 
Normalschule von Paris (1795) und an der dortigen polytechnischen 
Schule (1799) war. Sein Buch sol! gewi8 kein Kommentar zu den 
Mougeschen Vorlesungen sein, ist aber auf jeden Fall von denselben 
nicht ganz unabhingig. Die Geschichte seiner Entstehung erzahlt 
C. Dupin folgendermaBen'): Lacroix war einer der Zuhérer dor 
freien Vorlesungen tiber Geometrie, welche Monge im Louvre hielt; 
in diesen sprach Monge oft von den wunderbaren ‘Beziehungen, 
welche zwischen den Operationen der Algebra und denjenigen der 
Geometrie existieren, wobei er sich beklagte, daB es ihm verboten 
sel, seine geometrischen Entdeckungen vorzutragen. ,,Tout ce que 
je fais par le calcul“, sagte er, ,je pourrais l’exécuter avec la ragle 
et le compas; mais il ne m’est pas permis de vous révéler ces 
sécrets.“ Diese Andeutung hat die Neugierde von Lacroix stark 
erregt; er versuchte die Analysis von Monge in geometrische Kon- 
struktionen gu iibersetzen, tiberzeugte sich dabei selbst von der 
Wichtigkeit der Projektionsmethode, und auf diesem Wege gelang es 
ihm, die Fundamentalaufgaben der darstellenden Geometrie aufzu- 
lisen. Der angefiihrte Band bildet nun die Frucht dieser Unter- 
suchungen. Das Werk fiihrt auch den Nebentitel ,Compléments de 
géométrie“, und dieser komplementire Zweck seines Buches wird 
ausdriicklich vom Verfasser auch in semer Vorrede hervorgehoben, wo man 
die Bemerkung findet, daB, wihrend die Auflésungen der planimetri- 
schen Probleme vollkommen ausfiihrbar sind, die der stereometrischen 
einen rein theoretischen Charakter besitzeri, welchen man in der 
Praxis ihnen uibedingt nehmen muB. Eben dies ist der Zweck der 
von Lacroix dargelegten Methoden. | 

Der erste Abschnitt seiner ,,Essais“ enthailt die Grundlagen der 
Methode der doppelten Orthogonalprojektion und der Anwendungen 
derselven auf Punkte, Geraden, Ebenen und Kugeln. Die Art der 
Darstellung ist bei Lacroix minder glanzend, aber etwas methodischer 
ais bei Monge und ist der heute von uns angewandten ahnlicher, 
als der filterien. Im zweiten Abschnitte sind die Hauptprobleme tber 
die krummen Flachen aufgelést (Durchschnitte und Tangentenebenen), 
mit besonderen Anwendungen auf zylindrische, konische, Rotations- 
und Regelflichen. Zuletzt beschiftigt sich der Verfasser mit der 
Perspektive unter einem (Gesichtspunkt, der dem von Monge ge- 
wihlten ganz fholich ist; seine Behandlung ist aber allgemeiner und 


—_— — = 





) Val. den 0. a. nissai“. Diese Geschichte wird in der Vorrede des 
Cours de géométre déscriptive (1. Partie, Paris 1852) von Th. Oliviér anders 
erzE hit. 
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verschieden von der alteren, da Lacroix nur annimmt, deB die Tafel 
auf einer der Grundebenen normal sei, und sich, um die wahre Figur 
der Perspektive zu finden, emer Umlegung bedient. Aber er deuici 
auch ein anderes Verfahren an, zum Entwerfen einer Perspektive, 
welches demjenigen Lamberts fhnlich ist und iibrigens auch 
nicht als neu hingestellt wird. Zum Schlu8 findet aich die Bemer- 
kung, daB die darstellende Geometrie auf die Gnomonik anwendbar 
ist, wenn man diese Lehre wie Montucla definiert'); diese Anwendung 
wurde spiter durch einen Schiller Monges vollsténdig entwickelt’). 
In einem eingehenderen Bericht iiber die ,,Essais“ wiirde auch der 
vortrefflichen padagogischen Bemerkungen Erwa&hnung getan werden 
miissen, welche sie enthalten, und welche gewi8 nicht wunder 
nehmen werden bei einem der besten Schriftsteller der mathematischen 
Paidagogik. 


Dies sind die Anfange der neuen Lehre, mit der der Name 
Monge fir immer verbunden sein wird; die Geschichte ihrer weiteren 
Entwicklungsstadien gehért dem 19. Jahrhundert an. 





1) Histoire des mathématiques", 2. éd., T. I, p. 725. *) Lefrancois, 
»“émoire sur Ja gnomonique“ (Journ. de l’Ec. pol., XI. Cah., p. 261—271). 





ABSCHNITT XXVI 
INFINITESIMALRECHNUNG 


G. VIVANTI 


Die Grundlagen der Infinitesimalrechnung.’) 


In dem vorhergehenden Zeitabschnitte wohnten wir einem der 
wichtigsten Ereignisse der Geschichte der Mathematik, der Geburt 
der Infinitesimalrechnung, bei. Die mit diesem Namen bezeichnete 
_ Lehre unterscheidet sich dadurch von allen tibrigen Teilen der Mathe- 

matik, da8 sie sich, wenigstens in der Form, in der sie von ihren 
Hauptbegriindern, Leibniz und Newton, vorgetragen wurde, auf 
nicht echt mathematisché Prinzipien stitzt. Newton geht von dem 
Geschwindigkeitsbegriffe aus; Leibniz verlangt, man diirfe, ja man — 
solle gewisse nicht verschwindende GréBen vernachlassigen. Suchen 
wir elie Erklérung dariiber in ihren Schriften, so finden wir bei 
Newton so gut wie nichts; Leibniz sagt zwar wiederholt aus, seine 
eigene Methode sei von der Archimedischen nur der Form nach 
verschieden, aber einen Beweis seiner Behauptung finden wir nirgends. 
Auch seine unmittelbaren Nachfolger besorgten eher die Entwicklung 
der: Rechnungsmethoden als die Grandlegung der Theorie. Der Ver- 
fasser des III. Bandes konnte ja den Gegenstand in einigen wenigen 
Seiten erledigen. 

Der Periode der Schépfuny folgt aber, wie gewdhnlich, eine 
Periode, in welcher das Werk der Schépfer geordnet und vervoll- 
kommnet wird, eine Periode, die, wenn auch etwa nicht so glanzend, 
doch ebenso wichtig und fruchtbar ist als die friihere*), denn aus 
dieser Anordnungsarbeit entsteht, wenn sie von genialen Geistern ge- 
leistet wird, wohl manches weventlich Neue und Wertvolle; so z. B. 
die Theorie der elliptischen Funktionen. 

Hine Aufgabe der neuen Periode sollte selbstverstindlich die sein, 
die Prinzipien der Infinitesimalrechnung auf einen festen Boden zu 
grtinden. In dieser Hinsicht zeigen sich zwei entgegengesetzte Ten- 
denzen; einerseits bestrebt man sich, die Stichhaltigkeit der Infini- 
tesimalrechuung nachzuweisen, andererseits versucht man, die Leib- 
nizsche Methode durch andere, vermeintlich strengere zu ersetzen. 


" Siehe Vivanti, Il concettu d intinitesimo ela sua applicazione 
alla matematica, 2. Aufl, Napoli 1901. 3) Siehe Marie, Hist. des ac. 
math. et phys., VII, Paris 1886, p. 67. 
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Als Hauptvertreter der ersten Tendenz kaun man d’Alembert und 
Carnot, als Hauptvertreter der zweiten kann man Lagrange nennen. 

D’Alembert (1717—1783, diese Vorl., III?,S. 510) behauptet*), 
das Unendliche der Analysis sei nichts anderes als die Grenze, welcher 
das Endliche sich unbeschrankt nihert, ohne dieselbe jemals zu er- 
reichen. Sagt man also, die GrdBe: 

jE ae ae oa a ee 

sei unendlich, so ist damit nur gemeint, daS man stets so viele 
Glieder der Folge annehmen kann, da8 die Summe derselben eine be- 
liebig vorgeschriebene GréBe tibertrifft. Auf analoge Weise wird das 
Unendlichkleine erklart.- Die Differentialrechnung setzt sich vor, die 
Grenzwerte der Verhiltnisse je zweier endlichen, durch bestimmte 
Gesetze verbundenen Gréfen uuszuwerten; sie hat nur mit endlichen 
GréBen zu tun; das Unendliche und das Unendlichkleine sind blo8 
Kunstworter, die die Mathemutiker erfunden haben, um die Ergebnisse 
ihrer Forschungen kirzer und einfacher aussprechen zu diirfen. ~ 

Dem d’Alem bertschen Begriffe, nach welchem die Infinitesimalrech- 
nung nur eine Grenzrechnung ist, schlieBt sich Kastner (1719—1800, 
diese Vor)., IIl?, 5. 576, IV, S. 456)*) an. Nimmt » unbeschrinkt 


7u, 80 hat — ’ die Einheit zur Grenze; das la8t sich aber dadurch | 


ausdriicken, daB man sagt, es dirfe die endliche Grd8eb gegen die unend- - 
liche GréBean vernachlassigt werden. Aufébnliche Weise lassen sich cic 
unendlichen und die unendlichkleinen GréBen der verschiedenen Ord- 
nungen rechtfertigen. Ist Z eine Funktion von s, welche fir den Wert 
z+e von ¢ den Wert 7+ FE annimmt, so heiBt die Grenze, welcher 


sich 5 bei abnehmenden Z und e unbeschrinkt nahert, das ,Ver- 


haltnis der Differentiaie‘ von Z und g; E und e heifen die ,,Diffe- 
rentiale*. Auf Grund dieser Definition ergibt sich, unter der Voraus- 
setvung, daB » eine ganze positive Zahl bezeichnet und Z = 2” ist: 


_ FF 
lim —- == nz"—'; 


diese Formel laBt sich aut jeden reellen Wert von m erstrecken. 
Weiter unten mischt aber Kastner m die Definition des Differentials — 
den Geschwindigkeitsbegriff ein. Die Differentiale dZ, de von Z, 8, 
sagt er, sind nicht die wirklichen Zuwiichse dieser Gréfen, sondern 
die Zuwachse, welche dieselben in einer bestimmten Zeit erhalten 
1 Mélanges de litt. d hist. et de philos., Nouv. éd., T. 5, Amster- 
dum 1767, p. 239-252; Encyclopédie méthodique, Paris 1788, art. ,,Diffé- 
rentiel’. . * Anfangsgriinde der An. des Unendl., Halle, 1. Aufl. 1761,” 
2. Aufl. 1770. 


ae 
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wiirden, wenn sie sich diese ganze Zeit hindurch mit den Apfangs- 
as 
d: 
Verhiltnis der Geschwindigkeiten, es midge die Zeit endlich sein oder 
nicht, und wenn man die Zeit ale unendlichklein ansieht, so geschieht 
das nur, um die Geschwindigkeiten als konstant betrachten zu diirfen. 
Die so verstandenen Differentiale sind nichts anieres als die New- 
tonschen Fluxionen. Man kann aber nach Maclaurin zeigen, daB 
das Verhiltnis der Fluxionen von z” und von z gleich u2’~! ist; es 
stimmen also die Resultate der Fluxionsrechnang mit denjenigen der 
Leibnizschen Rechnung vollkommen iiberein, und man kann diese 
letztere mit Zuversicht gebrauchen. 

Dieselben Ideen finden sich in Kastners Dissertation fiber das 
Unendliche') wieder. Das Unendliche und das Unendlichkleire sind 
keine GriBen; sie driicken: bloB die Méglichkeit einer unbeschrankten 
Zu- oder Abnahme aus. Wenn wir sagen, das letzte Glied der Reihe: 


geschwindigkeiten verinderten; das Verhiltnis ist also gleich dem 


mae Berens tee 
2tyt eto 
sei 0 ynd ihre Summe sei 1, so verstehen wir darunter nur, dab die 
Gleder der Reihe unbeschrankt abnehmen, und da8 ihre Summe sich 
der 1 unbeschrinkt niihert. Der Quotient zweier Funktionen einer Ver- 
anderlichen x nahert sich bei zunehmendem nm dem Quotienten der 
Glieder héchster Ordnung; die Sache verhilt sich daher ganz so, als 
wenn man alle iibrigen Glieder unterdriickte. . 

Unter den Anhangern von d’Alembert mu auch Gerdil ge- 
nannt werden. Hyaciuth Sigismund Gerdil, Barnabit, geboren 
am 23. Juni 1718 zu Samoens in Savoyen, war der Sohn eines Notars. 
Kaum 19 Jahre alt, warde er zum Professor der Philosophie an der 
Universitat zu Macerata ernannt; spiiter war er Professor der Philo- 
sophie und dann der Moraltheologie an der Turiner Universitit. Der 
Ruhm seiner Gelehrsamkeit, Wobhltitigkeit und Frémimngheit ver- 


ie te ee ee ee 


1) Dissertationes mathematicae et physicaé auas Societati 
Regine Scientiarum Gottingensi annis 1756—1766 exhibuit A. G. Kist- 
ner, Altenburg 1771 (vgl. diese Vorlesungen, IV, 8S. 26), Diss. V: De vera in- 
finiti notione ‘p. 85—38). Siehe auch Diss. XI: Ye trauslatis in dictione yeo- 
metrarum (p. 79—88), Diss. XIII: De lege continui in natura (p. 142—149), wo 
ein friiheres Inavguralprogramm des Verfassers mit’ dem Titel: De cautione 
in neglectuv quantitatum infinite parvarum observands (Luipzig 1746) 
zitiert wird. — Auf Kiastners Ideen bezieht sich Ludolphus Hermarnus 
Tobiesen (1771-—183%) in seimer schon oben 3S. 26 erwihnten Schrift: 
Principia atque historia inventionis calculi differentialis et int«- 
gralis nec non methodi fluxionum, Gottingen 1793. 

Cantor, Geschichte der Mathematik IV. . 42 
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breitete sich mehr und mehr. Der Konig wiahlte ihn zum Lehrer 
seines Sohnes, des spiteren Karl Emanuel IV.; viele Akademien 
Ahiten ihn unter ihren Mitgliedern. fm Jahre 1777 wurde er Kar- 
dinal, und beim Tode von Pius VI. hatte er den piipstlichen Throu 
bestiegen, hitten sich nicht politische Griinde dagegen geltend ge- 
macht. Er starb zu Rom am 12. August 1802. Seine Schrifien sind 
sehr zahlreich und betreffen meistens Theologie und Philosophie. 

Gerdil') geht noch weiter aly d’Alembert, indem er nicht nur 
behauptet, da& die unendlichen und unendlichkleinen GréBen fiir die 
Infinitesimalrechnung cntbehrlich sind, sondern auch, daB das absolut 
Unendliche unmiglich ist. Die sieben von ihm angefiihrten Beweise 
dieser Behauptung sind weder biindig noch wesentlich neu, und bieten 
fir uns weniy Interesse dar. 

Die Ablandlung von Gerdil gab zu einer ganz kurzen, aber 
interesaanten Note Lagranges*) Veranlassung. In dieser Note be- 
werkt Lagrange, daB man in der Infinitesimalrechnung von unrich-. 
tigen Voraussetzungen ausgeht, daB aber andere in der Rechnung 
begangene Fehler die Unrichtigkeit aufheben: so z. B. ist es eine 
falsche Annahme, daB die Tangente die Verlingerung einer Seite eines 
Unendltchvieleckes sei; da man aber wihrend der Rechning GréSen 
als verschwindend veruachlissigt, die bloB unendlichklein sind, so 
werden beide Unrichtigkeiten sich gegenseitig tilgen. Erst nachdem 
man bewiesen hat, daB eine solche Aufhebung wirklich stattfindet, 
sei man berechtigt, das Unendlichkleine uls eine wirkliche GréBe zu 
betrachten. | 

Der Begriff von der Ausgleichung der Febler war nicht neu, er 
kommt schon ein Vierteljahrhundert frither bei Berkeley (diese 
Vorl., HI?, S. 741 ff) vor, ob es gleich keimen Beleg dafitr gibt, daB 
Lagrange dessen Schriften gekannt hat. Merkwiirdig ist es, daB 
Lagrange, gieich za Anfang seiner gliinzenden Laufbahn, auf die 
Diskussion yon der Stichhaltigkeit der Prinzipien der Infinitesimal- 
rechnung geftihrt wurde, em Gegenstand, der ihn bis 2u seinen letzten 
Jahren beschiftigte und anf welchen er nach mehr oder minder langen 
Tntervallen wiederholt gekommen ist. Wiahrend er aber anfangs die 
Strenge der Intinitesimalrechnung zu verteidigen suchte, kam er spiter 
euf den Gedanken, diese Rechnung durch eine strengerc zu ersetzen. | 
Einen Grundri8 seiner neuen Methode gab er in einer Abhandlung 
von 17725), aber erst 1797 entwickelte er dieselbe in seiner beriibmten 


™ De l’infini sbsolu considéré dans la grandeur, Mige, Laur, 7. Th 
_ 1760—61, P. DE, p. 1-45. ® Note sur la métaphrsigue du calcul in- 
finitésimal, Misc. Taur, T. Il, 1760--61, P. 10, p. 17—18; Ceuvres, T. VII, 
Pacis 1277, p. 597—599, 5) Sur une nouvelle espeéce de calcul relatif 
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Vorlesunyen iiber analytische Funktionen?). In der Zwischenzeit 
(1784) hatte er durch die Berliner Akademie, deren Vorsitzender er 
war, die Gelehrten der ganzen Welt aufgefordert, das hochwichtige 
Problem aufzulésen; woraus erhellt, erstens, daB er damals mit seiner 
eigenen Lésung nicht ganz zufrieden war, zweitens, dab, wenn auch 
die Akademie eine der vorgelegten Abhandlungen krénte, die darin 
vorgeschlagene Methode seinen Geist so wenig befriedigte,-da8 er bald 
seine alten Ideen wieder aufnahm. 

Uber die erwahnte Preisfrage miissen wir etwas ausfiihrlicher 
berichten. Man verlangte*) ,eine lichtvolle und strenge Theorie 
dessen, was'man Unendlich in der Mathematik nennt“. ,,.Die héhere 
Geometrie“, lautete die Aufforderung, ,,benutzt hiufig unendlichgroBe 
und unendlichkleine GréBen; jedoch haben die alten Gelehrten das 
Unendliche sorgfiltig vermieden, und einige beriinmte Analysten 
unserer Zeit bekennen, -daB die Wirter unendliche GréBe wider 
spruchsvoll sind. Die Akademie verlangt also, daB man erklare, wie 
aus einer widersprechenden Annabme so viele richtige Sitze entstanden 
sind, und deaB man einen sickeren und klaren Grundbegriff angebe, 
welcher das Unendliche ersetzen diirfe, ohne die Rechovngen zu 
schwierig oder zu lang zu machen.“ 

Der Preis wurde der Exposition élémentaire des principes 
des calculs supérieurs (Berlin 1786)*) erteilt. Verfasser dioser 
Abhandlung war Simon Antoine Jean Lhuilier, geboren in Genf 
1750, gestorben daselbst 1840,. seit 1795 Professor der Mathematik 
an der Akademie in Genf, dessen Namen in mehr als eimem Ab- 
schnitte dieses Bandes erscheiat (s. o. 8. 84, 432). 

Lhuilier erhebt wohlbekannte Bedenken gegen den Unendlich- 
keitsbegriff. Es zerlegt z. B. eine Ebene den Raum in zwei gleiche 
Teile*), und dasselbe tut eine der ersteren parallele Ebene; jedoch ist 


ala différentiation ct & l’intégration des quantités variables, Nouv. 
Mém. Berlin, 1772 (publ. 1774), p. 186—221; Ocuvres, T. Dl, Paris 1869, p. 441 
bia 476. 

1) Théorie des fonctions analytiques, contenant les principes 
du Calcul -différentiel, dégagés de toute considération d’infini- 
ment petits, d’évanouissants, de limites ot do fluxions, et réduits a 
‘analyse algébrique des quautités finies, 1. Aufl., Paris 1797, 2. Aufl, 
Paris 1818 (wieder abgedruckt in Oeuvres, T. 1X, Paris 1881). Siehe auch: Dis- 
cours sur l’objet de la théorie des fonctions analrtiques, Journ. Ec. 
Polyt., VI. Cahier, T. H, 1799; Oeuvres, Tf. VII, Paris 1877, p 325—88. 

*) Nouv. Mém. Berlin 1784 (publ. 1786), p. 12—13. *) Eine tateiniacke 
Bearbeitung erschien 1795 in Tibingen unter dem Titel: Principiorum - 
calculi differentialis et integralis expositio elemeutaria. 

*) ,,-. - telles qu’on ne puisse zien dire do l'une qu'on ne puisse égalercent dire 
de l’autre“. 


$2* 
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yon den heiden letzteren Halbriumén der eine griBer, der andere 
kleiner als einer der ersteren. Ferner kann der unendliche Raum 
keine Figur aufweisen; eine Figur setzt uaimlich eine gewisse Ein- 
richtung der Grenzen voraus, das Unendliche aber laBt keine Grenzen 
za. Noch unbegreiflicher ist das Unendlichkleine; es sollte dieses 
eine jedes GrdBencharakters enthehrende GréBe sein. In der Infini- 
tesimalrechnung wird das Unendlichkleine bald als verschwindend, 
bald als nicht verschwindend betrachtet; jedoch gleichen sich die 
Rechnungen von selbst aus, da, was vernachlassigt wird, nicht unver- 
gleichbar, sondern genau glerch Null ist. Es empfiehlt sich also, die 
Infinitesimalrechnung durch die Grenzmethode zu ersetzen, ohne je- 
doch die Ausdrucksweise und die Bezeichnungen der ersteren zu ver- 
lassen. Ob und wie Lhuilier seinen Gedanken ausgefihrt hat, 
werden wir weiter unten sehen. 

Die Berliner Preisfrage gab auch zu einer anderen Schrift Ver- 
anlassung, die aber der Akademie nicht vorgelegt wurde. Wenzeslaus 
Jvhann Gustav Karsten (s.0.8.74, 357), Professor der Mathematik 
und Naturlehre in Halle, geboren 1732, gestorben 1787, war damals mit 
der Abfassung seines Handbuches der Analysis und héheren 
Geometrie beschiftigt und wurde natirlich dazu geleitet, die auf- 
geworfene Frage zu berticksichtigen. Hieraus entstand die erste seiner 
Mathematischen Abhandlungen, welche den folgenden Titel 
trigt: Vom Mathematisch-Unendlichen mit Riticksicht auf 
eine im Jahre 1784 aufgegebene Preisfrage. _Wenn der Mathe- 


matiker sagt, es sei — = Q flr m = oo, so bedeutet das nach Karsten, 
dab ‘ bei zunehmendem m bestindig abnimmt, und daB die Glei- 


chung as -- 0 nur dann gelten wiirde, wenn m einen Wert erhielte, 


den es nicht erreichen kann, so lange man fortzablt. Auch das Un- 
endlichkleine ist bloB eine Kedensart; die Regeln der Infinitesimal- 
rechnang lassen sich durch die Grenzmethode rechttertigen, su daB 
es notzloy erscheiut, neue Methoden zu bilden, wie es die Akademie 
verlangt. Dieselben Beyrifte, wenn ‘auch unter einer etwas verinderten 
Form, finden sich in der finften Abhandlung') wieder, deren Titel 
ist: Vom Beréikbrungswinkel und Krimmunyskreise. Von den 
beiden entgegengesctzten Meinungen, deren Hauptvertreter Clavius 

', Die Titel der drei Gbrizer Aihandtunyven iauten: 2. Von den Parallel- 
linien,und dex neuerer Kei ihun:.co, die Theorie aavon zu erginzen; 
3. Uber eine Stelle in ces Herr: Lamberts Briefwechsel, von ver- 
neinten und unumvgsicuen WurtzelgroBen; 4. Von den Logarithmen 
der verneiaten and unnalicLen Grd 8en. 
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und Le Peletier sind’), schlieBt sich Karsten derjenigen des letzt-ren 
an, indem er behauptet, der Berthrungswinkel sei yenau gleich Null. 
Er zeigt aber, daB diese Behauptang nicht im mindesten hindert, die 
Verschiedenheit der Kriisomungsmasse cer eine gemeinschaftliche Tan- 
gente besitzenden Linien zu beygreifen. 

Der Berliner. Preisfrage verdanken wir vermutlich auch Carnots 

Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal, die 
zwar erst im Jahre 1797 erschienen, die aber, wie der Vertasser in 
seiner Vorrede angibt, schon lange fertig standen’). 
Lazare Nicolas Marguerite Carnot, geboren am 13. Mai 1753 
- gu Nolay ‘in Frankreich, wurde Genieoffizier, dann Mitglied der 
Assemblée nationale und des Konvents (1791), wo er fir das 
Todesurteil des Kénigs stimmte. Als Mitglied des Comité de salut 
. public (1793) verdiente er dén ehrenvollen Beinamen eines organi- 
sateur de Ja victoire. Spiiter war er Minister unter Napoleon; 
als dieser aber die Kaiserkrone annahm, trat Carnot ins Privatleben 
zurtick. Nach dem unglicklichen russischen Feldznge bot er wieder 
seine Dieuste dem Vaterlande an, und zeichnete sich bei der Ver- 
teidigung von Antwerpen aus. Er war wieder Minister beim hundert- 
tigigen Kaijsertum Napoleons, und wurde nach dessen Falle in 
eine Proskriptionsliste einbegriffen; er erhielf seinen Wohnsitz in 
Magdeburg angewiesen, wo er am 22. August 1823 starb. 

In seinen Réflexions unternimmt es Carnot, nachzuweisen, 
daB die Infinitesimalmethode ganz streny ist, und daB es daher 
keinen Grand dafiir gibt, auf diese Methode zu verzichten. Dazu unter- 
sucht er zunachst, wie der menschliche Verstaud zu dem Grundbegriffe 
dieser Methode gelangt sein mige. Die Unmdglichkeit, eine genane 
Auflésung gewisser Probleme zu erbalten, fihrte, meint er, zum Ver- 
suche, dieselben anniherungsweise aufzulésen, indem man die Daten 
der Probleme durch andere ersetzte, die von diesen so wenig ver- 
echieden wiren, daB man die in den Endiesuliaten entstehenden 
Fehler vernachlissigen dtirfte. Carnot fuhrt das folgende Reispiel 
an: Es solle die Tangente MT zu einem Kreis MBD in einem 
Punkt M gefithrt werden (Fig. 73). Sei a@ der Radius, C der Mittel- 
punkt, BD ein Darchmesser, 1 P die zu BD senkrechte durch Bf 
gehende Gierade; man setze: | 


DP=2, MP=y, 


1, Bd. HW? u. Wi? passim; Vivanti, a. a, VU. *) Kine deutsche Uber- 
setzung mut sehr iuteressanter Nuten ist von J. K. Hauff herausgegeben worden 
unter dem Titel: Betrachtungen diber die Theorie der Infinitesima}- 
1rechnuug \trauksurt a. M 1800). Auch eine italienieche (bersetzung von 
G. B. Magistrini (Pavia 1803) liegt vor. 
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and suche, die Subtangente 7P zu bestimmen. Dazu betrachte man 
den Kreis als ein Vieleck, und es sei NM eine Seite desselben, NO 
die Senkrechte zu DB durch N, MQ die Senkrechte zu NO durch 
: ; M; die Verlingerung von NM gibt an- 
naherungsweise die Tangente an, so daf 
die angenaherte Beziehung stattfindet: 


(1) MQ_7P 


Andererseits ist: 
y® = Zax -- xi 
NO? =2a-DO— DO; 
diese letzte Gleichung J&Bt sich schreiben: 





(y+ NQY = 2a(z + MQ) 
— (2 + MQ)’, 
4 und wenn man die erste Gleichung ab- 
Fig. 78. zieht: 


 2y-NQ+ NQ'=2(a— 2) MQ— MQ, 
oder: , 
MQ oe _ ty¥tNQ 
: NQ 2@—2)—MQ’ 
also wegen (1): 
; | zy +NQ 
(2) LP sG—a)— MO. 
Nun sind MQ und NQ kleiner als MN, folglich vernachlissigbar, 
und man hat annaherungsweise: 
TP =v. 
a—x 
Es ist aber tiberraschend, daB diese Lisung nicht an genih ert, son- 
dern streng richtig ist. Woher kommt das? Da wir von einer 
ungenaven Voraussetzung ausgegangen sind, so ist die Gleichung (2) 
notwendig ungenau; sie ist es aber um so weniger, je kleiner ALN 
ist, und wird ganz genau, wenn JN und somit MQ und NQ ver- 
-schwinden. Es hat hier eine gegenseitige Aufhebung der Fehler statt- 
gefunden*); und dasselbe geschieht in allen Fallen. Wie kann man 


1) Es kommt hier der Begriff von der Ausgleichung der Fehler vor, welchen 
man sehon bei Rerkeley ond bei Lagrange gefunden hat; ob Carnot seine 
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aber erkennen, da8 die Fehler sich aufgehoben haben? Die in den 
Rechnungen vorkommenden GriBen sind teils bestimmt, wie FT’, 
di P, BP, teils unbestimmt, wie AN, MQ, NQ; die Jetzteren schieichen 
sich in die Rechnungen ein, wenn wir wir Erleichterung gywisse 
Grdzsen durch undere ersetzen, die von diesen wenig verschieden sind, 
und von diesen ausschlieBlich hiingen daher die Fehler ub, mit welehen 
die Resultate behuftet sind. Sobald also simtliche willkiirlichs GréBen 
aus den Rechnungen entfernt worden sind, kinnen wir mit Sicherheit 
annehmen, daB die Fehler sich aufgehoben haben. 3 

Kann eino willkfirliche Gré8e (wie NO) so wenig verschieden 
von einer bestimmten (wie MP) angenommen werden, als man will, 
so sagt man, die letztere sei die Grenze der ersteren, und die Diffe- 
renz (niwlich N@) sei unendlichklein; eme unendlichkleine GriBe 
ist also eine willkiirliche "GréBe, welche die Null zur Grenze hat. 
Die ungenauen Gleichungen (wie (2)) werden zu genauen, sobuld man 
die in denselben vorkommenden willktirlichen GréSfen durch deren 
Grenzen ersetzt. Dadurch erklart sich, wie die scheinbar ungenaue 
Regel von der Vernachlassigung der unendlichkleinen GréBen zu ye- 
nauven [iesultaten filhren kann. 

Will man aber die Unbequemlichkett vermeiden. mit uugenauen 
GréBen zu tun zu haben, so kann man die unevdlichkleinen GriBen 
als streng verschwindend betrachten, mit der alleinigen Vorsicht, die 
etwa verkommenden Yerhiltnisse je zwei solcher GréBen durch 
deren Grenzen zu ersetzen. 

Wird alsq gefragt, ob man die wnendlichkleinen GréBen als 
verschwindend betruchten muB oder nicht, cin Dilomma, das zu vielen 
Diskussionen Yeranlassung gegeben hat, so 148t sich aniworten: man 
kann nach Belieben ebenso den einen wie den anderen Standpunkt 
behalten. © 

Ist 80 die Strenge der Infinitesimalrechnung gesichert, so bleibt 
nur noch tbrig, zu bemerken, daB sie die Gronzmethode, mit wel- 
cher sie in den Resultaten itbereinstimmt, an Hinfachheit weit tiber 
trifft, insofern sie sich vorsetzt, jeder Grenzbestimmung zu entbehren 
und mit blo8 algebraischen Rechnungen zu verfahren. Wird man 
also, fragt Carnot, anf die unermeBlichen Vorteilo verzichien, die 
die Infinitesimalmethode darbietet, aus Furcht, sich auf einen Augen- 


Vorginger gekannt hat oder nicht, mége dahingestellt bleiben. Einem enderen 
Vorginger, N. Fiorentino, werden wir weiter unten hegegner. Ins midge hier 
aach die Aussage von Segner (a. u.) erwiihnt werden, daB das Gleichheituzeichen 
in einer Differentialgleichung nicht die Gleichheit, sondern das Streben nach 
Gleichhett bedeutet. 
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blick von dem genauen Verfahren der Elementargeometrie zu ent- 
fernen? Wird man einem ‘ebenen und bequemen Wege einen dor- 
nigen Pfad vorziehen, auf welchem es so schwer ist, sich nicht za 
verirren ? 

Der Standpunkt von Carnot ist richtig, aber sein Verfahren ist 
weder so einfach, als ea sein diirfte, noch ganz volistindig Um nachzu- 
weisen, daB die ungenauen Gleichungen sich durch Vertilgnng der 
unendlichkleinen GréBen in genaue verwandeln, braucht man nur die 
unendlichkleine GrdBe als eine willkdrliche GréBe zu definieren: denn, 
da nach dieser Definition die unendlichkleinen GréBen sich so klein 
annelmen Inssen, daB die aus deren Vertilgung hervorgehenden Fehler 
kleiner sind als jede beliebig vorgegebene GréBe, so sind diese Fchler 
genau gleich Null. Es findet also wirklich eine Aufhebung der 
Fehler statt, nicht aber durch gegenseitige Ausyleichuny (.,compen- 
sation des erreurs“), wie Carnot meint, sondern dadurch, daB jeder 
Fehler fiir sich selbst zu Null wird. Es ist ferner an beachten, daB 
sich Carnot mit der Bestatigung der Tatsache von der Fehlerauf- 
hebung begniigt, ohne nach deren Grunde zu suchen: ‘itte er das 
getan, so hiitte er den Grund darin gefunden, daB, wie soeben vesrgt, 
jeder Fehler fir sich verschwindet. 

Manche andere Schriftsteller bemiihten sich, wit gréBerem oder 
kleinerrm Erfolg, die Strenge der Leibnizschen Methode auBer 
Aweitel zu legen. 

Nach Johann Andreas von Segner (diese Vorl., ILI*, 5. 609, IV, 
S. 74)) ist der Unendlichkeitsbegriff bloB ein negativer Begriff, denn 
unendlich ist was keine Grenzen hat; um auszudriicken, da8 zwei 
parallele Linien nicht zusammentreffen, sagt man, sie schneiden sich 
im Unendlichen. Man kann aber dem Unendlichen eine positive 
Bedeutung geben. Behauptet man, zwei parallele Gieraden haben 
eiven im Endlichen liegenden gemeinschaftlichen Punkt, so begeht 
man einen desto kleineren Fehler, je gréBer der Abstand des Punktes 
ist; wire also der Abstand gréBer als jede angebbare GréBe, so wiirde 
der Fehler verschwinien. Bezeichnen wir mit M den Ozean, mit P 


P 
1 e e e ? e « 
-- zu unterscheiden, weun sie auch voneinander sachlich verschieden 


° - ® ee a ee * M 
einen Tropfen Wasser, so ist es uns unmdglich, das Verhiltnis 5; von 


0 
sind, denn unser Begriff von M und von M+ P ist gunz derselbe; 


das zeivt, daf wir fahiy sind, das Verhiltnis é gewissermaBen zu 

1) Segner, Flementsa analyseos finitorum, Halle 175x: Elemen- 
torum anslyseo: infivitorum Pars prima, Halle 1761, Pars secunda, 
Hale 1763. 
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begreifen. Die Gleichung ; < ist nur dann méglich, wenn a be- 


liebig zunehmen darf; sie drfickt aus, da8 die Gleichung > om ~ fir 


‘keinen nicht verschwindenden Wert von » besteht. Ist = on 7 50 


heiBt a unendlich in bezug auf b; ist b eine endliche GréBe, so 
schreibt man @ = oo, und es folgt: 


oo t § = 00, 


wodurch sich alle Regeln der Differentialrechnutig rechtfertigen lassen. 

Jacopo Belgrado, Jesuit, geboren zu Udine 1704, gestorben 
daselbst 1789, Verfisser mehrerer mechanischer und physikalischer 
Schriften, verdffentlichte in héchst eleganter Ausstattung ein dem elf- 
jahrigen Herzog von Parma gewidmetes, zweibindiges Werk, welches 
iiber 200 meistens mechanische Probleme enthilt.'> In der Einleituug 
zum zweiten Bande spricht Belyrado seme Meinung iiber das Un- 
endliche aus. Die Linie, sagt er, besteht aus Punkten und wird durch 
das FlieBen eines Punktes erzeugt; der Punkt ist ein Unendlichkleines 
in bezug auf die Linie. Das Unendlichkleine ist also kein bestimmter 
Teil des Endlichen, es ist kleiner als jeder noch so kleine Teil. Hier- 
aus folgt, daB zwei GréBen e¢inander gleich sind oder als sulche be- 
trachtet werden diirfen, wenn ihre Differenz unendlichklein ist. Nach 
Belgrado sind: die Antworten von Leibniz auf die Angriffe 
Nieuwentijts (diese Vorl, II?, S. 254) keinesweys tiberzeugend; er 
schlieBt sich den von Torelli in seinem Werke De nihilo geo- 
metrico auseinandergesetzten Beyritfen an. 

Da der letztgenannte, von seinen Zeitgenossen sehr geschitzte 
Mathematiker im III. Bande nicht berticksichtigt worden ist, so mége 
es uns erlaubt werden, hier diese Liicke auszufillen. : 

Giuseppe Torelli (diese Vorl., 1V, 5S. 34 und 617)*), geboren zu 


') Belgrado, De utriusque analyseos usu in re physica, 
2 Bde., Parma 1761—62. Der erste Hand (De analyseos vulgaris usu in 
re physica) umfaBt 118 Probleme tber Hydraulik (23), Mechanik (14), Astro- 
nomic (12), Optik (10), Ballistik (4), Zentrobarik (2), Pneumatik (6), Architektur 
(9), Meteorologie (2), Hygrometrie (1:, Bewegung (8), .Pendel (6), Sto8 (4., Ko- 
hirenz (4), Akuatik. (1), Nautik (1), Geographie (11, Gnomonik \J), Zinze und 
Gliicksspiele (4). Der zweite Band (De analvseos infinitorum usu in re 


physica) umfaBt 100 Probleme dber Nautik .13), Hydrostatik (3), Hydraulik (9), — 


Mechanik (7), Dynamik (14), Ballistik 3, Atmospharik (8), Geograpl.e (3), 
Architektur (2), Zentripetaikraft (14), Uptik (9), Fortpflanzung der Bewegung (5), 
Schwingungsbewegung (6), Widerstande (9). 7) Siehe drei Nachrofe von Ippo- 
lito Pindemonte (1753—1828) in dessen Werken; einer von diesen iet aus 
den Mem. Soc. It. (1) IT, 2 (1784), p. IU—XAXXIV abgedruckt. 
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Verona am 3. November 172], gestorben am 18. August 1781, war Dichter, 
Philosoph und Mathematiker. Sein Hauptwerk, welches neulich aus 
der . Vergessenheit durch O. Stolz‘) hervorgeruien wurde, ist: De 
nihilo geometrico libri duo (Verona 1758). Nach Torelli ist. 
die Differentialtechnung nichts anderes als eine Rechnung mit Nullen. | 
Mzn muf aber die metaphysische und die geometrische Null unter- 
schciden; die zwei Begriffe werden vom ersten bzw. zweiten Teil der 
folgenden Definition bestimmt: ,,Nihilum est, per quod unumuodque 
surum, quae non sunt, dicitur nihilum. Dicitur autem unum non 
esse, quod antea cam ‘esset, non esse amplius concipitur“. Die geo- 
metrische Null steht zu sich selbst in demselben Verhaltnis wie die 
Winheit zur Hinheit. Die Vergleichung zweier® gleichdimensionaler 
Grofen ist ,ejasdem generis’ oder ,diversi generis“, je nachdem die 
beiden Gré8en von Null verschieden sind, oder eine derselben gleich 
Null ist. Auf diese Grundlagen sich sttitzend, beweist Torelli im 
ersten Buche eine Reihe von Sitzen, welche meistens die Vergleichung 
von Nullen oder von Unendlichen betreffen. Wird eine beliebige 
GréBe von sich selbst subtrahiert, so entsteht die (geometrische) 
Null; denn dadurch hért auf zu: sein, was frither war. Die Null 
1 -- 1, welche aus der Subtraktion der Einheit von sich selbst ent- 
steht, heiBt ,nihjlum ordine primum“; und cs ist z—a2=2(1 — 1). 
Bezeichnet x eine zweidimensionale GréBe, und subtrahiert man jede 
ihrer Dimensionen von sich selbst, so ist das Produkt beider Diffe- 
renzen z(1--1)?; daher ist die Vergleichang der aus Subtraktion 
entstehenden Null «(1 — 1) mit der aus Subtraktion und Multiplika- 
tion entstehenden x (1 — 1)* eine ,comparatio diversi generis“, da man 
dabe} z mit z, 1 —1 mit 1—1 und 1 mit 1—1 vergleichen muB. 
Aus der Division von 1 mit 0 entsteht oo. Es ist namlich: 


 a21—1)+7—2, 


was beweist, daB man durch Division von z mit 1 — 1 als Quotienten 
und als Rest # erhalt; da aber der Rest dem Dividenden gleich ist, 
so kann die Division ohne Ende fortgefiihrt werden, und der Gesamt- 
quotient ist eine GréBSe, welche keine Grenzen hat, d.i. eine unend- 
liche GréBe (,quod autem nullos habet fines, ilud infinitum esse 
dieitur“). — DaB die 'orellische Methode nichts anderes ist als die 
:nagkierte Grenzietbode, erhellt aus den geometrischen Anwendungen, 
wolche den Stoff des zweiten Buches bilden. Bezeichnen wir der 
Ktirze wegen mit (), die aus der GréBe a entstehende Null a(1 — 1), 
so ist allgemein: | 





\ GréSer und Zahien, Leinzig 1891. 
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° % eit) « 
Ist insbesonders y die Ordinate, v die Subiangeit> civer Kuve, sn _ 
hat man: 


da aber zur Bestimmung der Tangente (d. i. derj nigen Geraden, 
welche friher die Kurve in zwei Punkten schnitt, jetzt aber sic nicht 


mehr schneidet) nétig ist, das Verhiltnis “ 2u kennen, so kann zuan 


4 


sich statt dieses vorsetzen, das Verhiltnis st zu bestimmen. D'ese 


Bestimmung geschieht fiir die Parabel folgendermaBen. Es s--i-n 
(Fig. 74) A der Scheitel, F, E g 
zwei beliebige Punkte der a 
Kurve, BF, IE die zugehéri- | i 
gen Ordinaten, D der Darch- ae i | 
schnitt von JE mit der durch A aa 


fF parallel zur Achse gezoge- 4 | 
nen Geraden, H, G die Sees rs see 


| 
: 
HG AB L 


Schnittpunkte der Sehne FE — sf 
und der Tangente in F' mit . 
der Achse, AC das latus rectum. Dann ist: 

AC-AI= IE’, 
oder: ) 

AC(AB+ BI) = (ID + DE) = (BF + DE, 

ferner: 

AC-AB= BF* 
also: 

AC. Bl=2BF.DE+ DE?, 

oder: 


AC(AI— HB) =2BF (IE — BF)+ (#— BF. 
Fallt E mit F gusnmmen, su ist: | 


HI— HB=GB-—GB=0,, [EkK—-BF=BI'—BF=0, 


also: 
AC.0,=2BF.- 0, + 0,7. 


Da aber die Vergleichung der beiden Glieder rechts eine comyparatio 
diversi generis ist, so erbilt man durch Veruachlissiyung von ©,* 
(,meglecto ab altera parte uihilo orto ex BF in semetipsum duusto*): 


0,  <AC 


. 0 &kRF 
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Weitere Anwendungen seiner Methode hat Tordlli in einer spa- 
teren Schrift mit .dem Titel Geometrica (Verona 1769) gegeben, 
wo er einige geometrische Probleme zuerst durch die reine Geometrie, 
dann durch die Nullrechnung auflést. Diese Schrift bietet nichts 
Merkwiirdiges dar, ausgenommen etwa einen kuriosen Fehler (s. o. 
S. 617); Torelli meint, eine neue Quadratrix tquadrataria scalena) 
erfunden zu haben, und bemerkt nicht, daB diese mit der gewoholichen 
Quadratrix abereinstimmt. 

Kine lange Diskussion aber die Prinzipien der Infinitesimalrech- 
nung enthalt der héchst interessante Briefwechsel zwischen Lambert 
und von Holland aus den Jahren 1765 und 1766.1) Beide sind 
dariiber einig, daB das Unendlichkleine blo8 eine Fiktion ist. Der 
Infinitesimalbegriff gibt aber, wie von Holland bemerkt, der Mei- 
nung Veranlassung, die Dhifferentialrechnung sei nur eime Anniahe- 
rungsmethode; besser ist, Null zu nennen, was Null ist. Man muB 
jedoch zwischen verschwundenen und verschwindenden GréBen unter- 
scheiden; die ersteren sind samtlich gleich, die letzteren dagegen 
kénnen auch verschieden sein, je nach der Geschwindigkeit, mit wel- 
cher die GrdBen nach Null streben. So- ist z. B.: 


a® — x? 0 


- ee 
a—x 0 


fiir x =a. Die Vernachlissigung von dz* rechts in der Formel: 
d(a*) = 2adz + dz? 
geschieht nicht precario modo, sondern notwendig; es ist nimlich: 
d(2*) = 2rdaz + da? = (22 + 0)0 = 24-0 = 2rdu. 
Ist s = 1 fir 4=C—0, so kann man, ,s0 oft von letzten 


Verhaltnissen die Rede ist“, A statt C und C statt A nehmen; sv 
z. B. kann man den Bogen durch die Sehne ersetzen, was zum un- 
enauen und dem Stetigkeitsprinzip widersprechenden Begriffe einer 
ius unendlich vielen Strecken bestehenden Kurve gefihrt hat. Nicht 
minder fiktiv als das Unendlichkleine ist das Unendliche, welches ein 
negativer Begriff ist und eine Uniméglichkeit ausdriickt. Diese Un- 
moglichkeit ist aber, wie von Holland scharfsinnig bemerkt, von 
sclcher Beschaffenheit, daB man sich derselben unheschrankt annéhern 


darf, wibrend man das Gleiche von der Unméylichkeit a /— 1 nicht - 
sagen kann; wollte.man in ‘positiver Form ausdriicken, dab Gott un- 


', Lamberts deutscher gelehrter Briefweghsel, herausgegeben von 
Johunn Bernoulli, 5 Bde., Berlin 178i—87; Bd. L 8. 11 ff. 
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sterblich ist, so kénnte man sagen, er sterbe nach der Zeit aY—1, 
- nicht aber, er sterbe nach der Zeit oo. 

Der spiiter als ,,Prinzip von der Ersetzung der Infinitesimai- 
groBen“ bezeichnete Grundbegriff ist in das klarste Licht gesetzt 
worden von Riccati und Saladini in ihren noch weiter unten zu 
besprechenden Institutiones analy ticae(2 Bde., Bolognal 765+-1767°. 
Vincenzo Riccati (vgl. diese Vorl., III? 8.474, IV, S. 457), Jesuit, Sohn 
des beriihmten Jacopo Riccati, geboren den 11. Januar 1707 zu Castel- 
franco bei Treviso, gestorben daselbst den 17. Januar 1775, war Pro- 
fessor der Literatur und Rhetorik zu Piacenza, Padua und Parma, 
dann Professor der Mathematik zu Bologna; er schrieb tiber Mathe- 
matik, Physik und Mechanik, und beschaftigte sich auch mit hydrau- 
lischen Fragen. Girolamo Saladini, Colestinerménch, geboren zu 
Lucea 1731, gestorben zu Bologna den 1. Junt 1813, lehrte an der 
Universitit zu Bologna erst Geometrie, dann Astronomie, dann héhere 
Mathematik. Die Grundlagen der Infinitesimalmethode, so lehren 
Riccati und Saladini, lassen sich auf ein einziges Lemma redu- 
‘zieren, daB naimlich zwei GréBen, deren Unterschied kleiner werden 
kann als jede vorgegebene Gréfe, zuletzt einander gleich werden. 
Haben wir also mit zwei derartigen Gréfen zu tun, so kénnen wir 
dieselben der Kiirze wegen einander gleich setzen; dadurch wird 
gar nichts vernachiassi,t, da unendlich kleine Differenzen weglassen 
nichts anderes ist als genaue Gleichungen zwischen den (Grenzen 
schreiben. P | 

Die Ideen von Euler iiber das Unendlichkleine sind schon be- 
kannt (diese Vorl., III?, S. 749) und kommen auch in seiner Integral- 
rechnung (1768) wieder vor; dieselben zu rechtfertigen und ihre Uber- 
einstimmung mit dem Grenzbegriff zu zeigen, bestrebt sich sein 
Kommentator Johann Philipp Griison (s. 0. 8. 72)'), Professor 
der Mathematik am Kadettenkorps in Berlin, dann-an der Bau- 
akademie und an der Universitit, geboren zu Neustadt-Magdeburg 
am 2. Februar 1768, gestorben zu Berlin am 16. November 1857, 
der aber seinerseits, sonderbar genug, die Notwendigkeit fithlte, die 
Leibnizsche Methode durch eine neue Methode zu ersetzen (siehe 

Auch eine kleine Schrift von Luino vom Jahre 1770%) ist, trotz 


') Grfison, Supplement zu L. Eulers Differenzialrechnung, worin 
ausser den Zusatzen und Berichtigungen, auch noch andere nitzliche 
analytische Untersuchungen, welche grisstentheils die combinato- 
rische Analysis betreffen, enthalten sind, Berlin 1798. ) Ogretto 
@ principii del método flussionario, Milano 1770, nach Poggendorff. 
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ihres Titels, der Verteidigung nicht nur der Fluxions-, sondern auch 
der Infinitesiinalmethode gegen die Angriffe von Berkeley (diese 
Vorl., LIL’, 8. 7378.) gewidmet. Francesco Luino, Jesuit, geboren 
za Lugano am 25. Marz 1740, gestorben zu Mailand am 7. Novem- 
ber 1792, lehrte Astronomie und Mathematik zu Mailand, dann an der 
Universitit zu Pavia; muBte aber wegen seiner zu kiilnen philoso- 
phischen Ansichten diese Stadt verlassen und wanderte nach Mantua, 
wo er eine philosophische Schule stiftete. — Luino sagt, er hatte 
von seiten Berkeleys einen Lobspruch der Mathematik und zugleich 
Jes Glaubens erwartet, sowie auch den SchluB, daB die Prinzipien der 
Mathematik freilich begreiflicher sind als die des Glaubens, daB aber 
die Klarheit der ersteren nicht grdBer ist als die Glaubwiirdigkeit der 
letzteren, und daB die menschliche Vernunft so wenig verletzt wird 
durch Aneignung der“dunkelsten Dogmen, als durch Anerkennung 
Jer tiberzengendsten mathematischen Beweise. Nach dieser Vorbe- 
merkung kommt Luino zu seinem Hauptgegenstande, wobei er aber 
zur Klarlegung der Prinzipien der Differentialrechnung keinen wesent- 
lichen Beitrag liefert. Er erwihnt eine Schrift von Boscovich’): 
De natura et usu infinitorum, et infinite parvorum (Rom 1740), 
in welcher gezeigt wird, daB sich die Fehler, die man dadurch begeht, 
daB man GréBen durch andere ersetzt, die sich von diesen um GréBen 
niederer Ordnung unterscheiden, waihrend der Rechnnng gegenseitig 
aufhehen. ) 

Auch Odoardo Gherli, Dominikaner, Professor der Theologie 
und Mathematik, geboren zu Guastalla bei Reggio 1730, gestorben 
au Parma am 6. Januar 1780, spricht in seinen Elementi*) analoge 


Riccardi (Bibl. mat. it.) sagt, daB diese Schrift keine typographische Angabe 
enthilt, und auch das von mir durchgesehene, der Universitaits-Bibliothek zu 
Pavia gehérende Exemplar trigt weder Druckort nock Datum. . 

1) Der Abt Ruggiero Giuseppe Boscovich (s. o. 8. 420), 
eebore: 7u Ragusa am 18. Mai 1711, war czugleich Philosoph, Dichter, 
oodiit, Astronom und Archiiolog. Er wurde oft vom Papst iber tech- 
nische und dkonomische Fragen zu Rate gezogen, beschiftigte sich mit 
ei:.ct Gradmessung im papstlichen Staat, machte lange Reisen und ent- 
ccckte die Triimmer von Troja. Er lehrte in Pavia, Mailand und Pisa, 
woraaf er nach Frankreich tbersiedelte a's Direktor der optischen Abteilung 
cor Marine. Spaiter war er wieder in Italien, um die Drucklegung seiner Werke 
zu basorgen, welche in Bassano in finf Banden erschienen; aber der Schmerz, 
dieselben nicht so sehr gosucht zu sehen, als er hoffte, triibte seinen Geist, und 
nicht viel spiter starb er in Mailand, am 18. Februar 1787 (A. Fabroni, 
Flogio dell? Ab. Ruggiero Giuseppe Boscovich, Mem. Soc. It. (1) IV 
(i789), p. ViI—XLVN). ) Gli elemeafi teorico-pratici delle matema- 
tiche pure, 7 Bde., Modena 1770—1777 (8. 0. S. 47, 76). 
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Ideen aus. Die veranderlichen Gréfen werden als aus dem FlieBen 
eines erzeugenden Elementes entstanden gedacht. Die zwischen 0 
und einem endlichen Zuwachse liegenden GréBenstufen heiBen, wenn 
sie kleiner sind als jede angebbare GréBe, unendlichklem. Solche 
GréBen kommen in der Differentialrechnung vor; diese ist aber nicht 
auf dieselben begriindet, sondern bedient sich dieser GréBen, um die 
Grenzen veranderlicher GréBen zu bestimmen, so daB die Differential- 
rechnung nichts anderes ist, als die Methode von den letzten Ver- 
haltnissen. Da also bei der Berechnung dieser Verhiltnisse die un- 
endlichkleinen Differenzen der veranderlichen GréBen verschwindend 
sind, so dtirfen sie vernachlassigt werden. 

Nur der Vollstandigkeit wegen erwaéhnen wir eine kleine Schrift 
von H. W. J. von Stamford’), geboren zu Bourges, gestorben zu 
Hamburg am 16. Mai 1807, Hauptmann im preuBischen Ingenieur- 
korps, welche nichts nteraseantes darbietet. 

Mit den Grundlagen der Infinitesimalrechnang beschiftigte sich 
lange und wiederholt Johannes Schultz*), Hofprediger und Professor 
der Mathematik in Kénigsberg, geboren zu Mithlhausen am 11. Juni 
1739, gestorhen zu Kénigsberg am 27. Juni 1805, welcher auch cin 


Se 





1) Versuch, die Grundsazze des Differential- und -Integral- 
kalkuls vorzutragen, ohne die Begriffe von den unendlich- 
kleinen GréBen hineinzubringen, Berl. Mag. der Wiss. und Kiiuste, 
IT 1 (1784), 8. 8—-36. *% De geometzia acustica seu solius auditus ope 
exercenda, Diss. prima, Kinigsberg i775; De geometria acustica nec non 
de ratione 0:0 ceu basi calculi differentialis, Diss. secunda, Kinigs- 
berg 1787. — Versuch einer genauen Theorie des Unendlichen, Kinigs- 
berg-Leipzig 1788. — Anfangegriinde der reinen Mathematik, Kinigs- 
berg 1790. -- Kurzer Lehrbegriff der Mathematik, 8 Bde. Kénigsberg 
1797—1806. — Da der Titel der ersten dieser Schriften den Leser wohl stutzig 
machen kann, so halten wir es fiir augemessen, etwas davon zu sagen. Schultz 
setzt sich als Zweck vor, die Probleme der Feldmessungskunst mit a)!einiger 
Hilfe des Gehérs aufzulésen. Will man drei Punkte B, C, D mit einem unsicht- 
baren Punkte A verbinden, so kann man aus der Kenntnis der Zeiten, in welchen 
ein und derselbe in A geschehene Schuf in B, C, D gehéri wird, die Differenz 
der Abstinde AB, AC, AD entnehmen; es kommt also alles auf das folgende 
rere Problem an: Die Abstinde AB, 4C,-AD zu bestimmen, wenv 


BC, BD, BCD, AB—AC, AC— AD gegebén sind. Liegen die zu betrach- 
tenden Punkte nicht s&mtlich in einer Ebene, so wu8 man vier Stationen B, C, 
J), & annehmen, und es entsteht das Problem- Die Kanten 4B, AC, AD, 4EB 
einer viereckigen Pyramide za bvestimmen, wenn die Differenzen dieser Kanten 
und die Basis BCDE wegeben sind. — Gehiren im ersten Problem B, C, D 


einer und derselben Geraden an, so kommt 4F in der Form . vor, wa3 dem 


Verfasser die Gelegenheit darbictet, eix langes Scholium den Prinzipien der 
Differentialrechnung zu widmen. 
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besonderes Werk diesem Gegenstande widmete. Schultz denkt die 
InfinitesimalgréBen als genau gleich Null, und die Differentialrech- 
nung als eine Rechnung mit Nullen, welche die Bestimmung der 
letzten Verhialtnisse der Inkremente als Zweck hat; man erhalt die- 
selben dadurch, daB man in den Verhialtnissen der Inkremente die 
Inkremente selbst gleich Null setzt, woraus folgt, daB die Differential- 
rechnung gsnz streng ist. Das von Null verschiedene Unendlichkleine 
ist bloB eine Fiktion, welche aus der Analysis verbannt werden muB. 


DaB = einen verschwindenden, endlichen oder unendlichen Wert an- 


nehmen kann, la8t sich wie folgt beweisen. - Betrachtet man is als 


ein Verhialtnis, so gelten die Relationen: 
a:b 
- 0:0::joo: 1, 
7 O:a 
weil: : 
b-O=a-0, 1:-0=0c0o-0, a-0=9-0; 


betrachtet man dasselbe als einen Bruch, so. gelten die Relationen: 


; a 
0 b 
0°. jw? 
0 
weil: 
A -0O=0, wo:-0=0, 0-0=0. 
: . ; dx %y ‘ ere 
Leitet man aus z= y#' die Relation i a ab, 30 ist dieses 
nichts anderes als > a ae die Nullen dz, dy sind der Quantitit 


nach gleich, der Qualitit nach verschieden. Die Ahnlichkeit mit den 
Eulerschen und Torellischen Nullen ist einleuchtend. 

Weiter verbreitet sich Schultz tiber den Begriff vom Unend- 
lichen. Einige von seineu Bemerkungen fiber diesen Gegenstand ver- 
dienen hervorgehoben zu werden, da sie manche Ideen im Keime 
enthalten, deren Entwicklung der G.Cantorschen Mannigfaltickeits- 
lehre vorbehalten war. Das absolut Unendliche hat eine reelle Existenz; 
die absolut unendlichen GréBen sind nicht saémtlich gleich und lassen 
sich untereinander vergleichen Die ,allereinfachste und erste“ un- 
endliche Menge ist 1 + 1+---; sie kann durch oc bezeichnet werden. 
‘Dann ist auch 2+ 2+---= 00, denn jedes 2 kaun durch 1+ 1 
ersetzt werden. In anderer Beziehung ist aber 2 + 2+ ---= 2o0, 
denn man kann die Reihe 2+ 2+.-.- in die zwei Reihen1+1+---, 
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1+1-+--- spalten. Welcher von den beiden Slandpunkten der - 
richtige sei, hiingt von der Natur der in jedem besonderen Falle zu 
behandelnden Frage ab. Hat man mit einer Linie <u tan, so kann 
2+4+24+--- nichts anderes als 1+1+--- bedeuten (m.a. W,, es 
kommt auf dasselbe hinaus, ob man auf eine Gerede unendiich viele 
Strecken von der Linge 1 oder von der Linge 2 nimmt): bewegt 
man sich dagegen in der Ebene oder im Rauie, so kann man die 
Reihe in andere zerlegen, so z. B. kann man die Strecken 1 + 1 +.-- 
auf einer Geraden und die Strecken 1+1-+--- auf einer anderen 
nehmen, woraus 2+ 2+----= 2oo folgt. In analogem Sinne kann 
man schrei}en: | 
14+34+5+4.--=— a0} 

Der Satz, daB das Ganze gréBer ist ala jeder Teil. pesteht nicht 
unbedingt fiir unendliche GréBen, wie sich leicht aus der Bemerkung 
folgern laBt, daB alle Halbstrahlen einander kongruent sind. 

Die zweite Abteilung des Versuches ist der ,MeBkunst des 
UnendlichgroBen“ gewidmet. Es ist kaum nétig hervorguheben, da8 
dieser Gegenstand jedes Interesses entbehrt; der Verfasser selbst 
schlieBt, nachdem er sich bemitht hat, einen unendlichen Kurvenast 
ga rektifizieren, daB die Linge eines solchen Astes -immer coy ist, 
wo y eine endliche GréBe bezeichnet, so daB die Rektifikation nutz- 
los erscheint. 

Eine andere mehr philosophische als siathenetiscbs Schrift ist 
der J. Schultz gewidmete Versuch von Bendavid.') Lazarus 
Bendavid, geboren zu Berlin am 18. Oktober 1762, gestorben da- 
selbst am 28, Marz 1832, ist wohl bekannt als eifriger Kantianer; er 
hatte aber eine so ausgezeichnete mathematische Bildung, daB Kist- 
ner von ihm sagte, er ware wiirdig. jeden Lehrstuhl Deutschlands, 
mit alleiniger Ausnahme des von ihm selbst innegehabten, zu be- 
steigen. 

Bendavid wirft sich drei Fragen vor: Was ist das mathema- 
tische Unendliche? Darf man hoffen, in der Rechnung mit unend- 
lichen GréBen eine gleiche Evidenz zu erreichen, wie in der Elementar- 
geometrie? Welchen EinfiuB hat die Klarheit der Prinzipien auf die 
Stichhaltigkeit der Resultate? — Unendlich heiBt eine GriBe, wenn 
sie nicht meBbar ist; das Unendliche stellt also nicht eine Quantitit, 
sondern eime Eigenschaft dar. Die UnmeBbarkeit kann entweder vom 
Fehlen jeder Quantitét herrithren (wie zB. fiir cinen Punkt), oder 
von der Unméglichkeit, die Quantitaét vollstiindig anzugsben (wie z. B. 


a on 


1) Versuch einer logischea Auseinandersetzung des mathema- 
tischen Unendlichen, Berlin 1789. 
Caxt_r, Gewlichte der Mathematik IV. 48 
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‘fiir tang ); im ersten Falle heift die GréSe unendlichklein, im 


zweiten unendlichgrofB. Das Unendliche fallt, als Gegenstand der 
Arithmetik betrachtet, mit der Null zusammen. Diese sonderbare 
Behauptung wird wie folgt bewiesen. Jede QGréBe kann, vom 
arithmetischen Standpunkte aus, nur in bezug auf eine MaBeinheit 
gedacht werden; nur dio Null la8t sich absolut denken; da also das 
Unendliche nicht meBbar ist und daher nur. absolut gedacht werden 
kann, so muB es mit der Null tibereitistimmen. Dies festgesetzt, 
fragt sich Bendavid, wie ein solcher Begriff in der Arithmetik 
Platz finden kann. Diese Frage, welche aus den Pramissen ganz 
logisch folgt, hatte wohl Bendavid von der Unhaltbarkeit seiner 
Ideen fiberzeugen sollen; dagegen beantwortet er sie dadurch, daB er die 
mathematischen Resultate auf den GewiBheitsgrad von Analogieschliissen 
herabsetzt. Es gibt, sagt er, physische und metaphysische Begriffe, 
die wir nur unvollstindig besitzen, und aus welchen wir zwar nicht 
apodiktische, wohl aber problematische Siatze ableiten kénnen; man 
kann z. B. aus der zwischen der Erde und dem Monde stattfindenden 
Ahbnlichkeit schlieBSen, daB es auch im Monde Berge, Flisse, lebende 
Wesen gibt. Auf gleiche Weise verfahrt man in der Mathematik. 
Die Ausdrticke co + a, dz-+ a, wo oo das UnendlichgroBe, dx das 
Unendlichkleine bezeichnet, haben ‘fir sich selbst keine Bedeutung; 
denn man kann nicht eine Kigenschaft und eine GréBe zusammen- 
addieren. Von den zwei Summanden muB also einer wegfallen. Im 
ersten Fall verschwindet der zweite Summand, da das Unendliche 
nicht mehr unendlich wire, wenn es sich durch Hinguftigung einer GréBe a 
vermehren lieBes- im zweiten Fall ergibt sich dz -+a@—a durch Ana- 
_ logie mit den sehr kleinen GréBen. Das Produkt noo driickt die 
Wiederholung eines und desselben Begriffes aus, wie z. B. » Tangenten 
von rechten Winkeln; als Summe betrachtet ist noog= oo. Dab 


= = dz, folgt aus Analogie; man kann auch bemerken, dab = eine 
auf ein unendliches Ma8 bezogene endliche GriéSe darstellt. Auf ahn- 
liche Weise lassen sich andere infinitére Ausdriicke, wie = , dz + az, 


adzx usw. deuten. Aus dem Gesagten schlie8t Bendavid, daB die 
Theorie des Unendlichen als eine ,unmathematische Wissenschaft“ 
angesehen werden darf, welche keineswegs die Evidenz der Elementar- 
mathematik besitzen kann; daB aber dennoch ihre Schliisse ganz 
streng sind, da der Begriff vom Unendlichen widerspruchsfrei ist. 
Wir méchten fast sagen: je unmathematischer die Bendayidsche 
Theorie des Unendlichen ist, desto vunphilosophischer ist sein 
SchluBsatz! ) 
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Nachdem wir die Verteidiger der Infinitesimalmethode besprochen 
haben, kommen -awir auf diejenigen, welche diese Methode durch an-— 
dere bekannte oder neue zu ersetzen versuchten. 

Noch am Anfang unserer Periode begegnen wir einem englischen — 
Gelehrten, mit dessen Namen eine merkwirdige, am passenden Orte 
zu besprechende Entdeckung im Gebiete der elliptischen Integrale 
verbunden ist, John Landen, Mitglied der Royal Society, geboren 

am 23. Januar 1719 zu Peakirk bei Peterborough, gestorben am 
16. Januar 1790 zu Milton. In nan Residual analysis‘) nennt 


er Spezialwert des Quotienten = ae < wobei y, y, ahnliche Funk- 





tionen von 2, 2, darstellen, den Wert dieses Quoticnten ftir t= 2; 





er bezeichnet den Spezialwert von a ‘mit [zy]. Die Berech- 


nung solcher Ausdrticke, oder die Sesidull division, geschieht aber 
selbstverstandlich durch Grenziibergang, so daB die Landensche Me- 
thode nichts wesentlich Neues darbietet. 

Kin hierher gehériger, nicht sehr bekannter italienischer Schrift- 
steller ist Niccola Fiorentino. Geboren in Unteritalien, war er 
Oberaufseher der kéniglichen Schulen zu Bari, dann Advokat und 
Professor der Mathematik zu Neapel, und starb an dem Galgen am 
12. Dezember 1799, ein Opfer der damals in dem neapolitanischen 
Kdnigreich wiitenden Reaktion.”) Im Jahre 1782, bei Gelegenheit 
einer in Neapel stattgefundenen Offentlichen Diskussion tiber eine 
-mechanische Frage, gab er ein kleines Buch heraus mit dem Titel: 
Saggio sulle quantita infinitesime e sulle forze vive e 


1) Der ausfiihrliche Titel ist: The residual analysis, a new branch 
of the algebraic art, of very extensive use, both in pure mathe- 
matics, and natuarsl philosophy, Book I (vereinzelt), London 1764. 

*) Es mdge uns erlaubt sein, sein Todesurteil (5. Dezember 1799) hier wieder- 
zugeben: ,,Niccola Fiorentino, ch’era stato da Sua Maestd degrtato per molti 
anni dei governi regi; per aver spiegato nell’ entrata dei Francesi il suo carat- 
tere diametralmente opposto al suo benefattore, per aver dato alla luce due 
proclami in istampa, uno diretto ai giovani cittadini studiosi, relativo al van- 
taggio del governo repubblicano e |’imposture contro le sacre persone, e l'altro 
contenente un ragionamento sulla tranquilliti della repubblica, per esser stato 
_ autore di un Inno a 8. Gennaro per la conservazione della liberta, pieno di 
scostumatezze; per esser stato autore delle note in stamps alla costituzione 
della repubblica; e finalmente per esser stato ascritto nell’ elenco della Societa ‘ 
popolare, con aver aggiunto al suo nome e cognome di essere vero demo- 
cratico; @ stato condannato a morir sulle forche colla confisca dei beni, con 
essersi disposta l’esecuzione della sentenza (A. Sansone, Gli avvenimenti 
del 1799 nelle Due Sicilie, Palermo 1901, p. 274). — Siehe auch: 
P. Colletta, Storia del reame di Napoli, Capolago 1834, Bd. II, p. 166 
bis 168. | 
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morte‘), wobei der eigentlichen Behandlung des Hauptgegenstandes 
ein langer Abschnitt tiber unendlichkleine GréSen vorangeht, welcher 
allein uns interessiert. In bezug auf die in der héheren Analysis an- 
_ gawendenden Methoden ist Fiorentino Eklektiker. Die beste Methode, 
sagt er, ist die Cavalierische; sie ist lichtvoll, gedringt, elegant, 
und gibt zu keinem Bedenken Veranlassung. Da aber nicht alle mit 
dem, was aus der Indivisibilienmethode abgeleitet wurde, zufrieden sein 
werden, und da andcrerseits auch die Fluxionsmethode sicher und 
elegant ist, so halt es Fiorentino fir gut, die -Infinitesimalmethode 
vermittels der Fluxionsmethode zu prifen. Vergleicht man die nach 
den beiden Methoden gegebenen’ Beweise der Formel fiir die Ablei- 
tung.eines Produktes zy, so bemerkt man, daB der als eine unendlich- 
kleine GiréBe zweiter Ordnung zu vernachlissigende Bestandteil dzdy 
eigentlich aus dem Grunde vernachlissigbar ist, daB er der Fluxion 
von zy nicht angehért. Von der Infinitesimalrechnung darf man nur 
das behalten, was sich durch die Fluxionsmethode nachweisen lat; 
das tibrige ist unsicher. Da® dennoch die Infinitesimalrechnung zu 
,Tichtigen Resultaten fahrt, rfiihrt davon her, da8 die Fehler sich gegen- 
seitig aufheben. ; 
Auch Jakob II. Bernoulli erklart sich fir die Fiuxions- 
methode*); er auBert aber den Wunsch, daB die langen und pein- 
lichen Maclaurinschen Beweise ohne Beeintrichtigung der -Strenge 
voereinfacht werden mégen. J. Bernoulli gehért einer Familie an, 
die in der Geschichte der Infinitesimalrechnung eine Hauptrolle ge- 
spielt hat. Sein Vater war Johann IL (diese Vorl., III’, 8.325). Er 
wurde am 17. Oktober 1759 in Basel geboren, war Substitut seines 
Onkels Daniel von 1780 bis zu dessen Tode (1782) am Lehrstuhl 
der Physik, konnte aber seine Nachfolge nicht erhalten. Er war in 
Italien als Sekretér des dsterreichischen Gesandten in. Venedig, und 
machte Bekanntschaft mit manchen italienischen Geometern. Nach 
Lexells Tode (1786) wurde er zum Adjunkten an der Petersburger 





) Das Buch trigt weder Datum, noch Druckort. Der Verfasser sagt aber, 

er habe zu Neapel ,,im vergangenen November“ von einer dort geschehenen 
Diskussion gehdrt, iber welche d’Alembert und Lagrange um ihre Meinung 
gefragt worden waren, und man findet in Lagranges Briefwechsel (Oeuvres 
T. XIV, Paris 1892, p. 279—282) ein Schreiben vom 18. Oktober 1781, welches 
sich anzweifelhaft auf denselben Gegenstand bezieht, so daS man mit Sicherheit 
schlieBen kann, das Buch sei zu Neapel im Jahre 1782 gedruckt worden. 
7) Essai d’une nouvelle maniére d’envisager les différences ou les 
_ fluxions des quantités variables, par M. Bernoulli, Mém. Acad. Turin 
1784—85 (publ. 1786), Mém- des corresp., p. 141—158; es folgt eine Addition 
von Caluso (p. 158--159). DaB der Verfasser Jak. II. Bernoulli ist, erhellt 
aus einer,Note zu einer alsbald zu besprechenden Abhandlung von Caluso. 


Die Grundlagen der Infinitesimalrecbnung. an, 663 


Akademie ernannt; spaiter wurde er ordentlicher Akademiker und Pro- .- 
fessor der Kadetten (1788). Im Jahre 1789 heiratete er eine Tochter 
von Johann Albrecht Euler, Sohn Leonhard Eulers; zwei 
Monate spiiter, am 3. Juli 1789, wihrend er sich in der Newa badete, 
wurde er: vom Schlag gerthrt, und starb bald darauf. Seine Schriften, 
welche in den Nova Acta Acad. Petrop. erschienen sind, be- 
treffen simtlich die Mechanik, mit alleiniger Ausnahme der soeben 
angeftihrten.’) | | 

Wie J. Bernoulli uns erzéhit, lehrte ihn sein Vater die GréBen 
nicht als zu- oder abnehmend, sondern als mit der ,Anlage“ (,,dis- 
position“) zu- oder abzunehmen behaftet zu betrachten; so sind dz, 
dy die Anlagen von x, y. Die Anlagen sind, wie Bernoulli erkennt, 
von den in der Fluxionsrechnung vorkommenden Geschwindigkeiten 
nicht wesentlich verschieden; andererseits wird die durch den neuen 
Begriff zu erzielende Vereinfachung ganz auf Kosten der Strenge er- 
halten. Sehen wir zu, wie Bernoulli die Anlage eines Produktes 
zy berechnet. Ware nur 2 verinderlich, so ware ydx die Anlage 
von -zy; ware nur y veranderlich, so wire sie xdy; sind also 7 und 
y zugleich verinderlich, so finden beide Aulagen zugleich statt, und 
die Gesamtanlage ist ydx + xdy. Aber auch die vermeinte Einfach- 
heit verschwindet, sobald schwierigere Aufgaben vorliegen, und Ber- 
noulli selbst bekennt andererseits, daB sich die von ihm bei der 
Auflésung dieser Aufgaben befolgte Methode mit der Grenzmethode 
deckt. | 

Auch der schon genannte Caluso ist unter die Anhanger der 
Fluxionsmethode zu -rechnen. Tomaso Valperga di Caluso, ge- 
boren 1737 in Turin, gehdrte einer angesehenen Familie an. Nach- 
dem er seinem Kénig als Marineoffizier gedient hatte, zog er sich als 
Geistlicher nach Neapel zurtick, von wo er spater (1769) nach seinem 
Vaterlande zuriickkehrte. Dort war er Sekretir der Akademie der 
Wissenschaften, Direktor der Sternwarte und Professor der orientali- 
schen Sprachen an der Universitét.. Er starb am 1. April 1815. 
Seine zahlreichen Schriften beziehen sich auf Philosophie, Sprach- 
wissenschaft und Literaturgeschichte; auch ist er Verfasser von ita- 
lienischen, lateinischen und griechischen Dichtungen. Seine Freund- 
schaft mit Vittorio Alfieri ist allbekannt; der bertihmte Tragédien- 
schreiber sagte, er verdankte es Caluso, wenn er sich der Unwissen- 
heit entzogen habe, in welche er bis zu seinem 27. Jahre getaucht 
.gelegen war. 


i ee += 


1) Précis de la vie de M. Jacques Bernoulli, Nov. Acta Acad. Petrop. 
VII, 1789 (publ. 1793), Hist., p. 23—82. 
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; Caluso widmet eine lange Abhandlung') der Verteidigung der 
Fluxionsmethode; er bekémpft besonders die Meinung, der Geschwin- 
digkeitsbegriff sei ein der reinen Analysis fremdartiges Element. Er 
versucht aber auch, den Grund der Richtigkeit der durch die Infini- 
tesimalmethode erhaltenen Resultate aufzudecken. Daza bedient ‘er 
sich der Rechnung mit unméglichen GrdBen — so nennt er die 
unendlichen und die unendlichkleinen GréBen. Ist: 
| y = ax" + bat-14....4 Az, 
und dividiert man mit 2*, so ist fiir 2 = co: 
yo b Bi 
pT oe eee 


A 
Gor-t 


es ist aber: 
b 


<= O55, = 0, 


folglich: 
¥ 


— = @. 


Dividiert man dagegen mit z, so ist fir 7 = 0: 
Ema O40 On. -ARA 

Hieraus folgt die Regel, -daB man fir z= oo nur das Glied mit 
dem gréBten, fir z= 0 nur dasjenige mit dem kleinsten Exponent 
beibehalten muB. 

Es ist schon oben erwahnt worden, daB Lagrange den Versuch 
machte, die Infinitesimalmethode durch eine neue Methode zu ersetzen. 
Es ist jetzt Zeit, sédine Ideen auseinanderzusetzen. 

Lagrange befolgt einen Weg, der dem gewdhnlichen umgekehrt 
ist. In der Infinitesimalrechnung geht man namlich von der auf 
Grenzbetrachtungen sich gritndenden Definition der Ableitungen der 
ersten und der héheren Ordnungen aus, um zum Beweis der Taylorschen 
Reihenentwicklung zu kommen, deren Koeffizienten die mit Zahlen- 
faktoren behafteten Ableitungen aller Ordnungen der zu entwickelnden 
Funktion sind. LieBe sich daher, so denkt Lagrange, die Taylorsche 
Entwicklung einer Funktion direkt auffinden, so kénnte man aus der- 
selben samtliche Ableitungen der Funktion ohne weiteres ablesen. 

Nun gibt aber die Reihentheorie eine Entwicklung von der Form: 


fet i)=f(@)+pitgP+--. 


) Des différentes manitres de traiter cette partie des mathé-. 
matiques que les uns appellent calcul différentiel et les autres 
méthode des fluxions, Mem. Acad. Turin, 1786—87 (publ. 1788), p. 489 
bis 590. ; 
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Um indessen nichts unbewiesen zu lassen (,mais pour ne rien 
avancer gratuitement“), will Lagrange vor allem zeigen — was 
niemand vorher getan habe —, daf die Reihe, ausgenommen fir be- 
sondere Werte von z, keine gebrochenen Exponenten enthalten darf. 


Kame nimlich eine gebrochene Potenz + ™ yon $ vor, so miBte sie 
von in f(z) existierenden Wurzelgréfen herrihren; f (v) wire also 
eine mehrwertige Funktion, und die Ersetzung von xz durch 2 ++ 
wiirde weder die Anzahl, noch die Beschaffenheit dieser GréBen um- 
fndern, so daB f(x) und f(x + 4) fiir jedes Wertepaar z, 4 eine gleiche 
Anzahl von verschiedenen Werten erhalten wiirden. Andererseits lieBe 


sich jeder Wert von f(x) mit jedem Werte von i* kombinieren, so 
da8 sich eine weit gréBere Anzahl von Werten fiir f(z ++ 4) ergeben . 
miB8te, woraus der Widersprach. 

Dieses vorausgeschickt, mu8 man beachiten, daB, da sich f(x + 4) 
fir i= 0 auf f(x) reduziert, die Differenz f(x + i) — f(x) fir i= 0 
verschwindet, also eine positive Potenz von ¢ als Faktor enthalten 
muB (,,... sera ou pourra étre censée multipli¢e par une puissance 
positive de 4“), deren Exponent nach dem Gesagten notwendig ganz-_ 
zahlig ist. Man kann also schreiben: 


fet) —f(e) + 6P. 
Kine analoge SchluBweise ergibt: 
P=p+iQ, Q=q+itkh, R=r+iS,..., 
also: | 
(3) f@+i)—f(e)+ipt+Pqtir+--- 

Die Bestimmung von », g,r,... 1aBt sich entweder durch direkte 
Berechnung, oder durch Fortschaffung der etwa vorkommenden Wurzel- 
gréBen, oder endlich durch die Methode der unbestimmten Koeffizienten | 
bewerkstelligen. Ein Beispiel mag die Anwendung der drei Methoden 
erleachten, wobei wir uns freilich, der Kiirze wegen, auf die Berech- 
nung von p beschranken. 


Es sei f(t) Vz. Man hat: 
a) iP=V2+i-Vs= Verve 


also: 
1 
Pm Vetinve’ 
und ftir + = 0: 
1 
ome tet 


b) Vate=mYuteP, 
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also: 
atime e+ 2iPVxe+eP' 


1—2PY2+iP}, 
woraus fiir ¢ = 0 abermals folgt: 


_ oder: 


= ya 
- ce) Ve+iaVYatipt+iqt---, 
80° 


atin (Vet+iptiqt--)=2+2ipVr+P(2qVe+p)+---, 


und hieraus durch Vergleichung der beiderseitigen Koeffizienten der 
ersten Potenz von 2: 


p mi —--—- 


ist so die Reihe (3) ermittelt worden, so mu8 man sehen, ob 
sie konvergent ist. Betrachtet man ¢ als die Abszisse, ¢P als die 
Ordinate einer Linie, so geht diese durch den Koordinatenursprung, 
und so lange dieser kein singulirer Punkt ist, nahert sich die Linie 
bestindig der Abszissenachse; es 148t sich folglich 7 so klein an- 
nehmen, da8 iP klsiner sei-als eine beliebig vorgegebene GriBe.. Es 
ist also z. B. fiir hinreichend kleine Werte von ?: 


iP <f(2), 
und man kann enalow erhalten: ° 
iQ<p, iR<gQ,.. "9 
oder: 
PO<ip, ®R<i*q, .... 
Es ist aber: 


tP=tp+ig+Prt+---, 
UQ == #¢ + Prt rey 
PR=Pr+---, 
man kann also i so klein annehmen, daB fir diesen Wert und um so 
mehr fir alle kleineren Werte von ¢ jedes Glied der betrachteten 
Reihe gréSer ausfillt als die Summe aller darauffolgenden Glieder, 
womit, die Konvergenz nachgewiesen ist. - 

Die Lagrangesche Methode erlaubt uns also, simtliche Ablei- 
tungen einer Funktion darch rein algebraische Operationen zu erhalten. 
Leider gibt sie za manchen Bedenken AnlaB, auf deren Erér- 
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terung wir hier verzichten missen.') Merkwirdig ist es, daB Lagrange 
selbst an der Allgemeinheit seiner Methode zweifelt, wel¢he, nach 
seiner Aussage, auf eine Funktion ,insofern als sie in eine Reihe ent- 
wiekelbar ist“ (,autant- que cette fonction .est susceptible d’étre réduite 
en une série“) angewandt werden kann. 

Analoge, aber bei weitem nicht so bekannte neue Methoden sind 
der antecedental caléulus von James Glenie (Glenie oder 
Glennie, geboren zu Fyfe 1750, gestorben zu Chelsea am 23. No- 
vember 1817, Artillerieoffizier im amerikanischen Kriege, dann Pro- 
fessor der Mathematik an der Militirschule der East India Company), 
die Exponentialrechnung von Johann Pasquich (Geistlicher, 
Professor und Astronom zu Ofen, geburen zu Wien 1753, gestorben 
daselbst am 15. November 1829), und der calcul d’exposition von 
dem schon oben erwéhnten J. Ph. Griison.’*) 

Der antecedental calculus stimmt, wie der Erfinder selbst sagt, 
mit der Fluxionsrechnung tiberein; der antecedental einer Funk- 
tion ist ihre Ableitung, der antecedent ist ihr Integral. 

' Pasquich halt jede Rechnung, welche die Differentialrechnung 
zu ersetzen zum Zwecke hat, fiir ganz entbebrlich; andererseits aber 
denkt er, seine Methode verdiene wegen ihrer ,,Hinfachheit, Griindlich- 
keit und Allgemein heit“ eine gréBere Beachtung als jede anders ana- 


1) Siehe S. Dickstein, ZurGeschichte der Principien der Infinitesi- 
malrechnung. Die Kritiker der ,,Théorie des fonctions analy tiques 
von Lagrange in der Cantor-Festechrift (Leipzig 1899), 8.65—79. *) Glenie, 
A short paper on the principles of the antecedental calculus, 
Trans. R. Soc. Edinburgh, IV (1798), p. 65-32. Von zwei friberen, in dieser 
Schrift zitierten Arbeiten von Glenie, Universal comparison und Ante- 
cedental- calculus, konnte ich keine Keuntnis haben. — Pasquich, An- 
tangsgrinde einer neuen Exponentialrechnung, Archiv der reinen und 
angew. Math. II (1798), 8. 886—424. Siehe auch eine Anmerkung des [eraus- 
gebers des Archives (Hindenburg), wo eine im Intclligenzblatt der Allg. litt. 
Zeit. 1798, Nr. 99 erschienene Nachricht von Pasquich tiber seine neue Rech- 
nung und deseelben Unterricht in der mathematischen Analysis und 
Maschinenlehre angefihrt wird. — Griison, Le caleal d’exposition 
inventé par J. Ph. G., Mém. Acad. Berlin 1798 (publ. 1801), p. 151—216, 1799 
tnd 1800 (publ. 1803), p. 157—188. — Kin anderer Versuch, die Leibnizsche 
Methode zu verdringes, riibrt von L. F. A. Arbogast (1759—1803) her, der im 
Jahre 1789 der Pariser Akademie eiue Schrift vorlegte mit dem Titel: Essai 
sur des nouveaux principes de calcul différentiel et intégral, indé- 
pendants de la théorie des infiniment petits, et de celle des limites. 
Da aber die Abhandlung nicht -verdffentlicht wurde, ‘und die Arbogast.che 
Methode erst 1800 im Druck erschicn (Arhozast, Calcul des lérivatione, 
Strasbourg 1800), so midge die Besprec hing dieser Methode dem .Vertasser des 
V. Bandes dberlassen werden. . ” 
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loge. Er geht von diesem Postulat aus: Jede Funktion y von 2 laBt 
sich unter der Form: 
y= Az*+ Bo+.-- 

annehmen, sei es, daB sie wirklich diese Form besitzt, oder daB sie 
auf dieselbe durch Reihenentwicklung gebracht werden kann. Setzt 
man nach der heutigen Schreibweise: 

y= DAZ, 
so heiBt die Funktion: 

sy = Da Ax 


das Exponential von y, y die exponentiierte Funktion von ey. 
Aus dieser Definition ergeben sich von selbst die Regeln ftir die Be- 
stimmung des Exponentiales einer Summe, eines Produktes, einer 
Potenz und eines Quotienten; es folgt dann die Binomialreihe und 
die Taylorsche Entwicklung. Dieser letzteren bedient sich Pasquich 
zur Auffindung des Exponentiales einer beliebigen Funktion. Aus der 
Entwicklung: 


' Aya £4 Ag 4+ t¥ YAgi4.. 


1! Q!zx 


wo allgemein: 
e e & 
ist, folgt nimlich: 


why ey 
Kewtirt ast: 


dieses Verhiltnis nahert sich bei unbeschrankt abnehmendem Az dem 
Werte —” ie 
fir ein beliebig kleines Ax sowohl: 


so daB ey die Grenze von e ist. Findet man allgemein 


2S Z + phat: 
als 
sO¥< Z+PAct+- 


so ist notwendig sy= Z. Das mag wohl gentigen, um den Leser zu 
tiberzeugen, daB Pasquich nur neue Namen fir altbekannte Sachen 
eingefiihrt hat. 

Eine auffallende Ahnlichkeit, selbst in der Nomenklatur, mit der 
Pasquichschen Methode zeigt die Griisonsche’). 





1) In der oben erwihnten Nachricht bemerkt Pasquich, da8 Griison 
in der Vorrede zur Wbersetsung der Lagrangeschen Funktionentheorie seinen 
neuen Exponicrungscaleul voranmeldet; er versichert aber, er sei seit 
neun Jahren im Besitz seiner Exponentialrechnung, und habe dieselbe vor fainf 
Jabren dem Prof. Kraft in St. Petersburg und ara einigen deutschen Gelehrten 
* mitgeteilt. 
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Nach Griison ist seine Methode, die er noch vor der Heraus- 
gabe des Lagrangeschen Werkes erfunden habe, einfacher und licht- 
voller als die der Infinitesimalrechnung, da sie sich nur wohlbekannter 
algebraischer Prinzipien bedient. Man kann aber voraussehen, daf 
die Kinfachheit auf Kosten der Strenge erhalten wird. Wie es scheint, 
nimmt Griison als selbstverstindlich an, daB jede Funktion sich, 
in eine Reihe von ganzen oder gebrochenen Potenzen der Verander- 
lichen entwickeln la8t. Sein Verfahren ist folgendes. Ist F' eine 
Potenzreihe von z mit ganzen positiven Exponenten, so findet offen- 
bar dasselbe far /™ fiir jedes ganze und positive - statt; es laBt 


sich ferner nachweisen, daB auch —, 7 , und folglich a , In eine solche 


Reihe entwickelbar ist. Gritison will zeigen, da8 F* " dieselbe Form 
hat wie F. Da F™ und F* gleiche Form haben, so muB dasselbe, sagt er, 


von F*.und F folgen. Da aber, figt er am Ende seiner zweiten 
Abhandlung hinzu, mein Beweis einige Zweifel im Geiste der Geo- 
‘meter nachgelassen hat, so gebe ich einen zweiten an, der nichts zu 
winschen iibrig la8t. Emnthielte die Entwicklung einer Funktion f 
eine gebrochene Potenz von 2, so wiirde diese Potenz ebenfalls in /* 
vorkommen, welche auch die ganze Zahl r sei. Nimmt man nun: 


f=F", r=m 
an, so folgt f" = F"; es wiirde sich dann ergeben, daB F” eine ge- 
brochene Potenz von x enthalten sollte, was unméglich ist. Das 
Resultat kann auch. auf irrationale Potenzen einer Funktion fF er- 
streckt werden, freilich aber auf Grund der folgenden Hilfssitze, die, 
wie leicht zu sehen, wesentlich der Grenztheorie angehéren: Kénnen 
z, y kleiner gemacht werden als jede angebbare gleichartige GrdBe, 
und ist: 
A<B+2 A>B-y, 
so ist A= B. Ist: 
U == dy + 4,2 + dyz?+---, 
V=b+b2+5,27+-->, 
W=O +42 + G27+---, 
ferner: 
Bg Co, Gym, --+» &,™ C,, 


wo # eine bestimmte Zahl bezeichnet, und ist V ftir alle Werte von 
a zwischen U und W enthalten, so folgt: 


by = Gp; b, = 4, ee ey b= a,. 
Aus dem Gesagten laBt sich schlieBen, dab jede algebraische 
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oder iccian duals Funktion von z nach ganzen positiven Potenzen 
von «x entwickelbar ist. 
Tet dieses festgestellt, und bezeichnet F'+ AF den Wert der 
Funktion: 
. F = Az*+ Ba’ +--- 
- fiir den Wert z+ Az von 2, so ergibt sich sogleich: 


F+AF =F + (Aas + BBx' +--)924 Qaad 
Griison schreibt: 
DF = Aug + BB +---, 


und nennt diese GréBe das Exponential (l’exponentielle) von F. 
Die Methode, welche lehrt, das Exponential einer Funktion zu finden, 
oder umgekehrt von dem Exponential einer Funktion zur Funktion 
selbst wieder emporzusteigen, heiBt eee puree (caleul 
d’exposition). 

Zum Schlu8 sei noch bemerkt, da8 nicht alle, die sich mit In- 
finitesimalrechnung beschiéftigten, os fir nodtig hielten, sich iber die 
logischen Grundlagen derselben aufzuhalten; wir fiihren unter anderen 
in dieser Hinsicht die Lehrbiicher von Saladini‘), Marie und Bezout 
usf. an. 


Lehrbiicher der Infinitesimalrechnung. 


Als wir versuchten, den allgemeinen Charakter unseres Zeitab- 
schnittes in bezug auf den von ans zu behandelnden Zweig der Ma- 
thematik zu schildern, sagten wir, es sei diese eine der Anordnung 
und Vervollstindigung der frither ermittelten Resultate besonders ge- 
widmete Periode gewesen. Ein Zeugnis daftr ist die ungemeine Fiille von 
Lehrbiichern der héheren Analysis oder der gesamten Mathematik, die 
‘unserer Periode ihre Entstehung verdanken. Wir wollen eine rasche 
Uhbersicht dieser Werke tibernehmen, die wir, bei der Unmdglichkeit 
jeder systematischen Anordnung, chronologisch durchmustern werden. 
Unsere Aufmerksamkeit werden wir vorliufig nur auf den Allgemein- — 
plan jedes Buches und auf die darin befolgte Methode lenken, wih- 
rend wir uns vorbehalten, das etwa vorkommende wissenschaftlich 
Neue an den gebithrenden Orten zu besprechen. Wir schmeicheln 
uns keineswegs, ein vollstandiges Verzeichnis der in unserer Periode 
erschienenen Lehrbiicher unseren Lesern vorzustellen; das aber diirfen 
wir iit Sicherheit. behaupten, daB das Unterlassene nicht imstande 


1) Elementa geometriae infinitesimoram, Bononiae 1760. 


ad 
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sein kann, die Umrisse unseres wissenschaftlichen Bildes auch im min- 
desten zu verandern.') 

Heinrich Wilhelm Clemm, Professor und Prediger zu Beben- 
hausen bei Tiibingen, dann Professor zu Stattgart urd Tiibingen, ge- 
boren zu Hoben-Asperg am 13. Dezember 1725, gestorben zu Tiibingen 
am 27. Juli 1775, gab zu Stuttgart im Jahre 1759 ein Lehrbuch der 
Mathematik mit dem Titel: Erste Griinde aller mathematischen 
Wissenschaften heraus, von welchem wir nur eines zu bemerken 
- haben, da8 namlich der Verfasser die Infinitesimalrechnung nach der 
Fluxionsmethode, aber mit der Ausdrucksweise der Leibnizschen 
Methode behandelt. 

Ebenfalls im Jahre 1759 erschien die Geometria algebrica 
von Giambattista Caraccioli, geboren za Rom am 29. Dezember 
1695, gestorben daselbst 1765.") Der zweite Band dieses Werkes 
behandelt die Elemente der Infinitesimalrechnung und deren Anven- 
dung auf Kurvenlehre auf Grund der beiden L’Hospitalschen Po- 
‘stulate. 

Aus dem Jahre 1760 haben wir ein ausfihrliches Handbuch von 
Karsten*), welches aber nichts Merkwiirdiges darbietet. 


 Trots der auBSerordentlichen Gite und Bereitwilligkeit der italie- 
nischen und auslandischen Bibliotheksdirektoren, welchen wir hier unseren 
wirmsten Dank ausprechen, waren uns die folgenden Werke unsuganglich: 
Martin, Institutiones mathematicae, London 1759; Maller, Traité 
analytique des sections coniques, fluxions et fluentes, Paris 1760; 
Mormoraj, Elementa analyseos, Pisa 1761; Berthelot, Cours de mathé- 
matiques, Paris 1762; Bergmann, Lectiones mathematicae, Prag 1765; 
Condorcet, Traité du calcul intégral, Paris 1765; Kies, Analyseos in- 
finitorum quaedam specimina, Téibingen 1765; Beck, Praelectiones 








mathematicae, Salzburg 1768—1780; Mako von Kerek, Calculi diffe- 


rentialis et integralis institutio, Wien 1768; Sauri, Cours complet 
de mathématiques, Pans 1774; Wydra, Primae calculi differentialis 
_ Fationes, Prag 1774; Schmiedel, Institutiones calculi differentialis 
et integralis, Breslau 1775; Fontaine, Nouveau plan des mathéma- 
‘tiques, Annecy 1777; Girault de Keroudou, Lecons analytiques da 
calcul des fluxions et des fluentes, Paris 1777; Antoni, Principii 
di matematica sublime, Torino 1779; Beck, Institutiones mathema- 
ticae, Salzburg 1781; Langsdorf, Ausfihrung der Erlaiuterungen 
iiber die Ka’stnersche Analysis des Unendlichen, GieBen 1781; Rauch, 
Elementa sectionum conicarum et calculi infinitésimalis, Miinchen 
1790; Minszele, La grandezza discreta analizzata nelle sue 
finite ed infinitesime funzioni, Napoli 1798; Rohde, Anfangea- 
griinde der Differentialrechnung, Potsdam 1799. *) Der ausfiihrliche 
Titel ist: Geometria algebrica universa quantitatum finitarum, et 
infinite minimarum. Adjectus in fine est commentarius de curva 
cochlea, Romae 1759. Eine biographische Skizze iiber Caraccioli von 
G. Loria liest man in Boll. bib}. st. se. mat. VI, 1903, p. 883—88. *° Mathesia 


672 Abschnitt XXVL 


Im Jahre 1761 erschien- der erste Teil der schon erwahnten 
Elementa analyseos finitorum von Segner. Als ,,Differential- . 
gleichung“ einer gegebenen Gleichung zwischen X und Y bezeichnet 
Segner diejenige Beziehung, die sich dadurch ergibt, daB man X, Y 
durch X + x bzw. Y + y ersetzt; in einer solchen Gleichung bedeutet 
= nicht die Gleichheit, sondern das Streben nach Gleichheit. Die 
Elementa behandeln, wie fast alle gleichartigen Werke dieser Zeit, 
nicht nur die Infinitesimalrechnung, sondern auch die Anwendung 
. derselben auf ebene Kurwen und auf algebraische Gleichungen. 

Ebenfalls im Jahre 1761 erschienen die schon erwihnten An- 
fangsgrtinde der Analysis des Unendlichen von Kistner. Bei 
diesem Buche haben wir uns im vorigen Kapitel ziemlich lange auf- 
gehalten. Nur eins wollen wir hier anftihren: ein Verfahren zur Ab- 
leitung des Differentiales emes Logarithmus, welches, von seinem geome- 
trischen Gewande entbléBt, folgendermafSen lauten mag. Es sei y = c’, 
und bezeichnen wir mit m, » die gleichzeitigen Zuwichse von x und 
y, so hat man: | 


, : m= c*(c™ — 1). | 
Setzen wir ™ = - , wor eine ganze positive Zahl bezeichnet, 
ferner: 
1 
q= er — 1, 
so ist: 
Bae cies n= cg= 94, 
folglich: 
| | Aas dae a 
( ' " q 


Es ist aber ry von y unabhingig und von Null verschieden; be- 


zeichnen wir diese konstante GréBe mit a, so ist: 


mm 
7a 
oder: 
dz a 
dy y 


Aus demselben Jahre stammen die Analyseos infinite par- 
vorum sive calculi differentialis elementa (Pisa 1761) von 
Ranieri Bonaventura Martini (1723—1774), Arzt und Professor 


theoretica elementaris atque sublimior in usum academicarum 
praelectionum, Rostock und Greifswald 1760. — Hin anderes didaktisches Werk 
von Karsten ist: Mathematische Analysis und hdhere Geometrie, 
Greifewald 1786. Siehe auch: EK. Rohde, preuBischer Lieutenant, Erliute- 
rungen fiber Herrn Karstens mathematische Analysis und hdhere 
Geometrie, Berlin 1789. 
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der Philosophie aus Pisa. Kiner kurzen Entwicklung der Grundsiitze 
_ der Differentialrechnung folgt in diesem Buche eine ausftihrliche Aus- 

einandersetzung der‘Infinitesimalgeometrie der ebenen Kurven. Der 
Verfasser geht von der Definition des Unendlichkleinen als einer GréBe 
aus, die als iiber jede Grenze abnehmend gedacht werden kann. Er 
handelt mit unendlichkleinen und unendlichgroBen GréBen mit einer 
Freiheit, die freilich im 18. Jahrhundert tiblich war. So*zum Bei- 
spiel bemerkt er, daB die Subtangente in einem vielfachen Punkte die 
Form = annimmt und folglich unendlich ist; selbstverstindlich ist 
er gendtigt, hinzuzufaigen, daB man nicht hieraus schlieBen darf, daB 
die Subtangente wirklich unendlich ist, sondern daS es mehrere Sub- 


tangenten gibt. Da8 — = oo (Martini echreibt dafir 00), wird wie 
folgt nachgewiesen. Ks sei (Fig. 75) ACB ein Kreisquadrant, AD 





A 
& Cc 
G BF 2 B— c 
Fig. 75. Fig. 76. 


eine Sehne desselben, G der Schnittpunkt von AD mit BC, E die 
Projektion von D auf AC, F die auf BC, und setzen wir AC =a, 
DE = y; dann ist: 

DE-DF_ yYa—y - 

FG =-+3 ya 
ist nun y=, so wird AG parallel zu BC, und es ist: 
0 - 
FG = " =z OO.~ 


Es ist merkwtirdig, daB Martini dieses Ergebnis als ganz allgemein 
betrachtet, wahrend der Begriff von den verschiedenen Ordnungen des 
Unendlichkleinen ihm offenbar nicht fremd war, da er an einem an- 
deren Orte bemerkt, da8, wenn in einem Dreieck ABC (Fig. 76) die 
Basis BC unendlich klein von der ersten Ordnung ist, 4B und AC, 
als parallel betrachtet werden dirfen, und EC = dy unendlich klein 
von der zweiten Ordnung ist; daB ferner, wenn A unendlich weit ist, 
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die Seiten ,,fient inter se magis parallela“, und dy = —, ; dab, wen 
daneben BC = ae dann dy = ss ist. oS 
0° OO 


Noch im Jahre 1761 begegnen wir einem bekannteren italieni- 
schen Gelehrten, Paolo Frisi (siehe oben 8.19), Barnabiten, ge- 
boren zu Mailand am 13. April 1728, gestorben daselbst am 22. No- 
vember 1784. Seit seiner ersten Jugend widmete sich Frisi-der 
Mathematik gegen den Willen seiner Vorgesetzten, die beabsichtigten, 
aus ihm einen Theologen zu machen, und die erst dann davon ab- 
standen, seine Neigung zu bekimpfen, als sein Wert von der gelehrten 
Welt Offentlich anerkannt wurde. Er lehrte Mathematik zu Pisa, 
dann zu Mailand; die ersten Akademien und Gesellschaften von ganz 
Kuropa zihliten shi: unter ihre Mitglieder, Fiirsten und Kénige er- 
teilten ihm die héchsten Ehren. Den groBen Ruhm, dessen er sich 
erfreute, verdankt Frisi besonders seinen astronomischen und hydrau- 
lischen Schriften; wohlbekannt sind auch seine Lobreden auf Galilei 
‘und Cavalieri. Auf die reine Mathematik bezieht sich eine Abhand- 
lung iiber die Fluxionsmethode, welche den zweiten. Teil des 
171 erschienenen zweiten Bandes der Dissertationum variarum’) 
bildet. Wie der Verfasser angibt, ist diese eine Erweiterung einer 
vor neun Jahren in Mailand herausgegebenen Schrift.*) Frisi setzt 
sich als Zweck vor, die Maclaurinschen Methoden zu vereinfachen; 
sein Verfahren ist aber eine Vermischung der Fluxions- mit der In- 
finitesimalmethode, und zwar finden wir neben der Definition der 
Fluxion die des Differentials, welches der Unterschied zweier Ordi- 
naten oder Bogen usw. ist, wenn diese einander unendlich nahe sind, 
so daB man den Unterschied als unendlich klein und die Ordinaten 
oder Bégen als einander gleich ansehen darf. Die Abhandlung be- 
steht aus zwei Abteilungen, deren erste die Theorie behandelt, wiih- 
.rend die zweite den geometrischen Anwendungen gewidmet ist. Die 
Entwicklung der Theorie beschrinkt sich auf“die Bestimmung der 
Fluxion emes Produktes, einer Potenz mit rationalem Exponenten und 
eines Polynoms. Um die in der zweiten Abteilung befolgte Methode 
zu charakterisieren , mag es hinreichen, darauf hinzuweisen, daB der 


1 ‘Der oe Band (Lucca 1759) enthalt eine Dissertation iber die Pri- 
zession der Nachtgleichen, eine iiber die Atmosphaire der Himmelskdrper und 
eine tiber die Natur des Athers, von denen die erste von der Berliner, die 
zweite von der F'ariser Akademie gekriint wurde. Der zweite Band (Lucca 1761) 
enthilt eine Dissertation tiber die UnregelmaSigkeiten der Bewegungen der 
Planeten, eine tiber die Fluxionsmethode und eine dritte mit dem Titel: Me- 
flitationes quaedam metaphysicac. *, De methodo fluxionum geo- 
metricarum e¢ ejus usu in investigandis praecipuis curvarum affec- 
tionibus dissertatio, Mailand 1753. 
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" Ausdruck der Subtangente aus der Ahnlichkeit der beiden rechtwink- 
ligen Dreiecke erhalten wird, deren Katheten einerseits die Subtangente 
und die Ordinate, andererseits do: und dy sind. Gegenstand dieser. 
Abteilung ist die Bestimmung der gréBften und kleinsten Ordinaten, 
der singulireu ioe fey des Krfimmtingsradius einer ebenen Linie - 
- und der Flache des darch die Schraubeubeweguny siner ebenen Figur 

erzeugten Korpers. | | 

Im Jahre 1762 erschien in London ein Bitchelehen mit dem 
Titel: Mathematics, dessen Verfasser, Rev. William West, am 
1. Oktober 1760, 53 Jahre alt, gestorben war. Herausgeber war 
John Rowe, der, wie sich aus dem Vorwort ergibt, selbst ein Werk 
mit dem Titel: An introduction to the doctrine of fluxions 
verfuBt haben soll, dessen' zweite Auflage dawals soeben erschienen 
war. Das Biichelchen zerfallt in zwei Kapitel, deren zweites (Mi- 
scelJaneous questions) der Infinitesimalrechnung fremd ist, wiihrend 
das erste (Fluxions) der Theorie der Maxinifa und Minima gewidmet 
ist (was an seinem Orte besprochen werden soll), mit AusschluB der 
ersten ftinf Seiten, die einen ganz kurzen AbriB der Fluxionsrech. 
nung darbieten. Wa&hrend aber der Verfasser von der tiblichen Defi-— 
nition der Fluxionen ausgeht, bemerkt er zu unserer Uberraschung 
bei der Aufsuchung der Fluxion vou xy, da8 man in dem Zuwachse ~ 
ay + ary’ + ay den Term z’y’ vernachlassigen darf (may be rejec- 
ted“), weil 2 und y’ unendlich klein (,,infinitely little“) sind. 

Im Jahre 1763 gab Emerson zu London sein Werk: The 
method of increments heraus. William Kmerson (s.0.5.30), Sohn 
eines Schulmcisters, geboren zu Hurworth am 14. Mai 1701, gesatorben 
daselbst am 20. Mui 1782, war ein sebr sonderbarer Mann; er machte 
sich einen Ruhm daraus, sich roh und schmutzig zu zeigen, und man 
erzahit, er habe dieselben Kleider 20 Jahre hindurch gebraucht; er 
war in der theoretischen Musik sehr gewandt, aber so upgliicklich in 
der Praxis, daB es ihm nicht tinmal yelang, dic Violine zu stimmen. 
Emerson ist Verfasser von zahlreichen mnathematischen Werken, deren 
eins soeben ervwahnt wurde, wihrend andere an den passenden Orten 
besprochen werden sollen. 

Im folgenden Jahre erschien die schon oben besprochene Residual 
analysis von Landen, welehe als ein Lehrbuch der Differential. 
‘vechnung und ihrer geometrischen Anwendungen sungesehen werden darf. 

Noch in demselben Jahre begegnen wir einern Namen, der in der 
Mathematik eine danernde Stelle eingenommen hat. Etienne Bezout (s.o. 
S.74)*) geboren zu Nemours am 31. Mirz 1730 aus einer armen Familie, 


‘’) Eloge de M. Bézout, Hist Acad. Paria 1783 (publ. 1786), p. 69 -75. 
Cawton, Geschichte der Mathematik [V 44 
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widmete sich gegen den Willen seines Vaters der Mathematik. Er - 
wurde Mitglied der Akademie 1758, Examinator der Marinegarden 
1763, und als solcher war er mit der Abfassung eines Lehrbuches 
der Mathematik beauftragt, welches im folgenden Jahre  erschien.') 
‘Im Jahye 1768 wurde er Examinator der Artillerie, und einige Jahre 
spiter (1770) gab er eine neue Auflage seines Cours heraus, wobei . 
“er die alten Anwendungen seinem neuen Berufe gema8 durch andere 
ersetzte. Zugleich besch&ftigte er sich mit denjenigen Untersuchungen 
tiber algebraische Gleichungen, welchen sein Name anhaftet. Als Bei- 
spiel seines Mutes und seiner Gewissenhaftigkeit erzihlt man, daB er 
einige Kandidaten, die zu Toulon an den. Blattern krank waren, an- 
ihrem Bette examinierte, um ihnen den Schaden zu ersparen, den der 
Aufschub des Examens verursachen wirde. Er’ beschloB sein ruhiges 
und gltickliches Leben am 27. September 1783. 

Der Cours de mathématiques*) besteht aus finf Teilen: 
Arithmetik, Geometrie.und Trigonometrie, Algebra und analytische 
Geometrie, Mechanik und Infinitesimalrechnung, Schiffahrt. Da8 wir 
»Mechanik und Infinitesimalrechnung“ und nicht umgekehrt gesagt 
haben, ist nicht ein Versehen von unserer Seite, sondern entspricht 
der im vierten Bande des Cours befolgten Anordnung; es ist aber 
zu beachten, daB die Mechanik mit -lauter elementaren Mitteln ent- 
wickelt wird. Die Behandlung der Infinitesimalrechnung bietet nichts 
Besonderes, als da8 Bezout durchgingig mit Differentialen arbeitet, 
so da8 man die Definition der Ableitung in seinem Lebrbuche um- 
sonst suchen wiirde. 

Es ist bekannt, welchen Beifall die 1748 erschienenen Institu- 
zion! analitiche von Maria Gaetana Agnesi (diese Vorl., II’, 
S. 822) in und auBer Italien fanden. Es war aber nunmehr nitig, 
~ dieses Lehrbuch durch ein anderes zu ersetzen, welches die inzwischen 
erreichten Resultate umfassen sollte. Diesen Zweck setzten sich Riccati 
und Saladini mit ihren mehr als 1100 Quartseiten starken Institu- 
tiones analyticae (vgl.S.457ff.) vor. Welche Fortschritte dieses Lehr- 
buch gegentiber dem Agnesischen darbietet, ergibt sich aus den 
Vorworten zu den zwei Banden, von denen der erste der ‘endlichen, 
der zweite der unendlichen Analysis gewidmet ist. Als uns interessie- 
rende Zusiitze sind folgende zu bezeichnen: Begriff des Unendlich- 
kleinen, Gebrauch der Reihen in der Infinitesimalrechnung, Beweis: 
der der Prinzipien der Integralrechnung auf Grund der Reihen, Integration 





1) Cours de mathématiques a l’usage de la marine. *) Die uns 
vorliegende Aufluge (von den Jahren IX und X des republikanischen Kalenders) 
ist eine Verechmelzung der beiden Cours und enthilt sowohl die Anwendungen 
sof Schiffahrt als die auf Artillerie. 
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von Kreis- und Hyperbelfanktionen, Rektifikation der Kegelachnitte. 
Der erste dieser Punkte ist schon oben bertihrt worden; auf andere 
werden wir weiter unten wieder kommen. Aus dem Vorwort ‘ent- 
nehmen wir auch, welchen Anteil jeder der beiden Verfasser an dem 
Werke hatte, und welche ihre Arbeitsweise war.) Vom methodolo- 
gischen Standpunkte aus bieten die Institutiones eine wichtige 
Neuigkeit dar, die Verschmelzung der Differential- mit der 
Integrulrechnung; das erste Buch (des II. Bandes) enthilt die ele- 
mentaren Differentialformeln, denen die beziiglichen Integralformeln 
gegentiberstehen, und die Integrationsmethoden mit Anwendung auf 
Quadraturen und Rektifikationen; das zweite behandelt die direkte 
und inverse Tangentenmethode; das dritte betrifft die Differentiale 
hdherer Ordnung nebst den beztiglichen geometrischen Anwendungen, 
und die Variationsrechnung. 

Es mége auch bemerkt werden, da® unsere Autoren den ur- 
springlichen Integralbegriff wieder aufgenommen haben (was sie da- 
durch ausdriickten, daB sie die Prinzipien der Integralrechnung auf 
die Reihentheorie begrtindeten). In der Vorgeschichte der Infinitesi- 
malrechnung war, was wir jetzt als Integral bezeichnen, eine Fliche, 
also eine Summe unendlich vieler Elemente.’ Nachdem man aber die 
folgenreiche Entdeckung machte, daB Differentiation und Integration 
umgekehrte Operationen sind (diese Vorl., II’, 8. 156, 165), bezeich- 
nete man als Integral einer Funktion f(x) diejenige Funktion, deren 
Ableitung f(z) ist. Was die Wissenschaft dieser Entdeckung ver- 
dankt, ist niemandem unbekannt; es ist aber noch immer interessant, 
zu zeigen, daS gewisse Integrationen sich auch auf Grund der ur- 
sprfinglichen Definition des Integrals als einer Summe ausftihren lassen. 
Dazu geben Riccati und Saladini drei Methoden, welche auf die 
durch die Gleichungen: 


aly =m 2, at lg = y™ 


definierten Funktionen y von 2 angewandt werden.’) 








1) ,,lotius operis methodum Riccatus diposuit; conscribenda vero capita 
amice divisa sunt. Quae magis subobscura, magisque erant difficilia, Riccatus 
magno studio clara, perceptuque reddidit facilia; quin etiam antequam in 
lucem proferret, es adolescentibus quibusdam suis auditoribus addiscenda 
tradidit, atque experientia comperit, ea’ perquam facillime percipi, ac penetrari. 
Caetera vero Saladinus collegit, explicavit, ac multum de suo addidit. Is scripta 
deferebat amico socio, quibus perpensis, atque approbatis, illud tantum addebat 
quod necessaria operis connexio postulabat. Stilum vero, si lector identidem — 
mutatum cernat, plurimos hune librum latine reddidiese sciat. *) Vgl.: 
V. Riccati, De quadraturs curvarum tradita per summas generales 
serierum, Comm. Acad. Bon. V 2, 1767, p. 482—445, 

44° 
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Die Instituttones analyticae, von weichen Salaaini zehn 
Jabre spater einen Auszug in italienisc her Sprache herausgeh';, boten 
zu lebhaften Diskussionen Gelegenheit. Im Jahre 1773 erschien im 
Giornale de’ letterati ein cusfiihylicher Bericht von dem Abt Gio- 
acchino Pessuti*), wo das Werk als eines der besten und vollstiin- 
digsten Lehrbiicher der Analysis bezeichnet wird, aber einige .,kleine 
Flecken“ hervuigehoben werden, deren emer die Verschmelzung der 
Difterential- und Iotegralrechnung ist. Ein Schreiben von V. Riccati 
an Pessuti vom 29. August 1773, welches cine heftige Verteidigung 
seiner Reform cnthilt, wurde erst nach V. Riccatis Tode von dessen 
Briidern verdffeutlicht.5) Pessuti erwiderte darauf mit seinen Ri- 
flessioni analitiche (Liverno 1777), welche wiederum eine lange 
Antwort von seiten eines ungenannten Verfassers hervorriefen.‘) 

Im Jahre 1767: kommt ein schon hekannter Name wieder vor, 
der von Emerson, als Verfasser eines kleinen Buches: The 
arithmetic of infinites, and the differential method; 
illustrated by examples (London 1767). Die ,,arithmetic of 
infinites“, oder die Indivisibilienmethode, ist die Kunst, die Potenzen 
der Glieder einer arithmetischen Reihe von unendlichkleiner Differenz 
zu summieren. Sie wird kesonders auf die Berechnung von geo- 
metrischen (iréBen angewandt, welche als aus unteilbaren Elementen 
vusammengesetzt betrachtet werden; es ist aber zu beachten, daB diese 
Elemente nicht wirklich unieilbar sind, und nur .,by reason of ‘simi- 
liivde“ unteilbar genannt werden. Die ,differential method“ ist die 
‘Differenzen. und Interpolxtionslehre. 

{m Jahre 1763 erechienen die Elémens du calcul intégral 
von Lescur und Jacquier, den heidon Minoriten, welchen man einen 





 Institazioni auslitiche del conte V. Riccati compendiate da 
G. Saladini, Bologna, J. Bd. 1775, iL. Bd. 1775. *) Institutiones-analy- 
ticae di V. Riccati e J. Saladini :Rezension ohne Namen des Verfassers’, 
Nuovo, friornale de’ letterati d'Italia (Modepa) 1773, LL p. 80—73, TT, p. 219 
ts 287, ILl, p. 78---123. DaB Pessuti der Verfasser iat, ergibt sich aus n. 144 
de; XV. Bandes des Giornale. * fiettera all’ autore della rela- 
zions delle Jstituzioni analitiche dell’ Ab. Co. Vincenzo Ric- 
cati, inserita uel Nuovo Giornale de’ letterati d'Italia, Tomo I, If 
c Uf, Nuova Raccolta d’Opuscoli ascientifici e filologici XXX, 1776, 
Oy. Wi, p. S—25. -- Den auf die im Teste beriibrtc Frage sich be- 
ziehendeu Tei! dieses Schreibens kann man lesen in Loria, Il Giorn. 
de’ Lett d'Italia ete. Cantor-Festschrift, Leipzig 1897, S. 2415—274. 
“ Rasposta alle Rificasioni analitiche del Sig. Ab WU. Pessuti sopra 
ana lettera xcr.ttagli da: Sig. Ab. Co. V. Riccati, N. tiiom-lett. XV, 1778, 
p. $44—204. Nech Riccardi ist Ver‘a.ser demelben Giordano Riccati, 
Bruder von Vinceuzo ‘aus Treviao, 1709-—1790, siehc diese Vorl. I[l?, S. 474°. 
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bekaunten: Kommentar zu den Prigqgcipia von Newton verdspkt. 
Thomas Leseur, geboren zu Réthel 1703. gestorben zu Rom ain 
22. September 1770, war zusammen mit Francois Jacquier (i711 
bis 1788; diese Vorl., HI?, 8.841) Professor der Mathematik und 
der Theologie zu Rom; beide wurden im Jahre 1763 nach Parut® 
berufen als Lehrer des Infanten, welcheiu sie ihr Lehrbuch der Inte- 
gralrechnung widmeten. Von diesem aus mehr als 1100 Seiten be- 
stehenden Werke wollen wir nur sagen, a8 es fdr eins der besten | 
Lehrbitcher semer Zeit ygehuiten wurde, urd daB dieses Urteil nach 
unserem Ermessen ganz richtig ist. 

Das Jahr 1768 zeichnet sich aber besonders durch die Erschcinung 
eines der wichtigsten Werke unsefer Poriod:;, der Institutiones caleult 
integralis (Petersburg 1768, 1769 , 1719) von L. Euler (1707 —1783; 
diese Vorl.. Ill*, S. 549) aus. Dieses groBartige Werk besteht aus 
drei starken Quartbinden, denen ein vierter nach des Verfassers Tode von 
der Petersburger Akademie 1794 ninzugefiigt wurde. Bet der auBerordent- 
lichen Wichtigkeit desselben halten wir es fiir nétig, den alzeimauen 
Plan in seinen Hauptlinien wiederzuyeheu: 

Erstes Buch (Liber). Integration der Funktionev einer Va- 
riabeln. 

I, Abteilung (Pars). Untersuchung der Beziehungen, in welchen 
nur Differentiale erster Ordnung vorkomifen. 

1. Absehnitt (Sectio). Integratioc der Differentialformeln. 

2. Abschnuitt. Intezretion der Differentia)gleichungen. 

3. Absehnitt. <Auflésung der Differentialgleichungen, in welchen 
die Differentialgrifen nicht linear auftreten. 

Il. Abteilung Untersuchung der Peziehungep, in welchen Ditfe- 
reutiale héberer Ordnung vorlommen. 

1. Abschnitt. Differentialgleichnngen zweiter Ordoung ( mit zwe! 
Variabein). 

2. Abschnitt. Differentivigleichungen von hiherer Ordouny. 

Zweites Buch. Integration der Funktionen mehrerer Variaheln. 

I Abteilang. Funktionen von zwei Variabeln. 

1. Abschoitt. Untersuchung der durch eme Relation zwischen 
ihren ersten Differentialen definierten Funktionen von zwei Variabelv. 

2. Abschnitt. Dasseibe far dic zweiten Differentiale. 

3. Absehnitt. Dasselbe fiir die hiheren Differentiale. 

I. Abteiluoy. Funktionen von mehr als zwei Variabelu. 

Avhany (Appendix). Variationsrechuung. 

Gusatz (Supplementum). Untwickiung emiger d¢sonderer 
Filie der Integration von Ditferentialgieichnngeu. 

Wir wollen ferner die Verteilung der Kapitel dea 1. Abschnittes 
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' der I. Abteilung des 1. Buches anfiihren, welcher allein unseren Ab- 
schnitt betrifft: 
1. Kap. Rationale Funktionen. 
»  Irrationale Funktionen. 
»  eihenintegration. 
Logarithmische und exponentiale Funktionen. 
» Aus Winkeln oder Sinussen gebildete Funktionen. 
» Entwicklung der Integrale nach Sinussen und Kosinussen 
von vielfachen Bogen. 
7. , Angeniherte Integration. 
8. ,, . Bestimmte Integrale. 
9. , Entwicklung der Integrale in unendliche Produkte. 
Der vierte Band enthalt 29 teils schon erschienene, teils der 
Petersburger Akademie vorgelegte, aber noch nicht herausgegebene 
Abhandlungen, welche elf Supplemente zu den einzelnen i sts der 
ersten drei Bande bilden. 
Was den Stoff des Werkes betrifft, so werden wir Ofters Gelogen 
heit haben auf denselben zuriickzukommen. Hier begniigen wir uns 


damit, die Eulersche Definition des Integrals anzufihren: : f- Xdz ist 


diejenige verinderliche GréBe, deren Differential Xdx ist. Selbstver- 
stindlich behalt’ Euler auch hier seinen Begriff von dem strengen 
Nullsein der in bestimmten gegenseitigen Verhiltnissen stehenden 
Differentiale bei (diese Vorl., III?, 8. 749); er bemerkt, daB der Ge- 


brauch des Zeichens J, welches summa bedeutet, von einem unan- 


Sr. Ot Se 


gemessenen (,parum idoneo“) Begriffe herrihrt, nach welchem ein 
Integral als die Summe sémtlicher Differentiale zu betrachten wire; 
was mit nicht besserem Rechte zugegeben werden darf, als daB die © 
Linie aus Punkten bestehen mige. 

Dem Jahre 1769 gehéren die Anfangsgriinde der Analysis 
der unendlichen GréBen (Berlin) an von Georg Friedrich 
Tempelhoff, einem preuBischen Artillerieoffizier, geboren zu Tramp 
am 1%. Marz 1737, gestorben zu Berlin am 13. Juli 1807, der die 
groBe KEhre hatte, im Jahre 1778 den von der Berliner Akademie 
fir eine Arbeit tiber die Kometen veshnin Preis mit Condorcet 
zu teilen. 

In den Jahren 1769—1771 gab der schon oben erwihnte Carac- 
cioli seine Introduzione alla matematica per mezzo del calcolo 
universale') heraus, deren vierter und letzter Teil der Infinitesimal- 


1) Zwei Bande, Velletri 1769 und 1771. Eine lateinische Auagabe war 
friiher unter dem Titel: Isagoge in universam mathesin zu Neapel er- 
schienen. : 
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rechnung gewidmet ist. Den Ausgangspunkt bildet das Newtonsche 
Lemma, nach welchem zwei veranderliche GréBen, deren Differenz 
kleiner als jede angebbare Gré8e ist, endfich einander gleich werden. 
_ Das Datum 1770 tragt der erste Band eines schon oben besprochenen 
Werkes, welches gewissermaBen als eine Enzyklopadie der Mathematik 
bezeichnet werden darf: Gli elementi teorico-pratici delle mate- 
matiche pure (Modena 1770—1777) von O. Gherli. Die Ele- 
menti zerfallen in sieben Quartbinde, von welchen der erste die 
Arithmetik, der zweite die Algebra, der dritte die Geometrie, der 
- vierte die analytische Geometrie, der fiinfte die Differentialrechnung, 
die zwei letzten die Integralrechnung behandeln. Sie geben alles da- 
mals Bekannte in ausftthrlicher Entwicklung wieder; wesentlich neues 
tragen sie nicht hinza. : 

Ein ganz kleines und unerhebliches Btichlein ist die Pertractatio 
elementorum calculi integralis discentium bono typis com- 
missa (Prag 1771) von Johann Tessanek (s. 0. 8. 30), Jesuit 
und Professor der héheren Mathematik, geboren in Béhmen 1728, 
gestorben zu Prag 1788. 

Kinem anderen italienischen Gelehrten, Francesco Maria Gaudio, 
geboren zu 8S. Remo bei Genua 1726, gestorben 1793, gehért ein dem 
von Gherli verfaBten analoges Werk, die Institutiones mathema- 
ticae, deren vier Oktavbinde in Rom in den Jahren 1772—1779 
gedruckt wurden. 

Wieder in Italien erschien eine Dissertation!) von Carlo Fran- 
cesco Gianella, Jesuit, geboren zu Mailand am 13. Juni 1740, ge- 
storben am 15. Juli 1810, Mitglied der Turiner Akademie seit ihrer 
Stiftung und Professor. zu Mailand und zu Pavia. Gianella geht 
vom Begriff der Fluxion ‘aus, bedient sich aber der Leibnizschen 
Bezeichnung, und lehrt zuletzt, wie die Infinitesimalmethode als ein 
,compendium® der Fluxionsmethode angesehen werden darf. 

Der schon erwahnte Paolo Frisi gab in den Jahren 1782—1785 
seine Werke’) in drei Banden heraus, von denen der erste, der Al- 
gebra und analytischen Geometrie gewidmet, uns allein interessiert, 
wihbrend die zwei tibrigen Mechanik und Kosmographie betreffen. Die 
Kapitel 11—15 des ersten Bandes behandeln die Infinitesimalrechnung 
und ihre Anwendung auf Kurvenlehre; Frisi erwahnt seine nunmebr 
30 Jahre alte Schrift tiber Fluxionen, und fiigt hinzu, er habe seit- 


1) De fluxionibus earumque usu Dissertatio a Carolo Fran- 
cisco Gianella 8. J. Phys. Prof. proposita a D. Rocco Marliani 
propugnata, Mailand 1777. *) Pauli Frisii Opera, Mailand 1782, 
1788, 1785. 
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dem gefunden, diB alles auf ein einziges Axiom ankommt: Zwei ver- 
iinderliche GréBen, welche von einunder um weniger als jede vorge- 
gebene (iréBa verschieden sind, werden schlieBlich einander gleich; 
was roit eincr Bekehrung von der Filux.ons- zur eigentlichen Grenz- 
methode gleichbedeutend ist. 

Ebenfalls in Italien erschien das Werk (s. o. S. 450): Magni- 
tudinum exponcntialium logarithmorum ct trigono- 
metriae sublimis theoria nova methodo pertractata 
(Florenz 1782) von Ferroni. Pietro Ferroni, geboren zu 


Florenz am 22. Februar 1744, gestorben daselbst im Novem- . 


' ber 1825, war kaum 20 Jahre alt Professor der Mathematik an 
der Universitat zu Pisa; spater lehrte er in F'lorenz und wurde 
Mathemuatiker, d. b. Bau- und FluBoberaufseher des GroBherzogs 
von Toskana. Er beschiftigte sich vorztiglich mit angewandter 
Mathematik, und gab wertvolle Studien itiber die Theorie der 
Gewdlbe heraus. Von dem oben erwahnten Werk betrifft nur ein 
kleiner Teil die Infinitesimalrechuuny, némlich das 10. Kapitel, welches 


sich auf das Integral f of bezieht, und das 8. Kapitel, wo Ferroni 


lehrt, wie man die Diiferentialquotienten der logarithmischen und ex- 
ponentialen Gréfen ohne Gebraach der Geometrie berechnen kann. 
Es ist zu beachten. dab die Formel: 

) dlya Euigl 


da x 
damalé hiiufig aus der Betrachtung der logarithmischen Kurve abge- 
leitet wurde. Dagegen bedient sich Ferroni der Reihenentwicklung : 


z—1 (x—1)*  (r—1 


Iga = i 2 za 5 aa 


woraus folgt: 
digevadx[lL—(r—1)+(¢—1)) —---] = ae, 


Ey verfabrt auch ‘so: aus: 
1 . 
Ig c= asles -— i) 
ergibi sich: - 


1 5-1 dz 
dlg2z = o- - c= dxr=w=-—---» 
oY) x 


Was dic Exponentialfunktion betrifft, hat mau: 
aap Ee ee ei, 
. 2! 
also: 


o> 
‘J 
Oo 
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I 2] ; 
d-atmiga-dz(l+ 784° 8" 4--) =< alga: de; 
oder auch: 7 

at = ( red x ly x)’, 


woraus folgt: | 
B= a? m co (147 ea) (1 47) gad = atigadz.’) 


Nach diesen aus Italien herrithrenden Werken miissen wir zwei 
in Osterreich erschienene Schriften erwihnon, die Vorlesungen fiber 


2 eee 


1) Um besser zu zeigen, mit welcher Unhbefangenheit Ferruni mit unend- 
lichen und verschwindenden GréBen handelt, wollen wir noch einige Formeln 
aus Kap. 10 entnehmen. Aus: 


i re | mlogc? | m*loga*? ° 
dienes sees z siete, ales Serer 
a + logaz- + ps 


folgt fiir m == 0: 


s-f% S ae it loge. 
Es ist auch: 
log = — (14-5 +-5 +++) 
fitout +54. loge mit +34 ee 


g—-1 (#-— 1)* 
a + 


ug eR 
Aura: 
Bay pt 
feiem faz (1482 ee +-::) 
= 2+ rlogz+ m, elog.et- 
3 
— Mex —= logs me 
+. mix +.--- 
2 2 
adm mt) 4 wioge (F—F +--+} 
’ -arilo (a. ’ 
ee Nae )- 
folgt fir m == — 1: 
; 8 
fe taza cur — OF IES ¢ CEEE Recon 4 B 
e 1 ° 1 


=oor® + Bm B+ (i+ic—t)” 


usw. 
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Mathematik') von Vega, und die Elementa calculi differen- 
tialis et integralis (Prag und Wien 1783) von Stanislaus 
Wydra (1741—1804, s. 0. 8. 20), Professor der Mathematik an der 
Universitat zu Prag. 

Georg Freiherr von Vega (s. 0. S. 437) ist weitbekannt als 
Verfasser eines noch heute in Gebrauch bleibenden logarithmisch- 
trigonometrischen Handbuches. Seine Vorlesungen zerfallen in 
zwei Binde, von welchen- der erste die Rechenkunst und Algebra, 
der zweite die theoretische und praktische Geometrie, die geradlinige 
und sphirische Trigonometrie, die héhere Geometrie und die Infini- 
tesimalrechnung enthalt. Wie der Verfasser selbst in seiner Vor- 
rede: erkennt, enthilt sein Werk nichts wesentlich Neues; es miége 
nur bemerkt werden, daB die Integration von: 


of 
adi (a+ Ba + yax*)* 
fiir ganzzahlige m und y, und von: 


P 
ada (a+ Ba*+ yx»)? 
fiir ganzzahlige at) und p dadurch erzielt wird, daB man die Tri- 


nome in Binome durch die Beziehung: 


tm — oder om on — fo 
umformt. 

Die Elementa von Wydra sind, ihrem Titel gema8, ein ele- 
mentares Lehrbuch der Infinitesimalrechnung und ihrer Anwendungen, 
wobei die Infinitesimalmethode durchgangig gebraucht wird. 

Zwei andere ganz elementare Schriften sind die Brevi elementi 
di calcolo differenziale (Milano 1784) von Gaetano Allodi, 
Adjunkt am Observatorium zu Mailand, und das Lehrbuch der Infini- 
tesimalrechnung von Vito Caravelli (aus Montepeloso in Basilicata, 
1724—1800, s, o. 8. 34) und Vincenzo Porto.’) 

Kin Werk, von welchem in Italien weit mehr gesprochen wurde, als 
es dies verdiente, ist das zweibandige, mehr als 1200 Quartseiten starke 
Lehrbuch von Nicolai: Nova analyseos elementsa.’) Giovanni 


1) Der ausfthrliche Titel ist: Vorlesungen tiber Mathematik sowohl 
iberhsupt zu mehrerer Verbreitung mathematischer Kenntnisse in 
den K.-K. Staaten, als auch insbesondere zum Gebrauche des K.-K. 
Artillerie-Corps. Das Werk, dessen erste Auflage das Datum 1782 triigt, ist 
dem Artillerie-Corps gewidmet. Uns liegt eine spatere Ausgabe (Wien 1821). 
vor, die aus der vierten Auflage des ersten Bandes und aus der sechsten des 
zweiten gebildet ist. %) Trattato del calcela differenziale di Vito 
Caravelli, e del calcolo integrale di Vincenzo Porto, per uso del 
regale Collegio Militare, Napoli 1786. *) T. I, Pars prima, Patavij 1786; 
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Battista Nicolai, geboren zu Venedig am 30. Marz 1726, gestorben 
zu Schio bei Vicenza am 15. Juli 1793, war Schiller von Jacopo 
Riccati, lehrte zu Treviso und dann an der Universitaét zu Padua. 
Nicolai denkt, die gemeine Analysis sei ganz wertlos, was davou 
herrtihre, daB man nicht genau wisse, was ,,Hinheit“ bedeutet. Die 
Hinheit ist, wie er uns lehrt, dem Werte, der Natur, der Dimension, 
dem Systeme, der Lage nach unbestimmt; jede Zahl kann als Hinheit 
angenommen werden. Von dieser trivialen Wahrheit ausgehend, ver- 
wickelt er sich in ein solches Netz von Unsinn, daB wir zu viel 
Raum verschwenden miiBten, wollten wir unseren Lesern eine genaue 
Idee davon geben. Aus den ungemein weitschweifigen Entwicklungen 
von Nicolai die Quintessenz entnehmend, kénnen wir folgendes sagen: 
Da die Kinheit willktirlich ist, so kann man das Negative auf eine 
negative Einheit beziehen, wodurch dasselbe als positiv erscheint; es 
ist also —1=— 1.1) Ja noch mehr, jede Zahl ist jeder anderen Zahl 
gleich.”) Dadurch wird das Imagingre aus der Analysis verdringt, 
da sowohl YAB als VBA (wo AB eine Strecke bezeichnet) einen 
reellen Wert hat. 

Derartige Ideen konnten nicht umhin, die héchste Verwunderung 
Uberall zu erregen, um so mehr, als sich Nicolai, wie es scheint, der 
allgemeinen Achtung erfreute. Die Elementa und die friiheren 
Riflessioni sulla possibilita della reale soluzione analitica 
del caso irreducibile (Padua 1783) wurden von allen Seiten hettig 
bekimpft*®), uud Silio, der freilich die tiefste Verehrung gegen 


T. I, Pars altera (nach des Verfassers Tode vom Abt Vincenzo Chiminello, 
Adjunkt am Observatorium zu Padua, herausgegeben), Patavii 1798. Lag es 
etwa im Sinne des Verfassers, noch einen zweiten Band hinzuzufiigen? 

1) Wir wollen hier wenigstens ein Beispiel von.dem Ubergange vom Posi- 
tiven zum Negativen anfihren: 


0 — 





Gam atom atta A atm Satan 5 ate 5 fate SAT a 
= Gat = ait (StS) @! 0-0) atm 0 


(Bd. 11, p. 29). Die Gleichheit der positiven und der negativen Grdfen wurde 
von Chiminello in seinen Riflessioni au la verita di,alcuni paradossi 
analitici verteidigt. | ¥) ,,1°(1°° == g°(g°)® ut quisque facile videt. Sed 


: 0 
1°(A% = 11%; exgo erit etiam 1- (1) 1°! = 1g) —9(5) —sGN—g"r" 
sive 1. tanit =9—= g " Ba. I 2, p. 57). *) Lettera del Sig. 


Petronio Maria Celaeni (s. 0. 8. 162) al Rev. Padre Jacquier, 
Antol. Romana X, 1784, p. 88—37. — Lettera del Sig. P. M. Caldani al 
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Nicolai zeigt, sagt, scioc Elemente sellten besser analytische Ratcel 
oder analytisches Labyrinth betitelt werden. 

Von der 1786 erschienenen Exposition von Lhuilier haben 
wir schon oben gesprochen’ iF es mége hier nur weniges hinzukommen. 
Lhuilier bezeichnet als jas Differentialverhaltnis a von zwei 
verinderlichen GréBen P, « die Grenze des Verhiltnisses ihrer gleich- 


zeitigen Zuwachae, wobei nicht als ein wirkliches Verhaltnis, son- 


dern als ein unzerlegbarer Ausdrack gelten mu8. Er beweist daun, 
uf Grund der Binomialformel,’da8 das Differentialverhaltnis von .* 
und # durch »2"~‘' gegeben ist, und bemerkt, daB dieses Ergebnis 
ganz allgemein ist, da die Binomialformel sich fir jeden beliebigen 
Kix),onent algebraisch nachweisen liBt. Demnach kann man das Diffe- 
rentialverhaltnis einer jeden algebraischen Funktion von x (in bezug 
auf .:} hestiminen, da jede solche Funktion in eine Potenzreihe cut- 
wickelbar ist. Was die transzendenten Funktionen betrifft, benutzt 
Lhuilier die Taylorsche Entwicklung. 

Wir begegnen nunmehr wieder einem italienischen Schriftetaller, 
dem Pater Angelo Luigi Lotteri, Ménch aus dem Orden der 


ore eee 


Sig. N. N., ebenda, p. 61—62.— Letiera d'un dilettante d’analisi ad un 
suo amico sulla risposta inserita nel gioruale no. 387 da’ confini 
d Italia alla lettera del Sig. P. M. Catdani al P. Jacquier intorny ai 
caleoli deiSig. Ab. Nicolai, ebenda, p. 249--251..— Risposta al Sig. prof. 
di Camerino autore delle riflessioni (stampate nel giornale letterario 
daj confini d'Italia no. 438) suila lettera del Sig. P. M. Caldani di- 
retta al P. Jacquier, ebenda, p. 913—318. — Riflessioni del prof. d: 
natematica neli’ universits di Camerino alla risposta data al suo 
articolo inserito nel num. 13, 1784 dcl giornale letterarie da’ confini 
d'Italia, ebeuda, p. 401—405, 409—414. — Postille alle Riflessioni del 
pref. di matematica ete. Antel. Nomana XI, 1784, p. 88—40, 41—46, 49 
bis 54, 57—-62. — Lettera del Sig. Co. Giordano Riccati al Sig. Ab. 
Coutarelli intorno alle Riflessioni su.ja verita di alcuni paradossi 
enalitici, creduti comunemente paralogismi, coutenute nel ni ¢ 
~ del Giornale letterario dai coufini deJl’ Italia 1784, Nuovo Giorn. 
Jett. (Modena) XXVIul, 1784, p. 256-- 266. — Antonio Eximeno Valentini 
‘Sesuit, 1732—1798), Ne studiis philusophicis et methematicisa inati- 
taendis (angefiihrt in ciner Flugblatt von 12 Seiten s. 1. et a. mit dem Titel: 
Lettera ad unemicy del Sig. Arciprete Nicolai professore di analisi 
nelle Universita di Padova’. — tiugtielmo Silic Korremans (aus Sizilien’, 
professore di analisi nclla R. Accademia Militare, Oeservazioni critiche au 
i nuoyi elementi «i analisi dell’ abate Nicolai, Napoli 1787. — Was das 
(sornale letteraric dai contini d'Italia ist. babe ich nicht ermitteln k6nnen. 

\ Einen aasfibrlichen Bericht tiver cieses Werk findet man in: Vivanti. 
Tl ecrcette Binfinifesim» ete. 
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Iiverosolymiten. Geboren zu Bollate bei Mailand am 24. November 1704, 
war er 17X77 Repetitor, 1798 Professor an der Universitit zu Pavia. 
Als im Jahre 1799 die Studien an dieser Universitat unterbrocl.er 
wurden, ging er nach Como als Professor am dortigen Lyceum, kui 
aber im nachfolgenden Jahre, bei der Wiedererdffnung der Universitit, 
nach Pavia zurtick als Substitut von Gregorio Fontana, welcher 
als Mitglied des Corps législatif der zisalpinen Republik von Pav. 
ferngehalten wurde, bis er spiter zum Professor der Binleitung In 
die Infinitesimalrechnung ernanut wurde. Er starb zn Mailand an 
23. Januar 1839. Die Geschichte seines Lehrbuches der Infinitesimal. 
rechnung’) erzahit er wie folgt. Nachdem d Alembert, sagt Lotteri, 
den Spuren Newtons folgend, die Iufinitesimalmethode durch dic 
Grenzmethode ersetzte, wodurch die Analysis viel lichtvoller geworden 
ist, sind zahlreiche Lehrbticher der Infinitesimalrechnung in allen 
Landern erschienen. Unter diesen zeichnet sich ein von einem w- 
genannten preubischen Offizier*) zum Gebrauche der Ingenieure und 
der Artillerie verfaBtes kleines Buch aus. Lotteri fing an, dasselbe 
zu iibersetzen, sah dber bald ein, da8 manche Berichtigungen wii 
Zusiitze nitig waren, und daher zog er es vor, das Werk in eine 
etwas verschiedene Form zu bringeti; dazu bediente er sich- zum Teil 
selbstindiger Forschungen, entnahm aber die Theorie der Kriimmung 
und der singularen Punkte dem Lehrbuche von Cousin (s.1u.), die Integral- 
rechnung dem von Bezout. Vier Zusiitze vou Fontana betretien 
den Integrallogarithmus, eine Differentialgleichung zweiter und eine 
dritter Ordnung, und die Ausdehnung der Tarlorschen ‘Formel auf 
Funktionen von mehreren Veranderlichen. 

Von zwei Lehrbfichern von Schultz haben wir chon friiher 
gesprochen; wenn auch in ihnen der Begriff vom. Unendlichen vor- 
kommt, so beschiftigt sich doch keins von beiden mit der Infinitcsi- 
malrechnung. 

Ein Werk von nicht ganz entschiedenem Charakter ist die Teoria 
dell’ analisi®) von Pietro Franchini(s.0.5.315), geboren zu Parti- 
gliano bei Lucca am 24. April 1768, vestorben zu Lucca am 26. Januar 1837, 
Professor der Philosophie am bischéflichen Seminar zu Veroli bei 
Rom. Es besteht aus vier Abschnitten: J. Theorie der Rechnungen, 


_— ee oe 


') Principj fondamentali del calcolo differenciale e integrate 
appoggisti alla dottrina de’ limiti, Pavia 1788. ™ War er ctwa cer 
achon oben erwhhnte Tempelhoff? oder von Masser!-ach, Verfasser der: At.- 
fangsgritinde der Differential- und Integralrechnung zam Gebrancl. 
der Ingenieurs und Artilleristeu, von einem K. Pr. Offizier, Halle 178+7 
5} Teoria deli’ analisi da sersire d’introduzione al metodo diretto, 
ed inverso de’ limiti, 3 Bde... Roma 1792—93. 
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oder der vier arithmetischen Operationen; Il. Von den Quellen der 
Analysis; es sind 15 Theorien, némlich: 1. Faktoren eines Monoms. 
2. Kombinationen. 3. Potenzen. 4. Wurzeln. 5. Proportionen, Pro- 
gressionen, Reihen. 6. Kettenbriiche. 7. Teilbriiche. 8. Logarithmen. 
9. Kreisfunktionen. 10. Polygonometrie. 11. Endliche Differenzen. 
12. Grenzwerte. 13. Maxima und Minima. 14. Endliche und unend- 
lichkleine GréBen. 15. Stetige Funktionen; II. Theorie der Glei- 
chungen; IV. Von der Analysis im allgemeinen — bestimmte 
und unbestimmte Analysis). 

Der oben genannte Cousin hatte zu Paris im Jahre 1777 ein 
Werk mit dem Titel: Legons de calcul différentiel et de calcul 
intégral herausgegeben, welches neu bearbeitet im Jahre 1796 unter 
dem verinderten Titel: Traité du calcul différentiel et du cal- 
cul intégral erschien. Jacques Antoine Joseph Cousin, ge- 
boren zu Paris am 29. Januar 1739, gestorben daselbst am 28. De- 
zember 1800, fiihrte bis zu seinem 50. Jahre ein rubiges Leben als 
Professor der Mathematik und Physik; in den triiben Zeiten der Re- 
publik nahm er an den Staatssachen auf die ehrenhafteste Weise teil 
und starb als Mitglied des Senates und des Institut national. Es ist 
kaum notig zu sagen, da8 er ein Anhanger von d’Alembert ist; als 
Grundlagen zu seiner Entwicklung der Infinitesimalreehnung dienen die 
wohlbekannten Prinzipien der Grenztheorie. 

Das Jahr 1797 ist fir uns besonders wightig, da in diesem Jahre 
die Theorie des fonctions analytiques von Lagrange heraus- 
gegeben wurde. Wir haben sehon oben versucht, den Standpunkt 
von Lagrange zu schildern; wir wollen nunmehr sehen, wie er von diesem 
aus zu Werke geht. Seine Methode zur Auffindung der Ableitungen 
ist, wenn man die Exponentialreihe als bekannt voraussetzt, auf die 
Funktionen 2”, a*, lg x sehr leicht anwendbar; fiir die trigonometri- 
schen Funktionen bedient er sich der Eulerschen Formeln (diese 
Vorl, Il?, 8. 708), welche’ diese Funktionen mit der Exponential- 
funktion in Verbindung setzen. 

Mit gleicher Leichtigkeit ergibt sich die Ableitung einer Summe, 
eines Produktes, eines Quotienten von Funktionen; ist z. B.: 

Y= PY, 
so erhalt man: 
ytiy t= M+ int )\qtigt-)=—pati(pgt+ygt-, 
also: 
y=pg+pg 

Die Ableitung einer Funktionsfunktion y= /fp(a) erhalt man 

folgendermaBen. Es ist: 


Lehrbiicher der Infinitesimalrechnung. 689 
ptomp@eti=ptip+--, 
ytiyt---=—f(p +0) —f(p) + ofp) +: 

—f(p) + Gp t+--)f (pe) +--+ =F) + ivf) +---, 


also: : 
= p'f (p). 
Ist nunmehr y = f(y, - und spe man +++ 4 statt 2 in p, so 
wird die Funktion: 
f+ ip ‘t+ , 


setzt man dagegen # 4 $ statt 2 in g, so erhalt man: 
f+idfy te -5 
es ergibt sich folglich durch die gleichzeitige Einsetzung. von x + 7% 


in p und in q: 
, fridG/tt- 4 PG +, 


also: | 
y=pf, + Uf, : 
Ist y = f(x) eine implizite, durch die Gleichung: 
F (2, y) = 0 
definierte Funktion von x, und setzt man: 
F(a, f@)) = 9 (x), 
so erhalt man aus (x) nach Ersetzung von x durch z + 3: 
Gh (@) +49) +°°55 ; 
es ist aber p(x) = 0 ftir jeden Wert von 2, folglich ist o’ (7) =O oder: 
F! a y’ F/ ae 0, 
woraus sich ergibt: 
F, 
aa F 


Die Regel von L’ Hospital wird folgendermaBen bewiesen. Es sei: 
y= Fa f@) = F(a) 0 
y F(z) = f(x) 
y F(z)-+ yP (a) =f); 


und hieraus fiir x =a: 


aus: 


ergibt sich: 


1) Lagrange bezeichnet die partiellen Ableitungen von /(p, 9) nach Pp. % 
wo p,q Funktionen von a sind, mit f’(p), f’(qg), dagegen die Ableitungen von 
—«F(@ y) nach a, y mit f(x,y) f@, 9). 
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h(a) 
¥ = F’ 'a) . 
Wire auch: | 
f(a) = F’(a) = 0, 
so wilrde man erhalten: " 
{"(@ 
i re 
usw.; und es ist’ nicht zu beféchten, daB simtliche Ableitungen ver- 
schwinden mégen, denn es wire dana: 


f(ia+ti=—90, Fla+i)=0 
fiir jeden Wert von i. 

Daraut kommt Cagieugs auf die Aufstellung der nach ihm be- 
_ nannten Restformel und auf die Theorie der gewdbnlichen Differential- 
gleichunygen. 

Was die Funktionen von zwei Variablen betrifft, so nimmt La- 
srange als selbstverstindlich an, daB f(x+72, y+ 0) sich tiberbaupt in 
eime nach steigenden Potenzen vou /, 0 fortscbreitende Reihe ent- 
. wickeln LiBt, deren erstes Glied f(x, y} ist. Um das Gesetz dieser 
Rethe zu finden, setze man zuerst x +i statt 2; dann ist: 

ae . : P : ofr . 7 ” 

hati yf y) + if (a 9) + 4 fale 9) ++ 
Setzt mar jetzt y+ 0 statt y, so folgt: 
fet, y to =F y +.0) + tf, (a; ytot+ 5 * ls y+ 0) 


Es ist aber: 
oe ; 124 
i(2, y +01 f(a, ») + off (2, 9) + Shal yte++ 
f(t, ¥ + 0) = FL" (a, y) + oft, (4, ¥) 4+-°-, 
frr(t, y +0) = fee(2, y) +- 


also. 
fie +i, ¥ + 0} = fiz, u) + ifZ (7, y) + of, (2, y) + E hie(a, y) 
+ 1 Of ey (x; ¥).+ ; fea, y) 5 


LaBt man dagegen zuerst y um 0; dann x um / zunebmen, so 
wird nan analog erhalten: 


fixtiyto)—f(2, 9) + if ls, y) + off (%, +5 hey) 
+ ioffela + 2 hil yo 
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Aus dem Vergleich der beiden Entwicklungen folgt der Lekannte 
Satz (diese Vori., III*, S. 759, 881): 


fey(2, Y) = fy2(%, y). 

Die Funktionen von mehr als zwei Variablen werden analog behan- 
delt. Die erste Abteilung des Werkes schlieBt mit der Untersuchung 
der partiellen Differentialgleichungen. 

Die zweite Abteilung ist den geometrischen Anwendungen gewidmet. 
Lagrange bemerkt, daB die Alten die Tangente als eine solche Ge- 
rade definierten, daB zwischen derselben und der Kurve keine andere 
Gerade liegen kénne; spiiter betrachtete man die Tangente entweder 
als eine Sekante mit zusammenfallenden Schnittpunkten, oder als die 
Verlingerung -einer Seite eines Unendlichvieleckes, oder als die 
' Richtung der Bewegung, durch welche die Kurve beschrieben werden 
kiénne. Hieraus entstanden einerseits die algebraischen, auf die Gleich- 
heit der Wurzeln der Gleichungen gegriindeten, andererseits die diffe- 
rentiellen, die Verhialtnisse von unendlichkleinen Differenzen oder von 
Fluxionen benutzenden Methoden. Unser Verfahren, fahrt Lagrange 
fort, gestattet uns, die Begriffe und die Methoden der Alten wieder 
aufzunebmen. 

Ks mégen: 

y=f(x), y= F(2) 
zwei Kurven darstellen. Damit sie einen gemeinschaftlichen “Punkt 
besitzen, muB sein (ftir einen gewissen Wert von 2): 


f(z) = F(z). 


Um die beiden Linien in der Nahe dieses Punktes untereinander zu 
vergleichen, setzen wir «+17 statt z; der Unterschied der beiden 


Ordinaten ist dann: 
42 


fa+)—-F@+)=if@—F@)+ ,f@-F'@) +--+; 


er ist um so kleiner, je mehr Glieder rechts verschwinden. Es sei 
nunmehr: : 
y = 9(z) 


eine dritte, durch denselben Punkt gehende Linie, so daB: 
f (2) = F(2) = (2) | 


ist, und setzen wir: 


D=f(*+ ‘)—Fet+)=i(f @)—P@)+l(F'@+p—-F'ety), 
A = f(x+%) — p(z+i) = i(f (@))— 9’ @)) + Sf @+si— 9" +))), 


Castor, Geschichte der Mathematik IV. 45 
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wo j.in den beiden Formeln verschieden sein kann. Damit die dritte 
Linie zwischen den beiden anderen liege, muB D fiir ein beliebig 
kleines ¢ absolut griBer sein als 4. Ist nun: 


P@Q\=-F (a), £e)=¢ (*), 


D=F(f'@t+j—-F' eth), 


so ist: 


und man kann 7 so klein annehmen. daB 4 absolut grdBer als D 
wird. Die dritte Linie kann also nur dann zwischen den beiden 
anderen liegen, wenn f(z) = gm (x). Ist insbesondere: 


F(#) =a + bz, 
so daB y = F(x) eine Gerade darstellt, so nehmen die Beziehungen: | 
f(r)=F(@), f(2) = F(z) 
f(e)—atbe, f(2)—d 
an, und die Gleichung der Geraden wird: 
(1) q = fi) — xf (x) + pf (2), 


wo p,q die laufenden Koordinaten lezeichuen. Ist die dritte Linie 
ebenfalls eine Gerade, so daB: 


die Form: 


¢ (2) = 9 + hx, 


und soll diese durch den betrachteten Punkt gehen, so muB sein in 
diesem Punkte: 
f(a) = 49 + ha; 


soll sie ferner zwischen den beiden ersten Linien liegen, so muB sein: 


f (2) = h. 


Hieraus ergibt sich aber: 
g=a, h=6b. 


Es kaun also keine Gerade zwischen der Linie g = f(p) und der 
Geraden (1) liegen; uad diese letztere ist die Tangente. 

Ein analoges Verfahren kann auf die Untersuchung des Schmie- 
gungskreises und aiberbaupt der Beriithrungen irgendwelcher Ordnungen 
angewandt werdeu. 


Setzt man ferner = statt x, und stimmen die Reihenentwick- 


lungen von f/f (;); F (+) nach steigenden Potenzen von + in den 


ersten, zweiten, . . Gliedern fiberein, so léBt sich beweisen, daB die 
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Linie y = g(x) in den Punkten, deren Abszissen 2 > a sind, zwischen 


den beiden Linien y = f(r), y = F(a) nicht liegen kann, wenn die ~ 


Reihenentwicklung von » (=) nicht’ wenigstens in ebensovielen Glie- 
dern mit den dbrigen fibereinstimmt, woraus sich der Begriff von 
den Asymptoten ganz leicht ergibt. | 

Was wir bisher gesagt haben, ist wohl hinreichend, nm dem 
Leser einen klaren Begriff von dem Lagrangeschen Verfahren zu 
geben, und wir diirfen daher tiber das fibrige ziemlich rasch hinweg- 
gehen. Die Bedingung daftir, daB der Abszisse x die gréBte oder 
kleinste Ordinate zukommt, ergibt sich aus der Betrachtung, daB: 


fe +i) — f(@) | 
ein von dem Vorzeichen von i unabhingiges Vorzeichen besitzen muB. 
Zum Zwecke der Berechnung der Fliche F(z) einer ebenen Linie 
y= f(x), wo f(x) eine monotone Funktion bezeichnet, bemerkt La- 
grange, daB F(#+7%)— F(x) zwischen if(z) und if(% + i) liegen 
muB; es ist aber: . 
/ fet+iy=—f@) +i +9), 
"2 
F(a + i) = F(a) +iF (2) + , F’(@ +3), 
folglich liegt: 
iF’ (2) + — F" (2 +9) 
zwischen den GréBen: 
if(@), éf(z) + PF (@ +3); 
hieraus ergibt sich leicht: 
FE" (x) == f (x). 

Bezeichnet f(z) die Flache des ebenen 
Schnittes eines Kérpers, so ergibt F'() dessen 
Inhalt. | 

Die Rektifikatiomsformel wird folgender- 
maBen crhalten. Nach Archimed ist der 
Bogen AFB (Fig. 77) linger als die Sehne 
AB und kirzer als 4E + EB, wobei £ den 
Schnittpunkt der Tangenten AC, BD in A 
und B bezeichnet; nun ist aber die Neigung 


von AC gegen. die Ordinatenachse kleiner, die 
von BD griéBer als die von AB, folglich: 


AB> BD, AC> AE+ EB, 





Fig. 77. 


46° 
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und endlich: 
| AC> AFB> BD. 


~ iVitfi(2) > AFD> ivi +f7%aeti 
Hieraus ergibt sich, wenn @(z) die Bogenlange bezeichnet: 


(2) =YV1+f'?(z). 

Es folgt dann die Theorie der Raumkurven und Oberflichen und der 
Maxima und Minima der Funktionen von mehreren Veranderlichen, 
die Variationsrechnung und die Theorie der Quadraturen und Kuba- 
turen. 

Die dritte Abteilung enthalt die mechanischen Anwendungen, auf 
welche wir nicht einzugehen brauchen. 

Noch im Jahre 1797 erschien der erste Band des umfangreichen 
und trefflichen Traité du calcul différentiel et du calcul inté- 
gral (Paris, an V, VI [1797—98], 2 Bde.) von Sylvestre Frangois 
Lacroix, geboren zu Paris 1765, gestorben am 26. Mai 1843. Sohn 
einer armen Familie, wollte sich Lacroix der Schiffahrt widmen; 
bald aber erkanute er, daB sich diese Wissenschaft auf Mathematik 
griindet, und gab sich daher mathematischen Studien. eifrig hin. 
Seine Mtthe war von dem besten Erfolg gekrént (s. 0. 8. 344). 
Als Zevgen seiner schriftstellerischen Tatigkeit liegen uns manche ~ 
Lehrbiicher von hohem didaktischem Werte vor. Der Gedanke, ein 
Lehrbuch der Infinitesimalrechnung abzufassen, wurde ihm durch die La- 
gran gesche Abhandlung von 1772 (s. 0.S.644) eingefl6Bt. Im Jahre 1787 
fing er an, den Stoff zu seinem Werke zu sammeln und einige 
Fachménner um Rat zu fragen. Man kann aber Lacroix nicht unter 
die Anhanger Lagranges zéhlen. Freilich gibt er die Lagrangesche 
Definition der Ableitung an und bestimmt dementsprechend die Ab- 
leitungen der elementaren Funktionen; aber er zeigt bald nachher, da8 
die Ableitung die Grenze der entsprechenden Zuwachse der Funktion 
und der Verinderlichen ist, und bezeichnet als Gegenstand der Diffe- 
reptialrechnung die Bestimmung der Grenzen der Zuwachsverhiiltnisse 
von veranderlichen GrdBen, wenn die Beziehungen zwischen diesen 
Gré8en bekannt sind. An einem anderen Orte bemiiht er sich zu be- 
weisen, daB die Intinitesimalmethode nicht angenihert, sondern streng 
genau ist, und daB Leibniz mit der Metaphysik. der Infinitesimal- 
rechnung ganz im reinen war. 
| Viel Neues bietet das Buch nicht dar; es mag daher geniigen, 

auf die Einteilung des Stoffes kurz hinzuweisen. 

Der erste Band, der Differentialrechnung gewidmet, zerfallt in 
eine Kinleitung und fiinf Kapitel. In der Hinleitung werden die 


oder: 


Differentiation und Integration. | 695 


Definitionen von Funktion und Grenze gegeben, und die Grundsitze 
der Grenztheorie aufgestellt. Das 1. Kapitel beginnt mit der La- 
grangeschen Definition der Ableitung; es werden dann, wie schon 
gesagt, die Ableitungen der elementaren Funktionen bestimmt und die 
Hauptsatze der Differentialrechnung nachgewiesen, und es wird zum 
Schlusse gezeigt, daB die Ableitung die Grenze des Zawachsverhiilt- 
nisses ist, was zur oben angefthrten Definition der Differentialrech- 
nung fthrt. Das 2. Kapitel behandelt die analytischen Anwendungen 
der Differentialrechnung: Reihenentwicklungen, unbestimmte Ausdriicke, 
Maxima und Minima. Bemerkenswert ist hier die Untersuchung 
einiger Fille, in welchen die Tuylorsche Reihenentwicklung nicht 
zulassig ist. Hat man: 
| f (z) = (7 — a)" ’ 


wo  positiv und kleiner als 1 ist, so enthalt das erste Glied der 
Entwicklung eine positive Potenz, die iibrigen aber simtlich negative 
Potenzen von (x — a), und man kann also nicht a=0 setzen. Das 
rihrt davon her, daB (x —a+k)" sich fir z—a auf kX, dh. auf 
eine nicht ganze Potenz von k reduziert, was mit der allgemeinen 
Form der Entwicklung nicht vertriglich ist. Ist f(x) allgemein 
_ irrational, bért aber fir z= a auf, es zu sein, so muB & in f(a + k) 
irrational auftreten, und daher kann f(a +4) durch keine Entwick- 
lung nach ganzen positiven -Potenzen von fA dargestellt werden. 
Das 3. Kapitel enthilt eine Abschweifung tiber algebraische Kurven, 
das 4. und 5. die Theorie der ebenen Kurven und diejenige der Raum- 
kurven und Oberflacheu. 

Der zweite Band eunthilt die Integralrechnung und serfailt eben- 
falls in fiinf Kapitel, ndmlich: 1. Inteyration der Funktionen einer Ver- 
anderlichen; 2. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung; 
3. Gewohnliche Differentialylcichungen: 4. Funktionen von mehreren 
Verdnderlichen; 5. Variationsrechnung. ~. ' 


Differentiation und Integration. 
L. Differentiation. 


Die Differentialrechnung war in allen ihren wesentlichen Teilen 
von Leibniz geschaffen worden und hatte noch em Schlusse der 
vorigen Periode in Eulers Lehrbuche eine erschépfende Behandlung 
erhalten. .Es war also von unserer Periode kein betrichtlicher Bei- 
trag zu erwarten. Und so ist es wirklich. Nor eines verdient als 
ganz neu angezeigt zu werden, die Einfiihrung der symbolischen Be- 
zeichnung in die Infinitesimalrechnung durch Lagrange. _ 
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Lagrange’) schreibt die Taylorsche Entwicklung folgender- 


maBen: 
Gur Ou 


A om be" *3y W+-- et 


und geht dann zur allgemeinen Formel tiber: 


um (Geiss “We: ~ 45 i 


diese Formel 1aBt sich auch auf den Fall eines negativen 4 erstrecken, 
so dab: 


wo 2*u durch die Beziehungen: 
AS y m= Sy, ..., AZ u 


definiert ist. Der Ubergang von J‘u zu Zu, bemerkt Lagrange, 
ist nicht auf ersichtliche und strenge Prinzipien gegrtindet, er ist 
aber nichtsdestoweniger richtig, wovon man sich a posteriori zu 
‘iberzeugen imstande ist, und hingt mit der zwischen den positiven 
Potenzen und der Differentiation einerseits, zwischen den negativen 
Potenzen und der Integration andererseits obwaltenden Analogie zu- 
sammen. Ks ware jedoch wohl schwierig, einen direkten analytischen 
Beweis davon zu geben. 

Betrachten wir, der Einfachheit wegen, den Fall einer einzigen 
Veriinderlichen. Da: 

f—leote.t... 
ist, so folgt: 
(—1/=0'(1 + Aw + Bo? +---), 


und hieraus durch logarithmische Differentiation: 


fe \ A+2Bw-+.- 
a sear faalr a aaa ets are 
oder: 
1 oo 
= A + 2Bo+--- | Se aoe bee ae A meas 91 3! +:- 
4 det Baty. A at Cet 8) A 
2! ; 21 7 81 


woraus folgt: 





*) In der schon oben (S. 644) angefiihrten Abhandlung: Sur une nouvelle 
e»pece de calcul ete. 
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a 1f2+1 
und: 
at at 
Bum The 5 Sets a aera 


Fir negative Indices hat man dann: 


4-1 


2 
Syms uda — p peifudett+ : 
E+ 2 
es ist insbesondere fiir den Index — 1: 


ZeviSetet ens thie 


wo «, B,... die Werte von A, B,... fiir 4 = —1 bezeichnen. Durch 
diese Formel kann man die Summe einer Reihe anyeben, deren all- 
gemeines Glied bekannt ist. 

Die Formeln von Lagrange sind von P. S. al ale auf eine 
andere Weise bewiesen worden. 

Hiniger kleineren Beitrige miissen wir hier Ereithnung tun. 

Johann Friedrich Pfaff (s. 0. 8. 216) gibt in seinem Inau- 
guralprogramm von 1788*) cine neue Methode zur Aufstellung der 
Grundformeln der Differentialrechnung. Seinen Ausfithrungen liegen 
die beiden folgenden Hilfssitze zugrunde: a) Sind 2, y unabhangige 
Verinderliche, P, Q, P,, @ Funktionen von 2, y, so folgt aus: 


Pdz+ Qdy= P,da + Q dy 


notwendig P= P;,, Q@= Q,; b) Sind X, Y thnliche Funktionen von 
% baw. y, und ist X = Y, so folgt X — Y = const. — Will man nun 


die Ableitung von logz ermitteln, so setze man ais a= = g(x); e 


folgt dann aus: 


log (zy) = log a + logy 
durch Differentiation: 


r g (xy) (andy + yd2) — p(x) dz + p(y) dy, 

80: . e 
—yp(cy)— (a), xp(ry) = ply) 

und hieraus: | 





— 


1) Mémoire sur l’inclinaison moyenne des orbites des cométes, 
sur la figure de la terre et sur les fonctions, Mém. Sav. Ktr. VII, 1778 
(publ. 1776); Oeuvres VIII, Paris 1891, p. 279—821. © ™ Programma inau- 
gurale in quo peculiarem differentialia investigandi rationem ex 
theoria fanctionum deducit; simulque praelectiones-proxime se- 
mestre hiberno habendas indicit J. F. Pfaff, Helmstadt 1788. 


/ 
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LP (2) = yp (y) = const., | 
oder (x) = £ . Die Potenz x” und die Kreisfunktionen lassen sich 
analog behandeln. Aber auch die soeben benutzte Formel: 
d (xy) = xdy + ydx 

kann durch diese Methode nachgewiesen werden. Es sei: 

ad(xy) = Pdz + Qdy, - 

P= yp (2, y), Q p(y, 2); 


setzt man y + ¢= 0, 80 ist: . 


wo: 


LU = LY + LZ, 
also: 
dxgy (x, v) + (dy +, 42) 9(0, 2) | 
= dzg (x, y) + dyply, %) + dxp (a, 2) + depts, 2). 
Es folgt hieraus: 


92, )— 9(% 9) +(e, 2). 90, J—9%, )—9(s 2) 


also: ° : 
PY, t) = v(x) vy te) = vy) + ¥(); 
aus dieser letzten Funktionalgleichung ergibt sich aber: . 
vyyts=vy) =v (2) =¢, 


oder 

v(x) = Cz, 
daher ist: ' 
a(zy) = C(ydz = ady). ‘ 


Setzt man schlicBlich y=1, so ergibt sich C=1, womit die 
vorgelegte Formel bewiesen ist. | 

Man kann durci analoge Betrachtungen zur Taylorschen Reihen- 
entwicklung gelangen. Sctzt man dg(z) = w(s)dz, so ist: 


dp(z+y)=—y(x+y) (dx + dy), 
also: 


; a y) @ 
u (a -4- y) == eee y) == eee) 1) 


ist umgekehrt = = ee , 80 folgt P= g(x-+y). Schreibt man dem- 
nach: 


ae So ee 


fa 
t) Pfaff uchie:bt si Aas y ore y) 
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| g(r+y=ptaytaytpmy +:::, 
so hat man fir y = 0: 





| p= (2), 
ferner: : 
. corte =ptpmytpyt-:; 
CH: . 
ret — », + 2myy + Spsy? + >>, 
, ® 


woraus folgt: 
t , 1 
A= P— Ee), A= 2PM 
und schlieBlich: : | 
| : : . 
p(x +9) = p(a) + y9p'(a) + Fe" (t) + ge" @)+- 


s 


1, ee a. 
nS " (x), DP, = 3 Ps =537 (2),-°-, 


Andere, aber nichts wesentlich Neues enthaltende: Beweise des 
Taylorschen Lehrsatzes gaben Lhuilier’), Christoph Friedrich 
von Pfleiderer (1736 —1821; s. 0. S. 28, 29, 35)*), Professor der Physik 
und Mathematik an der Universitat 2a Tabingen, und Simon Gurieff 
(1766—1813)*), Professor der Mathematik zu Petersburg. Lagrange’) 
brachte den Rest auf die nach ihm benannte Form; G. Fontana’) 
dehnte die Taylorsche Formel auf Funktionen von mehreren Ver- 
anderlichen aus. 

Als eine Vervollstiindigung seines Lehrbuches der Integralrech- 
nung kann man eine Schrift von Evler®) ansehen, in welcher er eine ein- 


— 


') A. a. O. *) Theorematis Tayloriani demonstratio, Tabingen 
1789. Es ist diese eigentlich eine Dissertation, welche unter von Pfleiderers Vor- 
sitze von J.C. Harprecht und G. F. Seiz verteidigt wurde (s. 0.8. 181). *) Obser- 
vations sur le théordme de Taylor, avec sa démonstration par la 
méthode des limites; application dace théordme, ainsi démontré, 
& la démonstration du binome de Newton, dans le cas ot l’exposant 
est une quantité fractionnaire, négative et incommensurable aver 
l’unité; suivie de la résolution d'un probléme qui concerne la 
méthode inverse des tangentos, par le moyen de ce théordme (1799), 
Nova Acta Acad. Petrop. XIV, 1797—98 (publ. 1805), p. 806—3865. *) Th. 
des fonctions analytiques. 5) In Lottori, a. a. O. *) De trans- 
formatione functionum, duasvariabilesinvolventium, dum earum loco 
aliae binae variabiles introducuntur (1779), Mém. Acad. St. Péterab. IIT, 1809 
bis 1810 (publ. 1811), p. 48—56. Euler hatte in seinen letzten Lebensjahren der 
Petersburger Akademie eine groBe Fiille von Abhandlungen vorgelegt; er hatic 
auch den Wunsch gefinBert, da8 die Denkschriften der Akademie vierzig Jabre bin- 
darch nach seinem Tode Schriften aus seiner Hand enthalten michten (s. 0. 8. $70). 
Dieser Wunsch wurde pinktlich erfillt. Euler starb 1788; und im Jahre 1830, 
nachdem in allen von der Akademie herausgeyebenen Banden mchrere Abband- 
lungen von Euler anfgenommen worden waren, wihrend andere eiu besuonderea 
sweibindiges Werk ausgemacht hatten (Opuscula analytica, Petersburg 1783, 
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fachere Auflisung des folgenden Problemes entwickelt: Ist die Funktion 
f(z, ¥) gegeben, und sind z, y bekannte Funktionen von ¢, u, so sollen 
die Ableitungen jeder Ordnung von f(z, y) nach 2, y durch é, w aus- 
gedriickt werden. 

Nicolao Colletti‘), Geistlicher und Professor der Philosophie, 
bemerkte die folgenden Analogien, die sich freilich aus der Definition 
des Differentiales von selbst ergeben: Die m'° Differenz von: 


U(d+1)---(d+m-—1) 
ist konstant; dasselbe findet far das m'e Differential von: 
2™ + aam-'4+--- +a, 


statt. Die m'* Differenz der mi‘? Potenzen der natfirlichen Zahlen 
ist konstant;.dasselbe geschieht vom m‘™ Differentiale von 2”. Die 


m*'e Differenz von: 
d(d+m)---(d + (m— 1)n) 


ist miy™; das m‘° Differential von 2” ist mlda™. 

Zam Schlusse miissen wir einige Betrachtungen Eulers fiber 
die unendlichkleinen und die uinéndlicbyruBen GréBen erwahnen’). 
Euler bemerkt, daB es neben den unendlichgroBen GréSen, welche 
durch ganze und gebrochene Potenzen von 2 dargestellt werden, noch 


1 
andere yibt, deren Ordnung unend!i:h kleiner ist als die von 2" fir 
jedes noch so groBe n. Fine solche ist logz, wie sich durch 
L'Hospitals Regel nachweisen liBt; andere derartige GroéBen sind 
log log z, logloglogr usw. Dagegen ist die Ordnung von a* griBer - 
als die von 2* fiir jedes noch so grofe n. 

Das logarithmisch Unendliche nennt Fontana*) infinitum or- 
dinis semper infinitesimi oder infinitum paradoxum. Gre- 


1785), enthielten die Archive der Akademie noch 14 ungedruckte Schriften, 
die in einem Supplementband (Mémoires XI) zusammen mit 4 Schriften von 
Schubert-und 13 von FuB publiziert wurden. Selbstverstindlich missen wir 
alle von Euler hinterlassenen Schriften als unserer Periode angehirig betrachten, 
wenn sie auch viel spater zum Druck gelangt sind. 

') Colletti, Dissertazioni d’alyebra, Torino 1787 (1. Dell’ uso dei 
segni +, e — nel calcolo delle quantita. 2.Consenso del calcolo differensiale col 
calcolo delle quantita finite. 8. Metodo per determinare nelle curve la ragione 
delle coordinate, dalla ragione della differenza delle coordinate fra di loro, ovvero 
dell’ una, o l’altra, o di amendue insieme coll’ arco corrispondente. Saggio nelle 
sezioni coniche). *) Euler, De infinities infinitis gradibus tam in- 
finite magnorum quam infinite parvorum, Nova Acta Acad. Petrop. 1778, 
P. I (publ. 1780), p.102=—118. *) Disquisitiones physico-mathematicae, 
nunc primum editae, Pavia 1780. Dieq. 13. De iufinito logarithmico. 
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gorio Fontana, geboren zu Nogarolo bei Rovereto in Tirol am 
19. Oktober 1735, ein Ménch aus dem Orden der Scolopii, lehrte in 
Sinigallia, wo die Freundschaft mit Giulio Fagnano (diese Vorl., 
III?, S. 485) die Neigung zur Mathematik in ihm erweckte. Im 
Jahre 1764 wurde er Professor der Philosophie an der Universitat 
zu Pavia und Direktor der dortigen Bibliothek; vier Jahre spiter 
wechselte er seinen Lehrstuhl mit dem von Boscovich (s. o. S. 656) 
freigelassenen der Mathematik und Physik. Im Jahre 1800 verlieB 
er die Universitat als emeritierter Professor und zog nach Mailand 
als Mitglied der legislativen Versammlung; friher war er von Napo- 
leon zu einem Dezemvir der zisalpinen Republik ernannt worden. 
Er starb 2u Mailand am 26. August 1803'). 

Genauer gesagt, nennt Fontana infinitum paradoxum das- 
jenige, welches von einer unendlichkleineren Ordnung ist als das 


— erster Ordnung“ (1 +1+--- oder a+a-+--- oder 


3 oder 74); er beyrtindet die Existenz and bestimmt die Form 
eines solchen Unendlichen auf folgende Weise. Setzt man: 
1 


n* =I + y, 
so kann y weder Null noch endlich sein, noch die Form £ haben, 





wo p endlich ist; es mu8 also notwendig sein: 


=f 
Jom att, 
wo p das infinitum paradoxum at Hieraus folgt: .- 
t. ° @ p _P 
5 Zlogn Eee ed, 
also p = log n. 


— ee ee eee 


1) In einem Dokumente der K. Polizeikommission zu Pavia liest man die folgende 
Notiz tiber Fontana (Mem. e doc. per la storia dell’ Univ. di Pavia e 
degli uomini illustri che v’insegnarono, Pavia 1877—78): ,,Fontana Gre- 
gorio di Rovereto, delle Scuole pie, professore nella R. Universita di Pavia, occulto 
giacobino ed ateo anche prima dell’ ingresso dei Francesi in Lombardia, e 
scellerato di professione, fa chiamato a Milano da Bonaparte appena giuntovi, 
ove condusse seco certo Massa (rivoluzionario fuggito da Napoli), per la furma- 
zione della costituzione cisalpina; avanti la resa di Mantova, e mentre si battova 
il Castello di Milano, intervenne ad un pranzo di molti Giacobini fattosi nella 
sala di questo teatro, ove recitd aleuni auoi sonetti contro il pontefice da exso 
chiamato Barionna, poscia ‘si portarono tutti al Gravellona cantando canzoni 
scellerate contro li Sovrani con gran scandalo del popolo; per di lui opers 
furono impiegati l’Alproni ed il detenuto Borletti di lui confidente, ed 6 noto 
il pravo di lai genio dimostrato anche nel Corpo legislative, di cui @ sempre 
stato individuo. Egli é a Milano.“ 
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2. Integration. 

Bei weitem linger werden wir ans bei der Siiiliieiaia auf. 
halten. 

Um systematisch 2u seencex wollen wir den zu behandelnden 
Stoff folgendermaBen einteilen: 
. Prinzipien der Integralrechnung und verschiedenartige Fragen. 
. Integration von rationalen Funktionen. 
Integration von irrationalen Funktionen. 
Integration von transzendenten Funktionen. 
Reihenintegration, angendherte Integration. 
Differentiation und Integration unter dem Integralzeichen. 
. Vielfache Integrale. 


Om ROT wb 


A Prinzipien der Integralrechnung und verschiedenartige 
Fragen 


Vor allem mfissen wir eine Schrift erwahnen, die alles in der 
Jutegralrechnung frtiher Gemachte bekimpft, und eine Revolution in 
diesen Wissenszweig bringen will. DaB aber das Interesse der Ab- 
handlung nur im Namen des Verfassers liegt, einem Namen, der in 
diesem Bande haufig vorkommen soll, wird der Leser bald von selbst 
einsehen. Sie trigt den Titel: Sur la méthode du calcul inté- 
gral!) und réihrt von der Feder Lamberts her. Nach Lambert 
sind die Analysten, aus Ungeduld, neue Integrale zu berechnen, vor- 
eilig, unsvstematisch und sozusagen tappend fortgeschritten; man sollte 
von vornherein nicht die Differentiale, sondern-die Integrale klassi- 
fizieren, und’ dann Symptome ableiten, nach welchen die Differentiale 
klassifizierbar sein wiirden. Kine erste Klassifikation der Integrale ist 
die in algebraische und transzendente. Hine algebraische Funktion 
kann verschiedenen Typen angehGéren, von welchen Lambert die fol- 
genden aufzéhit: 1. Einfache rationale Funktionen, oder Poly- 
nome; 2. Rationale Britiche; das Differential ist ebenfalls rational, 
und sein Nenner ist, von eventuellen Reduktionen abgesehen, das 
(Juadrat des Nenners des Integrals; 3. WurzelgréBen; das Differential 
enthilt dieselbe WurzelgréBe, mit einem rationalen Faktor multi- 
pliziert; 4. Algebraische Summen von WurzelgréBen; das Diffe- 
rential zerfallt in mehrere Summanden; 5. Produkte und Quotienten 
von WurzelgriBen: 6. Summen von solchen GréBen; 
7. Produkte von WurzelgréBen und rationalen GréBSen; 
x. Summen von solchen Produkten: 9. Quotienten von 
solchen Summen, usw. 





", List. Acad Berlin 1762 (publ. 1769), p. 441—484. 
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~ Kin Beispiel mag die Aiwendang dieser Klassifikation beleuchten. 
Es liege ein rationales Differential vor, welches stets auf die Form: 


dy = Ge de 


gebracht werden kanv, wo P, Q Polynome a ‘Ist das Inte- 
gral rational, so muB es die Form: 


Y= 6 
haben, wo ¢ ganz und rational ist, so daB es der zweiten Klaase un- 
gehort. Setzt man dann: 
. sm A+ Bo+ Cz2+---, 


so wird man versuchen, die GréSen A, B, C... durch die Methude 
der unbestimmten Koeffizienten zu erhalten; erweist sich das als még- 
lich, und ist nur eine endliche Anzahl von diesen GréB8en von Null 
verschieden, so ist das Integral rational. 

Was die nicht algebraischen Integrale betrifft, erkennt Lambert, 
daB man den richtigen Weg eingeschlagen hat, da man mit den ein- 
fachsten, durch Tabellen angebbaren Fallen angefangen und dann 
- -versucht hat, die tibrigen auf diese zuriickzufthren. Es wire aber 
nétig, Reduzierbarkeitssymptome zu haben, aus welchen sich auch 


die Reduktionsmcthode ergeben méchte; und in dieser Hinsicht . | 


schligt Lambert eine Klassifikation der transzendenten Integrale vor, 
auf welche wir unterlassen, néher einzugehen. 

Aus dem schon oben angefiihrten Briefwechsel zwischen Lambert 
und von Holland ergibt sich; daB sich auch der letztere um eine 
Reform der Integralrechnung bemithte; so versuchte er (18. Juli 1765) 
aus dem Verhiltnis zweier Differentiale das Verhiltnis der beztig- 
lichen Integrale herzuleiten, was ihm selbstverstindlich nicht gelang; 
spiter (6. Dezember 1767) zeigte er, wie sich alle Integrale der Diffe- 


rentiale . -: ue : a, ..., WO y = Vox — z*, durch eins derselben 
ausdriicken lassen, und sagte, da8 die Integralrechnung viel vollstin- 
diger wiirde, wenn dies im allgemeinen mdglich wire. 

Kine griindliche Erneuerang der Integralrechnung wurde auch 
von Johann von Pakussi‘) (oder Pacussi oder Pacassi, geboren 
zu Gérz im Dezember 1758, gestorben zu Wien am 8. Juni 1818, 


Hofbaurat und Wasserbauinspektor) ersonnen. Er gibt diese Regel 


ee ed 





) Pakussi, Abhandlung iiber eine neue Methode zu integrieren, 
Wien 1786. .- Versuch einer neuen Methode zu integrieren, Phys. Arbeiten | 
der eintrichtigen Freunde (Wien) II, 1786. — Joh. Bernoulli in Lamberts 
Briefwechsel DI, p. 868—872. — Siehe die Einwurfe von L. Oberreit in Lam- 
berts Briefwechsel V, p. 3449. . 


=-_ 
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an: Liegt ein Integral . f ‘Pax vor, so quadriere man Pdz und teile 


mit d(Pdx); dann setze man (man weiB nicht warum) dz?—= zd*z- 
das Resulttat ist der Wert des Integrales. In Formeln: 


Pdz = Prda! le 
Pdr+Pdx* P1iPs 


Far die Integrale: 
[waz + ady), | fetecat 


y 


mu8 man auch die Relation dy?= yd*y bericksichtigen. Selbstver- 
stindlich fabrt diese vermeintliche Integrationsmethode nur in ganz 
besonderen Fallen zu richtigen Resultaten, und es ist sehr leicht, Bei- 
spiele anzugeben, fir welche sie nicht gelingt. 

Samuel Vince (gest. 1821)*) gibt eine neue Methode, die er 
continuation nennt, zur Herleitung von neuen aus bekannten Inte- 
gralformeln; so z. B. driickt er: | 


x" da x" daz | a" da 2” —a 
Te ma ge)? Stas: Vi— 2’ fra 5a 


"daz f a"dx x"dz x"dz 


4a” Japoamperm Jie Jams 








durch 


aus. 

Es gehéren hierher vier Abhandlungen von Euler, welche 
einige unbestimmte Fragen der Integralrechnung betreffen.*) 

Es seien*) einige, z. B. drei Funktionen p, q, r von » gegeben; 
man soll eine derartige Funktion x von v auffinden, daf paz, qaz, 
rdz integrierbar sind. Setzen wir: 

aq ; ar , dr’ pe 
dp @: dp” *? ao 8 
nehmen wir ferner eine Funktion 2” von v willkirlich an und 
setzen: 
a a ne 
dr”? dg’ dp! 





— 


1) A new method of finding fluents by continuation, Philos. 
Trans. LXXVI, 1786, p. 432—442. *) Euler hat sich auch mit vielen anderen 
analogen Fragen vom Standpunkte der Differentialgeometrie aus besohiftigt; 
siche Abschn. XXIV. *) Specimen singulare analyseos infinitorum in- 
determinatae (1776), Nova Actes Acad. Petrop. III, 1786 (publ. 1788), p. 47 bis 
56. — Solutio problematis ad analysin infinitorum indeterminatam 
referendi (1781), Mém. Acad. St.-Pét. XI, 1830, p. 92—94. 
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dann ist x die gesuchte Funktion. Es ergibt sich nimlich: 
frax = OX — fzdp == px — fda = px —2, 
fade qx — fzdg == 9X — fqda’ am gx — yx + fa'dq’ 

== gi—q i + fax" — gz —ga+2". 
frac = 7 T — fade mrt — frdx=—re—r x + fa'dr’ 
=—75—*X + frtde’ = =re— ra’ + V7" — [adr 


of oe vue 


= re — re +98" — da tem re — ro tee” ~— ot". 


Kuler beriicksichtigt auch den Fall, in welchem verlangt wird,° 


daB einige der Quadraturen paca, fade, ... bestimmten Typen an- 
gehéren mégen. Hin verwandtes Problem ist folgendes: Zwei solche 


Funktionen gq, ¢ einer Veranderlichen ¢ zu finden, daB / q as algebraisch 


ist und SEY g —1 sich durch einen Kreisbogen ausdrticken JaBt. 


Man nehme dazu eine willkiirliche Funktion « von ¢, und setze: 


d 1 2 
v=, P=, tm y = [pds = pz — {udp —pz—t, 

. dt | 
sa Vet R, gtr, 
dann findet man: 


fate 2-4-1 fve- ~1. 7 aretg = 


Man kann sich vornehmen’), alle Differentiale d W zu bestimmen, 
die mit zwei oder mehreren vorgegebenen Funkticnen p, g,.«. multi- 
pliziert algebraisch integrierbar werden. Fir zwei Funktionen p, ¢ 
wird die Lésung des Problems durch: 

iW = p(dqd*v — dvad*q + q(dvd*p — dpd*v) + v(dpd*q — RS ce 

(pdq —qap)* = 
oder, nach der heutigen Schreibweise, durch: 


e ee | p g gy’ | . | et : 
p qv" | | q | 


mee eee 





) Ewler, De formulis differentialibus, quae per duas pluresave 
. quantitates datas multiplicatae fiant integrabiles (1776), Nova Acta 
Acad. Petrop. VII. 1789 (publ. 1793), p. 8—21. 
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gegeben, wo v eine willkfrliche Funktion ist; man findet: 


dv —vdp qav—vdg 
aw —?* fotw- 
fe ig pdq—qdp’ q pdqg—qdp- 





‘Ein anderes Problem, dessen Lésung man Euler verdankt, ist 
folgendes, welches in der Theorie der rechtwinkligen Trajektorien 


einer Qberfidche vorkommt'): Sind py, g, P, Q Funktionen von £, SO 
soll man eine solche Funktion JJ von -z, y bestimmen, daB: 


pdx + +Mady 4-1 
P+ Q y 


dy = 


: integrierbar ist. 
‘Auch mit der Integration von Differentialen aweiter Ordnung 
beschéftigte sich der unermiidliche Euler.*) Er fand als die Inte- 


grierbarkeitsbedingang fiir J Va p: 
2 Ndp + aM + pdN~0, 
Wo p= ss, V eine Funktion von 2, y, p ist, ‘und: 
ay = Mdz + Ndy + Pdp, 


und wandte das erhaltene Resu'tat auf die folgenden besonderen 
Fille an: ‘ 

a) V= Pxe+Qy, wo P, Q Funktionen von p sind; es muB 
zwischen P und Q die Beziehung: 


P’+ pQ + 2Q =-0 


bestehen,, worauf sich P durch Q oder Q durch P ausdrticken laBt. 


b) V = (Mz + Ny)H, wo von den Funktionen M, N, 17 von p 
die zwei ersten vorgegeben sind; man erhiilt: 


-€C 
Uo RE Np) 
wo C eine Konstante bezeichnet nod: 


* Ndp 


Ler MEN 





1) Euler, Solutio problematis analytici difficillimi (1782), Mém. 
Acad. St -Pét. XI, 1880, p. 125—130. 1 Euler, De formulis differentia- 
libus secundi gradus, quae integrationem admittunt (1777), Nova 
Acta Acad. Petrop. XI, 1798 (publ. 1798), p. 3— 26. 
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c) Vm (px — y)*—}(P2+ Qy). wo P, Q mu bestimmende Funk- 
tionen von p sind; es ergibt sich: 


P+ p+ (w+ DHQ=0. 


d) V —(pe—y)- “(Mae + Ny), wo M, N, I dieselbe Bedeu- 

tung haben als unter b); es muB sein: 
C 
1 EEE ND 

Die Anwendung der Infinitesimalrechnung auf die Bestimmung 
der Flache eines sphirischen Dreiecks mége hier Platz finden. Der 
Gedanke, die héhere Analysis auf die sphirische Trigonometrie anzv- 
wenden, war nicht neu; Euler hatte sogar nachgewicsen, wie sich 
diese ganz elementare Lehre aus den Prinzipien der Variationsrech- 
nung herleiten lasse (diese Vorl, III?, 8. 560, 867). 

Kastner‘) beschrinkt sich darauf, die Flache eines rechtwink- 
ligen Dreiecks zu bestimmen, da jedes - 
Dreieck als die Summe oder die Differenz 2 
zweier rechtwinkligen Dreiecke angesehen 
“werden darf. 

Es sei (Fig. 18) AMP ein sphirisches | 
Dreieck mit einem rechten Winkel P; 
der Pol von AP, D, muf auf der Ver- By 
lingerong von MP liegen. Wir fiihren 4, 
durch D einen’ anderen, von DMP w- r p P 
endlich wenig abweichenden grdB8ten Kreis Fig. 78. 

Dmp, und durch M einen zu AP paral- 

lelen kleineren Kreis MR. Dann ist MRp? das Element einer 
Zone, und die Filache von MRApf ist bekanntlich Pp- sin PM. 
Setzen wir: 


MAP=«a, AMP=8f, AP=7, co AP=—z; 


dahn ist: 
dz : 
Pp=— Vi—2s"? tang PM = Sin }; tang a, cos 4 == COS 7 SIN G, 

also: 

P 1— +2? tanga _ Vi-#" sin @ 

sin Pt — VA Vi — ¢* sin « 

VW1+(i— =z tanga?  Wi—stein a? 

und: 


1) Dissertutiones mathematicae et physicae. Diss. IX. De quae- 
stione, quot sphaerao acquales inter datam mediam poni possint, ut omnes illam, 
et circaumpositarwn sibi vicinae. se mutuo engsnt (p. 68—75). 

Camtor, Geschichte der Mathematik JV. 46 
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soe... 
Mp P = — yi_— s? gin «? 
Es ist aber: 
MRpP = MmpP=—d. AMP, 
folglich: , 
AMP = const. — arc sin (cos 7 sin e), 


und nach Bestimmang der willkirlichen K onstante: 
AMP == « — aresin(cos 7 sine) =a + B —<- 


An einer anderen Stelle') beschreibt Kastner Girards Ver- 
fahren zur Bestimmung des Inhalts eines sph&rischen Dreiecks mit 
dem Zusatze, es sei sonderbar, daB hier Girards qr onariennig ete: 
die Rechnung des Unendlichen tibertreffe. 

_. Dagegen behandelt Jean Paul de Gua de Malves (diese Vorl., 
ILI?, 8. 576)%) direkt das .allgemeine Dreieck. De Guas Verfahren 
kann in der heutigen Bezeichnungsweise wie folgt geschildert werden. 

Es sei (Fig. 79) ABC ein sphirisches 
Dreieck, AC’ ein zu AC unendlich nahe 
Kepandar gleichlanger Bogen; man nehme, 
auf BC den Bogen BD = BC, und ziehe 
die zu AC bzw. BC senkrechten Bogen 
von kleineren Kugelkreisen CC’, CD. Be- 
zeichnet man durch © die Flache, durch 
a, b, c, UM, B, © die Kosinusse der Seiten 
und der Winkel des vorgegebenen Drei- 
C ecks, ‘80 ist: 


— d© = Flache BCC’ — Flache ACC, | 





Fig. 7°. 


oder auch, durch Vernachlissigung einer 
unendlichkleinen GroBe zweiter Ordnung : 


— d& = Fliche BC D — Flache ACC. 


Es ist auch: 
CD = d-arccos a = — 94 


Vi= ai’ 





oe eo 


1) Kastner, Geometrische Abhandlungen IJ, Gdttingen 1790, S. 424. 
» Diverses mesures, en partie neuves, des aires sphériques et 
des angles solides, triangulaires et polygones, dont on est suppose 
coonaitre des élémensa en nombre suffisant, avec des remarques 
qu'on croit pouvoir contribuer & simplifier les intégrations de 
plusieurs équations différentielles & inconnues actuellement sé- 
parées, Hiat. Acad. Paris 1788 (publ. 1786), p. 844—362. 
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CD=CD.-tangCCD=C CDs 2h 
g D ecoty ACD ey 
CO ee ee ee 
cooCCD sin ACD Vi—@yi— at 


Ferner ist sin AC = V1 —b6? der Radius des Bogens CC’, also: 
o V1 — 6° Vi— a yi — bi y1-- 6" 
andererseits ist bekanntlich 2x sinvers AC oder 22(1 — 6) die Flache 
der Kugelkalotte, deren Differential das Dreieck ACC ist, also: 


= ee: ee be nl (j—b)da 
Fliche ACC = (1 — 6) CAC Wei wr 





Man findet analog: 


Flache BC D = — --——@ 9" , 
= ji— Byi— eVi—e aa Vi-o 





Hieraus folgt: 
_dS = Eda _ _Gd—bda 
a+ ay~i—e yi—ayi—- syi—e 


Es ist aber wegen bekannter trigonometrischer Sitze: | 








~ Yi— atyi— b? 
Va= A= Rao _ Vi-a?—b?—c¥+ 2abe 
Vi — C= ae ra Be mn A Pll 


Vi— a? yi— — Bb? V1 ae ayi— 6: ’ 
also: , 
= ___(—ab)da , (i1—b)da_ da (b+ chda 
sd (1+ a)d an d re ’ 
wo: 


b-Y1— a Po 8+ debe VT — a) — aby 
Nun ist, da nur a verdndert worden ist, wihrend 6 und ¢ kon- 
stant bleiben: 





da 
da Vi YI _ abe 
> Pia aE ior == d arc cos -- Wohyro d arc cos A, 
V (1 — b*)(1 — c?) aan 
d& = d arc cos WU + at oe 


Um das zweite Differential zu integrieren, erwigen wir folgendes. 
Enthalt d6 den Summand darccosY, so mub es der Symmetrie 


wegen auch dare cos 8 und d arc cos € enthalten; es ist aber: 
46* 
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_— dBn=w— Oa, eet AD ee 
* i= maa Va= eh —a* (1 — 0%)’ 
und analog: - 
| poe (ee 
va— sya — eh a — 09 

also: F 4 

d arc cos B =a Se d arc cos © = a 

d arc cos 8 + : arc cos © = ats 
und endlich: 


d& — d arc cosM + d arc cos B + d arc cosG = d(A + B+ C), 


oder: 


S=_A+B+ C + const. 

Zor Bestimmung der Integrationskonstante muB man bemerken, 
da8 fir 4+ B+C= + die Fl&che deg Dreiecks > ist. Ks ergibt 
sich hieraus: 


const. = — 2, 
und schlieBlich: 


SG=A+B+C—x. 


B. Integration von rationalen Funktionen. 


Diese Aufgabe war schon frither von Leibniz und Johann 
Bernoulli (diese Vorl., Ill’, S. 272 ff.) vollstiindig aufgelést worden.’) 
Es blieb also nur noch fibrig, neue und elegantere Integrationsmetho- 
den aufzustellen, und besonders interessante Spezialfiile zu behandeln. 
Es mége uns daher erlaubt werden, auf die beztiglichen Schriften nur 
ganz kurz hinzuweisen. 

Von Fontana‘) haben wir einen neuen Beweis des Cotesschen 
Satzes und die Anwendung dieses Satzes auf die oes des 


er 


) Freilich muBte dazu die Auflisbarkeit jeder algebraischen Gleichung 
postuliert werden, wihrend die beztigliche Frage damals noch nicht geldst 
worden war, was Euler in seiner Integralrechnung (1, p. 84) auadriicklich 
betont. Er figt aber hinzu: ,,Hoc autem in Analysi ubique postulari soleé, ut 
quo longius progrediamur, ea quae retro sunt relicta, etiamsi non satis fuerint 
explorata, tanquam cognita assumamus", * Analyseos sublimioris opus- 
cula, Venedig 17683 (Op. 1. De formularum quarumdam trigonometricarum 
integratione. Op. 2..De theoremate Rogerii Cotes, ejus usu, utilitate, praestantia. 
Op. 8. De invenienda formula radii osculatoris in curvis ad umbilicum relatis 
ex data formula ejusdem in curvis relatis ad axem, eruendisque inde curvarum 
evolutis). 
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Am Ende des ersten Bandes seiner noch oft zu erwihnenden 
Mathematical memoirs (zwei Bande, London 1780 und 1789) verdéffent- 
lichte Landen (selbstverstandlich mit den Bezeichnungen der Fluxions- 
rechnung) ein sehr ausfihrliches Verzeichnis von Integralen, welche, 
nach seier Angabe, gréBtenteils neu sind; es kommen hier aber 
auch die ganz bekannten rationalen Tntegrale: 


fords, [at darver-tdzx 
usw. vor. 


Francesco Pezzi (s. 0. 8S. 448), Genieoffizier und Professor der 
Mathematik an der Universitit zu Genua, gab in den Memorie di 
matematica e fisica della Societé italiana delle scienze zwei Abhand- 
lungen*) heraus, in welchen er sich vorsetzte, die Integrale: 


(A+ Bz)ds fi atids 
(a? — 2abs cos + b*3*)?? .J (a+ ba + ext? ? 
= t%de fi "der 
(a+ te: 2 ent fal? Jat bat extt fai + ha‘? 
ohne Hilfe von Rekursionsformeln zu berechnen. 


Euler’) zeigte, wie man eine rationale Funktion ohne den Ge- 
brauch von ‘imaginiren GréBen integrieren kann, und wandte seine 


Theorie auf das Integral ie: an, wo P ein Polynom bedeutet, 
und: 
Q= 1+ 2 
oder: ; 
Q=1 +4 22 cosy + 2 

ist. 

Andererseits lehbrte Kuler®), wie niitzlch die Hinfiihrung der 

) Ricerca sopra } ‘integraziono aviluppata in una serie finita 
della formola pars essendo p un numero qua- 


lunque intero, Mem. Soc. It. IV, 1788, p. 577—588. — Integrazione in 
gerie finite delle formole 


xt%dex atlde t9ay 


(atbatexh?’ @t ba-+ ez?+ far’ (@tbat see fa? 4 4 hay! 


essendo peg de’ numeri qualunque interi, Mem. Soc. It. VI, 1792, p. 256 


bis 808. *) Nova methodus integrandi formulas diffgrentiales ratio- 
nales sine eubsidio quantitatum imaginariarum, Acta Acad. Petrop. 
1781, P. I (publ. 1784), p. 8—47. — Siehe auch: De resolutione fractionum 
compositarum in simpliciores (1779), Mém. Acad. St.-Pét. I, 1808—1806 
(publ. 1809), p. 8—25. *) De integrationibus maxime memorabilibus 
ex calculo imaginariorum oriundis (1177), Nova Acta Acad. Petrop. VII, 
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imaginiren GréBen bei algebraischen Integrationen ist. Hs sei: 


V = {Zads,. 


wo Z eine Funktion von g ist; setzt man: 


s=axtiy, Z=eM+iN, V=P+iQ, 
80 ist: | 
P+iQ=f{(M+iN)(dz + idy), 


also: 


P— {(Mdz—Ndy), Q=—f(Ndz + May). 


Die Integrierbarkeitsbedingungen fir diese Ausdrticke sind: 
omM ON CN OM 


: . Oy Si‘? «Oy Ce’ 
und man hat: 
Meee, Ne eo. — oP. 


Ox oy’ Ox oy 


_ Euler verifiziert diese Beziehungen an einigen- einfachen Inte- 
gralen von rationalen Funktionen, und macht davon eine Anwendung 


auf die Berechnung von Jf oe = fir ¢=—v(cosy+ising). Wird 
ferner zwischen x und y eine Beziehung vorausgesetzt, so verwandeln 
sich P und Q in Integrale einer einzigen Verdnderlichen; léBt sich 
dann V leichter als P und Y auswerten, so hat man in der Zer- 
legung von V in seinen reellen und imaginaren Bestandteil ein Mittel, 


den Wert von P und Q zu erhalten. Es sei z. B.: 


1789 (publ. 1798), p. 99-188. — Supplementum ad dissertationem prae- 
g™—ta 


cedentem, circa integrationem formulae <=> ,casu quo ponitur 
—s 


g==v(cosy +ssing), ebenda, p. 184—148. — Ulterior disquisitio de for- 
mulis integralibus imaginariis (1777), Nova Acta Acad. Petrop. X, 1792 
(publ. 1797), p. 8—19. — De insigni usu calculi imaginariorum in calculo 
integrali (1777), Nova Acta Acad. Petrop. XII, 1794 (publ. 1801), p. 8—21. — 
De integrationibus difficillimis, quarum integralia tamen aliunde 
exhiberi -possunt (1777), Nova Acta Acad. Petrop. XIV, 1797—1798 (publ 
1805), p. 62—74. — Auf die beiden ersten Abhandlungen bezieht sich die 
Schrift von Fu8: Enodatio difficultatis ab Il]. Eulero in dissertatione 
de integrationibus memorabilibus ex caleulo imaginariorum oriun- 
dis geometris propositae (1790), Nova Acta Acad. Petrop. VII, 1789 
(publ, 1798), p. 175—188. 

1) Es ist fast tiberfliissig, daran zu erinnern, daB diese Gleichungen viel 
spiter die Grundlage. der Cauchy-Riemannschen Funktionentheorie ge- 
worden sind. 
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E 2™— lds 
 (a-- be")’ 
setzen wir £ == v(cos + 48in #), und betrachten @ als koostant (was 


mit der Voraussetzung 2 = const. gleichbedeutend ist); es ist dann: 


dz dt 
poe? 
& + be = a + bv" cosnh + ibe” sinnd = s(cos gp + 4 sing), 
wo: 
os Pe bv" sinn?d 
8 a’ + 2abv* cos nd + b*v**, tang > = ste connd? 


folglich: 


V - {7% [cos (m& — Am) + 7 sin(ms — Aq)]. 





Es ergibt sich aber aus den obigen Beziehungen: 





- a sin @ as asin n® 
Ov ™ bain(nO—g)’? 8“ sn(nd—@)’ . 
also 
qn a ec 2 pees | . . 
| - fe py" sin(n®—g) * cos(m&—Ag)dg, 
nd" sinn# 2 ; 


Q. = —- fis gs sin (nd — 9) * a sin (mo — Ap)dg. 


nb” sinn@*—} 
Ist insbesondere 4 = = ‘) , 80 verwandelt die Substitution: 


pea AT 


1 
(a -+ be”) * 
das Differential @V in ein rationales Differential; es ergibt sich 
namlich: 
edt 
Vm — foerr: 


Man hat andererseits in diesem Falle: 


,e 


m 
_ —-1 m™ 
sin g* cos (mo — — 9) 
= =f ain (0 — 9) fi 
nb™ sinn®* 


" Fiir ein gebrochenes 2 gehdrt das Integral V eigentlich nicht bierher; 
wir behandeln es aber des Zusammenhanges wegen an diexem Orte. 
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, ines le Te 
ear SP sin (n® —@) FP; 


nb" sinn&* 


setzt man g =nw und bezeichnet mit a, 8, y, & konstante GréBen, 
so nehmen diese Integrale die folgende Form an: 


1) do «sin mo + 6 cos moa 
(1) , {= Fane te cne 
nwa * 





Es ergibt sich also der Satz, von welchem Euler auch einen 
direkten Beweis liefert: Jedes Integral vom Typus (1) ist durch ele- 
mentare Funktionen susdrtickbar. Der Satz la8t sich wie folgt ver- 
allgemeinern: Sind P, Q rationale Funktionen von z’, so ist: 


-1 w—i 
Pe OE dz 
(a+ Banya 


integrierbar; sind P, Q rationale Funktionen von sin 2x, cos2na, 


so ist: 


Z| (P sin mo + Qcosma)d-sinna* - 
integrierbar. : 

So niitzlich aber die Theorie der imaginiren Gré8en sein méchte, 
so konnte sie nicht umhin, bei der bisher erreichten unvollstandigen 
Entwicklung, zu Paradoxen zu fiihren. So warnt d’Alembert'), daB 
man vyursichtig verfahren mu8, so oft man mit imaginiren GréBen zu 
tan hat. Es ist z B.: 


du f dw a Fes ) 1 op LEM! 
: i+. (i+-su)i—iu) 1+ein + oe. 35 8 i ai 


Setzt man « = iv, so folgt iibereinstimmend: 








- Lar 1+ us 


ae ia. Te am lo 1 -- us 
1— v? 2 81 _» Sita 96-08 Gus) 


ae; 
e@, 1+ 3 


setzt man dagegen u = — tv, so hat man: 


"du .f dv * Jo 1-4-9 
Lu -if;73-- “Bro 
woraus sich nur dann das frithere Resultat wiederum ergibt, wenn 
statt v nicht -- 7", sondern 4% gesetzt wird. 








) Opuscales mathématiques, T. VI, Paris 1778 (Remarques sur le 
mémoire: Suite des recherches sur la figure de la terre) 
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Za analogen Betrachtungen gibt das von d’Alembert schon 
friher (Suite des recherches sur la figure de la terre) bertick- 
sichtigte Integral: 


dla ) 
jas 2” 
‘ : ax : dx 
os Nach d’Alembert ist i= nicht == Peak son- 
ax? 8 
dern = denn Yx*— 1 positiy genommen ist gleich #1 — z* 


yea? 


positiv genommen. Man kénnto auch setzen: 


V#—1 =—sVi-a, 





dann wire: - 
= | or. 
. as log &+Var—1 log .- —y 
also: ‘ 
= 74 
7 dig vittgtaghcnt og — = 
yi- $ wiVWiZe 
<i =: a, 


ein Resultat, welches mit dem unter der Voraussetzung: 


Ve—1=—iV1—23 
erhaltenen tibereinstimmt. Dazu bemerkt Giuseppe Contarelli in 


einem viel lingeren Brief, als es der Gegenstand ahaa daB die 


letzte Gleichheit unrichtig ist, und daB —- 7s 7 nicht gleich 
Fl sil sender gleich i(2# +4V1 — 5 ist. *) 


C. Integration von irrationalen Funktionen. 


Die Integration der einfachsten irrationalen Funktionen war seit 
der friiheren Periode her schon bekaunt. Euler und seine Schiler 


a 





1) Lettera del aig. Abate Giuseppe Contarelli al Sig. Avv. Paolo 
Cassiani pubblico professore di filosofia e matematica nell’ Uni- 
versita di Modena, Nuovo Giorn. lett. It. (Medena) XIV, 1778, p. 237—262. 
*) Ober die Integration rationaler Funktionen siehe auch den Aufsatz von 
Jacopo Riccati: Dei polinomi (Opere del conte Jacopo Riccati, 4 Bde., 
Lucca 1761—1765, Bd. Ill, p. 67—78), der aber schon friher in den Institu- 
zioni analitiche von Maria Gaetana Agneai (174%) gedruckt worden war. 
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beschaftigten sich damit, neue Differentialausdriicke direkt zu inte- 
grieren oder auf schon behandelte Typen zurfickzufihren. Aus dem 
IV. Bande von Eulers Integralrechnung und aus dessen weiteren 
Schriften entnehmen wir die folgenden: 


a)') fr (a, s)dz, 
wo f eine rationale Funktion bezeichnet und: 














s +t ge oder s=Va+byf+gz. 
a 
wo) fre y%, 
Wo: 
~ V3, oder s=Va + ba" + cx". 
Att 
6)*) A+ DR-2-8(g tbat 4 ea? ")* de 
(a— eat ®)tt+) ? 
wo 7 ganz, 4 ganz oder gebrochen ist. 
"de 
dy) f- aa m= 
an 


(fa" — g)[f'x!* —(f2" — 9)" 
wo m, 4, ganze Zahlen bezeichnen, durch die Substitution: 


, SaeaanaEaE Gee, 


(piat® — (f2"— g)*}** 


')Supplementum calculi integralis pro integratione formularum 
irrationalium, Acta Acad. Petrop. IV, P. I, 1780, p. 8—81; Inst. calc, int. IV, 
p. 3—31 (unter dem Titel: De integratione formularam differentialium 








irrationalium). *) A. a. O. 5) De integratione formulae - 
dx Vi-+ 2 
1—2x ' 


sliarumque ejusdem generis, per logarithmos et arcus circulares, 
M.S. Acad. exhib. 1776; Inst. calc. int. IV, p. 86—-48. *) Memorabile genus. 
formularum differentialium maxime irrationaslium, quas tamen ad 
rationalitatem perducere licet, M. S. Acad. exhib. 1777; Inst. calc. int. 
IV, p. a — Specimen integrationis abstrusissimae hac formula 


A hreers Troe - contentse (1777), Nova Acta Acad. Petrop. IX, 1791 (publ. 
x 


1798), p. 98—117. ; 
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e)}) V= f A ts 2 : 
(1 + v)(1 + 627+ xt 
Setzt man fiir das obere Vorzeichen: 


1 + 627+ at = of paoits, oe 


o ? 
so folgt: as 
pt f= 2, dx — — Tt 
also: 
apg? 2” 182 ' 
av _ POP gaa Ap gdz 4p*q?dzx 


= CEEIGEs ~  oF(p*— 94 v¥(pt—q) v8 (p*—q4) 
_ *pidp — 2q*dq 


ne ee 1—q‘’ 


wonach sich die Integration unmittelbar ausftihren laBt. Fir das 
untere Vorzeichen kommt man zum ersteren Falle durch die Substi- 
tution 7 = iy wieder. 


842d 
f)?) Vo BENS 
(1+ 2%) (1+ 627+ a4) 4 


Setzt man:. 





ae As 2, 


80 folgt: 
BT fe OY ok f--% ydy 1 | 6 
4 a Bie ify? a—y)pfity' sg Ee 
Durch die Substitutionen: 


ity =i Vity=u 


wdu 
P -{* et? 2— ut 


g)*) Eine Verallgemeinerung von oe bilden die zwei folgenden — 
Integrale: ™~“ 





erhalt man: 


1) Integratio formulae differentialis maxime irrationalis, 
quam tamen per logarithmos et arcus circulares expedire 
liceat (1777), Nova Acta Acad. Petrop. IX, a1 (publ. 1795), p. 118—126. 

dz(8-4-2") . 
(1+2) f/i+ 628 +e 
rithmos et arcus circulares, Nova Acta Acad. Petrop. IX, 1791 (publ. 
4795), p. 127—181. | +) Formae genersles differentialium, quac etsi 
nulla substitutione rationales.reddi possunt, tanren integrationem 
per logarithmos et arcus circulares admittunt (1777), Nova Acta Acad. 
Petrop. XI, 1798 (publ. 1798), p. 27—77. 





2 Evolution formulae integralis per loga- 
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mm (P -1 n™—*(AE*~™ + Bn*—™)dax 





om (CS" + Da") 


v= fOr "+ Bit—™)de 
n (C8 + Dn*) 


? 


9 
wo: 


E=a+yzx, 1=B +2, v= Vala + yx) + (8 + oz), 
und A, B, C, D rationale Funktionen von (ty sind. Setzt man: 


5 mu, By —ad =e, 


M =~ f- Aut~idu ~at [- "But tdw | 
(Cu* + D)(au” +- d)* (Cu* + D)(au* + b)* = | 2 


——(M,+ M,), 


r = 
1 au" +b) "du iE: —™-1ay" $8)" ae | 
wv 1 [Aer +) + Nee | 


oe = (Ni + 43), 














wo A, B, C, D rationale Funktionen von u* sind. Wendet man dann 
auf M,, N, die Substitution: 
1 
(au + b)* =t 
auf M,, N, die Substitution: 
uw 
we = 


1 


taut 4 b)* 





an, so ergibt sich: 
fe At™t*~ldt 
M, = —bC+ Cr’ ‘— 1 er Lee 
Bi"~*dt Bie~*— ‘dt 
M, - “fea N, —* f= nmi 00 =aDey 
wo A, B, C, D rationale Funktionen von @ sind. 
dz 


h)') P= (-—— 
) Je+anVit sat 


ee ee ee ee 


) Integretio succincta formulae integralis maxime memorabilis 


ds 
tz (1777), Nova Acta Acad. Petrop. X, 1792 (publ. 179%), 
G+) + 85! 
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Setzt man far das obere Vorzeichen: 








so folgt: | 
22:(8 4 
p+ q= 2, p—g= a p— g= —- 
*d dp 
80: 
a 
; 3 =m oe ? 
und: - 
(p?—q)dx dp+dg _ _ oe 
i ae 2(pi— gv 8(pF— gq) EC pt-- 1) aC TC =a 
Fiir das untere Vorzeichen setzt° man x = ty. ; 
Andere spezielle Integrale wurden von Andreas Johann Loxell 


(s..0. 8. 383) und von Etienne Rumowski (1732--1812, Schiller 
von Euler, Professor der Astronomie za Petersburg und Verfasser 
eines in russischer Sprache erschienenen Lehrbuches der Elementar- 
geometrie) berechnet: 


; 1— 2" 
i)! - ax 
”) y= fe 1 
Schreiben wir: ~ 
ae 
(a—2")Voo™—1 (1 — 2") Par™—1 
und setzen wir 1m ersten Integral: 





=Yy; 


Ht 7} a 
im zweiten: e 


*Woam — 1 g, 


so erhalten wir: . ° 
y™*dy = g™— 2a, 





dV =x *- ——— <> 
DD Pm foot (at 
x)h/i— a? i+ 
20—26. — Siehe auch: R ki, Integratio formul a 
— -— 1 1¢. Umow 1, 1&0 
p- mows ntegratio formu @—avige 


sliarumque nonnullarum (1795), ebenda, p. 123—186. 

1 Lexell, Integratio formulae cujusdam differentialis per 
- logarithmos et arcus circulares, Acts Acad. Petrop. 1781, P. I (pubi. 
1786), p. 104—117. ) Rumowski, Integratio formularum 


= 
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Durch die Substitutionen: 


_ Ve —1—YV3 prs V4e?—1—Y38 
“Yeats? 77 Yeti Lys 








erhalt man: 
8. sds 
dP =- ., 
2s 
102 86 2°dz 9s°de( V8 — Vas* — 1)’ 
(42 —1(y8+Vee®@—ip 40 — 24)7(4s*—1) 
9 s°(1 +2s\de_ _9ys s'ds 


st 
—_ 6 ee ee 


2 (i — sds 1) 2g g/d? 1 
Um dieses letzte Integral zu berechnen, setze man: 


yitw 
re i 





g = 


' man hat: 





_9yse ede 1|V1+ «du V+ wdu 
yaa ees |e tt rt 


2 (1—s)*paz?—1 2 
Das erste Integral wird durch die Substitution » = Vite 
rationalisiert (mes erhalt | mee £2); das zweite geht durch die Sub-_ 


stitution ¢ = Z in das erste tiber. 


1 : 
ap ae a eri res 
Durch die- Substitution: 


oo 
e— VB a? 
ergibt sich: ° 
| ~Fo-s au du 
dVm—3 72 Yee Bel) 


V1 + «* Vi +4 
, aeVi- 1—x* 
-+ 2) Viz 1—a* 1 i-ac 
(1795), Nova Acta me ple XI, 1798 (publ. 1798), p p. 218—219. 


de li 
—s) Vite allarumque 
nonnullarum, Nova Acta Acad. Petrop. X, 1792 (publ. 1797), p. 126—186. 
*) Rumowski bewerkstelligt diese Substitution in drei Schritten, nimlich: 


1) Rumowski, Integratio formulae 


Vitae Yi, --Yirsytey, ype. 
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von diesen Integralen la8t sich das erste durch die Substitution: 


v= y 1+ x 
aeraoes wahrend das sweite in das erste durch die Substitution 
ee , ‘bergeftthrt wird. 


‘Noch andere, aber nichts wesentlich Neues darbietende Integrale 
finden sich in dem oben angeftihrten Anhange sum ersten Bande der 
Mathematical Memoirs von Landen. 

Der unten noch dfters zu erwihnende G. F. Fagnano gab') einen 
neuen Beweis des Satzes, nach welchem sich die Integration von | 


aan 5» Wo m und # beliebig sind, p aber ganz und positiv ist, 


auf diejenige von - 





and = zurtickftihren 1aBt. 


Kine Benetkans Eulers*) verdient, trotz ihrer Einfachheit, her- 
vorgehoben zu werden. Nicht alle Integrale, die durch elementare 
Funktionen ausdriickbar sind, lassen sich durch eine Substitution 
rationalisieren; es kommt zuweilen vor, da8 ein Integral sich in eine 
Summe von Integralen zerlegen la8t, deren jedes einer besonderen 
Substitution bedarf, um rationalisiert zu werden. Dieser Umstand ist 
in den oben behandelten Integralen wiederholt vorgekommen; ein 
weiteres: Beispiel ist: 


a b c 
STytat yea t peal” 
Auch die binomischen Integrale: 


- Lad 
Sama + bat)" da 
waren schon von Newton (diese Vorl., I[l*, S. 185—186) behandelt 
worden; er hatte die beiden Fille erledigt, wo = oder ~ + £ ganz- 


zahlig ist. Euler®) setzte sich vor, die Integrierbarkeitafalle direkt 
aufzufinden; er kam selbstverstindlich auf die zwei Newtonschen 
Falle, und figte hinzu: ,,Facile autem intelligitur alias substitutiones 
huic scopo idoneas excogitari non posse“. Es sollte aber noch ein Jabr- . 
hundert dauern, bevor diese Behauptung bewiesen- werden konnte.*) 

Auf die binomischen Integrale bezieht sich das Schriftchen: 





1) Theorema calculi integralis, N. Racc. d’opuscoli scientifici e filologici 
XXII, 1772, op. I. * Supplementum calculi integralis etc. (s. o: 8. 716). 
— Specimen integrationis ete. (ebenda). *) Inst. cale. int. I, p. 67. 

*) Bekanntlich wurde der Beweis zuerst von Tchebycheff erbracht (J. de Liou- 
ville XVI). 
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Dissertatio de comparatione fivxionum binomialium quam praeside 
¥. Mallet... pro laurea publice examinandam sistit Andreas Hultén 
(Upsala 1785). 
Karsten‘) versuchte, die Integrationsmethode der binomischen 
Differentiale auf polynomische zu erstrecken. Ist: 
dy = 2"dz(a + ba" + c2**y, 
so kann man schreiben: 
m—p m+t _ menptatt m+inp+in+i\p 
dgecgride dest ba ptt teg etl =) 
Setzt man: 


m+ m+aptatl m+2ingtin+t 
axzetit.bg Prti ten Pt! £, 








so folgt: - sates 
m+. oF m-+ap+at1 
ao4it? daz + b———= cae P ax 


m+iapt+in—p 


dig ¢ MH Imp + 2m + 1 a oa reer 


—— ee ee 


p+1 y 





und hieraus: 


m—p mtaptn-~p 
res p+1 bmtaptnti, age FS aaa 
GP de ee ea” mer etl dz 





mtinpt+in-p 
m+ 2np+2n+1 2 tt dx 


c 
@ m+1 


folglich: 


m—p mtapta—p 
y& ne ede ett 2 mtoptatt {ye P+ dz 








e ee: bee ie Lat 4 1 ) 
ae m 4-1 pti Pda = ye 


a m+1 


wes oe inp rant t famtin(g + bat + cx?" Pdz. 


m mtnstn+1 t fanaa + ba + cx**)Pdx 


Auf gleiche Weise fahrt man fort; bricht die Reihe nicht ab, 
so erhalt man dadurch einen angengherten Ausdruck ftir das Integral. 

Die polynomischen Differentiale lassen sich analog behandeln. 

Mit der Integration der polynomischen Differentiale beschiftigte 


> ap 





1) Mathesis theoretica elemontaris etc., § 880. 
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sich auch Carlo Francesco Gianella') (s. 9. 8. 681);° Er be 
handelte das Integral fx" X*dz, wo: 


X = fe" + ga + hae + fee, mom > Mm’ >.-- fir r>0; 
X= f+ ga™+haw+..., mom <-> fir r< 0, 


und suchte erstens hinreichende Bedingungen daft aufzustellen, daB 
die Integration in geschlossener form atsfiihrhar sei, zweitens die 
Gesetze zu bestimmen, denen die Koeffizienten der Reihe gehorchen, 
durch welche das Integral im allgemeinen ausdriickbar ist. Da8 aber 
die von ihm angegebenen Bedingungen nicht hinreichend sind, 1aBt 
sich leicht ersehen. | 

Lacroix*) bemerkte, daB einige Integrale, wie z. B.: 


eh 


fe- 1dz(a + ba"+ cz?*+4---) 


Rekursionsformeln zulassen, welche den fiir die binomischen Integrale 
geltenden analog sind, und daB sich andere auf mebrere aufeinander- 
folgende binomische Integrale zurtickftihren lassen. Es finden sich 
auch Rekursionsformeln bei Fontana’) (s. u. 8S. 725), Lorgna‘) und 
Frisi®), 

Es mégen schlieBlich einige Untersuchungen von Condorcet®) 
kurz erwahnt werden, welche eine gréBere Tragweite haben. Unter 
den von Condorcet aufgestellten Sitzen heben wir den folgenden 
als Beispiel hervor: 

Ist: ; 
Ayy" + Ayy™-*+---=9, 


wo A, eine ganze rationale Funktion von x vom i*" Grade bezeichnet, 
so liBt sich das Differential ydz auf die Form Pda + Qdy bringen, 
wo P, @ rationale Funktionen von 2, y sind, und Pdz + Qdy ein 
exaktes Differential ist; unter denselben Voraussetzungen laBt sich 
eydx auf die Form eines exakten Differentials ¢ ne + Qdy) 
bringen. 

Es ist aber zu beachten, daB Condorcets Beweise sich einzig 
und allein anf die Abzéhlung der Konsianten sttitzen, eine Beweis- 


1) De integratione indefinitinomii, Misc. Taur. IV, 1766—1769, P. Il, 
p. 258—271. — De fluxionibus earumque usu, Mailand 1777, § 68 ff. 
) Traité de calcul différentiel, Art. 395 ff. 5) Analyseos subli- 
mioris opuscula, Venedig 1768, Op. I. *) Upuscula mathematica et 
physica, Verona 1770, Op. V. *) Pauii Frisii Opera, Bd. 1, Mailand 1782. 
*, Théorémes sur les quadraturee, Mém. Acad. Paris 1771 (publ. 1774), 
. p. 698—704. 
Caxton, Geschichte der Mathematik IV. 47 
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methode, die bekanntlich nichts weniger als sicher ist. Das ist frei- 
lich dem Verfasser selbst nicht entgangen. Er bemerkt namlich, daB_ 
die Unméglichkeit, die Anzahl der Koeffizienten gréBer zu machen 
als die der Gieichungen, die Unlésbarkeit der Aufgabe nicht not- 
wendig nach sich zieht, und verspricht, in einer spateren Arbeit eine 
Methode anzugeben, welche in denjenigen Fallen, in welchen die 
friihere versagt, zu genauen Ergebnissen fthrt. Auch Lagrange, 
in einem an Condorcet gérichteten Schreiben vom 1. Oktober 1774%), 
erhob einige Bedenken gegen die Methode von der Konstantenabzah- 
lung, deren Unsicherheit er durch ein Beispiel nachwies. 


D. Integration von transzendenten Funktionen. 


Die Integration der transzendenten Funktionen war in unserer 
Periode Gegenstand zahlreicher Untersuchungen. 
Gleich am Anfang finden wir bei Karsten®) neben den Inte- 


gralen: | 
Jf: x™ log 2" ax, [uerde, feos ax sin Brdz 


noch einige andere, wie: 


fein log — are a, fe en cog rdx, : magn eee RSW. 


In drei Briefen aus den Jahren 1760—1764 stellt V. Riccati 
die folgenden Formeln auf®): 





m {cos gp"dg = (m — 1) fos g™— dg + cos g"~'sin g, 
m sin g™dg = (m — 1) fin gy” *dqo — sing”—*cosQq, 
(m+n) fsin g"-1 cos g™t1dy 
| = 7 sin g*~ ‘cos p —ldq + sin g* cosg”, 
(mm + n) {cos gp” lsing*t*dg | 


==” {cos gy” —1 sin g"—'d@ — cos g” sin g”. 


(2) 


Riccati bemerkt, daB die ersten zwei Formeln den Wert von 


1) Oeuvres XIV, Paris 1892, p. 29—30. ™ Mathesia theoretica ele- 
mentaris etc., § 400 ff. *) Epistolae tres, quibus utilitas caleuli 
sinuum, et cosinuum in infinitesimorum analysi demonstratur, 
Comm. Bon. V, P. IJ, 1767, p. 198—215. 
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JS2 cos p? _ fa -—— nicht liefern kénnen; er berechnet diese Integrale auf. 
“ anderem Wego, und beweist, daB seine Formeln mit den Eulerschen'): 


dg 
COB @ log 1g G 2), fz @ = log tang 2 
‘tibereinstimmen. 


Die zu (2) analogen, ftir die Hyperbelfunktionen geltenden For- 
meln finden sich in den Institutiones aes a von Riccati 
und Saladini’). : 

Noch bevor die Riccatischen Briefe an die Offentlichkeit traten, 
widmete Fontana das erste seiner oben angefihrten Opuscula der 
Untersuchung der vier folgenden Integrale, die, sagt er, soviel ich 
weif, niemand bisher be‘rachtet hat: 


' [sin g" ao ee = ag : 
feeds, Jee -ae, fringrcongray, foe 


hier bezeichnen m und » positive, ganze oder gebrochene Zahlen. 
Fontana schickt vier Rekursionsformeln voraus, welche: 


ft. s'de 
(1+ bs" . 
beziehentlich mit: 


[- "dz e"~ "dz et ds s"dz 
(1+ be”P-t? Sra pemr-t? S (ap amet? SJ (14 oe Pt? 


#verbinden. Wendet man auf die vorgegebenen integrals die Substi- 
tution z= cosg an, so 'assen sich die dadurch erhaltenen Integrale 
fir ganzzahlige m, # vermittels der erwahnten Rekursionsformeln in 
allen Fallen berechnen. Sind m, # nicht zugleich ganzzahlig, so ist 
die Integration nicht immer ausfihrbar; Fontana erértert aber einige 
Falle, in welchen die Berechnung der Integrale méglich ist. 

Carlo Maj*) berechnet durch partielle Integration (ein Ver- 
fahren, das er, mit Beschriinkung auf die von ihm betrachteten Inte- 
grale, ausflbrlich beschreibt) die Integrale: 








flog and und {xt loga'de, 
und leitet hieraus die Integration von fi: x*dz ab; es ist némlich: 


1) Euler, Recherches sur l’effet des moulins & vent, Hist. Acad. 
Berlin XII, 1856. *) T. II, p. 161. *) Diversi metodi per l’inte- 
grazione di alcune formole logaritmiche, Atti dell’ Accad. delle Scienze 
di Siena detta dei Fisiocritici HI, 1767, p. 278—300. 

47° 
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~ frdz— faz+ + 2 log xd + i fw log xtdz +--- 


. Hine kurze, aber inhaltsreiche Arbeit widmet Giovanni Francesco 
Fagnano (1715—1797, Archidiakon von Senigallia, Sohn des berihmten 
Giulio Fagnano, s. 0. 8. 34) der Berechnung einiger transzendenten 
Integrale.) Sein Hauptzweck ist, nachzuweisen, da8 die Integrale 

tae 5 rie 29? wae ap .. durch bloBe Logarithmen aus- 
drickbar sind, wie Johann Bernoulli in seiner Arbeit Continuatio 
materiae de trajectoriis reciprocis von gewissen rationalen, in 


diese unmittelbar transformierbaren Integralen behauptet hatte. Ist: 
tang gp = f, cotg @ —=%, sec - 8, cosecg =F, 
cosp=2, sing=—y, sinversg =q=—1—z, 
Absz. Kompl. » (d. i. die Projektion des Bogens x — g auf den Durch- 
‘messer) l=m2—g, Sehneg=—m=V)2q, 
Sehne (2x — 9) =p = Vl, 
und werden durch die gleichen gréBeren Buchstaben die entsprechen- 


den Funktionen von mq bezeichnet, so erhaélt Fagnano, von der Diffe- 
rentialgleichung: 


(3) ap = ren 


Rl Sere 
1+ n1i+T7 





uusgehend, die folgenden Relationen: 
: T = 1 (14 6e"— (1 — it 
8 (14 ie)" 4 (1 — 48)” 


j (ets) + fu — 6)" 
un “(a ees 


Zz pie ee : 
237" 


nee Woo” | 
a(@+iVi-< — x3)" (2 —iVi— ey"), 


1) Integratio quarundam quantitatum differentialium, quae 
originem habent a lineis, quae ad circulum referuntur, Nova Acta 
eruditurum 1764—17865 (publ. 1767), p. 861—871, abgedruckt in Nuova Raccolta 
d'opuseoli scientifici e filologici XXII, 1772, op. J, 16 S. 
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y=1((vi-y —y' + iy)*—(Vi—y*—ty)’), 
Ge tt ei) SOS a va 


pe eae 
| } 


ns i ) 


> Vea = ca 


Aus (3) folgt auch: 


_ ag 1 aT 
tangnge 6 TAT) 
und hieraus durch Integration: 


a 
/%- = log mk -: 
e (1 + Tt" 


Ferner ergeben sich die eee Integralrelationen: 


(F-ie ph) 


1 
" 





rag — log (1 + my, 


[%-% hoe 
U 


as 
eo s 4 
(1+ U3" 
fie-3 1ys—1 
3s S ’ 
I 1yR—i tl 
JR” ww BR’ 
[Rag -_ - log (R —YR*— 1), 
a 1 1 1— xX? 
A = im 


[xae -—vyi- x 
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dp 1 1—yi-—yY 
[8% —Atog = yp» 


[vag --1yi-¥, 


dg 1 2—@Q 


g g ’ 
fein —AVTT=P +8, 
Up ive 
ft-2 “pT? 
flag =1 2L-B + 9, 
| —yi— mi 
JP-jue 5. 


2 ieee 
fitag -—2 Yi @, 
d 1 2 4— Pp 


[Rag -2 ys Bt 


Noch allgemeinere Integralformeln wurden von Euler in seiner 
Jntegralreohuung,) betrachtet, namlich: 


‘jfRlogetds, [Xatdz, (X arcsinatds, 


wo X eine algebraische Funktion von x bezeichnet. Ferner integrierte 
er, wohl unabhiingig von seinen Vorgiingern, sing” cosg*dy, und 
gab Rekursionsformeln fir: 


dg 
[export fer sinngpdg, Jere cosxpdg. 


Fast gleichzeitig mit der Integralrechnung von Euler er- 
schien eine Arbeit von d’Alembert*), worin er einige ziemlich all- 
gemeine, fiir die Bildung rationalisierbarer Integrale nutzbare Prin- 
zipien aufstellte. — Ist V eine rationale Funktion von Sinussen und 
Kosinussen von pg +c, gg + 8,..., oder von a??+*, q?et?, wo die 
Verhiltnisse von p,g,... rational sind, so ist Vdq integrierbar. Man 


1) Art. 189 ff. *) Recherches sur le calcul intégral, Hist. Acad. 
Paris 1767 (publ. 1770), p. 578—587; 1769 (publ. 1772), p. 73—146. 
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kann ‘aber allgemeinere Integraltypen erhalten, wenn man folgendes be- 
achtet. Setzt man z = sing, so folgt: 


dg cosp = V1—at, sin2pp —xV1 — 2°-X, 


cos2pg = X,, sin(2p + 1) =exX,, cos(2p + 1l)g = V1 — x X,, 
wo X, X,, X,, X, ganze rationale Funktionen von * sind, so daB: 
sin(2p +1), cos2pg, sin2pgdg, cos(2p+ 1l)pd@p 

keine WurzelgrdBen enthalten. 
Mit der Integration von transzendenten Funktionen beschiftigte 


sich wiederum Fagnano in einer zweiten Arbeit > wo er, neben den 
schon bekannten Integralen: 


ry dz dx . 
1 is ferdzsing, frdzcoss, “aa aa 


noch einige neue berechnete, nimlich: 


J 2” sin log zdx, ff x cos log xdz, 


und zeigte, wie sich se aee ree zee durch Reihen integrieren 


lassen. 

DaB auch hiss wie sonst tiberall der Name Eulers wiederholt 
vorkommt, mag ‘nicht befremden. Von ihm haben wir, was 
transzendente Integrale betrfft, vier Abhandlungen aus den Jahren 
1776—1777. 


Kuler benutzt fir die Integration von: 


sin mpd 
aS = sin ng 


die Theorie der imaginéren GréBen.*) Setzt man: 


t== cosy +7 sing, 
80 ist: 


 Reductio functionum transcendentalium simplicium, quae 
® circulo petuntur, et quarum universsalior est usus, Nova Acta 
erud. 1774 (publ. 1777), p. 885—420. Die erste Abteilung dieser Schrift wurde 
in Nuova Raccolta d’opuscoli scientifici e filologici XXII, 1772, op. Il, 19 8., 
abgedruckt. _  %¥) De summo usu calculi imaginariorum in analysi 
(1776), Nova Acta Acad. Petrop. III, 1785 (publ. 1788), p. 25—46. — Vgl. oben 
8. 711. ks 
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ate*—r¢r™ 
dB Peel 


sind m und #% ganze Zahlen, so hat man nuamehr mit einer rationalen 
Funktion zu tun. os 
Auch die weit komplizierteren Integrale: 


cnote)de % (sine + aldo 
tal ale er 


a 


‘ ye ’ 
wo: 
28 a Mie 
tang 20 = | ae eee g—= V1 — 20? cos2e + of, 
werden mit Hilfe imaginaérer GréBen berechnet.') Setzt man némlich: 
dz 


aa arcsing = 2-+ iy, 2==0(cos# + i sind), 
— 2 


so folgt: 


0 COs = abe ae v sin & = = $008 x (ef — e- r), 


woraus sich x und y leicht bestimmen lassen; ferner, unter der Vor- 
aussetzung, da8 & konstant sei: 


[yeaa P+ ie 


P=z, Qmy. 


also: 


Far das Integral’): 
ad bey ‘Odg (F sin ig + G cosig) 
Viacosnp +bsinng) 





wo @ vine rationale Funktion von tang ng bezeichnet, setzt Euler: 


cos gy +sing 
ere aera aa aS ES one Z, 
}G cos ny -+ bainny 
woruus folgt: 
1—az" da 
tangrnp= —. --, dg =——--——-—-:-- 
ne bot —¢’ ? 


und: 


p > Gd (cos + isin g)* | . (52) xv dex 
=e ——— ae = — ——- |} — 3 
fi V (a cos ng + bsinng)* 2% bac" — ¢ i1_*¢ alo 


QTc eA 








", De integraticnibus difficillimis quarum integralia tamen 


ajiunde exhiberi possunt (1777),. Nova Acta Acad. Petrop. XIV, 1797 und © 


1798 (publ. 105), p. 62—74. *) De formulis differentialibus angu- 
laribus maxime irrutionunlibus, quas tamen per logarithmos et 
arcus Circulares integrare licet, M.S. Acad. exhib. 1777: Inst. cale. int. 
IV, p. 188—194. s 


_o—F?m: @@ lI = Se i 


age: oii Gin 
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auf analoge Weise wird: 


re Pg (cong —ssing)! 


s Viecosng + dein ng} 
berechnet, und aus p, q erhalt man unmittelbar V. 
Euler gibt auch den Ausdruck der Integrale'): 


fein (w + 2h + ly sin p-*dg, 
[cos (s+ 2h + 1) sin g*—'dqg, 
fin (n + 2h + 1) cos p"~ dg, 
[cos (n + 2h + 1) cos g"-'dg. 


Im Jahre 1790 gab Mascheroni den ersten Teil seiner Noten 
za Eulers Integralrechnung*) heraus. Abt Lorenzo Mascheroni, 
geburen zu Castagneta bei Bergamo am 14. Mai 1750, gestorben zu 
Paris am 30. Juhi 1800, war Dichter und Mathematiker (s. 0. 8. 380). 
AuBer den in den vorhergehenden Abschnitten erwahnten Schriften - 
verdankt man ihm noch einige Werke iiber Astronomie und an 
gewandte Mathematik. Unter seinen Gedichten ist eins allbekannt, 
Invito a Lesbia, worin er in erhabener, dichterischer Form das 
physikalische und naturgeschichtliche Museum der Universitat von 
Pavia beschreibt. Bei seinem Tode schrieb der bertibmte Dichter 
Vincenzo Monti als Nachruf ein kleines Poem, die Masche- 
roniana.” : 

Aus den Adnotationes entnehmen wir an diesem Orte nur 
folgendes. In der Adn. II behandelt Mascheroni die Integrule: 


° _ fam sin 2dz, fam cos 2dz,: 


ohne, wie es scheint, zu wissen, daB sie schon Gegenstand fritherer 
Untersuchungen gewesen waren; ferner berechnet er: 


[ pearert fevsin bx - oda, feo cosba + a" dz. 
a x 


Es werden dort auch vier Sitze von Gregorio Fontana. mit- 
geteilt, welche den Wert der Integrale: 


— 





1) Quatuor theoremata maxime notatu digna in calculo inte- 
grali (1776), Nova Acta Acad. Petrop. VII, 1789 (publ. 1798), p. 22—41. 
7) Adnotationes ad Calculum integralem Euleri in quibus nonnulla 
problemata ab Eulerc proposita resolvuntur, Pavia, P. I 1790, 
P. I 1792. 
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_ ae f__ at 
sin x -+ sina’ cos 2 -+ cosa 


ergeben. ; 
Hierher gehért eine Abhandlung von V. Riccati’), wo er neben 


schon bekannten Integralen auch die folgenden berechnet: 

fersin ggg, fersingy cosypdg, [e?cosqg?dg; 
[ergrsingy*dg, fergesingg cosqgdg, [org cosggtdg; 

forshapdg, [eechypdg; 
fershagrdg, ferchapchapdg, [er chaptag; 
| fergrshapdg, [org chapdg; 
ferg? sh ay'dg, fergrshapchapdg, ferg?chag*dg; 
fershag —*ch qo" dg. 


Merkwtirdig sind die Ausnahmefialle, die bei den Hyperbelfunk- 
tionen enthaltenden Integralen auftreten. Es ist 2. B.: 


ee : 
f e°*shqgdg = ear (gshqg — qchqg), 


fes shgg'* dg 
ve 
= i aga ly’ — 29°) sh gy? — 2gqsh yy choy + 24’ ch qo"); 


diese Formeln versagen aber fiir g = + 4 bzw.-9 = + 2q, in welchen 
Killen man die Integrale auf anderem Wege berechnen mu8. Ein 


*analoges Vorkommnis findet fiir fe e?shag™-"*chqg"dg statt; die 
Ausnabmefalle sind: 


g=tmg, g=i(m— 2)q,.... 
Murhard*) (siehe oben S. 13) integrierte ein transzendentes 


Differential, das sich in oS tberftihren 1aBt. 





1) De quarundam formularum exponentialium integratione, 
Comm. Bonon. VII, 1791, p. 241—288. *) Exhibetur integratio formulae 
valde complicatae, Gottingen 1796 (Festschrift zam Akademischen Jubilium 


von Kastner). 


Differentiation und Integration. 133 


Daniel Melanderhjelm’) (1726—1810; siehe oben 8. 28) ver- 
suchte den Ausdruck: 


AV mm e*77"(a + ba +--+) RSidz, 
Ree+fet+get+---, Sah+kha+la+--: | 
ist, dadurch zu integrieren, daB er: | 
Vim tam t3(A + Bot -.) Retigett 


und insbesondere: 
a fetta" ReStde =x Agt=gn +! Ret1go+1 
b ferram+* Re Side _ Bet*g+4 Rett gett 


setzte, was aber, wie er anscheinend nicht bemerkte, 1m allgemeinen 
nicht médglich ist.*) 


EK. Reihenintegration, angenaherte Integration. 

Die Reihenintegration wurde in unserer Periode um so hiufiger 
gebraucht, als man sie, ohne auf deren Znlissigkeit zu achten, ‘als 
ein ganz allgemeines Integrationsmittel betrachtete. Aber eben darum, 
da8 sie ohne jedes Bedenken angewandt wurde, gab sie zu keiner theo- 
retischen Erérterung AnlaB; man beschrankte sich daranf, das allge- 
meine Glied der Entwicklung in jedem besonderen Falle zu ermitteln. 
’ Wir kénnen uns also tiber diesen Gegenstand ganz kurz fassen. 

Kuler widmet der Reihenintegration ein besonderes Kapitel 
seiner Integralrechnung, wo er rationale und irrationale Integrale 
durch diese Methode berechnet; weitere Integrale werden auf gleiche 


1) Integratio formulae differentialis 
N72" dx (a + bx + cx* + ka® + tat + etc.) (e+ fa + ga? + etc)? 
(h-+ rx + tx? + ete)? 


in qua N est numerus cuius logarithmus hyperbolicus est unitas, 
quantitates vero n,m, a, b,c, k,l, ¢, fi g,h, r,t, p,q quaelibet datae 
(1798), Nova Acta Acad. Petrop. XII, 1794 (publ. 1801), p. 114—124. | 
7) Sind namlich R, S Polynome von den Ordnungen r, s, so ist 2”R?S? 
' 1 
von der Ordnung ™ + rp + sq, und folglich -—- J e*7 2™ RP Sidz von derselben 
e 


a 
e 


Ordnung, wihrend 2”+'RP+1 69+! yon der Ordnung: 
m+itr(pti)+8q+}) 


ist. 
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Weise an anderen Stellen ausgewertet. Ein anderes Kapitel boschiftigt 
sich mit der Entwicklung der Integrale nach Sinussen und Kosinussen 
von Vielfachen der Veranderlichen. Eine im IV. Band der Integral- 
rechnung erschienene Abhandlung') betrifft die Reihenentwicklung 
des Integrals Jf: a™-'d2(A + 2"), wo A eine Konstante bezeichnet. 


Mascheroni besch&ftigt sich in dem oben angeftihrten Werke 
mit der Bestimmung der Konstante in der Gleichung: 


dz 1 logs 1 logz* 
Sings = cons + log loge + + z* = ores 


dazu bedient er’ sich aber ohne jedes Bedenken divergenter Reihen, 
was iibrigens zu jener Zeit geliufig war. Ferner berechnet er durch 
Reihenentwicklung die Integrale: 


. sin x , fA cos x : ae dz, fe idzloge®, 
dz log x "dx log x dz e 
yi— 2 J 1+ 27’ figtage’ 
Auch mit angeniherter Integration beschiftigt sich Eulers In- 
tegralrechnung. Ist: — 


y= af Xdz, 
wo X eine Funktion von x bezeichnet, und ist: 
y=b, 0, b",...5 X=A, A, A’,... 








fiir: 
Z—ea,a,a',..., 


so kann man X als konstant und gleich A, 4’, A”,... in den Inter- 





1) De resolutione formulae integralis {2™~ ldz(O+a") in se- 


riem semper convergentem. Ubi simul plura insignia artificia circa 
serierum summationem explicantur, M.S. Acad. exhib. 1779; Inst. cale. 
int. IV, p. 60—77. — Auf diese Arbeit bezieht sich die Schrift von FuB: De 


“resolutione formulae integralis (2"-'dx(a +2") in seriem semper 


convergentem; ubi simul serierum quarundam summatio -directa . 


traditur (1797), Nova Acta Acad. Petrop. XV, 1799—1802 (publ. 1806), p. 55—70, 
sowie die Schrift von Pfaff: Observationes analyticae ad L. Euleri 
' Institutiones calculi integralis, Vol. IV, Suppl. et IV (1797), Nova 
Acta Acad. Petrop. XI, 1798 (publ. 1798), Hist., p. 87—57, wo auch die folgende 
aligemeine Entwicklung aufgestellt wird: ’ 


1 1. 1 3, 
ition serene 
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vallen aa, aa", a’a’,. ” ansehen; man hat dann annaherungs- 
weise: 

b'= b + A(a’ — a), 
b” = b + A(a’— a) + A’(a’— a’), 
b= b + A(a —a)+ A’(a”— a’) + A’ (a — a’), 


Will man eine grdBere Anni&herung erreichen, so kann man 
= X= fi Pdz setzen, wo P als konstant in jedem Teilintervall ange- 
sehen wird; es ergibt sich so: 
y= b+ X(c—a) + $P,(— a), 


wo X,, P, die Werte von X, P fir x =a bezeichnen. 
Alexis Fontaine (diese Vorl., Ill’, 8. 587)*) gibt ohne Beweis — 
die folgende Annaherungsformel: 


fi@ae- 2[4(5 +r (ts ers) 


Laplace wurde von seinen tiefgehenden Untersuchungen iber 
Wabrscheinlichkeitslehre zum Probleme gefiihrt, das Integral: 





¥ 


jue .. pdx, 


wo #, #,...,9 Funktionen von x bezeichnen und s,s,... sehr groBe 
Zahlen sind, in eine konvergente Reihe zu entwWickeln. Die Erérte- 
rang dieses Problems und die verwandten Untersuchungen fiillen eine 
Abhandlung von mehr als 130 Seiten aus*); wir mfissen uns damit 
begntigen, die Grundlage der Laplaceschen Behandlung wiederzu- 


geben. 
Setzen wir: | 
7 ee =—wu’...g, y(%) = Y, 
— = = ie o(@) =U, y= Yeq'; 
dann ist: 
dz. d*x vdv d"z _ vd(vdwv...dv)) 
ae” ae“ Gz? °° aa = ae 





“dz” ~~ Y ’ 


aS 





1) Mémoires donnés & l’Académie royale des sciences, non im- 
primés dans leur temps, Paris 1764. ) Mémoire sur les approxi- 
mations des formules, qui sont fonctions de tris grands nombres, 
Mém. Acad. Paris 1782 (publ. 1785), p. 1—88, 1788 (publ. 1786), p. 428—467; 
Oeuvres X, Paris 1894, p. 207—291, 293—3888, 
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wobei «x rechts als konstant angeseven wird, ferner: 


cere i Ga) ta (i) tai i (ar) + ee 


# UdU , t* Ud(Uat) 
ai de tar aer tty 





=O pO4+ai 
woraus folgt: 


a t dU . t.d(Udv) 
; dz = Udt i + itde tar aor T° |, 
und: 


frac oe | fovars ae : stg foc att], 


wo € den Nullwert von y bedeutet. Es ist aber: 





etdt=1. (e-'dt=n! 
J : J , 
folglich: 


§ 
Jyae— oy (14904 Sey... 
Setzt man analog: 
yo)— YY, v8) =U, 


so: hat man: 
. é . 





yda 2 U'Y' ji+é + oe ee 4. |, 





folglich: 
olglic : 
Joes 
l i ; 
es uy|1 +55 se ..|~ UY’ li+4 +5 gr + a + .-}. 
Da: 
1 
O™ Sau. 8 du , 1 dg’ 
udz'udxz'° — al ax 
so ist, wenn s, s’,... sehr groB sind, o sehr klein; sind s, 8’,... von 


gleicher Ordnung wie =, wo « sehr klein ist, so ist » von der (Ord- 
do d*v 

dx? dzi?? ‘*° 
was nach Laplace die Konvergenz der gefundenen -Reihen sicher- 
stellt. 


sind von den Ordnungen von a, «’,..., 


nung von «, und 
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F. Differentiation ung Integration unter dem 
Integralzeichen. 


Diese schwierigen Fragen, welche den Scharfsinn der gegenwar- 
tigen Mathematiker gepriift haben, wurden von Euler ganz einfach 
behandelt.’} Ist P, sagt er*), eine Funktion von s, «4, und setzt man: 


[Pas = 8, 


so ist: 


P és 
(4) Jie dg = De 


man hat namlich: - ; 

P= oP ae 
ae Gu ods’ 
woraus (4) folgt. Es ist ferner : 

(5) [Sdu— fae fPdu; 


setzt man namlich: 
. J Sdu = V, 


ev as 
ou rs =f Pas, debe de 


AA ff Pdu, 
woraus sich (5) ergibt.*) 
Spiter stellte Euler die folgenden Siatze auf‘): 


so folgt: 


also: 


") Die Differentiation unter dem Integralzetchen wurde schon von Leibniz 


gebraucht (diese Vorl., III*, 8.281). *) Nova methodus quantitates 
integrales determinandi, Novi Comm. Acad. Petrop. XIX, 1774 (publ. 1775), 
p. 66—102; Inst. calc. int. IV, p. att erath: 5) Fontaine (a. a. 0.) beweist 


diesen Sate wie folgt. Es ist: 


| [van — fudamd fude, 
andererseite hat man: 
[wae — fudem fy'ae — ax) = [a(uda), 
dfude — {aude 


* Uberior explicatio methodi singularis nuper expositae, integralia 
wlias maxime abscondita investigandi (1776), Nova Acta Acad. Petrop. 
IV, 1786 (publ. 1789), p. 17—54. —- De insignibus proprietatibus formu- 
Yarum integralium praeter binas variables etiam earum <differen- 
tislia cujuscunque ordinis involventium (1777), Nova Acta Acad. Petrop. 
IX, 1791 (publ. 1795), p. 81—97. 


also: 
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1. Es ist fiir jede Funktion V: 


(f) 7) (su) (») (7) () 
ov e a oe 
ipa fran, foe frie for rae 


2. Setzt man p = - q ~%, ..+) 186 ferner Z, eine Funktion 


bo d 
von 2, ¥, P, J,-.-, und: 


2 


Vda = dims dat -y4y tay 


CZ 
dp+zdqt-:: 
eZ GZ CZ eZ 
—( +P ttt tae 
so folgt: 


— -— Se ————— — - —_—— 


*gatatytdtets _ gatatytdtets7 
—. AZ = —-- -=—- yO 
[Pamrerree Ox ay' cp’ dg’ orcs 
grtatrtdtetey 
ata Map Vegi ant 
-@+Btyt+dtete 
f. G i Za 1 f 


° Gx*Oy" dp’ ag? thar’— 1G s"- 


getetrtdtetez P 
ST 22 
ax* dy p’ tae?‘ ar'as* 

? grtatyt+d+etey 


HOP epdyart tae! 


+y¥ dr+6 


dz. 


G. Vielfache Integrale. 


Kuler ist wohl der erste, der sich mit vielfachen Integralen be- 
schiftigte. In einer im Jahre 1770 erachienenen Abhandlung’) stellt 


er vor allem die Bedeutung der Bezeichnung f f Zdxdy fest, wo Z 
eine Funktion von 2, y ist, und bemerkt, daB: - 


[[axdy-V+X4Y¥ 


ist, wo V eine bestimmte Funktion von 2, y bezeichnet, wahrend 
X, Y willktrliche Funktionen von x bzw. y darstellen. Die Berech-. 
nung von JV kann auf zweifache Weise geschehen; es ist nimlich: 


[[Zaady = {dxf Zdy — fay [Zazx. 


Handelt es sich aber um die Berechnung einer krummen Fiche 
oder eines Volumens (oder, wie man heute sagen wiirde, um die Inte- 
gration fiber einen bestimmten Bereich), so muB bei der Auswertung 
des Integrales unter der Form: 

) De formulis integralibus duplicatis, Novi Comm. Acad. Petrop. 
XIV, 1769 (publ. 1770), p. 72—103; Inst. calc. int. IV, p. 416—445. Freilich 


hatte Euler auch friher Doppelintegrale betrachtet (diese Vorl., II*, 8, 657, 
855). 
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a f ax f Ady 
die Integration nach y zwischen solchen Grenzen erstreckt werden, 
die, den Fall eines rechtwinkligen Integrationsbereiches ausgenommen, 
von x abhingig sind, und sich durch Anflésung der Gleichung 
der Begrenzung nach y ergeben. Dagegen sind die Grenzen der 
zweiten Integration konstant: sie sind die fuBersten Werte von 2, 
und ergeben sich aus der soeben erwaihnten Gleichung, wenn man 
dz = setzt; mit anderen Worten, man mu, wenn f(z, y) = 0 


die Gleichung der Begrenzung ist, y zwischen f= 0 und zm = eli- 
minieren unt dann nach z auflésen. — 

Nachdem Euler auf diese Weise die Grundlage der Theorie der 
vielfachen Integrale gewonnen hat, kommt er auf das Problem von 
der Transformation. Dazu bedient er sich, dem Wesen nach, derselben 


Methode, die in den heutigen J.ehrbiichern adbhich ist. Er bemerkt, 
daB, wenn man: 


e=f+im-+ uV1— mi’, y=g+ tV) — m?— um 


setvt, das Element der Basis (so nennt Euler den Integrationsbe- 
reich), das friher dxdy war, jetzt durch didu dargestellt wird. Es 
ist andererseits, nicht dzdy = dtdu; aber es gibt keinen Grund dafir, 
daB die stutt dzdy einzusetzende GréBe den gleichen Wert bahen 
miisse. Um nun die Transformation auszufiihren, sctze man zuerst 
“u anstatt y ein, so daB y als eine Funktion von x, u hetrachtet wer- 
den darf; es folgt hieraus: | 


(6) dy= Pdr-+ Qdu. 


Da aber » wihrend der Integration nach « als konstant anzu- 


sehen ist, so reduziert sich dy auf Qdu, und es ist: 


[{Zdady = fax {QZdu — {du | QZdz. 
Ersetzt man nun 2 durch seinen Ausdruck in ¢, wu, tnd ist: 
(4) dx = Rat + Sdu, 
so ergibt sich, da « bei der Integration nach x konstant bleibt: 
 [[Zardy = (au [QZRat = ff QZRatdu. 


Ist abhor: 
(8) dy = Tdt +. Udu, 


eo folgt wegen (7) aus dem Vergleich von (6; und (8): 


Oaxror, Geschichts der Mathematik IV. 48 


- 


~~. - —e - 
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QR=RU—ST, 


[[@dzay = {{ZRU— ST)dtdu. 


Hitte man die Operationen in umgekehbrter Ordnung ausgefihrt, 
so wiirde sich dasselbe Resultat, jedoch mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen ergeben; das ist aber nebensdchlich, da es sich hier nur am 
die Bestimmung von absoluten GréBen handelt. 

Das Problem von der Transformation der vielfachen Integrale 
bot sich nicht viel spater Lagrange’) dar; seine Erdrterungen sind 
den Eulérschen sebr ahniich, man kann sna nicht entscheiden, ob 
er die Arbeit von Euler kannte oder nicht. Ist: 


dz= Ady + Bdq + Car, 
dy = Ddp + Edq + Far, 
dz= Gdp + Hdg + Idr, 
so muB man beachten, daB man bei der Berechnung der im Produkte 


dzdyds vorkommenden “GréBe dz die GréBen xz, y als konstant an- 
sehen muB. Aus: 


und hieraus: 


Adp + Bag + Car =0, 
Ddp + Edq+ Far =0 
folgt aber: 
BF—CE CD—AF 
dp— een 49— GeopD”: 
also: 


F _ G(BF—CE)+ HUD— AF) +1(AE— -BD) 3, 
nee AE—BD 

Um dann dy zu berechnen, muB man dz = ds =0 setzen; es 
folgt: 


dr=(Q, Adp+ Bdq = 0, 
also: 


AE— BD 
A } A 


- ag. 


Um endlich dx zu cine mu8 man dy ds = setzen; es 


folgt: . . 
dqgq=dr—0Q, dz= Adp. 


Aus den erhaltenen Ausdricken ergibt sich: 
dedyds —(G\ BF — CE) + H(OD— AF) + 1(AE— BD)]dpdgqar. 


Sur l’attraction des sphérofdes elliptiques, Nouv. Mém. Berlin 
1778; Oeuvres IIJ, Paris 1869, p. 619—649. 
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Der absolute Wert der eingeklammerten GréBe Sndert sich nicht, 
wenn man dz, dy, dz beliebig umsetzt; es ist also gleichgfiltig, in 
welcher Folge man sich die Integrationen ausgeftihrt denkt. 

Legendre’) nahm das Problem wieder auf; er erkannte aber 
selbst, daB sein Transformationsprinzip mit dem Lagrangeschen 
tibereinstimmt. 

Kleinere Beitraége zur Theorie der vielfachen Integrale sind: 

a) Die Eulersche Formel*): 


; 1 
r=1 = 
[ free faire = Di ine — ty -*Xdz, 


welche shine Zweifel aus der ioe Euler freilich nicht angegebenen) 
Rekursionsformel: 


{ay Xde=(1- “" t(Xdz+v f(t — te Xdz. 


abgeleitet ist; 
b) die Frisischen Formeln®): 


fae fydx = = x fydz — fayds, 


faxf dx fyaz— z [uae — x faydz + = stydz, 


usw. 


Wollen wir die Ergebnisse des vorliegenden Kapitels in wenige 
Worte zusammenfassen, so kénnen wir sagen, daB unsere Periode 
einen nicht unbedeutenden Beitrag zur Integrationstheorie geliefert 
bat, da wir ihr eine grobe Entwicklung der Integration der 
irrationalen und transzendenten GréBen und die Klarlegung des Be - 
griffes vom vielfachen Integrale verdanken. Ein weit wichtigerer 
Zweig der Integralrechnung wurde in dieser Periode geboren, aber 
diesem soll ein besonderes Kapitel gewidmet werden. | 


Bestimmte Integrale. 


Die bestimmten Integrale bilden nur einen speziellen Fall der 
unbestimmten. DaB sie nichtsdestoweniger eine besondere Behand- 
lung verdienen, pangs davon ab, daB manche Integrale, die nicht 


1) Mémoire sur les tn beerencs doubles, Hist. Acad. Paris 1788 
(publ. 1791), p. 454 —486. 7) Uberior explicatio ote. (s. o. 8. 787). _ 
*) Opera, I. Bd. 
48° 
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dureh elementare Funktionen ausdriickbar sind, sich dennoch, zwischen 
gewissen Grenzen genommen, durch zweckméBige Kunstgriffe be- 
rechnen lassen. Euler hat sich mit der bestimmten Integration mit 
Vorliebe beschaftigt, und sein Name wird so gut ale volistindig das 
gegenwartige Kapitel ausfillen. 

~ Zunichst eine kleine Bemerkung. Die heutige Bezeichnung: 


[reas 


wird in unserer Periode noch nicht gebraucht (s. o. 8. 232); man sagt: 


m, f f(x) dx von a bis b erstreckt“, oder: ,, J f(z) dz, wo das Integral 
fir z= a@ Null ist, und nach der Integration z = } gesetzt werden muB“. 

Eine andere Bemérkung, die allerdings fast tiberflissig erscheint, 
ist diese: Euler behandelt ohne jedes Bedenken als gewéhnliche 
Integrale diejenigen, die wir heutzutage als uneigenbiene Integrale 
bezeichnen. 

Bei der Unmoglichkeit, alle von Euler berechneten Typen von 
bestimmten Integralen anzuftihren, werden wir die interessantesten 
unter ihnen erwaéhnen. 


1.1) Das Integral: 
H, = f2!-td2(i — wy 


laBt, wie man leicht _— die folgende Rekursionsformel zu: 


[ng H,_, + 27 (1 — 279"), 





ear 
Setzt man dann: 


1 
0 


so folgt hieraus: 


Lo 7 ng pag Pe 


es ist aber J, = F cia 


Pes 1-2- 
. ee ar GER 


ist g unendlichklein, so kann man eetzen: 


) Evolutio formulae integralis J a/~‘dz(logz)", integratione s 


valure c==20 ad 2ami extensa, Novi Comm. Acad. Petrop. XVI, 1771 (publ. 
1772), p. 9L—189; Inst. calc. .int. IV, p. 78—121. 
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om 1 + g log a, 


r 
I, = (— 1)"g" fx/- log ata 
0 6 
es ergibt sich daher: 
fom loga*dz = (—1~ 7 ae 


2.") Man erhalt durch Reihenintegration: 





1 
wen ate? 1 1 1 4 l 
[P45 —¢-St+ ae cata ica 


_t 1 
Fle nt+m #—m ma tint tstat +} 
oder, wegen bekannter Formeln aus der Reihentheorie: 


ele state 
a “Ady mets nein 
fe 1 —_dr= ° 
ipa" gee 
n tang —~ e 
" 
Setzt man: 
x x % 00 
y m= — @, n= 2A, ae wen? [= = tang, 
modat vi 


so ergibt sich’): 





) De inventione integralium, ai post integrationem variabili 
quantitati determinatus valor tribuatur, Miscell. Berul. VII, 1743, 
p. 129. — De valore formulae integralis 


oasu quo post integrationem ponitur z==1, Novi Comm. Acad. Petrop. 
XIX, 1774 (publ. 1775), p. 8—29. — De valore formulae integralis 


A-w A+ 
+2 ds 
f 4.7 g “log sy", 


casu quo post integrationem ponitur g=1, ebenda, p. 30—65; Inst. 
calc. int. IV, p. 122—154. — Siehe auch Lorgna, Mem. Soc. It. I. 7) Eine 
direkte Ableitung dieser Formel findet sich in: Euler, Nova methodus into- 
grandi formulas differentiales rationales sine subsidio quantitatum © 
imaginariarum, Acta Acad. Petrop. 1781, P. I (publ. 1784), p. 3—47. 
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gh @-1 4 ghto-t S 
J 1+a2%4 ce fa 
Schreiben wir: 


: P(z) je: —wWw~ ae poe 





so daB P(1) = 8S, so folgt: 
oP mails 14 gitenk 




















on ‘lA+ta™ ? 
aP —af Web +ateh) 

al sl te oe 
so: 

iE gent arte "y Bag aP 
2 ees Te Or = aie Oo? 
und insbesondere: 
1 Stn wnt + gite- a d as ~ are 
Of Fatt ee t= 557 (5) — 


Man erhalt analog: 
gen! 4+0— 
‘ +2 oT x\? 1 | 
(2) | ame log zdx =-—-o=—— (=) ere 


Fir o = 0 hat man aus (2): 


. 1 
4-1 
J pr logads =~ Fis. 


i 


logadz _ 
t—2 8 


Wendet man auf (1), (2) dieselbe Methode an, und so. weiter, 60 
kann man das Integral: | 


Se log x'dx 


und insbesondere: 


fir jeden ganzen positiven Wert von » berechnen. 





Bestimmte Integrale. | 145 


Eine Verallgemeinerung eines soeben berechneten Integrales bildet 
das folgende: 


S=_ — * an aan Ld 2) 
r) (1 —2" 
‘Es ist: 
s—+ cam 4 (ae +ta—ayeta—ayt 
(1—2")* 


1 
Ade [a= * +5(1- gs +2(1— nyt] 
0 . 
Setzt man aber: | ; 
forrtda(L — at) = A fm tde (1 — a1 + Bam (1 — yh 
so ergibt sich durch Differentiation: 


an 1 
ae in? Bm in! 
also: 
f ani / "de (1 — 2, 
Da nun: 


1 


pr — gt) > 
n sin —— 


ist, so folgt, wenn man diesen letzten Wert der Kiirze wegen mit A 
bezeichnet: 





fe- ld (1— anh J em-sde(l— a) 


a—m 2n—m kn—m 
n -an”~CORN 4, 








also: 
S= =a[*=* BA Sale (mn — m) (2 — m) + (mn — m) (20 — m) (8 — me) +o]. 


n-3n-2n n-2n-8n-8n 


1) De integralibus quibusdam inventu difficillimis (1780), Mém. 
Acad. 8t.-Pét. VI, 1818—1814 (publ. 1818), p. 830—58. 


T46 Abechnitt XXVI. 


Setzt man: 
R—-M, | (n— mM) (ZN — M) A9, 
T(t) = ae n- 2n- on Caos, [(1)= Tf, 
so folgt: 
: S=AT, 
ferner: 
dT) n—m (A — m) (2% — M) gy (4 — m) (2m — m) (Bn — m) is 
iri pag 2-2 p + n-2n-8n_ e a 
ae (1 — eyo — 1, 
also: 


am mn 


rf -(Q-—#) = —1] 
Fir 1 — 2” om %" ist: 


sa 





8.1) Es ist: 
ihe TPL 
Pe x duc 
fife nf lig 3 
git 


i 
‘“ 1 
fs dz = “+1? 
6 
ss 
fdu fords = log(u 4-1) 4+ ¢, 
folglich: ; 


1 





(3) fee log(w + 1)+ C. 
9 
Die willkiirliche Konstunte ist unendlich; setzt man aber nachein- 
ander v= m1, «= 7, so erhalt man: 


es See oo ee oe 


*) Nova methodus quantitates integrales determinandi, Novi 
Comm. Acad. Petiop. X[X, 1774 (pahl. 1775), p. 66—102; Inst. cule. int. 1V, 
p. 260—294. — Speculationes analyticae, Novi Comm. Acad. Petrop. XX, 
1776 (publ. 1776), p. 59 --79. 
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i 


‘o™ — m+. 
(4) | “ea “da a log - n+ 1 
0 


‘Ist allgemeiner : . 
P(a) = Art + Boe +..-., 


wo: 
A+B+.--=0,. : 
oder: 
so folgt: 
Peds _ Alog(« + 11+ Blog(g + 1)+-- 


Ein besonderer Fall dieser letzten Formel ist: 


foe == log(n + 1) — (‘ i} logn + ( >) log(n — 1) — 


Aus (4) folgt fiir m= ir, n= — ir: 
4 


sin(rlogx) ,. 1 ae r ; 
freee? azn} = 5, log = 3; = aretgr. 
0 


Will man analog i pe ® ax erhalten , sv kann man die 
‘0 
-Reihenintegration anwenden; man erhialt so’): 


“4 1 : 1 
cos (r log z) ‘dz fe Me aie _ { de | ong 
fe log x dz . =) loge TS reas sare loge + 18 V1 +r, 
0 


wobei man beachten muB, daB das rechts vorkommende Integral un- 
endlich ist. Es ergibt sich aber hieraus: 
1 


cos (n log x) — cos (m log x) 
= log x AE om 


1-+n?* 
1-+ m*’ 





5. log 
0 
1) Es ergibt sich: 
cos(rlogz), fr i sa Pn m—..| 
Dee or aa tem= fio, — g: log a+. log x dz; 
es ist aber: 





1 
[og 2" de = (— 1)" nt, 
; 7 


woraus die im Texte angegebene Formel unmittelbar folgt. 
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oder auch: 
1 
sin (p log x) - sin (q log a) 1 +- (p — q)’ 
ft log z oe ¢ log 1+(p+q)? . 


> Setzt man in (4) m=8s-+ ir, n= 8 — ir, so folgt: 


1 
a sin (¢ log 2) 
log x 











i 


Die Gleichung (3) 1éBt sich auch so schreiben: 
; 1 


{sé = logu + C. 
9 


x log x 


Hieraus folgt durch abermalige Integration nach w: 


1 


fas — f logudu + Cu + ¢, Sal ils 


1 


| {Se ae 7 wlogu + 7" + Ou + O,, 


x log a* 





und allgemein: 
1 
9) a" dz 1 ae | ” A ni 
©) I Sloe artt ait” loge + Aut + Aw h + -- Ae + Ay. 


Da aber die willkfrlichen Konstanten unendlichgro8 sind, so mu8 
man dieselben fortschaffen; das geschieht durch zweckmaBige Kom- 
bination der ftir » verschiedene Werte «,, %,,...,%, von « geschrie- 
benen Formel (5). Ist nimlich: 


U, = (thy — ty) (4, — Uy) > + (4, — ), 
Uy = (ty — 1) (Ma — ta) «+ (ty — He) 
U.= u,, — t,) (4, — ty) ie (u, — M1) 


80 ergibt sich: 


; dz fas | 
Janel, mu U; t . U,, 

1 u,"~"logs, , «,"~ logs, - u,"— * log « 7 

mai ee + 





“yg 
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4.1) Von der Formel: 


die einen besonderen Fall einer schon besprochenen Formel Bildet 
(siehe oben 2.), gibt Euler drei Beweise, von denen nur einer hier 


angefihrt werden mige. . 
Setzt man: _ 
yi- x? my, 


dz 
Vi— a yi-y” 


—————~ 3 4 6 
iii ls ak a ae | 


80 ist: 





folglich: 
1 1 


es ist aber: 





also: 





Andererseits hat man: 











a 
— log (t+ V1=#) = fee ase 
and: 
de lis 
; Wr =f; [it : +3 cat | 
. oder: 
de ‘ds 1 yy 1-3 C 
syi—e ae ee et 
| folglich: 


—-~y. 12 .,, 1:8 
_ alg (1 +V1l- Apel t oat t- 4 C, 
und, wenn man s = () setzt: 
‘dz log x 

) De integratione foraulve yi-z ab x=0 ad emi extensa, 
Acta Acad. Petrop. I, P. HI, 1777, p. 83—28; Inst. calc. int. IV, p. 154—182, 
Fin anderer Beweis findet sich in der oben . 745) angefahrten Schrift: De 
integralibus quibusdam etc. 
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~j 
Qe 
a) 


= — log2, 


also: 
3 1-3 


yea tae 
Petzt man z = 1, 80 _ sich : 


log 2 =a += a a a 
und folglich: _ ‘ 


1 : 

az log x x 

ying 2 6? 
6 


5. Eine Anwendung friherer Formeln ist die Berechnung des 


Integrals'): 
a*~*(1—2*)(1—2°*) 
[= - sy eae as dx. 


Euler bemerkt, daB die za int2grierende Funktion fir «— 1 
verschwindet, da der Zahler durch (1 — z)*, der Nenner aber durch 
(1— 2) teilbar ist; es folgt hieraus (vgl. oben unter 3. » da8 bei 
der Berechnung von: 








1m (epi te tes - +) 
— (a? $ hte yp grttn yg.) — (ge 4 ete gttte yg...) 
4 (x*t¢ + go tct+s + gitctin + .. )] 
die Integrationskonstante fortfallt. Benutzt man dann die unten 
(8. 760) anzufihrende Formel: 


a? tae(a— 2) * 


a — ee 


_ _ tpg M+ pts) ats) 


ma Peta (P+ (mtatn 
2 'dz(1—2") *- : 








Ql 'y 


Pine 


so kann man schreiben, wegen (3): 
P 
I = log @° 
wo entweder: | : 


ps1 
== 1— 
4 De valore formulae integralis (= ee on 2) | ter- 


mino x=OQusque ad r=1 extensae, Acta Acad. Petrop. 1777, P. I (publ. 
1789), p. 29—47. 
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m=b, pmeatc, g=4@, 
oder: 
m=c p=a+t+bh, q=a 
ist. | 


6.') Man soll eine saa coe fir das Integral: 


e 
o~ f a*dx ade 
Va" —2bx + —abe4en* y Rg 
aufstellen, wobei & eine Wurzel der Gleichung R= 0 _bezeichnet. 
Setzen wir allgemein: 


aa 
F,- | — 
C 


so ist vor allem zu bemerken, da F, sich direkt berechnen laBt; 
man findet namlich: 


fir c> 0, 





F,— 1 b+ayVye 


ve eo abn pen)’ 
fir ¢< 0, 


= ——— arcsin — — arcsin ————_}|° 
eo  y=e | Vo! — ate Vo? — =; | 


’ Fthrt man die neue Verinderliche: 





: {i= R—a 
ein, so jst: ; 
—b 

a, — bten de 
also’): | 
(6) t=—bF, +cF,, 
oder: 

Fi = oF, +" 


und folglich: 
b 
® = Cc ®, — 7 7 


d 
1) Speculationes super formula integrali jae _ ubi 


Va’ 2b2 + cx! 
simul egregiase observationes circa fractiones continuas occurrunt, 
Acta Acad. Petrop. 1782, P. II (publ. 1786), p. 62—84. Ein Teil dieser Schrift 
wurde in Inst. calc. int. IV, p. 31—36 saath unter fem Titel: De inte- 


gratione formulae irrationalis Jos abe cat *) Die Integrations- 


konstante in den Gleichungen (6), (7), (8) ist gleich Null, weil- beide Seiten fiir 
x == 0 verschwinden. 
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Fahrt man dagegen die Verinderliche: . 


t= 2k 
ein, so ergibt sich: 


se Bash a? — 8b2 + 2cz’ 
dt, —(R + — =) dz = rs : a a 
folglich : 
(7) t = a’ F, — 3bF, + 2cF,, 


und insbesondere: 
0 = ad, — 3b@, + 2e9,, 


? 


woraus folgt: 


8b a’ 8b? — ate 8ab 
O37 3, om ger Po Ber 
Fahrt man auf diese Weise fort, so findet man ftr jeden Wert 
von #: 
©, = p, ® + 4,- 


Das Gesetz der Koeffizienten p,, a. lat sich solgensermaten er- 
mitteln. Setst man: 
a aR, 
so ergibt sich: 
dt, = ig + x ~ oer) dx 


oi qlnatar-' — (20 + 1)bx" + (2 + 1)ex*+ "Idx, 
also: 
(8) *Retmna’F,_,—(2n4+ 1bF,+ wt IecF 41, 
und fiir x = &: 


O = na'®D,_,— (20 + 1)bO,+ (n T 1)e®, ,;, 
oder: 


45> [((2n + 1)b®, — nat & ®, _1] 


ae 
= Pear [{(20 + ae na*p,_,) D+ ((2 + 1)bg, --na*g,_1}], 
woraus folgt: 


haa” (20 - 1)bp, — na’ Pa-19 da+1* a. (2% + 1)bq, — na*g,_1- 
7. Das Integral’): 





1) Methodus facilis inveniendi integrale hujus formulae 


dx x"*? 22" cosf+ x"? 


—_— << ee oe eee se ee oe 


2 F*_ 92" cos & + 1 


casu quo post integrationem ponitur vel z= 1 vel g==ao (1776), Nova 
Acta Acad. Petrop. IJIl, 1785 (publ. 1788), p. 3--24. 
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[eetitaaecout te? et 


* —2z"cos@+1 ” 


wo p<, wird durch Zerlegung der zu integrierenden Funktion in 
einfache Briiche berechnet, nachdem man bemerkt hat, daB die Null- 
werte des Nenners durch: . 


° +3x +4 #-+2(n — 1)x 
a? n 3 n» 2? ? n 
gegeben sind, wenn: 


| x= cosa@-+ i sine 
ist. Man findet ferner: ' 


1 
| nes Sr | (aL ae 

J & "92" cos? +1 2 g**_o2"cos@+1 

Unter den interessanten Bemerkungen, zu denen dieses Integral 
Anla8 bietet, mdge eine hervorgehoben werden. Die zu integrierende 
Funktion veraindert sich nicht, wenn man @ durch # + 2kx ersetzt, 
wihrend der Wert des Integrales ein anderer wird. Welcher ist, fragt 
sich Euler, der wahre Wert des Integrales? Alle sind es, .antwortet 
er, denn solche Integrale sind unendlichvieldeutige Funktionen, wie 
sich aus dem Beispiel von dé ; ries ersehen 1aBt. - 

8.) In einem Schreiben an Lagrange vom 26. Januar 1775 
teilte ihm Euler die Formel: 


1 
(@—1)dx 
Mi log x og 2 


mit. Lagrange bewies diese Formel und legte Euler die weiteren 


Vor: 
on al dx 
log ZL -{w- ar), 


a 
az 








tang lee 
(x" —2F ™)dx — log — £8 
(1+ 2”) loge ag mag I} 
0 

1) Lagrange, Oeuvres XIV, Paris 1892, p. 241, 242.— Euler, Observa- 
tiones in aliquot theoremata illustris de la Grange, Opuscula anal. 
II, Petersburg 1785, p. 16—41. — Siehe auch: Euler, De iterata integratione 
formularum integraliam dum aliquis exponens pro variabili assu- 
mitur (1776), Nova Acta Acad. Petrop. VII, 1789 (publ. 1798), p. 64—82. 
2) Ober dieses und einige damit verwandte Integrale siehe auch: Ruler, Uberior 
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Die erste Gleichung bewies Euler zunichst durch Reihenentwick- 
lung, dann auf folgende Weise. Aus: 


b 
| bY —, —1 
ee 
Je y= — 


nm 6 
en = i frray 
0 a a 0 


n : b 
dy x" —1 
—_— gy ——— = einai eas eS gy 
Jo a) y j aes 


a 


folgt: 


Ks ist analog: 


m b 


ae dy xc — 1 
| as dare = frie 


) 


woraus die verlangte Forme] unmittelbar folgt. 
Was die zweite Lagrangesche Gleichung betrifft, hon Eulér 
von der Relation: 


° 7 tte da x 
— Sie 
1+ agi cos ; 


0 


~' a, 


aus. Integriert man nach », so folgt: 


ew & 
giro dst (74. iegtang "24", 
ata" xlogz 2k nH 
cos 5 
0 ' 


setzt man hier statt k +m zuerst 2+ 1, dann m + 1, statt 2k beide- 
ma] 7, und subtrahiert, so ergibt sich die gesuchte Formel. 

9.1) Wir begniigen uns damit, die Untersuchungen Eulers fiber 
die Integrale: 


womegee ee ee 


explicatio methodi singularis nuper expositae, integralia alias 
maxime abscondita investigandi (1776), Nova Acta Acad. Petrop. IV, 1786 
(publ. 1789), p. 17—54. 


a™— de 
1} Investigatio formulae integralis (1 fat)" casu quo post 
intezgrationem statuitur x= oo, Opuse. an. Il, p. 42—54; Inst. calc. int. IV, 


aa lds 


— 22 cos O +a 
mino 7=0 usque ad #= oc extensi, Opuse. an. JI, p. 55—75; Inst. calc. int. 
IV, p. 868—878, 


p. 346—357. — Investigatio valoria integralis  — ———_ 3; & ter- 
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fim de f° ade 4) 

of (1+ 20)”” rere oa 
nur kurz zu erwihnen. Mit seiner gewdbnlichen Gewandtheit faBt 
Euler einerseits alle loganithmischen, andererseits alle zyklumetrischen 
Restandteile jedes Integrale zusammen, zeigt, daB die ersteren eine 


verschwindende Summe liefern, und berechnct die Summe der letz- 
teren; dadurch findet cr fir m<k und fir m < 2k bezichungsweise: 





. - m~1 | 
i bd eye =. (s. o. unter 8), 
1+2 k sin | 
k 
| : 0 
(9) . m (x — #) + Ok 
| o-lae % 3in a See ta 
. PT PES | aa 
: 1— 232" cos # -+- x k sin & sin “ 


0 
Setzt man ferner: 


eda Ax" a Bf? 2" 'dx 
(ita) ~ (4 abet (14 gta}? 


so ergibt sich durch Differentiation: 


1 m 
fulglich fiir m < k: 


[eee (oe he Nae 
“ (1 + a*)" ase) (1 tym 


Durch wiederholte Anwendung dieser Formel erhalt man wegen 
der ersten Formel (9): 


k 


10.*) In einer Arbeit: mit dem Titel: Methodus inveniendi ete. 
behandelt Euler gewisse Probleme, von denen wir eins als Beispiel 
wiedergcben. 


, Uber das erstere Integral siehe auch: Maxcheroni, Adnotationes ete. 
*) Methodus inveniendi formulas integrales quae certis casibus 
datam inter se teneant rationem, Opusc. an. IJ, p. 174—216; Inst. cale. 
int. IV, p. 878—415. 
Caxton, Geeohichte der Mathematik LV. 49 
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Man verlangt, eine solche Funktion » von x zu finden, daB fir 
jeden Wert von nm die folgende Relation besteht: 


Wir setzen, der Einfachheit wegen, a =8=1 voraus. Wenn 
die geschriebene Relation gelten soll, so muB sein: 


* 


(10) 7 fede 2h fae ‘dv + V, 


wo V eine Funktion ron x bezeichnet, die fiir x =O und fir r=1 
verschwindet. Es ergibt sich hieraus durch Differentiation: 





(n -+ blade = (n+ a)z—'de + (n+ DAY, 


woraus erhellt, daB dV den Faktor 2*—' und folglich V den Faktor 
«” enthalten muB. Setzt man daher: 


(n+b)V=2'Q, 
su ist: 
(n + b)adu = (n + a)dv t+ nQdu + «dQ, 
eine Relation, die erfiilJt wird, weun man setzt: 
(c—l\du = Qdz, (br —a)dvu—2dQ. 
Hieraus folgt: 





dQ (bx—a)dzr a, b—a 
ie x(x —1)_ -(¢ =u i) az, 
also: 
Q = Cx4(x — 1)-*, 
vad: 


V = Cxtt?(4 — 1)°-4, 


eine Funktion, die, -wenn 6> a, fir 2-0 und fir x= 1 wirklich 
verschwindet: ferner: 


dy = oar Cx? (xz — 1)°-2-' da. 
r~—i1 
Die Rekursionsforme! (10) wird also: 
forte — 1'-3-"dz 


: as t 1 
1+ farsenx 2— lyr a- re So pet te(ae — Uys, 


woraus folyt: 
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1 1 
Jette tyre tds = — ie Je ata x Tien a ldy. 


Das Problem laBt sich in zwoifachor Riehtung verallgemeinern, 
indem man sich entweder die Relation: 


“4 t 


es _ (an+aj(e'n4+-a) pee 
J O° = Gn FOGu+d), fa dn 





oder die Relution: 


a z 1 
(11) (an +a) fardu=(Bn-+b) f ar ?de + (yn +c) fatttde 
0 0 0 


vorlegt. Beide Fragen werden von Euler in der angefilhrten Ar- 
beit beriicksichtigt; die zweite laBt eine Anwendung auf die Theorie 
der Kettenbriiche zu. ‘Ist namlich der Kettenbruch: 


. - (y + cl\(2a + a) 
e° POF ng Get beta) 
cy 


gegeben, und 1éBt sich ein Integral: 


e 


1 
I= fardv 
6 


ermitteln, welches die Gleichung (11) erfiillt, so ist: 
11.") Zur Berechnung yon: 


, . 
Jez (co + wpa) 


gibt Euler ftinf Methoden, auf welche wir einzugehen nicht fir notig 
halten. 


- 1 1 
1) Evolutio formulae integralis [ ¢=(=a+ toga) a termino 


z= usque ad re=l extenzae (1776), Nova Acta Acad. Petrop. 1V. 1786 
(publ. 1789), p. 8—16. 
, 49° 
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12.1) Durch Differentiation und Integration unter dem Integral- 
zeichen berechnet Euler die Integrale: 


x? log rdx a? dz 
JA « * JAzilgz’ 
0 Ps 





fPe a fa P dz 


2 log x? 
WoO: 
. x" + 2 cos + 27", 
= x "(1 + 2"), 
” 1 —R 
oe + (f+ 7) +z a 
ferner: : 


. ee 


_ ~_ ? 
epee’ Ja +e" 





1 
I; ae dx a? +a ?dx 


13. Eine Verallgemeinerung der sogenannten Betafunktion 
1 


(diese Vorl, II, 8.653) fae-1(1 —x)'-1dz bildet das Integral: 
: | 


1 
Pola; : 
® q) = ie ee 
Pp (1— x") * 


welches sich auf das frithere fiir » = 1 reduziert. Diesem Integrale 
widmet Euler drei Abhandlungen.”) 


ho oe 


') Innumera theoremata circa formulas integrales quarum de- 
monstratio vires analyseos superare videtur (1776), Nova Acta Acad. 
Petrop. V, 1787 (publ. 1789), p. 3—26 *) Observationes circa integralia 


g 

formularum -ld2(1—2")* posito post integrationem 2 =1, 
Misc. Taur. Il], 1762-1765 (publ 1766), P. H, p. 186—177. —Comparatio va- 
> who "dz 7 
J VG- gt) —4@ 
c==1 extensae, Nova Acta Acad. Petrop. V, 1787 (publ. 1789), p. 86—117; 
Inst. calc. int. IV, p. 296—326. — Additamentum ad diseertationem prae- 


xr? tae 

—2 a , 
ad == 1 extensae, Nova Acts Acad. Petrop. V, 1787 (publ. 1739), p. 118 bis 
129; Inst. calc. int. 1V, p. 526—337. 


lorum formulae integralis a termino r=0 usque ad 





cedentem, de valoribus formulae integralis tyes ab c=0 
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Es ist vor allem zu bemerken, da8S man p und g kleiner als n 
machen kann vermittels der Formeln’): 


: Pp ; . 
(12) (p +n, = 54g q); (p, q+") = Peerits q); 
ferner ist: 


, 1 
(18) (,2)—(@ 0), (Bn)—>, (MQ —- 
Durch wiederholte Anwendung der ersten Formel (12) ergibt sich: 





(p, q)— PES (n + p, g) ~ PEI" PTI an + p, q) = a 


Pte tepta, intpty 


p ntp jncp (Jt) +p, 9), 


wo j= 00. Desgleichen ist: 


ue raetr+qa.  Jmtrta, 


UG) ee ag, WO OE tg), 


1) Die Formeln (12), (13) lassen sich folgendermaBen ableiten. Ew ist: 


1 
q-n : g 
(p+, a) + eaten f Ler a—a) : par'(1—at) daz 
ae | 
Q—H 
ot are [a" + (1 —2")| da =(p, 9), 
| q(t g+ppaten 


1 
=f Lacerta) 4 22M _)*laenlera—a)"L—o, 


_woraus sich die Formeln (12) unmittelbar ergeben. 


Setzt man ferner in (y, q): 
! 


om (1 —y")" 
so folgt nach einfachen Umformungen: | 


t 


Bee pe* : 
(P. rane | yi a—y")" a J ya —y") * dy= (q po. 
1 é 


Endlich ist: 
t 


i 
| Se ge P AD pce =| cs 
(Pym) iE a |2 Naar. 


0 


1 
&! = n\ =—. 
(m, gi = (q, 9) Y 
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also: 
(BD rpt+QOntrna+tpept® . . 2), 


_— oe — A ES ST 


rp pr+Oaamt+pntr+aq 


woraus die Relation: 








(a, b) (a, ¢) 
G@+eb) @+be)’ 
unmittelbar folgt, die zu einer Fille .von weiteren, hier nicht anzu- 


fihrenden Beziehungen AnlaB gibt. 
Das Integral (p, gq) 1aBt sich durch eine konvergente Reihe aus- 


driicken; es ist namlich: : 





Lan y Me i — 4 gan 4. ae 





(p, q) a for 
6 


° oP nmgatth | n—gin—gaitt? - 
rags n n+tp n 2n A@ntp ry 
1 n—q 1 m—qin—q 1 





pv n ntp n  @n Sn+p 


Es ist aber von Interesse, eine rascher konvergierende Reihe zu 
erhalten. Dazu mu8 man beachten, daB: 


~3 


3 1 


(Pg) =, xP 11 — at) * . dee ae *(1 — a) ~-dg 


@ 


| me 


~a 


os toa 
wei | 


~ Jer aay : “ (y= . dy?) 


© eh: 
<s| 
ei] 


i 
—n p-r 

= fra ards + fy yy ay 

0 0 











~ i fl ,r-4g 1 ,n—gin-q 1 =. 
Vy? ee 2n pared Qn 8 804n “pears 
n— 1 n— p2n— 1 
P poecaenres oe Pp “Pp +---], 


tral t Qn n+q' @n 4n 2@n+t+q 











cE 





) Der Wert von - . "| war von Euler schon im 1. Bande seiner Integral- 


vechnung angegeben worden. *) Siehe die vorletzte Anmerkung. 
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worin die Glieder der beiden Reihen rascher abneliunen als diejenigen 
der Reihe: 


1+ a + si re 8 
14.1) Man erhalt durch partielle Inteyration: 


fi (log =) az = 2 (log 2) n f (log 1) ae; 


es ergibt sich aber durch wiederholte Anwendang der l’Hospital- 


schen Reyel: 
[= (leg =) |= 
1 
J (ve ay son f(g 1)as, i 
; fn 
fi (log =) dx=n! 
. 


15.?) Ist: ; | . 


also: 


woraus folgt: 


® == 4, + a, cosg.+ a, cos2p+--- =b,4+ 5b, cosg +b cosg? +.-., 
so findet Euler durch Berechnung deg Integrales: 


1 
{cos py cos gidg 
0 
die Beziehung: 
2a,—b,+ se b, , at* ch H+ OE, 


Aga c's 


wo k=h oder } =h—1, je nachdem h = ae oder h>O i 
16.5) Man findet leicht: 


1) De vero valore formulae integralis [az (tog 2)" a termino 
e/ 


= 0 usque ad terminum 2-1 cxtensae (1776), Nova Acta Acad. Petrop. 
VII, 1790 (publ. 1794), p. 15—31. *) Disquisitio ulterior de seriobus 
secundum multipla cujnadam anguli progredientibus (1777), Nova Acta 
Acad. Petrop. XI, 1793 (publ. 1798), p. 114—182. *. Theorema maxim: 


dg cos ig 


memorabile circa formulam integralem Je M.S. 


+ 4?—2acosg)**?' 


Acad, exhib. 1778; Inst. calc. int. 1V, p. 194--217. — Dinquisitio con- 


M.S. Acad. 


jecturali formula integrali — 
.  dgconig 
jecturalie super formula integrali (a + Beongy 
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i OO Ges gee Po och at a 
a-+ Bcos p Va? — B a -+ £ cos g 


OO ee JE 
Tae Va? — pr’ ° 
6 
und hieraus: 


3 
dg = 
= ["Z - 2 
0 


wo: 
A = 1+ a'— 2a cosg. 
Es ist ferner identisch: 
| dg cos pdg 
dg=(l +4)". —24—-;-- ; 
woraus durch Integration folgt: - 





I cos pd i+a'y _ = a 
vf ae 0 8 at 
) 


Man kann demnach vermuten, es sei allgemein: 


4 
I f ‘cos J gdp za 
asJ & | 1t—a 
6 
Diese Formel 14Bt sich auf folgende Weise best&tigen. Nehmen 
Wir an, es sel: 
I xaiat, L= xa’ 
4-1 "™ 4 — q?? a 1 ai’ 

Man hat identisch: ‘ 


cos Aodg = (1 + a?) ad — % ih ee ae 


oh see —-- 


? 


und hieraus durch bestimmte Integration von 0 bis z: 


U= (1 + a*)J,—al,,,—a],_;, 
oder: 


exhib. 1778; Inst. cale. int. IV, p. 217—242. — Demonstratio theorematig 
insignis per cunjecturam eruti, circa integrationem formulae 


. agcorta 
: (1 + a? — 2a0cos g)"t!’ 


M. 38. Acad. exbib. 1778; Inst. calc. int. IV, p. 242—259. 
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1 “a? nat! 
Tre ly es 


pad 1 gt 


Diese Formel ist aber nur ein besonderer Fall einer anderen, die 
Euler durch Induktion beweist: 


' cuted? t(D’) gree’ + T)GT det. 


17.1) Ein geometrisches Problem fabrte Euler zu den Inte. 
gralen: 


(14 ie ‘bin gd 
a Vo’. Vo 

Die Sadia derselben griindet er auf die spiter als Euler- 
_ sches Integral zweiter Gattung bezeichnete Funktion: 

for e*de = Tin). 
| } 

Man findet leicht die Rekursionsformel: 
(15) (n+ 1) = "I(n): 
es ergibt sich ferner durch die Substitution z = ky: 


2 

6 ‘ ("rn 
[yr te tay Eon e 
e k 
0 


Die GréBe k darf nicht negativ, woh] uber imaginér setn. [st 
dain k = p + ig, und setzt man: 


p=rcosa, g=rsine, 


oder: 
r= Vp'+ @, a = arelg : : 
so folgt: - 
[ye +9 cos gy F t sin gy) dy Se v7 =! (ous no - * sin ne), 
e. tq) r 
0 
also: 


1) Ve valoribus integralium a termino variabilis x <0 usque ad 
x=ao extensorum, M.S. Acad.. exhib. 1781; Inst. calc. int. 1V, p. 337 
big 345. 
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® : - 
fy ‘e-?¥ cos qydy = ao COS na, 
o ; r 
(16) . 
P(n) 


nm . 
hie sin Wa. 
r 


froer sin gydy = 
“ 


Um die Integrale (14) zu erhalten, mu8 man hier setzen: 


r0| ran 


, p= 0, I= 1, 
also: 


rem I, “a= 5 


ro] 2 


beachtet man, daB: 
1 — 


ist*), so folgt: 


e _ oe 
cos pag oy Vx cos “ oe Ve : 


Ve 
Man hat allgemeiner: 


—pr ° Pari mz ar es 
Pf cosgada Vz Bea Ss ey. 
yz r 2 r 2 
LT) 


ig sin grdx Ve . « va y/r—P 
poet ope — = ee 31m oO = FR . 


Nimmt man in (16) n =o an, wo @ eine unondlichkleine Grife 
bezeichnet, und bemerkt man, daB: 


?. = 
in od —- , 
sar Seek om Vx gin = = ee 
V9 2 


°. 
U 





eee» re ee 


t) Euler hat die Formel: 


1 


J Vo Vig ede V 


angegehen (diese Vorl., JL*, 8. 686). Setzt man 2 = e7 ‘80 folgt hieraus 


fevia= r (3) a 
0 
und daher, wegen Formel (15) im Texte: 


r(S) ve 
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1 1 1 
ra)-2rd+e)—4ray-, 


cos@a—=1, sinwa = wa = @ arctg ~, 
Pp 


so- erhalt man: 


2 P= og quadz =o, e-?* singxdz = arctg q, 
x x p? 


0 


fiir p= 0, g=1 ergibt sich aus der letzten Formel: 


gin can " 
a ae ee TE ees 
x 2 


18.1) Ist: 
(1 + a+ 23)" = > tart, 


k=O 


so sucht Euler die Koeffizienten a,, durch bestimmte Integrale aus-. 
zudrticken. Er findet: 
a,, == } (1 + 2 cos ¢)"dq, | 
r 
On, 21 = fa a 2 cos ~)" cos pdg, | 
6 
is 
On, +2 = fa + 2 cos ¢)* cos 2g dg, 
0 - 
Hieraus ergibt sich: 


a 
1 x” cosrgd t” 
ree Sy gh ko Rade 1h Ns am ech ane beens npigGe — ————T) 
= jil—x— 2x cos@ Vi —2x—32? 





wo: 
J—x-- Y1—2%r— 82? 
t= ——______-—_—_—__ 
2 
Setzé man: 
© he eee b 
ie : ~ bF4+5 +1? 


so liBt sich die erhaltene Formel folgendermaBen schreiben: 


1) Disquisitiones analyticse super evolutione potestatia tri- 
nomialis (1-2 2%" (1778), Nova Acta Acad. Petrop. XIV, 1787—1798 
(publ. 1805), p. 75—-110. 
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Pi 
[. cosa rgdg oe aot 
f1--2dbcosp +b? 1— B? 
0 


Kinen, wenn auch unvergleichlich kleineren, doch nicht unbedeu- 
tenden Beitrag zur Theorie der bestimmten Integrale lieferten auch 
andere Schriftsteller. 

Landen!) stellte einige hbekannte Integrale durch unendliche 
Produkte dar, und gab neue Methoden zur Berechnung von zwischen 
bestimmten Grenzen genommenen Integralen vom Typus: 


"5 i hee 
ptge* tro"... 


_ Laplace?) hegegnete im Laufe seiner Untersuchungen fiber Wahr- 
scheinlichkeitslehre dem Integrale: 


fi ie OT dt. 
Dieses Integra! verschwindet fiir ein ungerades m; man ‘ann 
daber m == 2» setzen, in welchem Falle man hat: 


e ae 
fare tat = 2 fre Fat 


Es ergibt sich ferner ohne Schwierigkeit fir r = 1: 


8 5 ere —— 
fore ratte fore 


C 


Um dieses letzte Integral zu berechnen, geht pepince von dem 
Doppelintegrale: 


I= { | etedsdu 


aus. Integriert man zuerat nach s, so ergibt sich: 


1- f,% rae ae 
ef i+ u* 2 
0 


1) Specimen of a new method of comparing curvilineal areas; 
by which many such areas may be compared as have not yet ap- 
peared to be comparable by any other method, Phil. Trans. LVI, 1768, 
p- 174-180. — Some new theorems for computing the areas of certain 
carve lines, ebenda LX, 1770, p. 441-443. *) Mémoire sur les probabi- 
lités, Mém. Acad. Puris 3778 (publ. 1781); Oeuvres IX, Paris 1893, p. 8381— 4185 
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sétzt wan dagegen uf/s—= ft und dann s = s ° so folgt: 


FR % 
p= [foretittan forte foearaa foras fow 
v on} 
~2[ ferrari, ° 


Fiir r = 2 hat man: 


: j ; * a 
fe dt a I -5-9 orl — 3) fora 
b 


0 0 


also: 


os 


8 


so daB alles auf die Bestimmung von: 
fe-“at = (, fete at m= ("" 
0 0 


ankommt. Es ist: 


a) 
du n 
=e —3a(l+ u% == pee ee =a ee: ~ 
J Jf dsdu ft st eya' 
0 0 


man erhilt andererseits durch die Substitutionen -«#/s = t, s = 3'!: 
—sg nr 8 . $ 
J= (i =*. fe-rat = 4 fote'as fe-"at =4CC, 
3 e e 
Q . 0 v 


so daB: 


0m ay 
und die Berechnung des einen dieser Integrale auf die des anderen 
zurtickgefiihrt wird. Es ist aber unmdglich, jedes der beiden Inte 
grale durch elementare Transzendenten auszudrticken. 

Nicolaus FuB8 (geboren zu Berlin 1755, seit 1773 Hilfsarbeiter 
des damals schon erblindeten Euler zu Petersburg, spater Mitglied 
und Sekretiir der dortigen Akademie und Generalschuldirektor, ge- 
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storben daselbst 1826) gab zwei Methoden') zur Berechnung des Pro- 


duktes: 
[2% — a ae 
: 1—~2*)" (a—-«# "y's 


Friedrich Mallet (s. o. 8. 129)*) berechnete auf einem neuen 
Wege -das schon von d’Alembert*) betrachtete Integral: 


22 
J 


dt (1 — +)" 


yi-ee+e — Reyes 


Giovanni Francesco Giuseppe Malfatti, geboren 1731 zu 
Ala in Tirol, gestorben 1807 als Professor an der Universitaét zu 
Ferrara, widmete eine lange Abhandlung‘) dem Integral: 


1 


: 
x dz 
Ite’ 
0 


welches er in das rationale Integral: 


offal fore fen 


durch die Substitution z= y” iiberfiihrte. Die Integration geschieht 
dann durch Zerlegung in einfache Briiche. 
Mascheroni®) gab einen neuen Beweis von der Formel: 


"tae x 
1+ x" Vein 
 ® 





 Gemina methodus ene valorem producti 





“lig fy 7 ao tda 

ae 2 J Va—2y 
dum ambo integralia a termino z=0 usque ad terminum z7=1 ex- 
tenduntur, Acta Acad. Petrop. 1778, P. II (publ. 1781), p. 111—134. 
*, Dissertatio integrationem formulae a D’Alembertio propositae 
sirteus, quam praeside F. Mallet...publico examini subjicit Carolus 
Diethericus Hierta, Upsalai781. *)Rech.sur le syst. du monde I, p. 166. 
‘) Essai analytique sur l'intégration de deux formules diffé- 
rentielles, et sur la somme générale des séries harmoniques & termes 
rationnels, Mém. Acad. Turin 1788—1789 (publ. 1790), p. 583—112. 
°) Adnotationes etc. 


lad 
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td 


Fontana’) berechnete einige von 0 bis = erstreckte Integrale. 
Nachdem er gezeigt hat, dab: 


pf a 


2 2 | 

flog sin tac = flog cos cdz, 
; 0 O 
geht er von der bekannten Relation: 


sing + sin2. + sinda +--+ = > coty 3 
aus, die gliedweise integniert wird; dadurch ergibt sich: 
COs x +5 - con 22 +3 -coa dar + +++ == — logsin = —C, 


und die Konstante C wird durch Einsetzung von x =z bestimmt, 


was ergibt: 
1 1 


Es ist also, wenn man ae statt x setzt: 
cos 2x + +5 ~ cos dar + 5 008 6 + .+- = — logsin x — log 2. 
Integriert man nochmals, so erhilt- man: 


gin du + —--, sin6c 4+ - 


sin2z +- 


sy! sot a 


== — flog sinrdz — rloy2 + C; 


erstreckt man von v =O bis «+ = =; so folyt: 


wt e 


frog sinzdr = — ; log 2, 
0 ‘ 


also auch: 


l 


fie conrdz = — _ log 2. 
0 . 


flieraus ergrbt sich: 





1) Ricerche sopra diversi punti concernenti l’analisi infinitesi- 
male e la sua applicazione alla fisica, Pavia 1793. 
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“# 


wey! 3 


Jig sec dr ~ fig LAY = - + log 2, 


n a 
2 
? 
l 


J og tangrdx = Jog cotg rdx = 0. : 


Es wire wohl angemessen, dieser kurzen Zusammenstellung der 
jn, unsere Periode fallenden Untersuchungen aber bestimmte Integrale 
eine Kritik derselben folgen zu lassen; wir verzichten aber darauf, 
da die Bedenken, zu denen diese Untersuchungen Anla8 geben, meistens 
von so elementarer Natur sind, daB sie fiir einen sachkundigen Leser 
keiner besonderen Erérterungen bedirfen. 


Analytiseche Anwendungen der Infinitesimalrechnung. 


1. Maxima und Minima. 


Die Aufsuchung der gréBten und kleinsten Werte der Funktionen 
bildet eins der Hauptprobleme, denen die Infinitesimalrechnung ihre 
Entstehung verdankt. [fir uns bietet diese Frage ein besonderes 
Interesse darum dar, weil sie den Gegenstand der ersten Schrift 
Lagranges bildet, derjenigen nimlich, welche den Beginn unserer 
Periode bezeichnet. Bevor wir aber dives Arbeit, die sich auf Ex- 
tremwerte der Funktionen mehrerer Verinderlichen bezieht, besprechen, 
wollen wir die wenigen erwahnen, die sich mit Extremwerten der 
Funktionen einer einzigen Variabeln beschaftigen. 

Diesem Gegenstand ist fast ausschlieBlich die erste Hilfte eines schon 
oben (S. 675) besprochenen Biichelchens von West') gewidmet. Der 
Verfasser bemerkt, daB man die Extremwerte gewéhnulich durch Null- — 
setzung der ersten Fluxion erhalt; da aber, fahrt er fort, der Grund 
dieses Verfahrens nicht so leicht zu verstehen ist, so mag wobl die 
hier vorgeschlagene Methode eine giinstige Beurteilung finden. Dar- 
auf léBt er eine Reihe von 20 Problemen folgen, deren 14 erste nach 
dem cummon way und nach dem new way gelést werden, wahrend 
auf die sechs letzten nur die neue Methode angewandt wird. Wir 
fiilren als Beiapiel das zweite Problem an. Line Strecke AB soll 





—_—— 


1) West, Mathematics. 
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in C derart getgilt werden, daB AC-CB' griftmaglich sei. Setzt 


man: 
AB=ma, AC=2, CB=y=a-—7, 


so hat man nach der gewdhnlichen Methode die Fluxion von z(a— x}? 
gleich Null au setzen, woraus sich ergibt: 


Y) (a —a)'x—2(a—2)at = (a — 2\(a— 322, 
oder “x = — Dasselbe Resultat erhilt man durch folgende SchiusB- 
weise. Lassen wir den beweglichen Punkt C von A nach B gehtn. 
Das Produkt :ry? nimmt zu, solange das Verhaltnis des Zuwachses - 
von zu « das Verhaltnis der Verminderung von y* zu y* tibertrifft; 
das Maximum kommt also dann vor, wenn diese pode Verhaltnisse 
vinander gleich sind, wenn namlich: . 


~- = 


oer Ls 
x y? 


ist. Es ist aber c=—y, da der Zuwachs von 2 der Verminderung 


von y gleich ist, folglich y = 22, und hieraus wie oben 2 = - 


DaB diese Methode im Grunde keine Neuheit darbietet, erkennt 
West selbst in einem Scholium zum 14% Problem, wo er sagt, die 
von ihm alg neu gegebene Methode sei freilich schon friiher von an- 


‘deren angewandt worden, niemand aber habe. den Grund derselben 


so klar auseinandergesetzt als er selbst. DaB aber die neue. Methode 
einen Ritekschritt’ bildet, ist kaum nétig zu erwahoen; wahrend naém- — 
lich die Infinitesimalrechnong darauf gerichtet ist, mechanische, all- 
gemein giiltige Regeln fiir die Auflésung der verschiedenen Probleme 
zu liefern, nétigt uns West, eine besondere Gedankenfolge fiir jeden 
besonderen Fall zu erfinden. Emen ahnlichen [rrtum wiirde derjenige 
hegehen, der sich bei geometrischen Problemen des Gebrauches der 


_ analytischen Geometrie enthalten und die Geométrie der Alten be- 


standig anwenden wollte. 

In seiner Dissertation: De minimo in reflexione a eurvis?) 
beatatigt Kastner die Behauptung von Robert Smith (diese Vorl., 
Ill', 8.377), daB die Reflexion auf einem Kreise auf vier Wegen ge- 
schehen kann. Es seien namlich G, H (Fig. 80) zWei gegen einen . 
Durchmesser AB des Kreises symmetrisch liegende innere Punkte, 
und man ziehe durch die Punkte G, H und den Mittelpunkt C einen 
zaweiten Kreis, welcher den ersten Kreis in KH, F schneiden mége; 


) Dissertationes mathematicae et phyeicae, Altenburg 1771, 
Diss. IL, p. 22—27. 
Cawagn, Geschichte der Mathematik IV. 50 
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dann werden die Strahlen GA, GB, GE, GF, wie sich leicht nach- 
weisen la8t, bezichungsweise in AH. BH, EH, FH reflektiert. Far 
die Punkte A, B ist der Weg ein Maximum, far die Punkte FE, F 
ein Minimum. 

Fontana widmet die elfte seiner Disquisitiones‘) der Theorie 
der Maxima und Minima, fiigt aber dem schon bekannten niehts Neues 
hinzu. 

Dasselbe 1a8t sich von 
einer Abhandlang von Fisi*) 
aussagen. 

Es ist wohl hier der Ort, 
zwei kleine Sehriften von 
Andreas Hultén*) (geboren 
zu Suaflund in Schweden 1767, 
Professor der Mathematik und 
Astronomie und dann der Theo- 
logie an der Universitit zu 
Fig. 20. ' Upsala, gestorben daselbst 1831) 

| zu erwahnen, deren Inhalt aus 





dem Titel selbst erhellt. | 

Die Theorie der Maxima und Minima der Funktionen von meh- 
reren Verianderlichen war zuerst von Euler, aber nur unvollstandig 
behandelt worden (diese Vorl., DLE’, 5. 769—770). Es war Lagrange 
vorbehalten, die Auflésang ‘dés wichtigen Problems wesentlich zu 
fordern.$) a 

Es‘ sei Z eine algebraische Funktion von t, u,..., und: 


dZ=-ndi-+qdu+--- 
UnerlaBlich fdr jeden Extremwert ist bekanntlich: 
dZ=0. | 


_') Disquisitiones physico-mathematicae, nunc primum editae, 
Pavia 1780. *) De quantitatibus maximis, minimis, isoperimetricis, 
Atti Accad. Siena VI, 1781. p 121—159. Die frithere Arbeit von Frisi: De 
problematia quibusdam maximorum et minimoram exercitatio geo- 
metrica, Atti Accad. Siena IV, 1271 p. 15—20, ist rein geometriechen Inhalts; 
auf diese bezieht sich ein Brief von V. Riccati in N. Race. d’opuscoli ecient. 
« filol XXX, 1776, op. WI, p. 1 —7. 5) Dissertatio de aequationibus 
tadices aliquot aequales habentibusy Greifswald, P. I: 1793, P. II 1796, 
P. UL 1797. — Methodus Huddenii de maximis et minimis cum cal- 
culo fluxionum comparata, Greifewald 1797. *) Recherches sur la 
méthode de maximis et minimis, Misc. Taur. J, 1759; QOeuvees I, Paris 
I8G6T, p. 3--20. 


e-.- 
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oder: 
-pdt+qdu+---=0. - 
Da aber diese Beziehung, wegen der Unabhingigkeit der Ver- 
anderlichen ¢, u,..., fiir jedes Wertsystem von dt, du, ... bestehen 


muB8, so folgt: _ 
pe a ae 0, 


ein Gleichungssystem, das die gesuchten Wertsysteme f/f, u, ... liefern 

wird. | : 

Man muB aber auf das zweite Differential d*Z acht geben. Ist: 
dp = Adt+ Bdu+.---, dq= Bdt+ Cdu+.-.,.-- 


so folgt: e 
GZ = Adt?+2Bdtdu + Cdf+.-.--. 


Hat man mit einer einzigen Veranderlichen' zu tun, so hat d*Z 
das gleiche Vorzeichen wie A, und man hat ein Minimum oder ein 


Maximum, je nachdem A Z O ist. ; 
Bei zwei Veranderlichen kann man schreiben: 


OZ = Adt + 2Batdu + Cdut— A (dt ae du) + (C— =) du’. 


Hier mu8, wegen der Unabhanyigkeit von di? und du, jedes Glied 
rechts fiir ein Minimum oder fir ein Maximum positiv bzw. negativ 
sein; es folgt dann fir ein Minimum: 


A>0, C- >, 


a 


oder: 
(1). A>0, U>0, AC> BP; 
fiir em Maximam: 
B? 
A< Q, C= a < 0, 
oder: 
(2) A<0, C<0. AC> B 
‘Hat man drei Verinderlichen t, u, v, und ist: 
dp = Adt + Bdu + Dade, 
dqg= Bdt + Cdu+ Edt, 


dr= Ddt + Edu + Fav, 
so folgt: 


PZ — Ad? + 2Bdtdu + dui + 2Ddtdv + 2Edudv + Fae* 
2 \ : 
= A(dt+ 4 du + % do) +a(du + de)’ +4 (c— *) aot, 


- 50° 
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2 
a=C—3, 


Es ist also fiir em Minimum: 
A>0, a>0, ac—B>9O, 


BD 
b= E—-—-, Cu f— —. 


oder: ; 

(3) 4>0, CA>B, ‘(CA — B)(FA — D*) > (EA — BD)! 
woraus folgt: ° 

(4) A>0O, C>0,- F>0, CA>B, FA>D 


Diese letzten Bedfraiasai sind aber mit den (3) nicht gleich- 
bedeutend, wie es gleich daraus erhellt, daB F in (3), nicht aber in 
(4) vorkommt; Lagrange unterliBt nimlich, die weitere Bedingung: 


FC>E? 


hinzuzuftigen, welche der Symmetrie wegen ersichtlich hinzutreten 
muB und sich auch wirklich aus (3) ableiten 1a8t.1) , 

Nachdem Lagrange einige Worte der Ausdehnung seiner Unter- 
suchungen auf Funktionen einer beliebigen Anzahl von Verinder- 
lichen gewidmet hat, fagt er einige Bemerkungen hinzu, die insofern 
zweckmabBig sind, als seine Theorie, wie er denkt, ganz neu ist (,comme 
je crois cette théorie entitrement nouvelle. . .“). 

Ist Z eine Funktion der zwei Verinderlichen ¢, u, so kann man 
Z als die Ordinate einer Fliche ansehen. Die der Annahme « = const. 
entsprechende Gleichung @Z = pdi stellt alle Scbnitte der Fliche dar, 
die in den der ¢Z-Kbene parallelen Ebenen legen; fiir p — 0 erhalt 





) Setzen wir: 
CA— B' =a’, FA— D*=f*, a>0, g>0, 
so wird die letzte Ungleichung (3): 
apt > (EA — BD)’, 
woraus folgt, wenn |p| den absoluten Betrag von p bezeichnet: 
| EA|<ap+|BD), 
E'A? <a? f?-+ B?D*+ 2a6| BD 
= A*CF— ACD! — AFB*+-2 B°D* +206} BD}, 
oder: 
A'ICF — E> D? (AC — B®) + B*(AF— D*) —2afi| BD' 


=(«|D|—6|R)*, 
woraus sich ergibt: 
CF— k*>0. 


ad 





5d 
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man die gréSte oder die kleinste Ordinate eines dieser Schnitte, je 


nachdem A $0. Die Gleichung py =0 stellt also den Ort der Maximal- 
und Minimalordinaten dar; diese bilden einen ebenen oder nicht ebenen 
- Schnitt der Fliche, der von den Gleichungen dZ = qidu, p = be- 
stimmt wird. Die Maximal- und Minimalordinaten der Fliche stimmen 
mit denjenigen dieses Schnities tiberein; diese aber werden durch die 
Gleichung g = 0 gegeben. Aus p = 0 folgt: 


dp = Adt+ Bdu = 0, 
und daher: 
AC — B? 


dq=- 7 at, 


so daB man ein Maximum oder ein Minimum hat, je nachdem: 


csz 
‘ist. Die Bedingungen fir ein Maximum oder Minimum sind also: 


ASO, CS® 
oder: 
(3) AS0, AC>B. 


Wollte man mit « anstatt mit ¢ anfangen, so wiirde man er- 
halten: | 3 
: .CS0, AC> B, 


welche, zusammen mit (5), die Bedingungen (1), (2) wiedergeben. 

Der Fall von mehr als zwei Veranderlichen lieBe sich analog 
behandeln.*) | , 

Die Arbeit Lagranges hatte, wie es scheint, keinen grofen An- 
klang; wenigstens finden wir, in den 20 darauffolgenden Jahren, keine 
auf denselben Gegenstand beztigliche Schrift. Erst 1779 verdffent- 
lichte G. F. Fagnano eine Abhandlung?), in welcher er einige Maxi- 
mal- und Minimalaufgaben sowohl durch die Differentialrechnung als 
durch die reine Geometrie behandelte. Es sind folgende: 


‘a) Einen Punkt D innerhalb eines Dreiecks AC derart zu be- 
stimmen, da8B- DA+ DB+ DC ein Minimum wird. 


1) Einige Anwendungen der Theorie der Iixtremwerte finden sich in der 
Abhandlun& von Lagrange: Solutions analytiques de quelques pro- 
blémes sur les pyramides triangulaires, Nouv. Mém. Berlin 1773; 
Oeuvres III, 1869, p. 661—692. *) Problemata quaedam ad methodum 
maximorum et minimorum spectantia, Nova Acta Erudit. 1775 (publ. 
1779), p. 281—308. 
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b) Einen Ponkt D innerhalb eines Dreiecks 4BC derart zu be- 
stimmen, daB DA + DB + DC’ ein Minimum wird. 

c) Einen Ponkt E innerhalb eines Vierecks ABCD derart zu 
bestimmen, daB HA+ EB+ EC + ED ein Minimum wird. 

d) In em spitzwinkliges Dreieck das Dreieck von kleinstem Um- | 
fang einzuschreiben. 


e) Bezeichnen C, F, f den Mittelpankt und die Brennpunkte 
einer Killipse, so soll ein Punkt X des Umfanges derselben derart 
bestimmt werden, da8 die Differenz der Winkel CXF, CXf ein Maxi- 
muw wird. 

Diese Probleme gehéren simtlich, mit Ausschlu8 des letzten, der 
Theorie der Maxima und Minima der Fonktionen von mehreren Ver- 
inderlichen an. Da8 Fagnano die darauf beziiglichen Untersuchurigen 
von Kuler und Lagrange kannte, ist sehr wahrscheinlich; jedoch 
folgt er bei der Auflésung seiner Probleme nicht dem von der Diffe- 
rentialrechnung vorgezeichieten methodischen Weg, sondern er bedient 
sich in jedem Falle besonderer Kunstgriffe. Aus der Differential- 
rechnung entnimmt er nur den Grundbegriff der Theorie der Maxima 
und Minima, in derselben- Form, in welcher er schon bei Kepler 
vorkommt (diese Vorl., IT?, 8. 828), daB némlich in der Nahe eines 
Extremwertes die Veriinderang der Funktion als gleich Null, die 
Funktion selbst also als konstant anzusehen ist. Hat er dann mit 
einer Funktion von zwei unabhangigen Verdnderlichen zu tun, so 
nimmt er zuerst die eine von diesen als konstant an, und sucht den- 
jenigen Wert der anderen zu bestimmen, fiir welchen die Variation 
der Funktion verschwindet, was ihm eine Maximums- oder Minimums- 
bedingung gibt; er setzt dann die zweite Veranderliche als konstant 
voraus, und verfahrt anf ebendieselbe Weise, wodurch er die zweite 
Bedingung erhilt. 

Um dem Leser einen genaueren Begriff von Fagnanos Ver- 
fahren zu geben, wollen wir die Auflésung des ersten seiner Probleme 
antiihren. : 

Man beschreibe um C mit dem Radius CD einen Kreisbogen 
VDF (Fig. 81), und F sei ein unendlich nahe on D liegender Punkt 
dieses Bogens; es mu8 sein, wegen des Minimumscharakters des Punktes 
D (,,per minimi naturam“): 


DA+DB+DC=EA+ EB + EC 


oder, da DC = EC: 
DA+DRB=EA+ EB, 


oder auch, wenn man um A, B die Kreisbégen Ed, De zieht: 
Dd = Ee. 


Auialyelebe. Muwendunge: at Infinitesimalrechnnng. 17% 

Esa folgt hieraus, daB die heiden unendlichkleinen Roe nec 
Dreiecke Jd E, EeD einander gleich sind, so daB ED = dDE Ist 
DO die Tangente zum Bogen }’F im Punkte D, so ist, da RDe 


”~ 
= Be) = “ 
A - A ~ a. 
BDO = 3 —eDE, cE D= > —eDF, 
folglich: | | 
A “A An 
BDO=eED=adDE; 
| A ~ 
wddiert man die rechten Winkel ODC baw. EC hinzn, so folat. 


A A 
BDC = ADC. 





sens at. 


Auf gleiche 1 Weise erbalt man: 


“N ; 
BDC = ADB. 


Die Minimumsbedingung ist also: 


AD R= BDU = UDA =. 


Derselbe Gedankengang, den wir soeben 2u schildern versuchten, 
erscheint wieder, wonn auch unter etwas verinderter !urm, in eiuem 
schon oben (S. 687) erwahnten italienischen Lebrbuche, in den Principii 
fondamentali del calcolo differenziale e integrale von Lotteri. 
Es wird in diesem- Werke vorgeschrichen, daB man im Falle von 
mehreren _Verinderlichen einige derselben als konstant ansehen mige. 
Soll zB.“ eine Zahl a in drei Teile von griBtem Produkte zerlegt 
werden, und gind zwei derselben z, y, so daB dus zu untersuchende 
Produkt durch: 

f(a, y) = any — xty — ay? 
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ausgedritckt wird, so betrachtet man zunichst x als einzig verinder- . 
lich; das gibt. durch Differentiation: 


ay — 2ay— y= 0, 
also: 
r=—3, fay fa—y 
Differentiiert man jetzt nach y, so erhilt man: 


z @—9)(a— 8y) =0, 


woraus sich y = : , and folglich x = + ergibt. 


Um den iieaal zwischen diesem und dem Kuler-Lagrange- 
schen Verfahren in wenigen Worten nach der heutigen Ausdrucks- 
weise zusammenzufassen, kdnnen wir sagen: Nach Euler und Lagrange 
ergeben sich die gesuchten Wertepaare x, y aus der Auflésung des 
Gleichungssystems : | 


(6) 190, ooo 
Nach Lotter mu man dagegen erst die Gleichung: 
(1) LY 9 
nach x auflésen; ergibt sich bieraus: 
z= 8(y), 
f(P(y), 9) = gy); _, 


so gibt die Auflésung der Gleichung: 


und setzt man: 


: ad o ; 
(8) . “g2) 0 = 
die gesuchten Werte von y, die dann, in x = #(y) eingesetzt, die ent- 
sprevchenden Werte von  liefern. 
Es ist leicht zu sehen, daB beidt Wege zu demselben Hesultate 
fiibren. Man hat namlich nach der Defiuition von #(y): 


Q aE ee 
( ) Cf YY) 9, 
ferner: 


_dgty) shew hegy ‘Te 
if  aear 9'(y) + 


so daff sich (8), wegen (9), suf: 
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(10) | afey.9) _ 9 . 
oy 


reduziert, und das Gleichungssystem (7), (8) durch das System (9), 
(10) ersetzbar ist, welches mit (6) tbereinstimmt. 


Es ist merkwirdig, da8 Lagrange selbst in semer Théorie 
des fonctions analytiques ganz &hnulich wie Lotteri verfahrt; 
nur ist seine Behandlung insofern vollstindiger, als er auch die 
zweiten Ableitungen berificksichtigt. | 


2. Unbestimmte Formen. . 
Zur Bestimmung des wahren Wertes des Verhiltnisses * geben 


Riccati und Saladini in ihren Institutiones analyticae eine von 
Riccati') ersonnene Methode, die aber von der gewdhnlichen nicht 


weeentlich abweicht. Liegt das Verhiltnis ae vor, und ist: 


f(a) nee p (a) = 0, 


80 nu man f(x) und g(x) durch z— a so oft teilen, als wenigstens 
einer der beiden Quotienten einen bestimmten Wert erhialt. Kommen 
in f(a) oder in g(x) WurzelgréBen vor, so mu8 man z durch a+ de 
ersetzen und dann die Wurzeln ,more neutoniano“ uusziehen (man 


macht z. B. V1 +idz+---=m 14 = de +--+); der Quotient der 
Koeffizienfen der ersten Potenz von dx liefert den w dhren Wert des 
Verhaltnisses. 

Es gehért wohl hierher eine Bemerkung von Kiastner.”) Es ist: 


& Je iy 
sec p + tang p = tang (45° + 2), 
also: 
2 tang » = tang (45° + ) — tang (45° — <) . 
Hieraus folgt fir g = 90°: 


(11) . sec 90° -+- tang 90° = tang 90°, 


und: 


1) Animadversiones in fractionem, cuius numerator et de- 
nominator per certam determinationem nihilo aequales fiuat, 
Comm. Bon. II, P. OI, 1747, p. 178-193. *) Summe und Unterschied 
von Tangente und Secante, Arch. d. r. und angew. Math. I, 1797—1798, 
8. 174—180. 
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oder: 


(12) lin. oo 2 ES 2G: 


ee ee ee 


Dié Gleichungen (11), (12) stehen zueinander in Widerspruch. Man 
muB aber erw&gen, sagt Kastner, daB der rechte Winkel weder 
Sekante noch Tangente besitzt, so daB (11) nur aussagt, daB zwei 
nieht existierende Dinge zusammengenommen ein nicht existierendes 
Ding -awsmachen. Nar fiir diejenigen, fahrt er fort, bestcht 
der Widerspruch, die das Unendliche als etwas Wirkliches be- 
trachten. 


3. Anwendungen der Infinitesimalrechnung auf die 
Reihenlehre. 


Diese Anwendungen erscheinen in unserer Periode um so hau- 
figer, als man sich damals berechtigt glaubte, mit unendlichgroSed und 
unendlichkleinen GréBen und mit unendlichen Reihen ganz riicksichts- 
los umzugehen. Eben daram aber bediirfen die beztiglichen Formeln 
einer genauen Priifung, und einige von ihnen haben nur eine — wie 
man heute sagen wiirde — asymptotische Bedeutung. Solcher- 
art ist gleich die erste, die wir anzufihren haben. 

In die schon oben (S. 747) besprochene -Formel: 


1 
(a me - x") d x — log m 
2 SUE HL " 
e - @ 


v 
2 
setzt Euler’) Fe — 1} statt logz ein, wo j eine unendliche Zahl 


bezeichnet; es ergibt sich: 
1 


7” — 
3 a Ait = log ~~ = 
hale *) 
und durch die Substitution 27 = 2’: 
grt gi 
fi "GE de = log ~ — 
F) 


» Speculationes analyticae, Novi Comm. Acad. Petrop. XX, 1775 
(publ. 1776), p. 59—79. 





Analytische Anwendungen der Infinitesimalrechnung. 781 


Puedes j 
Nehmen wir m > an, und entwickeln — » of x in Rethen, . 
giz—1)’ e(g—1) : 
so folgt nach Integration: 





1 1 m 
EEE OR ee 
oder: 

1 1 1 ™ 
aot hae ae log 5° 


Es mag hier bemerkt werden, daB die Entwicklung nach fallen- 
den Potenzen von z im Intervalle 0 <2< 1 nicht konvergiert. Man 


kann aber, wenigstens fir ganzzahlige m und #, dieser Schwierigkeit 
aus dem Wege gehen wie folgt. Es ist: 





os gM@I—-B 4 gmj-S4o.. 4 Flea 
woraus sich durch Integration wiederum ergibt: 
| 


gs __ gnJ 
Saas ea oe 


Ein interessantes Problem der Differenzenrechnung ist folgeudes'): 
Aus der als bekannt vorausgesetzten Suwme: 


f(z) WHO 4... 40" 
faa1(2) oe [rth Qaeda vee op rth 
f,—1(2) eal ) Ea Qra-t iy oo gr-) 


abzuleiten. Dieses Problem lést Euler auf Grund einer von ihm 
frther aufgestellten Formel, welche den Ausdruck von f(z) unter der 
Form einer ganzen rationalen Funktion von x von der (nm + 1)" Ord- 


die Summen: 


nung angibt. Man kann allgemeiner aus der Summe g(r) die 
r=il 


Summen > J 9 (r)dy und > p (r) ableiten. 
: r=i r=1 


Man hat oft versucht, die Summe einer Reihe durch ein be- 
stimmtes Integral auszudriicken, wenn dieses auch manchmal nur 
eine scheinbare Vereinfachung ist, insofern als die Berechnung eines 


') Euler, De singulari ratione differentiandi et integrandi quae 
in summis serierum occurrit (1778), Nova Acta Acad. Petrop. VI, 1788 
(publ, 1790), p. 8—15. 
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bestimmten Integrals ‘nicht selten nur durch Reihenentwicklung ge- 
- schehen kann. Euler") hat dieses Problem fair die Summe: 


lta '+a?+--- 








gelist, wo: 
s h 26 ab hb 


ist. Man kann durch Differentiation bestiitigen, dab: 


ety? a fae y’-*ar —(a+ ) faate-lye-tde, 


3 1 
y= (1— a). 
Hieraus folgt: 


1 1 

—t4e- pa cause —1ge-b77. 
far of °'dz =a ha ly az, 
) 


und anslog:. ; 


1 
‘ b 
fatty de = ~ tts Jew y°~ dz, 


0 
also: 


5 1 

° b . 
Jormiy idem rath oF aly da, 
0 sO 


usw. Seizt man insbesondere c= 6 — a, und beachtet, da8: 


1 


at~ty-*dg = -——~_., 
bain —~ 
0 b 


ein Wert, den wir mit A bezeichnen wollen, so erhalt man: 


Joeryds - Au a, A, 
we ok 
farriysde —_ =" ae A= a, A, 
i] 


usw. Es ist aber: 





1) Plenior expositio serieram illarum memorabilium, quae ex 
unciis potestatum binomii formantur (1776), Nova Acta Acad. Petrop. 
VI, 1790 (publ. 1794), P- 32—68. 
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t t 
fat ty-tedex = fxe-ty-*da(1 4- 0,2? + a,7% + ---) 
0 U) 


1 1 1 
= fx yeda 4. a, fart ?ty-sdx + dy farts -ly-sdz eres, 
0 0 ; 6 
folglich: 
3 
fatty eda = A(1 + «7+ a?+-->), 
6 
und hieraus: 
1 
1+ a2 a2 +s me A fart tede. 
0 
Die Sammen: 
L$ yey’ + oye’ ++, 
i i ee 
a, + Oty oe," + O40y +---, 
WO a, = (— *, lassen sich auf analoge Weise berechnen. 
~ Kin Interpolationsproblem ftihrte Euler) dazu, die GréBe: | 


Ane 2a7¢ + 4a) 
THe H Say G+ bah 


durch bestimmte Integrale auszudrticken. Aus: 


1 
SP Nae _mtkm tka a & eda 


ae mn m+n ; ane 
(1—2*) * (1—2") * 
k ==. a | kma 
leitete er fir jm=—=f und fir ;m=—f+a ab: 
n= 20 n= 24 








1 


> ato ee _ ¢+o¢+ a) ade 
V1 


ee ee — — —— 





J Vi-gw ff + 2a)-- a? 
1 

fers BL gn a gL A gt Le 

V1 Fat 8a) y Vi-z 


also: 


———— 


1) De fractionibus continuis Wallisii (1780), Mém. Acad. St.-Pét. V, 
1812 (publ. 1315), p. 24—44. 
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1 
gite-lay 
aa 
g’ Vi—2 
yy Se See 
ede 
. V1—<** 


Kbenfalls mit der Differenzen- und Interpolationslehre hangt die 
Eulersche’) Formel zusammen: 


é f(7) + flatly +f@+ay+-- 
-| f(a)ax + fiz) — 4 Af (2) + 4B) — Sor @+--5 





wo die Zahlen: 


1 1 1 
Amer, Be, Om sigs 


dic nimlichen sind, welche in den Formeln: 
Ltt te = Aa, 
ee B ; 
Foga toe bee = Be", 


a 


1,1 
; P+astgsto = Cx, 
vorkommen. Eine analoge Formel gilt fir die Swnme: 


f(z) —fa@+1)+fe+2)—--.. 


Endlich driickt Euler?) den Binomialkoeffizienten () } durch 
ein bestimmtes Integral aus: | 


p 1 
(*)= 1 Y 


a | eit a I dav 
v 





insbesondere ist: 
| ON aie : Aut ha 
(, : qx 
af z’-'aQ—a tds 

0 


 Methodug succincta summas serierum infinitarum per for- 
mulaa differentiales investigandi (1780), Mém. Acad. St.-Pét. V, 1812 
(publ. 1818), p. 45—56. 7, De unciis potestatum binomii earumque 
interpolatione (1781), Mém. Acad. St.-Pét. IX, 1819—1820 (publ. 1824), 
p &7—-7s. ; 
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Mit der Auswertung der Reihen: 


DB 


> _ yey a 
pt+aqn’ P+qnr’ / (p+qnj(r+en)’ 
a= : a= 


n=l 


@w - ® 
1 
Dormer ay LQ erme pi 
nmi az=il : 


SV afonjefany 
J (PT any on)? 
R= 


. durch bestimmte Integrale beschiftigt sich Lorgna’). Antonio 
Maria Lorgna, geboren zu Cerea bei Verona am-18. Oktober 1735, 
gestorben zu Verona am 28. Juni 1796, war Oberst des Geniekorps 
und Professor an der Militarschule zu Verona und beschaftigte sich be-— 
sonders mit hydraulischen Fragen; er war der Stifter und der erste 
Vorsteher der Socicta Italiana delle Scienze und veriffentlichte 
zahlreiche mathematische und hydraulische Werke und Abhandlungen. 

Eine spatere Schrift von Lorgna’) bezweckt die Summierung der 


Reihe > ori , woa>l. wetzen wir der Einfachheit wegen a =e 
n=! 


voraus. Es ist: 


also: 





Setzt man nun in die bekannte Formel: 


1 
Pal Pde x 
1+ x’? & g sint— 
0 


die Werte p = * , a= 1 ein, so folgt: 





'; Specimen de seriebus convergentibus. Verona 1775. * Delile 
propressioni reciproche delle potenze affette. Mem. Soc. It. sc. 1M, P. Il, 
1784, p. 210--236. 
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oder: 


; ae tec! | 
eas falta Mae a 
ine” +2 ec ef 1 


oder auch: 


= 3 " fide 128 7 pas a 
1 a'* toe '* dex oy bare ae | 1 
| fete tee Ife 2j™ 
0 0 


x ew 1 








Diese Relation 1a8t sich folgendermaBen schreiben: 





asl ee f294-2 ean 
ee | fl ai* (1 9i*) dz ce (1. in) dx 


(2) ° ia” 
A+ a2)\l— a . (AQ-+a;\i—az ’” 











1 
3 ( iL ba me | 
in —-1 oix rw -1 {x | 
2x i—e 2 ) d x ieee £ i 
ep ae 
AN _.\ & 
Hea) (acaenie! ) - apaclt— ote ia) 
1. 1 
[ m ati 
i ait do bac! 2’ a 
a SO A ae SA 
(1-+2)\1—2'” “ (t+) 1—2'” 
1 1 : 
see _a+1 
Cae) Nee eae ne Boe pete 
_!\ a — _1\ 2 
: ; sisieen@iase in) : (1 oe in) 
1 1 
ry n+1 
in in 
x dz — x dz 
+ en" Eevee ae ees <oF ea ant wed hy tutes aaieaer eas 
-\ @ ~\| = 
(1+ ee — 12%) 5 a — gin) 
1 1 
y- 7 "t+! 
ix tx 
x . 42 — x dz 
pens J —— = grt FS 
_jA\ « _i\ 2 
ates (paige ts iz) ; pee (era in) 


Summiert man nach # von | bis co, so erhalt man nach leichten 
Reduktionen: 
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1 


| 
© = a 
2 FEI 7 isi Pens fat 
ona Tl fxs atolr—e ae ak ae: a 


1 


| se : 7" 
sf +63 af. fat I Sate 
-A\ @ j’ 
(1 ore in)” : aaa ix) | 


eine Formel, welche die Summe der beiden Reihen links durch be- 
stimmte Integrale ausdriickt. 

Auch Malfatti in einer schon oben angefithrten Abhandlung’) 
beschaftigt sich mit der Summierung von Reihen durch bestimmte 
Integrale. Es ist: | 


Jee = ite a + Pa = ' dx 


m+n m+n 3m+n 
x ™ 2x ™ 2 ™ : 
iieex ey ee + ¢, 





po 





1 fie 4 1 1 
mJ ite mtn Imtn T mtn 
Man erhilt analog: | 


1 


1 px" dz 1 1 ‘2 
ye 
Es ist zu beachten, daB dieses letzte Integral unendlich ist; fihrt 
man nimlich die Substitution 2 = y"-aus, zerlegt in einfache Briiche 
und integriert, so kommt das Glied: , 


1 


liog (1 — 9} oder Log (, ~2*)| 


1) Eseai analytique eur l’intégration de deux formules diffé- 
rentielles, et sur la somme générale des séries harmoniques & 
termes rationnels, Mém. Acad. Turin 1788—1789 (publ. 1790), p. 58—112. 
Siehe auch: Gratognini, Saggio analitico sopra una evista comune nel 
problema per la valutazione delle annuita, e sull’ uso del Calcolo 
‘differenziale ed integrale nel sommare le serie.armoniche relativa- 
mente a tale problema, Pavia 1782. 

Camron, Geschichte der Mathematik IV. 51 
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vor. Nichtsdestoweniger hat die Formel nach Malfatti eine Bedeu- 
tang; es ergibt sich namlich fiir jedes » und p: 
1 : 1 


1 1 
f = P 
1 gl am 
1—2z l—-z J 
0 0 


1 
mtn t mpat mt+p 2%m+p- ? 





und die links vorkommende Differenz ist endlich, weil die beiden 
l 


Pee | 
Glieder i= (1 ~ on) | sich gegenseitig aufheben. 
0 


Andere Schriften setzen sich als Zweck vor, die Summe einer 
Reihe oder den Wert eines unendlichen Produktes in geschlossener 
Form mit Hilfe der Integralrechnung za ermitteln. Um auch hier 
mit Euler zu beginnen, fiihren wir zunachst eine Schrift’) an, wo er 


die schon bekannte unendliche Produktenentwicklung yon cos —: 


a 


vermittels Integrationen berechnet. 
Ebenfalls Euler verdankt man die merkwiirdige Formel: 


(i) (4TH TH) + Late l a) ea tgetogs 
i Es sei: | 


p= = logy, 2 fe log z, 
woraus folgt: 


pt+q=logz logy + C. 
Man hat fir ¢c+y—1: 
p= [Pgi—2)-- f% Z(E+% a8 ea +} 


--(G45+54--), 


1) Exercitatio analytica (1776), Nova* Acta Acad. Petrop. VII, 1790 
(publ. 1794), p. 69-—-72. 7 De summatione serierum in hac forma 
contentarum: 


a .a’®. a® 
7 eas “ + 9 + etc. 


(1779), Mém. Acad, St-Pét. UJ, 1809—1810 (publ. 1811), p. 26—42. 
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und analog: 
ibe cot vagy Oy tes rt 
q= (4 +9 9. or ), 
also: 


(5 pee E ye) e 4 Pe % se...) 0 loga logy. 


Fiir z = 1 ist: 
y=0, loga logy =0; 
es folgt: 


1 1 1 x? 
C2 a tr ee a 


woraus (13) sich ergibt. 
Man kann auf analove Weise die folgenden Bez:shungen finden: 


Lt dat ht )4 (E84 jt igetgd, 


wour—y=1; 


(2 +iatiet +(7-F 5- )+( tyatgat ) 
‘ +(£—% 4 0...) = loge log? — log z logy + 
+(g-tet—-), 


wo zyt+r+y=c. 
Auch die Relation: 


2 a) ry 93 . . 3 9> s ~ . 5 
7 SIN @ sin @ — => sin 3 sin w += sin 0 @ sin @° — 


-* cos 2 sin wo? — 7 cos 4. sin w* + =” cos 6a sin w'—.--- 
wird von Euler!) auf (irund der Integralrechnung bewiesen. Es 
mogen die beiden Seiten durch S bzw. T bezeichnet werden. Setzen 
wir 2singo = 6 und betrachten wir augenblicklich 6, o als vonein- 





ander unabhingig, so ist: ° 
bsineo Ob sin8e , , B® cos2w db*cos4o 
ery tae ; wleeee, be eee Core ee 
dS 3 aT 2.: 4.° 
5 = b cosa —b cos Bw 4--+:, leo = — ? sin 2a + b* sin4a—---, 


woraus sich leicht ergibt: 


1} De seriebus memorahilibus quibus sinus et cosinus angulorum 
multiplorum exprimere licet (1780), Mém. Acad. St.-Pet. V, 1812 (publ. 
1816), p. 57—72. 

51° 
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- (1 + 25° cos 2 +B) = b(1 + 5% cos w, 
= (1 + 25° cos 2@ + b4) = — 5? sin 2a, 
und durch Integration: : 
8 oe 7 lo ssp 
T = i log[(1 + 0? + 26 sin w)(1 + 6? —.2b sinw)], 
also: | | 


1 eae 
I —8 == log (1 + 6’ — 2b sina), 


und durch Einsetzung des Wertes von b: 
T = 8. 


Verschiedene Methoden zur Auswertung von unendlichen Reihen: 
durch Integration warden von Landen’) und Fontana‘) entwickelt. 


Transzendenten. Elliptisehe Integrale. 


1, Verachiedene Transzendenten. 


Bevor wir auf die elliptischen Integrale kommen, deren Behan- 
lung beinahe das ganze Kapitel einnehmen wird, wollen wir uns 
mit einigen anderen Transzendenten von weit geringerer Wichtigkeit 
beschaftigen. 

Nur wenige Worte ‘werden wir einer Schrift Eulers fiber un- 
stetige Funktionen®) widmen. Euler bezeichnet diejenigen Funktionen 
als ,unstetig“, die sich nicht durch einen einzigen analytischen Aus- 
druck darstellen lassen; so ist z. B. eine Polygonallinie das Bild einer 
unstetigen Funktion. Nun fragt sich Euler, ob man solche Funk-_ 
tionen in der Analysis zulassen darf. Dazu bemerkt er, daB die Inte- 
gration der partiollen Differentialgleichungen willkfirliche Funktionen 
einféhrt, und daB man sich folglich, wenn man alle Lésungen er- 


1) A new method of obtaining the sums of certain series, Math. 
Mem. I, p. 67—118. *) Memoria sopra la somma di alcune serie 
(das mir zur Verfiigung stehende, der Universitdte-Bibliothek zu Pavia an- 
gehdrende Exemplar tragt weder Drockort noch Datum). +) De usu func- 
tionum discontinuarum in analysi, Novi Comm. Acad. Petrop. xl, 1765 
(publ. 1767), p. 5—27. 
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halten will, erlauben muB, ale solche nicht nur stetige, sondern auch 
unstetige Funktionen anzunehmen. 

Vandermonde betrachtet in einer schon oben (S. 120) an- 
gefiihrten Schrift’) den spi&ter als ,,Fakultét“ oder ,Faktorielle“ be- 
zeichneten Ausdruck: | 


[p= pp —1)-+:(p—n +1). 


Er findet: 
[oo cot, Lot = Lo Lp — mp", 
0 = —m 1 7 
Lp] 1, [p [ptm]? 
ferner: ) oi 
(1) [p+m+n}[p]"* 


a= 1 + [m]'[0]-*[n]'Lo]-* + [mP[O}-?[mP Lp}? + - --, 
und hieraus, da die rechte Seite in bezug auf m und n symmetrisch 
ist: 


| [p+ m+n} ip}"— Lp + m+ [ph 
. Die Formel (1) kann als Definition des Ausdruckes: 
Lp +m + nip” 


fir nicht ganzzahlige m und m dienen. Eine andere wichtige Formel 
ist: | 


Q) “Tato — a” 








[p-+n] °[{q¢—n]* 
— PEt) (ptnt2):--@—n+H@—R+2)--- 
(p+ 1)(p + 2)-- 

















oF it 2) 
Die Binomialreihe 1&8t sich durch die hier eingefithrte Bezeich- 
nung schreiben: | | 
(14 ay = 14+ [r]}'[O}-'x + [r]}*(O]- 4274+ --.. 
Man erhalt demnach durch Reihenintegration: 


1 
iN 
[=uN J 24-11 — 2’)Pde=1— WAT [PPl[oy? 


0 


+g [PPO ++ 
= 14 [P}fO} — PLN} + (PPL) [— NPL + 





_') Mémoire sur les irrationnelles de différens ordres avec une 
application au cercle, Hist. Acad. Paris 1772, P. I, p. 489—498. 
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Dieselbe Entwicklung ergibt sich aber anch aus der rechten 
Seite von (1), wenn man m= P, n == — N, p= N oder m= — N, 
n== P, p == N darin setzt; es ist also: 

| = (PY (N= (Ty 1", 
oder wegen (2): ’ 
[Pye (Ny * (P+N+H)P+N+2) - 


2a ee ae ee ee mn er ge ee ee re ee ee 


(PHN Pepys C+D +2) weparpy 


Ist insbesondere » = 2, N= = »P = — . . 80 folgt: 


' _ fit Vine 3? 
also: 


prise Eee = GILAD Es 


Eime andere merkwiirdige jerey pear e ist der ,,Hyperlogarith- 
mus“, wie Mascheroni‘) das Integral fi nennt. Diese Funktion 
og 


entwickelt er fiir jeden Wert von x in eine konvergente Reihe, und 
zeigt, wie man mit Hilfe derselben andere Integrale berechnen kann; 
es ist z. B.* 


frog log dx = x log log x — He 
_ Er versucht auch, x durch ions =u auszudriicken; dazu setzt er: 


x=K+ Aut Bu'+..-., 
und bestimmt die Koeffizienten mit Hilfe der Relation: 


de de 
du® du 
Mascheroni betrachtet auch das Integral ta a das als 
»hypersecundus Logarithmus“ bezeichnet wird. 
Adrien Marie Legendre*) verdankt man die Einftihrung in 
die Analysis der heutzutage pe UgenUneHONen: genannten Polynome: 


1) Adnotationes ad Calculum integralem Euleri etc. %) Re- 
cherches sur l’attraction des sphérofdes homogénes, Mém. prés. par 
divers savants X, 1785, p. 411—484. — Recherches sur la figure des pla- 
nétes, Hist. Acad. Paris 1784 (publ. 17387), p. 370—889. — Suite des recherches 
sur la figure des planétes, Hist. Acad. Paris 1789 (publ. 1798), p. 372 
bis 454. 
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Xy = 1, 


X, =, 
4-3 (#— 5) 


gr? 





a, 1:8:5-+:(@"—1)/,,  #(w— 1) 
x, 1-2-8... ( a(n — 1) 

n(n — 1)(n — 2) (» — 8) 
a 2-4(2" — 1)(2 — 3) 








gun4 i... ‘ 
die aus der Reihenentwicklung: | 


Aamrpa Het het Het 
entstehen, Uber diese Polynome beweist er die folgenden Sitze’): 
a) X,(1) = 1; : 
b) {| X,(@)'<1 fair jzi<1; 


e) die Wurzeln der Gleichung X,(z)—=0 sind simtlich reell, 
kleiner als 1 und voneinander verschieden; 


. 1 . 
Wee n(n —1)---a—r+2) 
) ferxae- sie a eae 








insbesondere: 
i . 
‘forX,de=0 fir <r; 
0 
A 
e) [X,X,de—0 fir mn; 
ae | : 
1 
2 
f) : f: X,'da = S41} 
-1° : 
1 m 
° Xs,42 2 (— k)” 
(+k) 3 (1+h) * 


-1 


Die erste Schrift von Legendre wurde der Pariser Akademie 
im Jahre 1784 vorgelesen, und bot Laplace’) Gelegenheit dar, die 


1) Einige von diesen Sitven wurden von Legendre zuerst fir gerade, 
spiter aber ftir beliebige Indizes aufgestellt. %) Théorie des attractions 
des sphéroides et de la figure des planétes, Hist. Acad. Paris 1782 
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Theorie der Kugelfunktionen za fordern und zu erweitern. Er fihrte 
die von. zwei Paaren von. Verinderlichen #, @, 8’, w abhangigen 
Kugelfunktionen Y, ein, stellte die Differentialgleichung auf, welcher 
dieselben geniigen, namlich: 


a oY ony. 
Z]a—#) | tits Fat + n(n +1)¥,—0, 


wo # = cos®; ferner entwickelte er Y, nach den Kosinussen der 
Vielfachen von o —@’, und gab die Integralrelation: 


1 32x 
J J ¥%a¥dudo —0 fir m+n. 


Die Untersuchungen von Laplace wurden von Legendre in 
der guletzt angefthrten Abhandlung wieder asfgeioumicn und ver- 
vollstindigt. 


2, Elliptische Integrale.') 


Die Theorie der elliptischen Integrale, deren Geburt wir in der 
vorhergehenden Periode beigewohnt haben, nahm in der gegenwir- 
‘tigen einen unerwarteten Aufschwung infolge einer von Euler in 
einer im Jahre 1754 herausgegebenen anonymen Schrift’) aufgewor- 
fenen Frage. Es war eben diese Frage, die G. B. Fagnano dazu auf- 
munterte, die Untersuchungen seines Vaters wieder aufzunehmen, und 
dessen Privritatsrechte zu behaupten, wahrend fir Euter selbst seine 
eigene Frage der Ausgengspunkt einer Reihe von wichtigen Ar- 
beiten war. . 

Um uns inmitten der groBen Menge von uns vorliegenden 
Schriften zu orientieren, werden wir versuchen, dieselben um zwei 
Grundfragen zu gruppieren, namlich: 

A. Beziehungen zwischen Bégen eines und desselben Kegel- 
schnittes (Eulersche Differentialgleichung, Additionssitze); 


ee a 


(publ. 1785); Oeuvres X, Paris 1894, p. 841—419. DaB die Prioritit der Er- 
findung der Kugelfonktionen Legendre sukommt, ist ganz unzweifelhaft; siehe 
Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, I. Aut Berlin 1878, Kinleiturig 
zum ersten Bande. 

1) her die Geschichte der elliptischen iets fahren wir zwei wertvolle 
Werke an: Enneper, Elliptische Functionen. Theorie und Geschichte, 
Il. Aufl, Halle 1890; Bellacchi, Introduszione storica alla teoria delle. 
funzioni ellittiche, Firenze 1894. *) Da8 diese Schrift von Euler herrthrt, 
ergibt sich aus Muwa Acta Ernd. 1770, p. 433 und aus Novi Comm. Acad. Petrop. 
VIE, 17568-1759 (pabl. 1761), p. 128. 
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B. Beziehungen zwischen Bdgen verschiedener Kegelschnitte 
(Transformation, Normalformen). 

Kinige wenige Schriften, die zu keiner dieser Fragen in Be- 
zichung stehen, werden wir behandeln unter dem Titel: 


C. Vermischte Fragen. 


_ A. Beziehungen zwischen Bégen eines und desselben 
Kegelschnittes. 


Im Jahre 1754 erschien in den Nova Acta Eruditorum (p. 40) als 
Aufforderung, emen Satz zu beweisen und ein Problem aufzulésen, die 
soeben erwzhnte anonyme Schrift Eulers. 

Der Satz war: Ist (Fig. 82) O der Mittelpunkt, A’A die gréBere 
Achse einer Ellipse und 
sind P’P, QQ zwei konju- 
gierte Durchmesser dersel- 
ben, V’, V die Projektionen 
von Q@ @Q auf PP, ver- 
langert man PP bis R, 
so daB OR= OA, und 
schneidet die zu A’A senk- 
rechte Gerade RT die 
Ellipse in S, so ist: 
Bogen Q’ PS — Bogen QAS 

=2-0V=V'V. 


Das Problem war: Auf einem Ellipsenquadranten einen Bogen 
algebraisch zu bestimmen, dessen Lange die Halfte der Linge des 
Quadranten sein mége. . 

Unzweifelbaft hatte der Versuch, die Untersuchungen von Giulio 
Fagnano zu verallgemeinern, Euler zu solchen Betrachtungen ge- 
fihrt. Die Ergebnisse seiner Forschungen in diesem Bereiche ent- 
wickelte Euler in einer Rethe von Abhandlungen, tiber welche wir 
zunachst-zu berichten haben. 

In seinen beriihmten Untersuchungen tiber die Rektifikation der 
Kegelschnitte war G. Fagnano besonderen Differentialgleichungen von 
der Form: 





Fig. 82. 


F(x)dz + F(y)dy = 0 


wiederholt begegnet (diese Vorl., III?, 8. 487), welche sich integrieren 
lassen, wahrend jedes Glied fir sich selbst nicht integrierbar ist. 
Nun setzt sich Euler’) das allgemeine Problem vor, ‘Differential- 








1) Specimen novae methodi curvarum quadraturas et rectifica- 
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gleichungen von solcher Beschaffevheit direkt aufzufinden. Dagu geht 
er von einer zweckmaBig gewihlten Beziehung zwischen 2 und y 
aus, welche das Integral der zu bildenden Differentialgleichung dar- 

stellen soll. =e mo 


a) Es sei erstens: 
(3) a+ y(a*+ y?) + 26xy =C. 

Setzt man: 

VERMA ap X, VO PP a7 =H) 
so erhalt man aus (3): | 
gat SY yw X88 
see = 
oder: 
(4) X= yy + 62, Y = yx + dy; 
es ergibt sich andererseits durch Differentiation von (3): 
(yx + dy)dz + (yy + dx) dy = 0, 

also wegen (4): 
(5) | +S m0. 

Um diese Gleichung auf eine bessere Form zu bringen, setzen 
wir: 
es folgt: — 

am—p, d=VA(A+CH), X =VAk(A + Cz*), 
Y =VEEAF Oy, 

und wir erhalten aus (3), (5), wenn wir VA, VA+ Cy? mit nega- 
tivem Vorzeichen annehmen: 


(6) — Al + A(a*+ y!) — 22y VA(A + OF) = 0, 


— ay = Ap, e— y= Cp, y= A, p= AR’; 





tiones aliasque quantitates transcendentes inter se comparandi, 
Novi Comm. Acad. Petrop. VII, 1758—1759 (publ. 1761), p. 88—127. — Specimen 
alterum metbodi novae quantitates transcendcentes inter se compa- 
randi. De comparatione arcuum ellipsis, ebenda, p. 3—48. — Demon- 
stratio theorematis et solutio problematis in Actis Eruditorum 
Lipsiensibus propositorum, ebenda, p. 128— 162. — Institutiones calculi 
integralis, Bd. I, Art. 580ff., Bd. D!, p. 597, Supplementum: Evolutio casuum 
prorsus singularium circa integrationem aequationum differentialium. 

1, Das Vorzeichen der hier und in der Folge auftretenden Wurselgrd8en 
mu in jedem besonderen Falle gehérig bestimmt werden. 
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a, Je | 
Vat Csi Va+ Cy 
Da k in (6), nicht aber in (7) vorkommt, so stellt es die will- 
ktirliche Integrationskonstante dar, und (6) ist das vollatindige Inte- 
gral von (7). 
Man kann solche Funktionen f(z) finden, daB unter der Voraus- 
’ setsung, daB zwischen 2 und y die Relation (7) besteht, die Gleichung: 





(7) 


Sade fey _ lay 


VA+Gat Ya+Cy 
gilt, wo V eine algebraische Funktion: von x, y bezeichnet. Ee mu 
dann: 
fede 7 fydy_ 
yates Jyatce tone 
- nur eine verinderte Form der Integralgleichung o von (7) sein. Ist 
z. B. f “e 2*, so ergibt sich: 





Vue wey + const. 
b) Es sei: © V3 
a+ 2B(e + y) + y(z*+ 9%) + 2dxzy = 0; 
man erhalt hieraus: 
(8) = *% =0, 
wo: 


nn cmnemamiaend 


X = V (B? — ay) + 28(8 — y)x + (8 — y*)2%, 


Y -VG— «”) + 280 — ny + Ow. 


c) Ist: . 
e+ matt ny?+ 2dry = 0, 


so erhalt man wieder Gl. (8), wo: 


X = V(d?— mn)z*—an, Y= V(e?— mn)y?— am; 


ferner: 
(9) hoe es viney - av. 
wo: 


V=—azy fir f(%)— ma‘, oly) = ny’; 
Ve ay(a+dry) for f(x) = mist, ply) = n'y. 
Hieraus folgt allgemein: 
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2 3 m4 2 Bo,4 
fetes Pe gan [STS y dy 


= asy[—b 4+ ca - cay -+ const. 
Fir m =n hat man: 


potonerts cmt at Ie _fetinns idl 


= xy(— b + ca + cdzy) + const., 

unter den Voraussetzungen: 

X = V(d? — m*)2*— am, eyies wy zen —am, 
a + m(x?+ y") + 2dzy = 0. 


d) Ist: 
a+ (x? + y’) + 2day + Exty’ = 0, 


so folgt wieder (8), wo: 

XVI AGT EA), Y-VPF— Ct OL W. 
Es gilt ferner Gl. (9) fir: 

f2)=2, py=¥, 7--* 

und fir: 
fa)—a, py)—y¥, Vm salte— ratty’) + day). 
Hieraus ergibt sich: 


i apis: fe dy 


— *2y 4 sy Y [20 — y (a+ y?) + day] + const. 


Von ae vier behandelten Fallen gehért nur der letzte unserer 
Frage eigentlich an; die in den dfei abrigen Fallen auftretenden Inte- 
grale lassen sich durch elementare Funktionen ausdriicken. 

Die ermittelten Resultate lassen wichtige geometrische Anwen- 
dungen zu. 

Die Rektifikation des Kreises wird durch die Formel: 


Se ee a BES gin 2 
1— 2? 


geliefert. Bezeichnen wir dieses Integral mit JJz, und wollen wir 
dasselbe mit dem unter c) vorkommenden: 
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| eee eS 7 
7) 7 Satan 


identifizieren, so mtissen wir setzen: 
b=c=0, a=km a=—Kk'm d=—mY1—FP, 


wo k eine willkiirliche Konstante bezeichnet; dann ist die Relation: 


(11) Tz — Ty = const. 
mit der anderen: = 
(12) Mi §—y? + QeyV1—h = 0 


gleichbedeutend. Zur Bestimmung der willktrlichen Konstante in (11) 
erwige man, da8 aus y= 0 wegen (12) =k folgt; es nimmt daher 
(11) die prizisere Form an: 


Tx — Hy = Ik, 
wahrend sich aus (12) ergibt: 
e—yVi-#+hyVI-¥, 
| y= 2V1—RP—kV1 —2), 
k= xVi—y— yV1—2. 


x=sing, y=sinn, k= siny, 


Setzt man: 


so lassen sich die obigen Formeln folgendermaBen schreiben: 
3 —y= if 
sin § = siny cosy + sin y cos 7, 
sin, = siu § cosy — siny cos &, 


sin y = sin § cos 7 — sin 7 cos &, 
oder kiirzer: 
sin (w + v) = sin uw cosy + sin y cos p, 


eine Formel, welche den Additions- und Subtraktionssatz der 
Sinusfunktion darstellt. 


Betrachten wir nunmehr die Parabel: 


1 
um 8, 


wo £, « kartesische Koordinaten bezeichnen; dann ist: 
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: on fsa fata 


Um dieses Integral, welchés ebenfalls mit Zz bezeichnet werden 
mége, mit (10) zu identifizieren, setzen wir: 


Jp a ks 
a= 1, b = — k, c= 0Q, aan f:, galt hm — 








es ist dann, nachdem die willktrliche Konstante wie oben bestimmt 


worden ist: 
Wa — Ily = lik + kzy, 


unter der Voraussetzung: . 
i gt§— wy + 2Y14+ hay 0, - 


amyVltP+kyl ty’, 
y=mxcV1+hRP—kV14 2, 
kaa Vit f—yVl ge. 


Bezeichnen wir mit o den Scheitel der Parabel, ferner allgemein 
mit 3 den Kurvenpunkt, dessen Abszisse ¢ ist; es folgt dann: 


oder: 


ITz = 03, 
also: 
(13) yr = of + kay, 
wemn: 


2Vity¥—yVltai= 


Sind p,q zwei andere Punkte, deren Abszissen zu & in derselben 
Reziehung stehen als 2, y, so folgt: 


qp = of + kpq, 
also: 


ap — yx = K(pg — zy). 
Diese Formeln liefern die Auflésung einiger geometrischer Pro- 
bleme. 
1. Sind zwei Kurvenpunkte t, f gegeben, so soll man einen 
dritten Punkt 8 derart bestimmen, daB sich rg — of durch die Ab- 
ezissen 7, / algebraisch ausdrticken laBt. — Setzen wir in (13) 7, s 


statt y, x, 80 ist: 
16 — of = krs, 


sek Yitrt+rY1i+h. 
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Diese selben Formeln dienen dazu, f aufzufinden, wenn r und 8 
gegeben sind; die letzte Gleichung kann in dieser Hinsicht die 
Form: 


k=esVYi+r—rV1+s 
erhalten. Diese Beziehung 148t sich auch schreiben:. 
stVitste (K+ V1+R) 064 V14+?). 

2. Sind drei Punkte 1, 5, f gegeben, so soll man einen vierten 
Ponkt § derart finden, daB sich r3—§f durch +, h, k algebraisch 
- ausdritcken liBt. — Man bestimme zunichst einen solchen Punkt [, 
daB: | 

bt — of = hkl = hk[kKV1+hR?—hYV1 +7] 
ist; dann wird der gesuchte Punkt $ durch die Beziehung: 
s—rVitP+lyitr 
bestimmt, und es ist: 


8 —ol = lrs, 
folglich: 


18 — bf = I(rs — hk). 


3. Sind drei Punkte r, §, £ gegeben, und ist » eine ganze posi- 
tive Zahl, so soll man eineii Punkt 8, derart bestimmen, daB: 


18, — nbf 


algebraisch angebbar ist. — Ist z.B. = 2, so bestimme man 8, der- 
art, daB es zu 8, b, £ in derselben Beziehung stehe, in-welcher 8 im 
vorhergeRenden Probleme zu 1, §, f steht; dann ist: 


— bf = 1(ss, — hk), 
a—sVitP+iyi te, 
Tey — 2HE = l(rs + ss, — 2hk). 


wo: 


und folglich: 


Die Bogenlinge der Ellipse: 


2 
wt 1 


ist: 





a 

4? — = Pe. 2 

$= aes be SLT Be gz ae = Ms, 
0 


na EP, 2-V Em Ea 
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Um Is mit dem unter d) vorkommenden Integral: 


ere a + bz? + cs* nok. eae 
Va%e? — (a + yz) (y + 58%) 
in Ubereinstimmung zu bringen, setzen wir: 





a=A’, b=—n, c=0, —ay— At, 
— af —y=-—AM1l+n), —yo—n, 


ferner, wenn 7 =k fir y= 0 sein muB: 


a + yk? = 0; . 
es folgt dann, wenn V (A? — #) (4? — nk*) = K ist: 
| ? Kk k 
a= kA’, =—4, d=, f=, 
also: 
He — Ny = Wk — "9, 
und: | 


At (ki — 2? — y*) + nkaty'+ 2A Kary = 0, 
woraus folgt: 


A?(Ky +k Y) y A*(Ka —kX) pies A*(Y¥a—yX) 


ses At —nk nkty*? ? At — nkiz? ? A‘—nity* 








Sind also die Kurvenpunkte tr, f gegeben, und ist a ejner der 
Punk te, fir welche s = 0, so laBt sich ein Punkt 3 derart finden, 
daB +8 —af algebraisch angebbar ist; man hat nimlich: 





(14) t6—at— Ms — Mr— k= — "St, 
: A'(K Rk 
(15) ms as arte 


Ist insbesondere r = A, und bezeichnet man mit 6 den ent- 
sprechenden Kurvenpunkt (Fig. 83), so folgt R= 0, und: 


(16) s— aia ~ AV — 


ferner: 
af— 63 = nk y= se : 


eine Gleichung, die mit einer von G. Fagnano o gegebenen (diese Vorl., 
III?, 8. 490) tbereinstimmt. 

Man findet leicht, daB die rechte Seite der letzten Gleichung die 
Lange der zwischen dem Beriihrungspunkte { und der Projektion p 





Transzendenten. Elliptische Integrale. 803 


des Mittelpunktes liegenden Strecke der Tangente in f. angibt. Ist 
ferner t der Schnittpunkt der Achse oa mit dieser Tangente, und 
nimmt man auf derselben 
ty = A, so ist der gesuchte 
Punkt 8 der Schnittpunkt 
der Ellipse mit der durch 
v gehenden Parallele zu oa. 
Derselbe Wert fir s ergibt 
sich offenbar, wenn man 
den zu of konjugierten 
Durchmesser 08 bis [ derart 
verlingert, daB ol = A ist, 
und [ auf ob projiziert; die 
zu den beiden Schnitt- 
punkten 8, 8 der projizie- 
renden Geraden mit der 
Ellipse gemeinschaftliche 
Abszisse hat die durch (16) 
gegebene GréBe. Man kann 
also schreiben: 





af — 69’ = af — bs = pf, 
oder: 
ab — fe’ = pf; . 
ferner, wenn { die Projektion von f auf of ist: 
ab — £8’ = 9j. 


Hieraus ergibt sich unmittelbar der Beweis des 1754 vor- 
_ geschlagenen Satzes. Man hat nimlich (siehe oben Fig. 82): 


BA— QAS = OY, 
BA— QPS —— OY’, 
Q'PS— QAS=V'V. 


Setzt man im (14), (15) r=, und bezeichnet man mit g den 
daraus entstehenden Wert vd s, so folgt: 


und analog: 


woraus folgt: 


(17) tg —at = — we 
| 2 AK 
a ae oe 


Aus (14), (17) ergibt sich: 
2(at — 8) — (at — tg) = 55 (2rs — kg), 


Cantor, Geschichte der Mathematik IV. 52 
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ag — 2rS = - (2rs — kg). 
Soll 15 = -— -% sein, so muB zwischen r, 8, k, g die Beziehung: 
2rs=—kg 


stattfinden, welche zusammen mit (15) und dem soeben angegebenen 
Ausdrucke von g die Werte von 1, 3,k als Funktionen von g- ergibt. 
Es ist daher méglich, einen Bogen algebraisch zu bestimmen, dessen 
Lange die Halfte der Lange eines gegebenen Bogens ist, ein Prablem, 
welches das 1754 vorgeschlagene als besonderen Fall einschlieBt. 


Auf die Integration der nach ihm benannten Gleichang ist Euler 
noch wiederholt gekommen.*) - 


In einer 1768 erschienenen Schrift’) zeigt Euler, wie man die 
Differentialgleichung: 


ax dy 


—— —_——— a 


VA+ Ba + Ca? + Da + Ext ~ VA+ By + Cy" + Dy? + Ey® 





direkt integrieren kann. Man muB8 zunichst die ungeraden Potenzen 
von 2, y abschaffen, wonach die Gleichung die Form: 


ee ee _4y. 
V4 + Gx'+ Dz‘ ~~ YA+ Cy? + Cy*-+ Dy* 


annimmt. Setzt man hier zuerst: 


e-Veq y-V2, 


7 quu+Vui—1, 


dann: 
endlich: 
«= capjl- CCA + Dp) + (A + Do sVEAD— OH, 
4 erhalé man die durch elementare. Funktionen cabegriernere Glei- 
chung: . 


*) Ein besonderer Fall dieser Gleichung wird integriert in der Schrift: 
Probldme: Un corps étant attiré en raison réciproque quarrée des 
distances vers deux points fixes donnés, trouver les cas ot la courbe 
décrite parce corps sera algébrique. Résolu par M. Euler, Mém. Acad. 
Berlin 1760 (publ. 1767), p. 228-—249. \ Integratio aequationis 


eee NES 5a eR Aen TEE | ER 
VA+B2+Cz'+ Dai} Ex WA+By+ Cy*+ Dy + hy 


Novi Comm. Acad. Petrop. XII, 1766—1767 (publ. 1768), p. 83—16. 
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paler 


Vi+e 

Die oben angegebene Methode zur Bildung von algebraisch inte- 

grierbaren Differentialgleichungen von der Form (5) oder (8) wurde 

_spaiter von Euler verallgemeinert’). Er geht von der Integral- 
gleichung: 











\ 


(18) w@+2B(at+ty) +r(2+y") + 2dry + 2exy(at+y) + fay —=0 


aus, und findet eine Differentialgleichung von der gewiinschten Form. 
Da ferner diese 4 Konstanten, (18) aber 5 enthilt, so ist (18) das voll- 
stindige Integral. — Interessant sind die Betrachtungen Eulers fiber 
die Méglichkeit weiterer Verallgemeinerungen. Ware es méglich, die 
Gleiehung (8), wo X? ein beliebiges Folynom der sechsten Ord- 
nung beseiehnen mige, algebraisch zu integrieren, 80 ware ins- 
besondere: 

(19) | ts ae es ’ 

wo P ein beliebiges Potyaon der dritten oe ist, algebraisch 
integrierbar, was nicht immer stattfindet. Ist X* vom flnften Grade, 
so geht die Gleichung durch die Substitution: 


3 at 
Z=-uUv+a yr ota, 


wo a eine passend gewiihlte Konstante ist*), in: 


fiber, wo U? ein Polynom vom vierten Grade in «* darstellt; ware 
aber diese Gleichung stets algebraisch integrierbar, so wiirde dasselbe 
von (19) folgen, wenn P ein Polynom vom zweiten Grade in 2° 
wire, was nicht immer wahr ist. Also ist (8) nicht im allgemeinen 
algebraisch integrierbar, wenn die Ordnung von X* vier fibertrifft. - 

Die algebraische Integration ist auch im allgemeinen unmdglich, 
.wenn X eine Wurzelgrifie darstellt, deren Index > 2 ist. 


) Evolutiogeneralior formularum comparationi curvarum inser- 
vientium, Novi Comm. Acad. Petrop. XII, 1766—1767 (publ. 1768), p. 42—86. 
*) Euler sagt einfach, daB man x°*, y* statt 2, y setsen muS. — Ist: 

X?'= A+ Ba+ C2? + D2ei+ Ext Fe’, 
so muB die Konstante a die Bedingung: 
A+ Ba -+- Ca? + De® + Eat + Fat =0 
erfillen. . 
52° 
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In seiner Integralrechnung’) kommt Euler auf den wichtigen 
Gegenstand wieder zurtick. Er bemerkt, daB die von ihm behandelten Glei- 
chungen dazu geeignet sind, die Vorziige der Methode des integrierenden 
Faktors gegentiber derjenigen von der Trennung der Veranderlichen 
aufs beste zu zeigen; es ist namlich leicht ersichtlich, daB das 
Eulersche Integrationsverfahren wesentlich im der Auffindung,eimes 
Multiplikators besteht. Es ist aber im allgemeinen nichts weniger 
als leicht, zu einer gegebenen Gleichung (5) einen passenden Multi- 
plikator M zu finden. Man kann sich umgekehrt fragen, welche 
Gleichongen durch einen Multiplikator von gegebener Form integriert 
werden kénnen. — Es sei z. B:: 

XY 
Mm Oi Retry” 
wo X, Y swei gleichartige Funktionen von xz bzw. y bezeichnen 
mégen; dann muB: 





Yde-+Xdy 

(a+ Pat+ry)” 
ein vollstandiges Differential. sein. Integriert man nach z, so findet 
man: : . 
(2°) Fetpetry t PY) 
integriert man dagegen nach y, so ergibt sich: 

—X 
(21) 7e+betry) + 7) 


Durch Gleichsetzung der beiden Ausdriigke erhalt man: 
BX —y¥ = py(« + Bx + yy)[4 (x) — F(y)}- 


Da, wegen der Form der linken Seite, alle x und y rzugleich ent- 
haltenden Glieder rechts verschwinden miissen, so ist notwendig: 


A(x) = mBx + const, I(y) = myy + const., 
wo m eine konstante GréBbe bezeichnet, folglich: 
~ - K == y[m Biz® + B(ma +n) x + pl), 
Y= p[my*y’ + y(ma —n)y + Q), 
wo #, p,q konstante GréBen sind, zwischen welchen die Beziehung: 
p—q=~an 
besteht. Durch Einsetzung dieser Ausdrficke in (20) oder in (21) 


) An den 8. 796 angeftihrten Orten. 
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ergibt sich als Integral der betrachteten Sieienany, nach leichten Um- 
formungen: 


m By x ~ 2 (62 vy) —f=g(@t ek ry), 


wo f= p— = g++ - und g eine willkiirliche Konstante ist. 
Geht man von komplizierteren Formen von MM aus, so erhilt 


man die schon oben behandelten elliptischen Differentialgleichungen. 
Die Arbeiten Eulers fiber die Differentialgleichung: 


dz , ay 

xity | 
erregten die Aufmerksamkeit Lagranges.') Ihm sclien sonderbar 
genug, daB eine Differentialgleichung mit separierten Verinderlichen, 
- deren Glieder einzeln nicht algebraisch integrierbar sind, sich nichts- 
destoweniger. algebraisch integrieren lieBe; und er wollte die Sache 


néher betrachten. Ebenso wie Euler ging er vom einfachsten 
Falle aus: | 


(22) az dy 


Vi-2 yi-y 
Das Integral dieser Gleichung ist: 


arcsin 7 == arcsin y + const. = arcaih y + arcsin a; 
8 





es 1a8t sich aber auch auf algebraische Form bringen, denn es folgt, 
wegen bekannter trigonometrischer Satze: 


(23)  a=eVl—x—yVi-2 


Es wire jedoch wiinschenswert, zu diesem Integrale auf algebraischem 
Wege direkt zu gelangen. Das la8t sich folgendermafSen erreichen. 
Man schreibe die Differentialgleichung so: 


V1 —yidz = V1 — 2*dy, 
und wende auf beide Seiten die partielle Integration an; man erhilt 
die Gleichung: 


2Yyi—yt+ a yV1l—x?+ ae ; + const., 
welche sich wegen pi auf (93) reduziert. 


1) Sur l’intégration de quelques équations différentielles dont 
les indéterminées sont séparées, mais dont chaque membre en par- 
ticulier n’est point intégrable, Misc. Taur. IV, 1766—1769, p. 98—125; 
Oeuvres II, Paris 1868, p. 5 —38. 
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Ist die Differentialgleichung: 
a a Sr ae ee 
Vat Bet yay seit ect Yat By try + dy? + ey® 
gegeben, so verifiziert man leicht durch Differentiation ; da8 ihr 
Integral die Form: 


A+ B(x ty) + O(a? + y*) + Day + E(aty + cy?) + Foty? =0 


hat; die Koeffizienten lassen sich durch «, p, y, 6, ¢ ausdriicken mit 
AusschluB eines einzigen, der als Integrationskonstante gilt, so daB 
die. letzte Gleichung das vollstiindige Integral der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung bildet. Diese Integration ist aber, wie Lagrange 
sich ausspricht, nur zufallig; er versucht dahcr, eine direkte Inte- 
grationsmethode fiir derartige Gleichungen zu finden. Seine Methode 
ist auf folgendes Prinzip. gegriindet. 

Liegt eine nicht integrierbare Differentialgleichung erster Ord- 
nung vor, so differentiiere man sie, und sehe 2u, ob es médglich 
ist, aus der gegebenen und der durch Differentiation aus dieser er- 
haltener Gleichung eine neve Differentialgleicl.ung erster Ordnung 
durch Kombination und Integration abzuleiten; dann liefert die Ehi- 


- Tnination von oY aus den beiden Differentialgl:ichungen ergter Ord- 
nung das gesuchte Integral. Ist das nicht miglich, so kann man 
zweimal d#ferentiieren usw. 


Sehen wir zu, unter welchen Bedisiraapen die Methode auf die 
Gleichung: 
aa dy 


yx ~ VY ~ 


anwendbar ist, wo X, Y¥ zwei gleichartige Funktionen von x bzw. y 
bezeichnen. Schreiben wir: 


(24) Gee OU oat 


yx ~yy~T 


wo ¢ eine Hilfsverinderliche, 7 eine Funktion von é ist. Es folgt: 


: r(Qy-x mex 


und hieraus durch Differentiation: 








95) 22dTdzteTdte dX aTdTdy+2Trdty _ d¥ 
( - dt? aa? at dy” 


Setzen wir nunmehr: 


a+y=p,-2—-y=q, dT = Map + Nag, 
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es folgt dann, wegen (24), (25): 


ov Xx -— Y\ dt? | 
M-F, N=Z, apdaqg-F™, 


2 Tdp(Mdp + Ndq) +3 T%*p 49T%d%p _ax ,d¥ 


———— 


at? ~ dx ' dy’ 





und hieraus: 


2 T(Mdp* + Td"p) ad¥Y 2N(X— ¥) 


———— ee ee ee 


a, dt? -& dy 7 
Betrachtet man p als konstant, so ist: 


aX_99X 4¥_ _9a¥ 
dq’? dy cq’ 


also: 
Weta 
dt? 





—2 (5 a) — a(X— Y)07 
04a oq T dq’ * 


oder: 


Lat ~27? (*Z%). 
T 





ta’ = P hieraus abzuleiten, muB man diese Gleichung derart um- 
formen, nb sie nur p und g enthalten midge; das aber scheint mir, 
sagt Lagrange, nur dann mdglich, wenn: 
a) T= PQ ist, wo P eine Funktion von p, @Q eine Funktion 
von q bezeichnet, so daB die letzte Gleichung die Form: 


eel 2 2 (75 7) 


op Qeaa\ Q- 


26) . 


erhalt; 
b) die rechte Seite von (26) eine Funktion 29 (p) von p ist. 
Ks folgt dann: 


(27) oF x= * — 9(p) [eda + ¥(n) 


tr 
Po) 
PF ie oni 


da aber: 
: dp __ dz gs VE YX+VY 
at dt +3 — PQ 
ist, so erhalt man schlieBlich das gesuchte Integral: 
(28) VX+VY¥—0V2fo@ apt ©. 


Wie miisesen X und Y beschaffen sein, damit (27) bestehen 
kann? 
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| Setzen wir: 
X=a+ pu + ys + da* + eat + Sx° + 
Yoa+ py + yy + dy + oy + by + 
es folgt hieraus: 
K— Vm o[(p+ rp + oteee 4 tee 
_poetbinre te $e] 
—a[ (6+ yt Se +s P+ ptt. ..) 
+ Leer Set )tae(et- )t--]- 
Es muB8 also wegen (27) zuniichst Q = ¢q sein, ferner: | 
Btoptaet oP a see ++ =o (p), 
Sip 4 Ey Oe ee er ee + 9(p), 
1 


165 + oo © © we ew ew 8 8 ia cian _ ae 0, 


folglich: 


é 
Gans -- 0, v(p) = B+ yp + a2 p+ 2 pt p(p) = > + 8p, 
und (28) reduziert sich auf: . 


VX+VY¥—aGVC + dp + ep', 


VX+V¥—(e—y VOFEGTH) Tew TH 


oder: 


wo: 


X=at+ fat pris de® -- srt, Yea + py + yy’ + dy® + sy". 


Man kann auch versuchen, fiir X und Y nicht notwendig gleich- 
artige Funktionen anzunehmen. Setzt man: 


X= G(22)—O(p+g, Y= ¥(2y)— P(p — 9), 
so folgt aus (27) : 
O(n +9) — P(p—9) = Ql o(n) f Oda + ¥(n)]. 


Differentiiert man zweimal nach p oder nach g, so kommt: 
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®’ (p+q)— ¥'(p—9) = Ole" (p) f Oda + ¥” (p)], 
Oo" (p+g—- PF’ w-g= 9 (P) a3 (0, eaa) + v(p) Gs: 


also: 
alo” (w),fOdg + ¥"(p) | = 9(p) Fs (0 Oda) + om) $8. 


Da diese Gleichung identisch bestehen soll, so kann man zunichst 


* getzen: 
4 a? 
Ov" (p) = FF 0(p), 
also: 
da? 
i — m' Q, 


wo m eine Konstante bezeichnet, und folglich: 


Q = A sin(mg + a), 
ferner: 
ov (p) =— my (p), 
woraus sich ergibt: 
7 *(p) — Bain (mp + 8). 
Aus: 
Q ae Qdq- 9" (p) = 9 (p) ig (of Qdq) 
folgt dann: 


yp (p) = -- 4mte (p), 
und hieraus durch Integration: 


p (p) = Csin2 (mp + +). 


Durch Kinsetzung der erhaltenen Ausdriicke ergibt sich, wenn 


man: 
A® ; 
Ate = —_ —— —— b 


4m ? 2 
macht: 


® (2x) — W(2y) = O(p+q)— F(p—gQ) 
—— 2csin2 (mp + y) sin2 (mq + a) 
— 26 sin (mp + £) sin (mq + a) 
-= c[cos2(2mz2+ » + a) —cos2(2my + y — «)] 
+ b[cos(2ma + B + «) — cos(2my + B — «)], 
und folglich, wenn a eine weitere Konstante bezeichnet: 
X= @(227) =a+bcos(2mz + B+ a) + ccos2(2Qmax + » + a), 
Y= B(2y) =a + bcos (2my + B — a) +c cos2(2my + y — a), 
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welche nach Lagrange die allgemeinaten durch seine Methode zu 
erhaltenden Ausdrficke zu sein scheinen. Das Integral ist nach (28): 


ee 


V@Cx) + VECy) — Asin (mg + «) VT £ cos (2mp + 9), 
wo H die willktirliche Konstante ist. Setzt man: 


cos2mx+isn2mz=u, cos2my +4 sin2my = v, 
cos(B + a)= A, cos(fS— a) = E, 
cos 2(y+a)= B, cos2?(y — a) = F, 
so folgt: * | 


 Bag?? 


Se We 


X 


wo: 
U =¢c(B— VB — 1) + b(A— pA*— 1) 4 + 2au? 

+ b(A + VA? — i) ut + c(B+ VBP let, 
V =c(F — VF?— 1) + b(E— VE*— 1) 0 


+ 2ar'+ b(E + VE? — 1)0° + ¢(F + VF*— 1) eo, 
und die Differentialgleichung nimmt die Form: 
au dv 


yo yv 
an, welche etwas allgemeiner ist als die friihere, insofern als !n der- 
selben nicht 5, sondern 6 Konstanten’ vorkommen’). 
Zwei weitere Integrationsmethoden wurden ‘von Lagrange in 
seiner Théorie des fonctions analytiques entwickelt. 
Man setze wie oben: 
ae p—¢ 


ferner : 
ax 


VE ~ =m dt, 





wo: 
KX=ma+t+ Pet yoit dae +ext, Yoa+ py t yytt+ dy' + ey; 
dann ist: 
1) Die Konatanten sind zwac 7, nimlich A, B, E, F, a, , ¢; aber es findet 
zwischen ihnen eine Relation statt. Es ist nimlich: 
ima oes aaa cos2am BF+ yi— BYyi— F3, 
folglich: 





1+ BF+yi-Byi-P=34F+yi-ayi- : 
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d ’ ’ ’ a ” ” Ya 
empty, aa =P =o +y, 
d t 4 ? ld a? or (Ld 0 
agar —y, and = = 9 


2 ae” = X = (6 + 2px + 3027? 4+ 462°) 2, 
2y'y” = VY = (6+ 2yy + 3dy* + 4ey*)y’, 
und hieraus: . ° 


p= B+ yp +“ (p+ q*) + = (p* + Spa", 


” 8a 
f =yat—pat {Bn +o) 
pq =x y’? = yy 
d 
= Ba + ypg + 7 (8p'g +.4°) + 5 (pg + 79"), 
folglich: | 
ap” — pq — (5 + ep)a% 
oder: eee | 
2 GP PL) _ (0+ 2ep)p, 


-woraus sich durch Integration ergibt, wenn a eine Konstante be- 
zeichnet: , 
Ta mat Op + ept, ° 
oder: | 7 Ee ee See ae 
VX+VY¥=(@—y)Vatd(atyteaty) 
Man -kann auch die gegebene Differentialgleichung auf die 


Form: 
du dz = dt 


VAt Boon YA+Bcosr 
bringen. Dann ist: 


2uuo =-- Bsinu-w, 2¢2" == — Bsinz-e’, 
oder: ; 
dd B e 7g B . 
wm — sink, 2 = —-, sing. 
Setzt man: 
s+ z—% 
) rr a 
so folgt: 
, £+u ' , £—w 
Pp = a ye Y ee 2. ? ; - 
zs’ Cd B , ‘ B ; 
p = ze ~— 7 (sins + sinu) = — 5 sinp cosq, 


Bae nee a # (sins — sinu) = — ~ cos sin 
q 8 4 / 2 Pp 9; 
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und hieraus: 


¢ 8 ‘oe "$ B © . 
py=- _ tt = 2 (cos s — cos) = — = sing sing, 





: also: 
a a= 

Pr cotg q, 2” cotg p. 
Man erhélt hierans durch Integration: 


yp =asing, q = bsing, 
folglich: 
bsinp-p =asing- 4g, 
und durch abermalige Integration: 
(29) b cosp = a cosg +6, 


wo a, b, ¢ drei Konstanten bezeichnen. 
Ist 2 =.m fir u=—0, so hat man entsprechend: — 


p=a= 5, g=YA-+ Beoosm = P, w=YA+B=Q, 
p=>5(P+Q, g¢=Z(P-9, 





folglich: 
1 1 
A a= ——- (P+ Q), aE) 
2 sin -_- | 2 sin — 
2 2 
C c=— Q cotg = ; 
und hieraus, wenn man é = cos M setzt, wegen 
(29): 
E ak = cos-” + sin = sin “ 
3 (30) cos> = cos-> cos-,- + sin > sin - cos Hf. 


Diese Gleichung laBt eine elegante geo- 
R metrische Interpretation zu. Hat man auf einer 
Kugel zwei gréBte Kreise (Fig. 84) ARB, ASB, 
deren gegenseitige Neigung M sein midge, und 
» nimmt man auf diesen zwei Bogen: 
ahs AC=—, AD==, 


so. ist CD=-=. Ist auch DE= >, und setzt man AEm =, 
so ist: 

4 
2 


2 


y ; 
COB - + sin 5 


mM . 
cos — = COs sin g cos IM. 
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Ist EF = ~ und setzt man AF = +; so hat man analog: 


m y z - ¥ . & 
cos > == C08 -> cos + sin > sin cos M, 
usw. Die Gleichung (30) ist mit: 


. f (8) = f(u) + f(m) 
gleichbedeutend, wo: 





rt) ~ J VA+ Boone 


ist. Man hat dann: 
f(y) = £(8) + f(m) = Fu) + 2F(m), 
f (2) = f(y) + £m) = Fu) + 3f (mn), 


Erst spaiter erfahr Euler zu seiner Verwunderung’), da8 La- 
grange seine Differentialgleichung integriert hatte, ohne von der 
Methode des integrierenden Faktors Gebrauch zu machen. Mit seiner 
‘-unermtidlichen Tatigkeit wollte er gleich das sich auf Differentiation 
stiitzende Lagrangesche Verfahren beherrschen und erkannte, dab 
dasselbe in manchen Fillen gute Dienste leisten kann. Ist z.B. die 
Gleichung: 
| dx ay 
x” Y 


' vorhanden, -wo: 
X=ma+2@Br+yrt, Yoau+ 2By + yy’, 


so schreibe man: P 
dz y 
at Xx, at = Y, 


woraus folgt: 
dz d y 


aa aa, 
aa ae iy <mAB+2y (x+y). 


Setzt man 7 — y = q, 80 ist: 


Ll oe 
dt x 





| 7 S = 2h +y(z+y9), 
also: 


ee ee 


1) Dilucidationes super methodo elegantissima, qua illustris 
de la Grange usus est, in sais aequatione differentiali 


az: 
yx —¥" 


Acta Acad. Petrop. II P. 1, 1778, p. 20—57; Inst. calc. int. IV, p. 465—503. 
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di dy de 
de dy dq 


a-— pba —= 
dt dt dt 

da tay 727 

und durch Integration: 
a 
leg <= + leg > = 2logg + const, 
oder: 
C oe dxdy xY 


gat ~ Gy? 
oder auch, durch oo der willktrlichen Konstante: 


PP ee a ad i fad 
was sich einfacher svhreiben lat: 
. Cam tthety trey, 
: ao 
Die Gleichung: | 
, : dx 2 d y 
>. anes a, 


wo X, Y die obige Bedeutung haben, kann auf ahnliche Weise be- | 
handelt werden. 
Nach diesen ganz einfachen Beispielen kommt Euler auf die 
Differentialgleichung: 
dx dy 


(31) EEE 


die er in den folgenden Fallen integriert: 
X =o + Bat yah 
X=a+t pot yat+ da + ea, 
X = a + Ba? + ya + 02°. 
Wir beschranken uns hier auf den zweiten Fall, auf welchén die 
zwei Ubrigen zuriickfibrber sind. Euler setzt, nach Lagrange: 
G+y=p, ©—-y=—q| 
ferner, wenn das untere Vorzeichen angenommen wird: : 
tea ta 
was darauf hinauskommt, da8 er das Lagrangesche 7 gleich Eins 
ennimmt. Es ist dann: 


a 
apa _ x— Yoq(b+op+ 7 (3p OP ge + P0) 
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ferner: 
9 dx Pa  ¢X az gay a adty _4¥ dy 
at dt® da dt’ “dt a ~~ dy dt? 

woraus wait 
a! 3d 
also: ; 

dp <dpdq a 

ait ~ gait — (a + &P) a. 
Multipliziert man mit wih » und integriert, so erhalt man wie 
oben: | . 

- 1 /do\? 

= (as) = C+ dp + ep’, 
oder: 


VX+V¥=(e—y) VC+ Oty) te@ty) 


Bestimmt man die willktirliche Konstante derart, da8 x =k fiir 
y = 0 ist, so erhilt man nach einigen leichten Umformungen: 


(32) 2a +Blet+y)+2yay + dey (ety) + 2en%y' + 2YXY 
@—y)* 
22+ bk + 2V0k 
S , 
wo: 
K = a+ pk + yk? + dk? + elt 


Nimmt man in (31) das obere Vorzeichen an, so hat man nur VY 
mit dem Minuszeichen 2u behaften. | 
In dem besonderen Falle, wo: 


X=(a+ ba+cx%— Ri, Y= (a+ by + cy*)! = 9 


ist, kommt das merkwiirdige Ergebnis vor, daB8 das Integral. von (31), 
wenn das obere Vorzeichen angenommen wird, in eine Identitit 
fibergeht. Man kann dennoch das Integral durch die folgende Methode 
erhalten. : 

Setzen wir: 


wo A beliebig klein ist; es — dann: 


und das Integral, wo d = 2bc, ¢ = c* ist, nimmt die Form an: 


—— 78 — = VO + 2be(et+y) +e (+9); 
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oder: : 3 ; 

(b + cp) (1 = rhs) = VC + 2bep + chp*. 
Quadriert man beiderseits, so 7 sich: 


(b-+cp)* — (6 +¢p) a5 == C+ 2bep + cp’, 
oder: mien oe 
; cp <= 
RS — = | 
wo D eine neue willkiirliche Konstante bezeichnet. Hieraus folgt 
nach einigen leichten Reduktionen: 
1 RS a ba—cu a— al . 
BO Urey ~~ © beep t Fes)’ 
‘wo # = zy, also: 
a— cu 


b-+cp 
a (x+y) + day 


cxay—a 





= const., 
oder auch: 
= const. 


‘In einer weiteren Abhandlung’) vereinfacht Euler sein Ver-. 
fahren, und zieht auch seine alteren geometrischen Interpretationen 
wieder in Betracht. 


Die Eulersche Methode kann auch dazu dienen*), um parti- 
kulare algebraische Integrale gewisser Differentialgleichungen zu. er- 
halten,- welche sich sonst wohl nicht leicht ermitteln lieBen. Es er- 
gibt sich z. B. aus Gleichung (32), wenn man: 


2a-+ Bk+2Vak 
eae) ee: 
setzt: 
VX =e [ Hie — yp —a—L(ety)—yay t= cy(et+y)—saty’, 


und folglch wegen (31) (wo das untere Vorzeichen angenommen 
wird): 








1) Methodus succinctior comparationes quantitatum transcen- 


Pds 
yAt?2 2Bs 4 a Bs + Cz!+ 2Ds*+ Es contentarum inve- 


niendi, M.S. Acad. exhib. 1777; Inst. calc. int. IV, p.604—524. *) Euler, Exempla 
quarundam memorabilium aequationum differentialium, quas adeo 
algebraice integrare licet, etiamai nulla via pateat variabiles a se 
invicem separandi (1778), Nova Acta Acad. Petrop. XII, 1795—1796 (publ. 
1802), p. 8—18. 





dentium in® forma 
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| (@ + By + yy? + dy? + ey) de 
+(—Ha-y*+at+Let+y + pry —fayirty) + extydy—0, 


eine Differentialgleichung, welche (32) als partikulires Integral besitzt. 
Zwei andere Abhandlungen Eulers') fiigen dessen fritheren 
Leistungen nichts wesentlich Neues hinzu. 


Die Aufforderung vom Jahre 1754 konnte nicht umbin, G. B. 
_Fagnano zu interessieren, um so mehr als sein Vater damals noch 
lebte. Und in der Tat be- 
schaftigte er. sich mit der 
Eulerschen Frage und 
verwandten Gegensténden 
in drei Schriften, welche 
die Data 1763, 1768, 1770 
tragen*). Seinen Beweis 
des Eulerschen Theorems 
griindet er auf folgenden 
von seinem Vater auf- 
gestellten Satz*): Sind: 


AB=2a, EF =2b 





(Fig. 85) die gréBere und die kleinere Achse einer Ellipse mit dem 
Mittelpunkt C, CM=—2, CP =< die Abszissen von zwei Kurven- 
punkten X, 7, und besteht zwischen x und s die Beziehung: 


) Pleniorexplicatio circa comparationem quantitatumin formula 


Zd 
integrali ( —— contentarum, denotante Z functionem 


V 


quamcungue rationalem ipsius s*, Acta Acad. Petrop. 1781, P. Hf (publ. 
1785), p. 8—22; Inst. cale. int. IV, p. 446—464. — Uberior evolutio com- 
parationis quam inter arcus sectionum conicarum instituere licet, 
Acta Acad. Petrop. 1781, P. II (publ. 1785), p. 28—#44. 1) Demon- 
stratio theorematis Actis Lipsiensibus propositi ad 
annum 1754, Nova Acta Erud. 1762 (publ. 1763), p. 458—466. — Nova 
arcuum parabolae apollonianae, atque hyperbolae aequilaterae 
mensura, Nova Acta Ernd. 1766—1767 (publ. 1768), p. 27—365 (abgedruckt in 
Nuova Racc. d’opuscoli acientifici e filologici XVII, 1768, op. V, 17 8). 
— Commentatio ad theorema paternum cui titulus: Theorema, da 
cui si deduce una nuova misura degli archi ellittici, iperbolici e 
cicloidali, sive de arcuum sectionum conicarum, aliarumque car- 
varum inter se comparatione, investigatio, Nova Acta Erud. 1770, 
p. 488—506.  *) G. lett. it. 1716; diese Vorl., II?, 8. 489—490. 
Caxron, Geschichte der Mathematik IV. 58 
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ata 
ee at? 
a’°—_— 
a: 


wo ¢ = Va’ — b, go ist: 


Bogen EX— Bogen AT = n/ Ole: 
2 





Es ist leicht, das Eulersche Theorem auf Grund dieses Hilfe- 
satzes nachzuweisen. Nimmt man namlich auf der Verlangerung von 
TP einen solchen Punkt V, daB CV =a, und schneidet CV die | 
Ellipse in Z, so sind C.X, CZ konjugierte Durchmesser'). Ist nun 
XQ die Normale in X, Q die Projektion von X auf CZ, L der 
Schnittpunkt von X - mit C.A, so ist: 


iva! OL a0M pee, 
CL-CP etz a* — x? 
CQ= Vv a pee 2 
eS fo 


folglich : , 
Bogen EX — Bogen AT= CQ. 


Ist H der zu X in bezug auf AB symmetrische Punkt, Y der 
za X entgegengesetzte Kurvenpunkt, S der Schnittpunkt von PV 
mit der Ellipse, so ist: 


EX=FH=YF, XT=HS, AT=AS&, 
YFH— TAS =2CQ, 
_YFS — XAS = 2CQ, 


folglich: 
oder achlieBlich : 


was zu beweilsen war. 


Die gréBte Differenz der Bégen YFS, XAS entspricht der 
Abszisse: 





paw Ve, 
Ya+b : 
es ist dann s= 2, so da8 T mit X cusammenfallt, und: 
) Aus: 
at — xi 
cP=aV/-2 ix, OCV=a 
—etx 
ergibt sich: 
— bz biz 
ts ACY == --—_——— = — -—, 
“7 a Yat — x? aty 


woraus bekanntlich folgt, daB CX und CZ konjugierte Durchmesser sind. 
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YFS — XAS = 2(a —d). 


In der 2weiten Abhandlung beweist Fagnano einige die Bégen 
der Parabel und der gleichseitigen Hyperbel betreffende Sitze. 

Die dritte Abhandlung ist der Auflésung des Eulerschen Pro- 
blemes hauptsachlich gewidmet. Dazu stellt aber Fagnano mehrere 
allgemeinere Satze auf, bei deren Auffindung, wie er erzaéhlt, die Rat- 
schlige seines mehr als achtzigjihrigen Vaters ihm zustatten kamen. 

a) Besteht zwischen x und ¢ die Besiehung: 


(33) fhat*s8* + fl(at* + 23*) + gl = 0, 
oder: | 

(BA) fhat*e*" + gh(ai* + 67") + gl = 0, 
80 ist: 








ee cure re a et hs" +1 
fe dx aL ae a" 1dz P49 
| hx" s” 


= [X+f2- eo 


nY=o 


+ C, 





+ C. 
Es folgt namlich aus (33): 


~ ED, 2 ED 
= V f(ha®*® 42) 7° oi f(hs®* 42) ’ 


x4+z-> Ne suey sa 


man erhalt aber aus (33) durch Differentiation: 





ho®*x7*-1da + hat*et*-'de + laet*-1da + ls?*-'de = 0, 


oder: 


a*—'de , 8 *de h h 
Elie gg ae eee “7 (ea dz + z*e"~'de) = — 3 (2*2"), 


s” x" 
fas fe-- 323 Fi +. 


Die GI. (34) 1aBt cick analog behandeln. 





folglich: 





58* 
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b) Es ist unter denselben Voraussetzangen: 
a dex 
T+ f v= Fra SAA 
J Vrhe®™ + (71-4 ghyat* + gl 


hy VaP atta | 
c) Ebenfalls unter den obigen Voraussetzungen hat man: 


Q mn a®*~ "de 
J fF iF hat* + (f+ gio + gl 








oman _ [mayen ® 
fh (fit gis™+gt | as 1 
nV—gh 
d) Ist: 
(36) pi(fhatess + gl) — gl (a+ at) 


F 2a Voi Vip +9)p +t) =O, 
wo p eine Konstante bezeichnet, so folgt: 


(36) [Tf =, 
und (35) ist die allgemeinste Beziehung, fir welche (36) besteht. 


e) fox fn--28 + 


f) fas fr ao ee 
: thV gia* + (fl + ghyx*” + fh 














+ f- gis®*~‘ds _, PV gix*s” -C 
phV gts’* + f+ gh)s?* + fh . 
de 

g) fF fe G = 

. Vota" + 1+ ghya**+ ph 

ia fvide ln 
oJ Vgtet™ + (ft gh)s" + fh 
‘ _ __ Apa*s* 

h) fp X + fz avi Tf 
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i) ‘fu fun feoae VS 


Va h Ti) “eo 
+ froras Vt oe pYeier +0. 
j) Ist: 
gl (a2 +- z4*) + 222" Vgl Vghp? + gi — glp? = 0, 
so folgt: | 


hen ee 
[is fom fortes Vhs for-rés WHE 
| _ Apa" s* | 
nVgl 
k) Ist g eine ungerade Zahl, und hesteht die Beziehung (33), 


so ist: 
a—1l+in 
fw.+Zz,- f= gi t— it oi aeeiel eee 
fhat™ + (ft-+ gh)a™* + gl 


4. git iting, 
Sf V fha®* + 91+ gh)e?* + gl 


eine algebraische GréBe. Man hat namlich: 


ad (aa" Vihat® + (fU+ gh)at™ + git 2° Vfhet* + (FU + gh)s* + gl) 


sige iat a+ of tuto +gh)x** +g! 
Veha®* + (71+ gh)z + gi 


+ nerds q+2)fhe"+@+1 (i+ ges "+49! 
V fha*™ + (70-4 ghz? + gl 
= #[(¢ + 2)fh(W,£ Z,) + (g+ 1 Gl+ gh) W,_,+Z yn2) 
+ qgi(W,_.t Z, yl, 


und W,+ Z, ist fir g-- — 3 und fir g=— 1 wegen der Satze " 
c) algebraisch integrierbar. 

Die obigen Siatze lassen zahlreiche geometrische Anwendungen 
zu, die zwar nicht edmtlich neu sind, und von welchen nur einige 
angefthrt werden mdgen. 

a) Ist a die Halbachse einer Lemniskate, x der vom Doppelpunkt 
ausgehende Vektorradius, so ist der Elementarbogen der Kurve: 


+ C. 








Dore a?dz 


Va‘—x* 
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Man erhialt aber dieses Differential aus 7" , Wenn man setzt: 
g=1l, f=—1, g=l=a’, h=1; 
es folgt also aus (33): 
zig? + a?(z? + 2%) — at = 0, 
Ist daher CB =z, CE =z, so folgt (Fig. 86):: 


Bogen CE + Bogen CB = const. 
Zur Bestimmung der Konstante beachte man, daB z =a fir x= 


oder: 


ay B 


Fig. 86. 


ist. Die Konstante ist also der Bogen C.A, und man hat: 
- Bogen CE = Bogen BA. 
Die Punkte EF, B fallen zusammen, wenn: 


oder 1 =a VV? - 1 ist, eine Formel, welche das Mittel liefert, den 
Lémniskatenquadranten zu halbieren. 


b) Ist a die Halbachse, x der vom Mittelpunkt ausgehende Vektor- 
radius einer gleichseitigen Hyperbel, so ist: 


ds ada 


ee a ee +s 


awa Se ea ce 
V2*—a't 


Um dieses Differential mit Q in Ubereinstimmung zu bringen, 
mu8 man setzen: 


n=I1, f=h—1, g=— a [ = q'; 
es folgt dann aus (34): 
x*z! — a3 (a* + s*) — at = 0, 
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oder: | ee 
(37) sma VPS 
Ist also CB = 2, CE =< (Fig. 87), so folgt: 
AB+ AE-7+C 


Ist B’ ein anderer Kurvenpunkt, E’ der oe (37) demselben 
entsprechende Punkt, und be- 
zeichnet man mit 4, « die nach 
B, E’ gehenden Vektorradien, 
80 ist: 


AB + AE = +0. 
Hieraus folgt: 
AB+ AE—AB-— AEF 


LE —tu 
ee 
a ? 
oder: 


EE—BB =< com tw 
c) Setzt man: 








n=l, f=—@, g=l—a@ 
| h=—— ¢, 
so ergibt sich: 

oe ay oo ae 


welches den Elementarbogen 
der Ellipse darstellt, deren 


Fig. 87. 
Halbachsen a, Ya*—c* sind, 
ferner, wegen (35): 
(38) c*p* x72" + a®(p* — xt — 27) F 2a xen = 0, 


oder, wenn man das obere Vorzeichen annimmt: 


Pate oe 


wo: 


x= Viai—pi@—eap), tmVat—a a — ea): 
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ist dann (Fig. 88) CM =z, CN=4, eee folgt: 


Bestimmt man die Konstante auf die gewdhnliche Weise, so er- 
halt man: 
DR+ DS = LTE 4 DT, 
oder: ” : 
DR—- ST —“2=, 


ein Ergebnis, welchem wir schon oben (Formel (14)) begegnet sind. 





Nimmt man dagegen das untere Vorzeichen, so erhalt man: 


(39) fee + pé) a’ (s€ Be xf) 


af — ciptg? ? P™ Ge — Sats? 
wo: 
f= (a? — 2°) (a* — c*s*); 
D 





Fig. 89. 


der Punkt 7 fallt zwischen S und D, und man hat (Fig. 89): 
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DR—DS= a — DT, 


woraus wiederum die obige Beziehung folgt. 
Fallt insbesondere R mit 7 zusammen, so ist z= p, § = x, folg- 
lich wegen der zweiten Gleichung (39): 


abst = (a°— c®x%e* + a®§)2; 
es ergibt sich andererseits aus (38): 
c'as* — af? + 2a®ret = 0, 
folglich: 
cag? — a6 2 + 227(a® — c*xi2? + a®f) = 0, 
oder: 


e723 — 2a*(a> + £)z?+ aSz? =O, 


woraus man erhilt: 
(40) 1 2 Ya - —Va— et s*] [a? — | (a? — Vat —c ala. 
Ist also (Fig. 90) CM=a=—p, CN =a, so hat man: 


CPN 





Fig. 20. 
DR—RS=—°%; = [a—Vat — - 4] [a* — Vat — 8s]. 
| , ove 
Fir s =a findet man, wie oben, tm TF und: 


DR—RA—a-—b. 
Nimmt man nun p, s stat 2, p, und ist (Fig. 91) s,— CN, der 
entsprechende Wert von ¢, 30 hat man: | 


est ph) ah (sé + 2) 


1" 4 6 tp 2? no? — eras?’ 








ferner: 
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DR 88,— 22th =F, 


und wenn man mit der oben gefundenen Gleichung summiert: 
2DR— RB, — 222+) 
a‘ , 


wo 2 den Wert (40) hat. 
Nimmt man nun ¢z, statt z, und ist p, = CM, der den Werten 





rt, #, entsprechende Wert von p, so hat man: 


(41) 5 One 


1 a* — c'x*p, 2) id 


Wo Z, eme zu x analoge Bedeutung hat, ferner: 


DR — B,S8,— P04 ; 
multipliziert man mit 2 und subtrahiert (DR — RS), 80 folgt: 
2 
DS —2R,S, = “(2p & — 22). 

Damit DS = 2R,S, ist, muB die Beziehung: 
(42) 2p, 2, = Lf : 
bestehen. Setzt man nun in (38) 4,, p, statt 2, p, so erhilt man: 
(43) e*p,2at2,? + a®(p,? — 2? — 2,%) + 2a°xe,a,— 0. 

Aus (41), (42), (43) ergibt sich: 
Ph = fil Varxet + aa? + dis + a®xe 


——ae— eee ee —- soe 


gt 


ae V atzst + aSat+ as -— aoe | , 
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wo: 
2atxé 
~ @—ergt 
Fallt insbesondere S mit A zosammen, 80 wird: 
a = aYa a Ya 
s—=a, & Ya+o? E oS eae? 
also: 
BN i Oe. 
: Vegi 50 + 8b + AVE +3) 


+Vb5a + 3b—4Va(a+b)l, 


eine Formel, welche die Auflésung des Eulerschen Problems liefert. 
Mit der Eulerschen Frage beschaftigten sich auch Charles 
Bossut (geb. zu Tartaras bei Lyon am 11. August 1730, gest. zu 
Paris am 14. Januar 1814) und Etienne Bézout. 
Der Beweis von Bossut') ist folgender. 





Es sei (Fig. 92): 
o OP=n, AN=2, AT=u, NQ=y; 
man hat dann: : 


x* oy? lx 
a toe 


und folglich: 


; anyary + 2actx — cz! - 
da ay Saz—2* 


d- AS _ Fe Yard? + Qac*u = 
ty Gece aV 2au—s* 

 Démonstration d'un théoréme de géométrie énoncé dane les 
Actes de Leipsick, année 1754, Mém. prés. par div. sav. II, 1760, p. 814 
bias 820. 
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Driicken wir alles durch aus. Es ist bekanntlich: 


0Q = Vai + BF — ni}, 


ferner: - G4 
09 -VONT NG = V@—al ty — 1 Ya— Bada + ae, 
durch Gleichsetzung der beiden Werte ‘von O@ ergibt sich: 


mat Van, 








und hieraus: 
d-AGad- AQe— "M8, 4-4 = d AQ a4 AQ aM, 
wo: 
R i (at — #*)(n? — b*). 
Aus: 
: oe + 1, OM?+MPP=nt « 


erhalt man andererseits: 


OM = = Yni—B', 





folglich : 
| OT —* OM =——Yn'— 8, oa — — n?— b, 
~ und hieraus: ae 
 ad'dn 
d- AS =—- 4: 
Es folgt: 
a(Q PS — QAS)=d-QPA—d-QA—2d-AS 
a *p? 
—2F(-# + )- . 


Ist dieser Ausdruck das Differential einer algebraischen Funktion 
von ”, 80 hat diese notwendig die Form pn? R, wo p eine Konstante, 
q eine ganze Zahl ist. Durch Differentiation ergibt sich p= 2, 
q=—1, also: ~ 

a(Q' PS — QAS) = 2d, 


and wenn man integriert: 

QPS — QAS=2=, 
wobei die Integrationskonstante, wie man leicht bestitigt, gleich Null 
su setzen ist. 
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Es ist ferner, wegen einer bekannten Kigenschaft der konjugierten 
Durchmesser: 


also: 


n- QV =—ab, 
; Po a*b? 860 
OV —\/ar+ b? — n? — m3 oe! 
und schlieBlich: 





Q'PS — QAS=2-0V. 


Der Eulersche Satz lieBe sich, wie Bossut bemerkt, auf fol- 
gende Weise a priori entdecken. Setzen wir uns vor, zwei Ellipsen- 
bdgen anzugeben, deren Differenz algebraisch rektifizierbar sein mige, 
Es sei A’ BQ einer dieser Bégen, wo A’Q— x; dann ergibt sich wie 
oben: 

nidn 


d. A'BQ=—"5", 


wenn man setzt: __ 
Va8b? + 2actz — cia? = an, 
woraus folgt: 
" z—a+-—Yat—n. 
Da aber identisch: | 
nidn . a'b?dn R 
OR + wR a. nm? 








so ist das Problem geldst, wenn Ts * das Differential eines Ellipsen- 


bogens bildet. DaB dieses wirklich stattfindet, bestétigt man durch 
die Substitution n = es , welche ergibt: 
: 





a*b? dn | n, "dn, 

wR RR? 
wo: Rees ana, 
, R, = Vat — 0) (n,*— BY) 
ist. 


Bézout') stellt die folgenden drei Satze auf: 
a) Das Differential: 
| garm (2+ b2" iy 
ne a|ge aes, 


laBt sich in zwei Differentiale von der Form: 





') Mémoire sur les quantités différentielles, qui n'étant point 
intégrables par elles-mémes, le deviennent néanmoins quand on 
leur joint des quantités de méme forme qu’elles, Mém. prés. par div. 
savane III, 1760, p. 3936—848. 
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r—-1 
ka™—*da (2 = oe) 
e+ fx 
zerlegen. — Die Zerlegung findet auf folgende Weise statt: 


a| garn (9+ P2t)'| _ @reg (af—bea™~ "dx eo 


et fae) Sf (e+ fa") e+ fx" 


mrog m1 (Cte ee 
+ 7 0" da (0) : 


das zweite Glied rechts hat die verlangte Form, das erste wird auf 
 dieselbe durch die Substitution: 








OE at 
e+ f2™ e 
gebracht, welche es in: | 
| mrd9 em—igg (9+ Oe)" 
f ree Gere 


fiberfthrt, so daB: 


~ ~rog m—1 a+ ba™ aa mrbg si a+bz™ r—-1 
do — "Sx ax (242) + ie as(¢+*4) 


b) Das Differential do 1aBt sich in zwei Differentiale von der 


Form: 
tenn eae 





zerlegen. — Ke ist namlich: 


— mrgaremtae (HP) 5 MTB e— AP gm mnige (At) 
_ do = mrga’ ax(stO= (et pay a” dz te) : 


das erste Glied hat die gewtinschte Form, das zweite geht durch die 
obige Substitution in: 


mrgsm—tdg(2they 
e+fe 
fiber, so daB: 
_ satis at bar) ae (ete - 
do=— mrgi’ dx(2t°= + mrgs dz Tae 


c) Das Differential: 
dt = d[z-"™(a + ba*)"(e + fay] 


l48t sich in zwei Differentiale von der Form: 
‘ 


ka-"™—*dz(a + bay *(e + fay! 


-” 


a 
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zerlegen. — Es ist: | 
drt = —rmaez"™—'dz(a + bay —'e + famy-'! 
+ rmbfz8™-""-da(a + bam) —V(e + fary—?; 


das erste Glied hat die gewtinschte Form, das zweite wird durch die 

Substitution: ) 
; -_ aeé 
bfx™ 





auf dieselbe gebracht, wonach man hat: 
ar = — rmaex~'™—1e2(a + ba*y— (e+ fary— 
— rmaes—™™—'da(a + bemy—1(e + famy-* 


Diese Satze lassen sich auf die Aufsuchung von Kurvenbégen 
anwenden, deren Summe algebraisch rektifizierbar 1st. 
Das Differential des Ellipsenbogens ist: 


: ds = Vo ee 


wo «, B die Halbachsen bezeichnen, und: 


2. 92 
oP ee 
- & : 


ist. Will man Satz a) verwerten, so muB man setzen: 


m=2 res, aaa b=—1, ema’, fa—st, gual: 


2 
ist also: 
a 
sme V ara 
yee ely rs ees — e*s' + ds— + d(zs), 


eme Beziehung, welche den Beweis des Eulerschen Satzes liefert. 
Fir die Hyperbel ist: 


Po. Pat — al | 

ds ey ae ee 

wo a, B die Halbachsen bezeichnen und: 

2, «+6 
a? 


so folgt: 


é 


ist. Vergleicht man mit b), so mu8 man setzen: 
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m=2, raj, ama, beet, em—al, fal, g=1; 
ist also: 
etx? — gq? 
ate 


V. ia ae + Vas de Seen) 


Satz c) kann auf die Kurven: 


so folgt: 


4t+1 4t—1 


y= Mattt8) ye Matti 
angewandt werden, wo ¢ + 0. 


Die bisher besprochenen Untersuchungen sind nicht nur in histo- 
rischer, sondern auch in sachlicher Hinsicht von auBerordentlicher 
Wichtigkeit. Ihr wesentlicher Inhalt l4B8t sich wie folgt zusammen- 
fassen. 

Bezeichnet IIx irgend eins von den betrachteten Integralen, also 
ein Integral, welches die Quadratwurzel eines Polynoms der vierten 
Ordnung als einzige Irrationalitét enthalt, und besteht zwischen 2, y, a 
eine gewisse algebraische Beziehung: 


a am w(x, y), 
IIx £ Hy = Ila + 9(2, y, &), 


so ist: 


wo g(z, y, a) eine algebraische Funktion’) von 2, y, a bezeichnet; in 
den einfachsten Fallen ist diese Funktion identisch Null, so daB: 


ix + Hy = Ila 


ist, Mit anderen Worten: Die Summe oder die Differenz zweier 
gleichartigen Integrale 17x mit verschiedenen oberen Grenzen ist, von 
einer algebraischen Funktion dieser Grenzen eventuell abgesehen, ein 
Integral von eben derselben Form, dessen obere Grenze von den- 
jenigen der vorgegebenen Integrale algebraisch abhingt. 

Diese Eigenschaft der elliptischen Integrale hat’man sich ge- 
wohnt als Additionstheorem zu bezeichnen; und Euler bemerkte auch, 
wie schon (S. 805) gesagt, daB dieselbe den hyperelliptischen Integralen 


1) Erst’ gegen das Ende unserer Periode stellte sich, wie wir unten sehen 
werden, der Fall von den Integralen dritter Gattung ein, wo @ eine algebraisch- 
logarithmische Funktion ist. 
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nicht zukommt, was sp&éter den Ausgangspunkt des Umkehrproblems 
der Abelschen Integrale bildete. 

Die Analogie mit den Kreisfunktionen entfiel weder Euler noch 
Lagrange; beide gingen, um eine Integrationsmethode ftr die ellip- 
tische Gleichung aufzufinden, von der einfacheren Gleichung: 

dz dy 
yi— =! + Vi-¥ Vi-y' = 


aus, deren Integral sich unter den beiden gleichbedeutenden eopaan: 
zyl XP tyVi-a aa, 
arcsin % + arcsin ¥ = arcein @ 
| sehreiben 1aBt. Setzt man: 
z=sinit, y= sin u, 


so erhalt man hierdus, nach einer viel fiblicheren Schreibweise: 


sin £71 — sin w* + sin w VY 1 — sin # — sin (¢ + wu), 


eine Formel, welche aussagt, daB zwischen sin ¢, sin « und sin (¢ = «) 
eine algebraische Bezichung stattfindet. Es sollte ganz natfirlich er- 
scheinen, eine analoge Umformung. in die elliptésche Differential- 
gleichung einzuftihren; man hatte nur: 


Iz=u, Ily=v, fllaxe 
zu setzen, und 2, y, a als Funktionen von u, v bzw. c: 
za=iu, y=dv, amie | 
anzusehen, um schreiben zu kénnen: 
A(u +o) = (Au, dv). 


Man sieht hieraus, wie nahe die beiden groBen Mathematiker 
dem Begriffe der Umkehrung der elliptischen Integrale kamen. Und 
‘es muBten dennoch manche Jahrzehnte verflieBen, ehe dieser Begriff 
ans Licht kommen michte! 


B. Beziehungen zwischen Bogen verschiedener 
Kegelschnitte. 


Zu jedem beliebigen Bogen eines Kegelschnittes 1&Bt sich, wie 
schon gesehen, ein anderer Bogen desselben Kegelschnittes derart an- 
geben, daB die Differenz beider pee algebraisch ausdriickbar ist. 


Cantor, Geschichte der Mathematik IV. 64 
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Ks erhebi sich aber die Frage, ob es méglich ist, jeden beliebigen 
Kegelschnittbogen durch Bogen eines Kegelschnittes von bestimmter 
Art auszudriicken. Analytisch lautet die Frage, ob und wie man ge- 
wisse Integrale auf eine bestimmte Form bringen kann. Diese Frage 
enthalt den Kern zweier Begriffe, die in der Theorie der elliptischen 
_Funktionen eine Hauptrolle spielen, der Transformation und der 
Reduktion auf Normalformen. 

Kigentliche Transformationen und Reduktionen sind die folgenden 
Probleme, die Euler gleich zu Anfang unserer Periode unter- 
suchte’): 


1. Das Differential: 
Sad ace oie Lee 
Vet pet re pba text VX 
durch Kegelschnittbégen zu integrieren; 
2. die Bedingungen aufzusuchen, unter welchen: 


— P@etaytry dy 
o 4 
auf die Form: . 
“(p+ qe +rz")dz 
Yat yat text 


gurtickfiihrbar ist; » 
3. das Differential: 
(pt+rx)dz _ 
Vapyatpent . | 
durch Kegelschnittbéyen zu integrieren, wenn das unter dem Wurvel- 
zeichen stehende Polynom nicht in zwei reelle rein quadratische Fak- 
toren f + 92°, h + kx* auflésbar ist; 
4, die Bedingungen anzugeben, unter welchen (44) sich auf die 
Form: 
al dag Clade ee 
Vip} ya} ida 
bringen 1aBt. 


Hine nftehr systematische Behandlung erfahrt das allgemeine 
. Reduktionsproblem in einer spateren Schrift Eulers.”) Hier taucht 
ein neuer und fruchtbarer Gedanke auf; ein Gedanke, der auch ge- 
eignet war, zur Umkehrong der elliptischen Integrale zu fthren. 





) Consideratio formularum, quarum integratio per arcus sectio- 
num conicarum absolvi potest, Novi Comm. Acad. Petrop. VIII, 1760 und 
1761 (publ. 1768), p. 129—149. 7 De reductione formularum inte- 
gralium ad rectificationem ellipsis et hyperbolae, Novi Comm. Acad. 
Petrop. X, 1764 (publ. 1766), p. 3—650. 
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Euler will die Kegelschnittbégen als neue Transzendenten mit dem- 
selben Rechte in der Analysis einbtirgern, mit welchem schon lange 
her die Logarithmen und die Kreisbégen in derselben auftreten. Und 
so wie man in der Trigonometrie den Radius = 1 annimmt, so nimmt 
er den Halbparameter = 1 an, so daB die Gleichung des auf einen 
Scheitel als Koordinatenursprung bezogenen Kegelschnittes lautet: 


y= 2x — = : . 
wo 2a die Linge der durch den betrachteten Scheitel gehenden Achee 
bezeichnet. Hier ist: 
a>0 fir die Ellipse: 
a=1 fir den Kreis; 
a=oo fir die Parabel; 
a<0O_ fir die Hyperbel. 


Die Bogenlinge JI,x*) ist: 
Ix - [V2 — a)z* D2" das 


a(2ax — x*) 


Euler bringt dieses Integral auf die Form: 


I Vitae 
und unterscheidet zwolf fir dieses letzte Integral mégliche Fille, 
je nach dem Vorzeichen und der relativen GréBe der Koeftizienten, 
wie aus folgender Tabelle erhellt, welche auch angibt, auf welche 
Weise das Integrul in jedem besonderen Falle durch Kegelschnittbégen 
darstellbar ist: 


h ok 
j : ; + + fk>gh alg. F., Ellipse und Hyperbel 
24+ 4 + + fk<gh Hyperbel 
304+ 4+ + - Ellipse | : 
4 Hi + — + aly. F., Ellipse und Hyperbel 
5+ —- + + alg. F., Ellipse und Hyperbel 
6 + — + — fk>gh Ellipse 
Thi, ee. A ies fk<gh alg. F. und Hyperbel 


) Euler echreibt I7z{[a}. 
54° 


838 Abschnitt XXVI. 


h ok 
: : — + fk>gh alg. F., Ellipse und Hyperbel 
9 = + + + alg. F. und Ellipse 
10: — + + — fk<gh alg. F. und Hyperbel 
wb — + — + fk>gh alg. F. und Ellipse 


12 — + — + fk<gh Hyperbel.) 


Das Problem der Zuriickfihrung von Integralen auf Kegel- 
schnittbigen hatte schon frither (diese Vorl, II*, S. 871) Maclaurin 
und d’Alembert beschiftigt. Der letztere kommt auf den Gegen- 
stand noch Sfters wieder zuriick. In seinen Opuscules mathéma- 
tiques*) beweist er, mit Hilfe frither erhaltener Resultate, daB: 


i ytdy | 
Svar or ers 
und andere iihnliche Integrale auf Kegelschnittbégen reduzierbar sind. 
Die Berichtigung und Vervollstaéndigung einiger Punkte dieser Arbeit 
bildet den. Zweck einer kurz darauf erschienenen Schrift.*) Auch in 
seinen schon oben (S. 728) besprochenen Recherches sur le calcul 


intégral gibt er einige auf Kegelschnittbégen zurtickfabrbare Inte- 
grale, wie: — 


8) [dof A + Bain(a + v) + Ccos(c + 0) + Dsin(g + ») 
+ Fcos(l + 9) + LF, 


wo # eine ganze Zahl, U eine ganze rationale Funktion von Sinussen 
und Kosinussen von um konstante GréBen vermehrten Vielfachen von 
v hezeichnet; 


b) {Udo(A + Bein)? (C+ Dasine + Esinve’)?, 


wo m, » ganze Zahlen sind und U' eine ganze rationale Funktion von 
sin2pev oder von cosqv bezeichnet; 


') Eine analoge Untersuchung bildet den Inhalt von zwei Kapiteln (T. II, 
L. J, C. 32, 18) der mehrmals angefiihrten Institutiones analyticae von 
Riccati und Saladini, wo die Frage auf Grund einer friiheren Arbeit von 
Riccati (Opusculorum ad res physicas et mathematicas pertinen- 
tium, 2 Bde, Bononiae 1757—1762, T. II, Op. 2, p. 86—176) bebandelt wird. 
Kinige auf Kegelschnittbigen reduzierbare Integrale wurden auch von Lorgna 
(Opuscula mathematica et physica, Veronae 1770) angegeben. 
*) T.1V, Paris 1768, p. 225—258: Recherches de calcul intégral, p 254 bis 
382: Suppleéinent au mémoire précédent. 5) Recherches mathématiques 
sur divers sujets, Miso. Taur. IV, 1766—1769, P. II, p. 127—161. 
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c) Svae(a + bsiny®)? (9 + h sino?) ?; 


wo m und » ganzzahlig sind und U eine ganze rationale Funktion 
von cosgt oder von singv bezeichnet; 


d) Suara + bsinv®)* (e+ dsin yt (e + f sin v*)?, : 
wo m, n, r ganzzahlig sind und U eine ganze rationale Funktion von 
sin gv ist: . 

e) ‘[Tav(a + bsint + g sin)", : 
wo 32 oder 4m eine ganze positive Zahl ist und U eine ganze ratio- 
nale Funktion von sin2pv oder von cosgv bezeichne; 


f) 
f+ g2%* (p+ qa) * C4 re5? 


wo @, A, 6 ganz und positiv sind, @ ganzzahlig ist, und: 


be 8 piper? 
5} g 7 9 


ganz und nicht negativ ist; 


w'dx 
g) f a 
| . (1— at)? @ + bay? (+ fx)? 


Wo 8, 4, p positive ungerade Zahlen siud, m ganzzablig ist, und: 


—m—~2Z+544tP 


ganz und nicht negativ ist. 
d’Alembert ergreift die Gelegenheit, um seine Prioritét hinsicht- 


lich der Integration von V cores durch Kegelschnittbégen Riccati*) 


yegeniiber 2u behaupten. 

In einer spiiteren Schrift*) zeigt d'Alembert, wie sick die oben 
angefiihrte Eulorsche Klassifikation auf Grund seiner eigenen dlteren 
Methoden aufstellen 14B8t. Er bemerkt, daB seine Resultate einige 
Verschiedenheiten gegeniiber den Eulerschen aufzeigen, insofern als ge- 
wisse nach Euler auf Bogen und algebraische Funktionen reduzier- 


) Riccati (Inst. an., ‘I. Il, P. 1S, C. 12) sagte, niemand vor ihm hiitte 
dieses geleistet. *) Opuscules mathématiques, T. VII, Paris 1780, p. 61 bis 
101: Sur des différentie!les réductibles aux aros de sections coniques, p. 390: 
Remarque pour la page 46. 


840 Abschnitt XXVI. 


bare Integrale von ihm selbst durch lauter Bogen ausgedriickt werden; 
daB dieses aber keinen Widerspruch bildet, da die Fagnano-Euler- 
schen Satze in bestimmten Fallen das Mittel liefern, die Summe eines | 
Bogens und einer algebraischen Funktion durch einen Bogen zu er- 
setzen. 

Wiederum auf elliptische Integrale besicht sich ein Schreiben 
von d’Alembert an Lagrange vom Jahre 1781.") Hier berichtigt 
er eine Stelle seiner Schnft vom Jahre 1746 dadurch, daB er bemerkt, 
daB das dort als auf zwei Hyperbelbégen und einen Ellipsenbogen 
reduzierbar angegebene Integral: 

dzyYz 


V+ pepo’ 
e+ fe+b=(s+aj(et+e, a>0, c>0, 


durch einen einzigen Ellipsenbogen und eine algebraische Funktion 
darstellbar ist, da die beiden Hyperbelbigen’ sich gegenseitig aufheben. 
Ist dagegen: 
s+ fs+b—(s—a)(s—0), 

oder sind die Faktoren des Trinoms imaginar, so findet diese Auf-. 
hebung nicht mehr statt. 

Lexell*) gibt fiir die Eulersche Klassifikation eigene Beweise, 
und leitet einige neue Siitze aus der Vergleichung der Ergebnisse 
verschiedener Reduktionen eines und desselben Integrales ab. Ist z. B. 


_ das Integral: 
1 +m s* 
Ls [Viz as 


vorhanden, und setzt man: 


e sin @ 


a 





. i ~~ Ym 1 +e cosy 
oder: 
peg 1 sie ach de 
eVn sin 
wo: 
mm 
e ee 
m—n ” 


t) Extrait d’une lettre de M. D’Alembert & M.-de la Grange du 
14 décembre 1781, Nouv. Mém. Berlin 1780 (publ. 1782), p. 376—878. 
» De reductidne formularum integralium ad rectificationem 
ellipseos et hyperbolae, Acta Acad. Petrop. 1778, P.I (publ. 1780), p. 58 
bis 101. — Ad dissertationem de reductione formularum integralium 
' ad rectificationem ellipseos et hyperbolae additamentum, Acta Acad. 
Petrop. 1778, P. Il (publ. 1781), p. 55—84. 


Transszendenten. Elliptische Integrale.  . 841 


ist, so erhalt man: 
ede) Pn ee (ey, 
ym J +e cos 9)" mC OSain gy? 


wo: 
R?=1+2ecosp+e*, St=1 + 2ecosw + e% 


Es gelten aber die Beziehungen: 


45) f Rdg =, f sin gd 
(45, (1 ecosg)* (1+erosg)(e+cosg) ,) (e+ cosg)'R 


(e+ cose) R 1 ve + cos g)*de 


= (e? —1)(1 +ecosg)sing § e*—1, R sin g? 


e? sin g(e + cos g) 1 a + ¢ cos 9)’ dq 
1 tae Near a 








e?—1 (1+ ecosg)R ee—1 


Ring | +) Uf ecosgitde 
—a (1 F @cos @) (¢ + cos g) “(+ cosg)?R 
. 4 = 1 - Rdg 
gS esos oe)? 
Reing 4 fy dp |. Rag | 
~ ate + € cos #) (e+ cos g) AG + coa gp)’ 
RR aoe 
~ é* ain g (1 + e cos @)(e + cong) +3 sing? 
1 f. Rdg 


(¢ ++ cos )* 
ein @ (¢ -++ cos g) Raia g 


ze — - 


(If ecosg)R * e*(1 +. cos gic + cos g) 





Ga ee — Rdg | . 
e? J (e-+ cos g)? 





+ 


Vermittels der zweitén dieser Gleichangen hat man dann: 


(€ + cos p)"dy a] Sdw e+ cos wy) S 
“siny?S ( ) (Atecosw)? (1+ ecosw ein yp’ 


folglich: 


Rdg sVee=” : Sdyp 
[ese ~~ [e~-} | fits (1 + e cos #)* 
_ +008 y)S i‘ 


~ (L-+-ecos y) ain w 





oder: 


849 Abschnitt XXVI. 


Rdg Sars Sdw (e +- cos yyS ) 
Wd eco gt (1 -++ ¢ cos p)* ~ (FT) (i Fe cos p) sin y 
ee + cos H) (e + co g) 


~. (#1) $e cos y) (1 + ee08 g)? 


eine Formel, welche eine selbstverstindliche geometrische Interpreta- 
tion gestattet, da die beiden Integrale links, von einem konstanten 
Faktor abgesehen, die Bégen eines auf den Brennpunkt bezogenen 
Kegelschnittes darstellen. 

In anderen Fallen muSf man sich der abrigen Formeln (45) be- 
dienen. | 

Weitere auf J zurtickfiihrbare Integrale sind: 




















J V3 + me: durch die Substitution ¢ = = 
: xdz See 
e Vit ma + nz)? » ” 2 (=2YV1+nz2°: 
Calica Tees ese, ng VTEas 
oVapmcjifncy)? » » 3 7 
(fet ae, ‘ F Z ps. . 
(1-nzrt Vitae 
2.5. : as ee 
iP tant? o ms sa ss Vitnz’ 
e Vi-+ mai (t+ na? ” ” ” Viree 


Dagegen laBt sich: 
ax 


Vial - mai + 12% 


auf die Summe von zwei Integralen von der betrachteten Form zuriick- 
fithren. 


Die logische Folge hat uns von der chronologischen etwas abge- 
wandt. Wir miissen jetzt um ein Jahrzehnt zuriickgehen, um einiger 
Jenseits der See erschienenen, auf dem Festlande lange unbekannt ge- 
bliebenen denkwiirdigen Schriften Erwihnung zu tun. Ihr Ver- 
fasser ist der schon genannte John Landen, Mitylied der Royal 
Society of Lendon.') Selbstverstaindlich bedient er sich durchgingig 


Y A disquisition concerning certain fluents, which sre assig- 
nable by the urcs of the conic sections; where are investigated 
some new and useful theorems for computing the fluents, Phil. Trans. 





@ 
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der Fluxionenmethode; wir werden aber seine Untersuchungen in die 
| tibliche Schreibweise fberfihren. 
Landen will zunichst den Grenzwert 1 der negativ genommenen 





Fig. 93. 


Differenz zwischen dem Hyperbelbogen und der entsprechenden Tan- 3 
gente bestimmen. Ist (Fig. %3): 


x? 3 
3 —=l 


a? 
die Gleichung der Hyperbel, bezeichnen C, A, D, P den Mittelpunkt, 


LXI, 1771, p. 298—809. — An investigation of a general theorem for 
finding the length of any arc of any conic hyperbola, by means of 
two elliptic arcs, with some other new and useful theorems dedu- 
ced therefrom, Phil. Trans LXV, 1775, p. 288—289. — Math. Memoirs ], 
London 1780, p. 283—36: Of the ellipsis and hyperbola. — Math. Memoirs I, 
Appendix. 
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einen Scheitel, einen belicbigen Kurvenpunkt und den FuB8punkt der 
aus C auf die Tangente in D gefillten Normale, und setzt man:* 


CP* 
=> a? 


so ergibt sich: 


_ dzVs 
(46) DP—AD Si ees 


Nennt man andererseits C,, A,, D,, P, di analogen Elemente 
einer Ellipse, deren Halbachsen c = Va'?+ b?, b sind (Fig. 94), wo- 


B. Iw 

| De 
C 

Af, P) 
Fig. 94. 


bei D, derjenige Ellipsenpunkt sein mége, dessen Ordinate: 
D,M,=b Ve 
ist, so ergibt sich: : 


eT 
D,Pi=a bas 





Ist nun F’ der Punkt der Hyperbel, dem der Wert: 


b7(a = 8) 
= bt far 


von & zukommt, R der zu P analoge FuBpunkt, so folgt: 


FR — AP [$8 a ps Ya—sds_ 
. Va—wb'+au) Yeeros 


also: 
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DP—~AD+FR—AF-= ds _ an 4 ee 
' JPL VeNe FeH "yor pant 
. + const. 


Die unter dem Integralzeichen stehende GriBe ist aber d- D, P,; 
also ist: 


DP—AD+FR— AF =D, P, + const. 
Setzt man ¢ = 0, so folgt: | 
DP—AD=i, u=ay FR-—AF=0, D,P,=0; 
es ist also allgemein: 
DP—AD+FR—AF=D,P, +1. 


Ist insbesondere u = z, so fallen D und F' mit einem und dem- 
selben Punkte EF zusammen, P, R gehen in Q iiber, und man hat: 


‘b?(a — 2) 
™ ob? pas 





oder: 
: b(c — b) 
== ae take , 

ferner, wenn £,, Q, die zu FE, Q entsprechenden, auf die Ellipse be- 
ziiglichen Punkte sind: 

E, 0, =c — b, 
und schlieBlich: 

A= 2(EQ— AE) —(ce—b). 











Aus (46) folgt: 
| ee a. _dzYs 
: 2 Via—2)(0*+a3)' 
also: 
DP-AD-im— fz dss 
(a — 8) (b* + az) 
und: 


-f5 ie dss ast fit — auYu _=D.P 

3 Vann@ ian 2 V(a—«)(b?+ au) i” 1? 

womit die Differenz zweier Hyperbelbégen durch eine Strecke dar- 
gestellt wird. 


Diese Resultate stimmen wesentlich mit den G. Fagnanoschen 
tiberein. Am Ende seiner Abhandlung vom Jahre 1771 ktindigt aber 
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Landen an, er habe einen allgemeinen Satz entdeckt, den er nicb- 
stens mitteilen werde. Die Mitteilung geschah jedoch erst 1775. 
Setzt man: 


' t? 
GO Sas 


so erhalt man aus (46): 


; | 
(47) DP AD= {= hat, 
. 0 


ferner: . | 
1 + /b? -+- az aa 
(48) BD, = — fz Vaan” - {Vax 


 Betrachten wir nunmehr eine zweite Ellipse (Fig. 95) mit den 
Halbachsen: 





und bezeichnen mit A,, B,,... 
die zu A,, B,,... analogen, auf 
A, dieselbe beztiglichen Punkte. Der 

Punkt D, werde auf dieser Ellipse 
Fig. 95. derartig gewahlt, daB: 


D,P,=t 
C, My = &, 
B,D, otf aed nae 


7 ore 


D, P, at OYE nn 


Oo ate? 






sei; setzt man: 


so. 1st: 


wo et == Vy? — pi. 
. Wir wollen ¢ als neue Integrationsverinderliche in das Integral 
B,D, einfihren.’!) Es ist: 


') Spiitere Untersuchungen haben der. Substitution: 


pe x EV 7? — 8 


7V¥- : 





y* — ce gr! 


dio man tblich als , audensche Transformation" bezeichnet, eine groBe Wich- 
tigkeit erteilt. Setat man: 
E=: y Bing, t= sing, ’ aii : , c= aa 


1—F 
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hee! = <<, ak — et y3(o? + 2)t + yA = O, 
also: 





tam Flot + OV OFF PET A 
— Fale? + &~ VIG + BY ALG — BF el 
os Pan fa? + 2—y(c? — #)\(a? — &) 


Differentiiert man, so ergibt sich: 


y*tdt c? — t? at — ¢? 
bag = ala 4 goat Vor: 
e — ¢t? — ¢? | 
a,~ 3 far[2+Vi aot, yaae], 


oder, wegen (47), (48): 


4B,D, = 2D,P, + B,D,+ DP — AD, 
AD + B,D, —4B,D, + 2D,P,+ DP. 





folglich: 


oder auch: 


Ist also ein Hyperbelbogen vorgegeben, so kann man zwei zwei 
verschiedenen Ellipsen angehérige Bogen auffinden, deren Differenz 
sich von diesem Bogen nur um eine gerade Strecke unterscheidet. 
Oder kfrzer: Hin Hyperbelbogen ist durch zwei Ellipsenbégen rekti- 
fizierbar. z 

Der Wert der Landenschen Entdeckung wurde zuerst von 
Legendre in zwei Abhandlungen aus dem Jahre 1786 ans Licht 
gesetzt. Bevor wir aber auf die Besprechung dieser wichtigen Ab- 
handlungen kommen, missen wir einige inzwischen erschienene 
Schriften erwihnen. 

Dem Probleme, algebraische Kurven angugeben, welche durch 
Kegelschnitte rektifizierbar sind, widmet Euler eine Reihe von 
Abhandlungen'), welche uns insofern interessieren, als pie die Bil- 


_ #0 nimint die Transformation die Form: 


(1 + k') ain @ cos p 


sin gy, = aa 


san (Enneper, a.a. 0., p. 352), wo: 


=Vi-sing®, k*=1—k 


1) De innumeris curvis algebraicis, quarum longitudinem per 
arcus parabolicos metiri licet (1776), Nova Acta Acad. Petrop. V. 1787 
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dung von auf elliptische Integralo. zuriickfihrbaren Integralen be- 
treffen. Von dem vorgestellten Problem gibt Euler, unter der Vor- 
aussetzung, daB der betrachtete Kegelschnitt eine Ellipse mit den 
Halbachsen 1, » ist, drei Lésungen. 


1. Es muB sein: 
Vda + dyi— i 1— = 9)" gy, 


o* 
wo 2z, y die Koordinaten eines Punktes der gesuchten Kurve be- 
zeichnen, wahrend » die Abszisse des entsprechenden Punktes der 
Ellipse ist. Man setze nun: _ * 


_pta@ | __?—4 


“Vase” YO yaaa 


Vde+ dy'— VEtea ee dv. 


1— v’ 


dann ist: 


‘Nimmt man also ftir ~p, q zwei solche ganze rationale Funktionen 
von v, daB: 
pit g@— 2pgo = 1 — (1 — wiv" 


ist, so sind die Differentialausdriicke dz, dy algebraisch integrierbar'), 


ee ee eee 


(publ. 1789), p. 59—70. — De innumeris curvis algebraicis, quarum 
longitudinem per arcus ellipticos metiri licet (1776), ebenda, p. 71 
bis 85. — De infinitis curvis algebraicis, quarum longitudo in- 
definita arcui elliptico aequatur (1781), Mém. Acad. St. Pét. XI, 1830, p. 95 
bis 99. — De infinitis curvis algebraicis, quarum longitudo arcui 
p arabolico aequatur (1781), ebenda, p. 100—101. — De curvis algebraicis, 
quarum Omnes arcus per arcus circulares metiri liceat (1781), ebenda, 
p. 114—124. — Mit diesen Schriften h&ingt die von FuS zusammen: De in- 
numeris curvis slgebraicis, quarum longitudinem per arcus hyper- 
bolicos metiri lhicet (1798), Nova Acta Acad. Petrop. XIV, 1797—1798 (publ. 
1805), p. 111—188. 
1) Ist nfimlich: 


= Sar, q= Sb 
A a 


Vi+omt, 


and setzt man: 


so folgt: : 
pte= S@qtye—y, —fP-—2de, 


Vito : 
dz = V2 d(ay, + d,) (¢?— 1h at, 
A 


also: 


woraus sich durch Integration ein Polynom in ¢, also eine algebraische Funktion 
von v ergibt. Dasselbe findet fiir y statt. 
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~, 


und ihre Integrale liefern die Parametergleichungen - -der Dacia 
Linie. 
Einige einfachere Falle sind folgende: 


) p=1, g=av. 
_Es ergibt sich « = 1 +n, ee 


to  -—- + V3 +0) +v)[1 — On +(1+n)o}, 


: V2(1 — vo) [—1+ 2n 4+ (1+ ne]. 
B) p=1+ Bu’, g= av. 
Es muB8 sein: ; 
| B— 2epB=—0, a? +28 —-2a—m—1 +n? 
also: 
a=n—1, as lie 
und: 


r= LY2TF 0)[2n + 8 — (nv — 1)0 + A(n—1)o4], 
y= . V2(1 — v)[— 2n — 3 + (mn — lye — 2(n — 1)0}. 
Y) p=1l+ pe, g=ar+yo* 
Es folgt hieraus: 
amn+3, Bm--a(n+1), y=—4(n4 I). 
8) p=1 $ Bot + det, g=av-+ yu 
Es muB sein: . 
a?+ 28 —2a=n'—1, B+ 28+ 2ay —2ap —2y =O, | 
268+ 7'— 2ad—2py=—0, &— 27d = 0; 
eine Lésung dieser Gleichungen ist: 
a=n—3, Bm4(n— 2) y= —A4(n—1), d= — 8(n —1). 


2. Setzt man: 
v = sing, 


ds =Veo COs @ 7+ n¥ sin o dg, 


so kann man annehmen: 


also: 


az = (cos gp cos @ — n sing sinw)dq, 


dy = (cos p sing + ” sing cos @) dq, 
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wo @ eine apf passende Weise zu wihlende Funktion von @ be- 
zeichnet. Nimmt man o = Ag, wo 4 eine ganze von +1 verschie- 
dene Zahl ist. so erhalt man: 


lpn+i. 
t= — an {sin (4 + 





y= /— 1 cos (4 + 1)p + fj c08 (4 — 1)9]; 


diese Gleichungen stellen eine algebraische Kurve dar. 
3. Nehmen wir zunachst an, es sei n> 1, Wir kénnen setzen: 


dit = (cos Ag — m sin gy sinig)dg, dy = (sin ig + m sin cos 1p)dg, 


wo 4 die obige Bedeutung beibehalt, und m? = = '— 1 ist; hieraus 
folgt: 


eee 
= sn dyp — 


reesy sin (4 — Lp + sania (4 + 1)q, 
y = — 7 cos dp + = 5 COB (4— 1) — ga pn coed + 1)g. 
Ist dagegen » <1, so setzen wir: | 
dz = (n sini + m cosy cosig)dg, 
dy = (n cosig — m cosy sinig)dg, 
wo m?= 1 —n*; es folgt dann: 


t= — + cos ig +53 sin (4 — 1)p + ipiein (4 + 1)9, 





y= + sin Ap + posh — Netty 7 cos (4 + 1)g. 

Eine lingere Abhandlung widmet der schon oben genannte 
Malfatti?) den elliptischen Integralen. Nachdem er die Ellipse und 
die Hyperbel durch Reihenintegration rektifiziert hat, bemerkt er, daB 
zwar das Bogenelement dieser Linien die Form: 


or ee: 

_ p+ qa" 
hat, daB aber nicht umgekehrt jedes Differential von dieser Form 
einen einzigen Kegelschnittbogen’ darstellt. Um die Differentiale von 
dieser Beschaffenheit zu untersuchen, schickt er einige Hilfssitze vor- 


) Delle formole differenziali ls cai integrazione dipende dalla 
rettificazione delle sezioni coniche,' Mem, Soc. It. H, P. Il, 1784, p. 749 
bis 786. 
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aug, von denen die zwei erste, wie Malfatti selbst anerkennt, 
V. Riccati angehéren. 


n) VmieZ az __ (np—mgxidx mq xi'dz mp faqxide 


paz” ~ pYm tne) ipt+qe) pm nz 
(np—mq)V—m+ side , mYptae? 


= —-— ae OE OO OE eee —— ee 


te eer pymtani 





wo: 4 B 
— ™m a 
Sa 
b) Setzt man: a 
4 /m + nxt 
Vee 


so erhilt. man durch partielle Integration: 


mpne? 2 ra = ie ~f —pu 
fV223 ax == ux Sd = 2% ‘gat Vitiee 


c) Setzt man: 
) fp+qz 
Mm +N monet % 
so folgt: 





m+nz! Vy? + pqs, V = — nv? 
J ptt mtnzi t (V5 AS ide 

Mit Hilfe dieser Sf&tze behandelt Malf atti die - verschiedenen 
. Fille des Integrales Vets dz, woraus eine Klassifikation entsteht, 
die der Eulerschen ganz ahnlich ist. Es ist aber zu beachten, daB 
die Kulerschen Schriften Malfatti wohl unbekannt waren; wenig- 
stens tritt sein Name nicht unter den von Malfatti angeftihrten 
(Fagnano, Maclaurin, d’Alembert, Lexell, V. Riccati) auf. 

Einen etwas verschiedenen Standpunkt nimmt Lagrange’) ein. 
Er geht von einer zu integrierenden rationalen Funktion von z und 
R aus, wo: 


R = Va + bx + cx? + ex* + fr, 


und reduziert dieselbe zunachst auf die Form: 


du = “OF, 





1) Sur une nouvelle méthode de calcul intégral pour les diffé- 
rentielles affectées d’un radical carré sous lequel la variable ne 
passe pas le quatridme degré, Mém. Acad. Turin II, 1784—1783, p. 218 
bis 290; Oeuvres Ll, Paris 1868, p. 253—312. 

Canton, Geschichte der Mathematik IV. 56 
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wo WN eine rationale Funktion von x ist. Kommt in R keine un- 
gerade Potenz von x vor, und bringt man N auf die Form T + Vz, 
wo 7, V rationale Funktionen von 2’ sind, so laBt sich asses durch 


Tdx 


R: im 


elementare Funktionen integrieren, und es. bleibt nur noch 
allgemeinen Falle setzen wir: 
Ri == f(m +-na + 2*)(m' + nx + 2*): 
es ergibt sich: 
_etvh v=’ —Vh 


a oF a ef ? 


b—cn-+ en'*— fn® , b—en+en’*— fn 
a Pegg ee en ge ige D 


wo A die Gleichung: 
h*? — (Se? — 8cf)h? + (Be — 16ce?f + 16c7/* + 16bef* — B4af*)h 
— (8bf? — 4cef+ e*%)? = 0 


erfiillen mu8, welche offenbar stets eine reelle nicht negative Wurzel 
besitzt. Setzt man demnach: 


(49) (Speper oe 
so ergibt sich: 

R= (m + nx + x')y, 
und das Differential nimmt die Form: 


Ndx 
m (nf nz + x%)y 
an. Es ist aber wegen (49): 


du 


d 
2ydy = winepalfs + w)—y'(2z+n)], 


oder: 
dz 2dy 


ne Fay ~ BEGG OTA 


es folgt andererseits wiederum aus (49): 


2x(f — y*) + (n’f— ny) = Va + By + yy, 


wo: 
cm f?2(n'2§— 4m’), B= — 2f(nn’—2m— 2m’), y= n?— 4m, 


also: 
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du =x — 249 ___. 

/ Yat By + yy" 
Da: 

a aw Vet By + yy 
2(f—y") 
ist, so erhalt man: 
N= 9) + Vat By + ry: o(y’), 

wo p(y"), w(y*) rationale Funktionen von y* bezeichnen, so daB du, 
von einem rationalen Differential abgesehen, in: | 


dv = nes! ee 
Va + By? + yy" 
tibergeht, wo Q eine rationale Funktion von y? ist. 

Um dieses Differential behandelr zu kénnen, muB man annehmen, 
daB a + By*-+ yy* in zwei reelle Binome zerlegbar ist, da niimlich 
B?>4eay. Ist dies nicht der Fall, so setze man: 

9 ea ae 
man erhalt dann, nach Vernachlissigung eines rationalen Differen- 
tiales, einen Ausdruck von der Form: 


Ldz 


Vi — 26s" + @ — tay) 


—— Ldz 
Vitee+ ye" 


etag: 


wo: 


B?— 4y’ = 16ay>0 


ist, da in dem betrachteten Falle 4a  positiv sein mu8. Wir kénnen 
also in allen Fallen setzen: ® 


eee. te eee ee 
Va+bat+ea! Yim+na)(pt qr’ 
wobej 7 eine rationale Funktion von z* bezeichnet und m, 7, p, q 


reell sind. 
Ist n =O oder g = 0 oder a = ie so ist das Integral auf ele- 


-tmmentare Weise berechenbar; bestehen diese Bedingungen nur ‘anniihe- 
rungsweise, so kann man einen angenaherten Wert des Integrales 
durch Reihenentwicklung erhalten. Es ist aber immer miglich, das 


vorgegebene Differential in ein anderes tiberzuftihren, welches die ver- 
5b* 
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langten Bedingungen mit grdBerer Annéherung erfillt. Nehmen wir 
an, es sel (=) > sia und setzen wir: 


2 y/mtae. : 
mK p+qa? 


a? = =~ [qm?y?— m+ mYV1 + 2(2np — mayy? + migty*|, 
und folglich, wenn L, M rationale Fonktionen von y* bezeichnen: 
Pdz Mdy 


—————_———— -- =~ fd a 
Vm + nx?) (p + ge’) ue V1 + 2(np — may? + migtyé 
Das biquadratische Polynom ist, unter der Voraussetzung:. 


(5) =): 


1 +([2np — mq+ 2Vnptap a mq)| y" 


. zerlegbar; ferner sind. die beiden in eckigen Klammern stehenden 
Ausdrticke gleichbezeichnet, so daB man setzen kanu: 


wir erhalten hieraus: 


in zwei reelle Faktoren: 


2Qup — mq + 2Vnp(np — mq) = + 23, 
2np — mq + 2Vnp(np — mq) = + s', 
wobei die oberen Vorzeichen fiir np > 0, die unteren far np <0 


gelten, r und s positiv sind und ¢ > ist. Das zu behandelnde Diffe- . 


rential ist also auf: 
Mdy 


V dEry\a toys 
reduziert. Wendet man auf dasselbe das obige Verfahren an, 30 er- . 
halt man ein neues Differential: 














Va+r3 v.)(1 + 8,” v3)’ 
r=rtVP—s8>r, 32r—-VP—s<s 


ist. Auf gleiche Weise kann man fortfahren, bis s so klein geworden 
ist, da8 die Annéherungsformeln anwendbar sind. 

Wie oben bemerkt, versachte Euler die Ellipsenbiégen in die 
Rechnungen als ein Auaiogen zu den Kreisbégen einzufihren. Le- 
gendre).sprach auch den Wunsch aus, daB man Tafeln fir Ellipsen- 


wo: 


1) Mémoire sur les intégrations par arcs d’ellipse, Hist. Acad. 
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bégen verfertigen mége; und zu diesem Zwecke versuchte er, Reihen- . 


entwicklungen zu liefern, welche dazu Beene waren, die Berechnung 
solcher Bogen zu erleichtern. 


Sind (Fig. 96): 
CA=1, CB=b=Vi-@ 
die Halbachsen der Ellipse, und ist: 
DCZ—9, ACZ==—-—g—¥#, 
CPexc=sng, PM=—y = 6b cosq, 





so folgt: 


BM = Eo, ») = fap V1 — easing’, 
® 


| y 
AM = F(e, v) — fdyV1— eos. 
3 
Aus diesen Formeln ergeben sich leicht die Werte von E(¢, 9), 


F(c, v) unter ger Form von konvergenten Reihen, wenn ¢ nicht zu 


nahe an 1 ist; im entgegengesetzten Falle kann man den Fagnano- 
schen Satz gebrauchen. 


Aus den obigen Formeln folgt: 


5 EG )- [Vise <3 008 gp *dg, 
take o-f V1 + 2, sin ytdy. 


Auf diese Formen sind: 








4 w 
|Vitgengdy, (Vit csvdy 
Q Q 


zurtickfihrbar; dasselbe laBt sich aber nicht von: 


yd . 


9 'p 
[Voce —Fay, {Vi—gsingtdg 


Paris 1786 (publ. 1788), p. 616—643. — Second mémoire sur les inté- . 
grations par ares d’ellipse, et sur la comparaison de ces arcs, 
ebenda, p. 644—683, 
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‘far g>f behaupten. Ubt man auf diese letzten Integrale die Sub- 


stitution: 
sin gm = sin « sin @ 


& = arc cos V£, 
g 


und setzt man sina —c, so folgt: 


Nd 
fi V9 cosg* — f dy — {Vg (cos p¥— cosa’) dp 
0 : 0 


aus, wo: 


t 
cos @*d a? 


? 
aes 7 PT ERE 7 a __ C08 @"Ga" 
[Vain sin g*)dgy c ee Vi—c* sina! 


— c'sin w* 


- evil frat oy (= ° (stl a 


—Vo[2E(6, a) + o(1 — A) 8%). 


Die Integrale: 
Jain g*' cos p* Ag?™+ ‘dg, i 
wo: 
Ag’? = 1 — c’sin g’, 
sind ebenfalls durch Ellipsenbégen ausdrtickbar; sie lassen sich nim- 
lich auf f A g’"*'dq curtickfihren, welches fiir jedes positive oder 
negative ganzzahlige m durch E und c= ausdriickbar ist. 

Die Rektifikation der Hyperbel 
kann man von derjenigen der El- 
lipse abhiingig machen. — Sind 
(Fig. 97): 

CA=1, CB=b 
die Halbachsen einer Ellipse, und: 
CF =c=Vi-—b?, CB=b ° 


diejenigen einer Hyperbel, wobei 
die beiden Kurven denselben Mittel- 
punkt und dieselbe Fokalachse 
haben; ist ferner CP’ die Abszisse 
eines Hyperbelpunktes M’, X der 
Schnittpunkt des um, C mit dem Radius CP’ gezogenen Kreises 
mit der Scheiteltangente der Hyberbel, Z der Schnittpunkt von 
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CX mit dem um C mit dem Radius C.4 gezogenen Kreise, M der 
Schnittpunkt der zu CA senkrechten Geraden ZP mit der Ellipse, 
und setzt man ACZ = @, 50 ergibt sich leicht: 


FM —E— [{ 2° yi-de oe 
: 0 


C08 g? 


¢ 
AM =F = [V1 —Geosgidg, 
und hieraus: | ; ° 
E = tgp Vi — A cosg*— &F — bee 
Das Integral: | 
dz 
ce oar 
1aB8t sich in allen Fillen auf E, F und deren Ableitungen nach c 
zuriickfihren; dasselbe folgt von: 
Piz ee. 
ya+Britos’ J VA+ B24 C24 DP +R 

Erst nachdem die erste Legendresche Abhandlung, deren 
Inhalt wir soeben wiedergegeben haben, der Puriser Akademie 
vorgelesen worden war, erfuhr ihr Verfusser, daB Landen ‘den den 
Hyperbelbogen betreffenden Satz aufgestellt hatte. Er setzte sick 
dann vor, zu beweisen, daB sich der Landensche Satz aus seinen 
eigenen Resultaten herleiten laBt, und daB man auch eine unendliche 
Folge von Ellipsen auffinden kann, deren Rektifikation von derjeuigen 
von zwei derselben abhingig ist. 

Es sei neben der schon oben betrachteten Elhpse noch eine 
zweite vorhanden, deren Elemente c’, b', F’ usw. sein mégen, und 
setze man: | 


c’* sin g’ cos g”’ 


Viet sing’® z ~(1 = b’) sin Q, 


wo g mit dem fritheren . —@ siakehuatlianits das ist nichts underes 
als die Landensche Transformation. Es fulgt: 
sing ? = =[t +c sin g* + cos pho), 
{— 
WO ¢= 3; ferner: 

- 

V1 — ¢*sin 9” ae ee  f Sin “cos g dg’ = Qain~ cos p ag’ 
= ee sing ag =- (1 — U’) sin @ atesng 
Nimmt man aber in der vorletzten Gleichung das untere Vor- 

zeichen und differentiiert,,so ergibt sich: 


858 : Abschnitt XXVL 


e’ sin » cca p"d@ : 


4 sin g’ cosg’dg’ = 2esing corgdy + singpAgdg + AG ; 


es ist also: 
2(1 + c)dF’ = 2c cosgdg + Agdg + c* cos pd 


Ag 
= 2c cosgdy + 2Agdg — a, 


und man erhalt hieraus dureh Integration: 
(50) Md +)F = 2eving + 2F—o fae 


= 2csing + 2F— oF — °F) 


=2congp+(l+c)F+ He2F 


Der Bogen der Ellipse mit der Exzentrizitat c’ wird also durch 
den Bogen der-Ellipse mit der Exzentrizitét ¢ und dessen Ableitung 
nach ¢ ausgedrtickt, wobei: 

fies 2 2Ve c 
ite c 


Es folgt aus (50) durch eine leichte Rechnung: 


” 1», ’ 1 ,, . 
211 +6) Fe (24+ 0)F— ,V1+0)F—5 (1 — b)sing 
+ 2c’ sing’, . 
wo FF” den Bogen einer dritten Ellipse mit der Exzentrizitat: 


—_— “9 Ve 

ag +¢ 
bezeichnet. Fabrt man auf gleiche Weise fort, so kann man eine 
unbeschrinkte Folge von Ellipsen erhalten, deren: Rektifikation von 


derjenigen von zwei derselben abhangig ist. Dac’ >Wc> c, wahrend 
g <g, 80 bilden die Exzentrizitéten eine zunehmende, die Amplituden 
dagegen eine abnehmende Folge. | 

Bevor wir die spateren Untersuchungen Legendres besprechen, - 
miissen wir einige Worte einer hierher gehdrigen Schrift des schon 
erwihnten Pietro Ferroni') widmen. Um das Integral: 


ey |Vittea: 
auf einen Ellipsenbogen zuréckzufthren, befolgt er einen sehr langen 





) De calculo integralium exercitatio mathematica, Florenz 1792. 
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Weg. Er bedient sich dazu des folgenden Pascalschen Satzes’): 
Ist (Fig. 98) NA der Radius der Basis, XN die Hohe und XA die 
Erzeugende eines scbhiefen Zylinders, beschreibt man einen Kreis um 
_N mit dem Radius N'A und einen zweiten Kreis auf NA als Durch- 
messer, und sind G, S zwei Punkte der beiden Kreise, deren Verbin- 


A N xX 





dungslinie durch N geht, so ist die Oberfliche des von den durch A 
und G gehenden Erzeugenden begrenzten Zylinderteiles gleich dem 
Vierfachen der Summe aller von X nach den Punkten des Bogens 
AS gehenden Strecken (d. i. des Integrales des Produktes einer solchen 
Strecke mit dem: Elemente des Bogens AS). Diese Summe, oder 
dieses Integral, ]aBt sich auf die Form (51) bringen; da andererseits 
die betrachtete Zylinderflache von dem Produkt der Erzeugenden mit 
einem Bogen des Orthogonalschnittes gegeben wird, und dieser Schnitt 
eine Ellipse ist, so ergibt sich von selbst das verlangte Resultat. 

.  Ferroni zeigt auch, daB man ein Integral von der Form: 


f V= = 92" 4, 

h— yt 

erhalt, wenn man eine Ellipse oder eine Hyperbel auf die Fokalachse 
bezieht; daB man dagegen: 


f +92 
IVS h-+ kx? i 
erhalt, wenn man die Hyperbel auf die zweite Achse berieht. 
Er behandelt ferner das allgemeine Integral: 


__Vsds 
VER LPLH 
wo # positiv ist und die Wurzeln des Trinoms als reell vorausgesetzt 
werden, und stellt die folgende Tafel der méglichen Falle auf: 


') Pascal, Oeuvres V, La Haye 1779, p. 407. Der Pascaische Satz 
int etwas allgemeiner. 
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— — — unmiglich 

— Ellipse 
Hyperbel 


+ + 
| 


— — Hyperbel 


| 
4+ 
+++ 


Hyperbel und Gerade 

a Hyperbel und Gerade 

+ — Hyperbel, Ellipse und Gerade 
+ + + Elblpse und Gerade. 


aI. & Ot Bm & 8 Fe, 


oO 


Die Schrift von Legendre’), mit welcher wir una nunmehr zu 
beschiftigen haben, verdient wohl als die Grundlage der systema- 
tischen Behandlung der elliptischen Integrale bezeichnet zu werden; 
und vielleicht hatte die Theorie dieser Funktionen am Ende des 
18. Jahrhunderts einen rascheren Fortschritt aufgezeigt, wenn nicht 
die Legendreschen Untersuchungen aus fuferen Umstanden so gut 
wie unbekannt geblieben waren, bis sie zwanzig Jahre spiter durch 
die Exercices de calcul intégral verbreitet wurden. 

Manche analytische Fragen, sagt Legendre, die sich nicht durch 
Etlipsenbégen aufldsen lassen, fiihren zu Integralen von der Form 
f os wo P eine rationale Funktion von zx, R die Quadratwurzel 
eines Polynoms vierten Grades bezeichnet. Man kann aber nach- 
weisen, da8 solche Integrale auf drei Typen reduzierbar sind, deren 
zwei ersten sich durch Ellipsenbégen ausdriicken lassen, wihrend der 
dritte von verwickelterer Art ist; daB aber die zwej ersten Typen 
voneinander zu unterscheiden sind, hangt davon ab, daB der erste 
auf den zweiten zuriickfihrbar ist, wahrend das Umgekehrte nicht 
stattfindet. 


1) Mémoire sur les transcendantes elliptiques, ot l’on donne 
des méthodes faciles pour comparer et évaluer ces transcendantes 
qui comprennent les arca d'ellipse, et qui se rencontrent fréquem- 
ment dans les applications du calcul intégral, Paris, an II (1793). — 
Diese Abhandlung, welche der Pariser Akademie im April 1792 vorgelesen 
warde, erschien im darauffolgenden Jahre als selbstindige Schrift wegen der 
inzwischen geschehenen Abachaffung der Akademie. Sie ist selbst in Frank- 
reich sehr selten, und wir verdanken es der Freundlichkeit von Prof. A. Bou- 
langer zu Lille, der die Gef&lligkeit hatte, einen ausfiihrlichen Auszug nach 
einem in der Bibliothek de la Sorbonne existierenden Exemplar fiir uns- zu 
liefern, daB es uns mdglich ist, tiber diese wichtige Schrift zu berichten. Das 
Wesentlichste des Inhaltes des Mémoire wurde von Legendre in seine Exer- 
cices de calcul intégral (T. 1, Paris 1811) einverleibt. 
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Die Reduktion des allgemeinen Integrales auf die erwahnten drei 
Typen geschieht folgendermaBen. 

Man kann vor allem R? in ein anderes nur gerade Potenzen der 
Verdnderlichen enthaltendes Polynom von gleicher Ordnung durch 
eine lineare Substitution umwandeln; wir kénnen also setzen: 


RP « + Bx? + yr. 


Man kann ferner voraussetzen, P sei eine rationale Fanktion von 
x?; zerlegt man naimlich P in die Summe einer geraden und einer 
ungeraden Funktion: 


P= P+ P,, 





so ist 


dann stets eine Substitution, die das Integral in he dg tiberfabrt, 


wo Ag =V1—c'sing’, @ eine rationale Funktion von sing? be- 
zeichnet, und die Zahl ¢ zwischen 0 und 1 liegt. 
Ist nun Q zunichst eine ganze Funktion .von sing’: 


k 
Q= Py a sin g?*, 
A=0 
‘sin yg de Z 
pe 7 4 


St Qdgp 
“y3 
es ist aber identisch: 


Ag - cos - sin g**-? = (2h — 3)Z,_,—= (1 + ¢)(2h —2)Z,_, 
. +c(2h—1)Z,, © 


und setzt man: 


so folgt: 


wonach simtliche Z, durch Z, und Z, ausdriickbar smd. — Ist zwei- 
tens Q gebrochen, so kommen auch Teilintegrale von der Form: 
, a 


ite a apne yas ~ 7 
vor; setzt man aber augenblicklich sing = 2, so folgt: 
Tis f a es 1 
FJ atney Yi— deat pen’ 
ein Inteyral, fir welches die folgende Rekursionsformel gilt: 
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7a cl oh 9 Ld et - =e? 
evi at ee CE = (2k—9)(1 + $4 4) 0, 
2 | @ . 1+c* | 8c* 
— (2k—3)(142*+=* 435) m,_ + EASE Ha) 


~ (2k —3)5, H,_ 5, 


wonach simtliche JJ, durch 1J,, IJ, und IJ_,, oder, was dasselbe ist, 
durch 17,, 2, 2, ausdrickbar sind. — Die erhaltenen Grundtypen 
subsumieren sich unter die Form: 


H-= (A+ Bain g)dg ; 
(i+ asin g)Ag — 


Legendre unterscheidet aber drei Gattungen von elliptischen. 
Transzendenten, namlich: 








L 
2. G— [(A+ Bring’) 22, 
besondere Falle dieser Gattung sind der Ellipsenbogen: 


: - fAagdp 
und der Hyperbelbogen: 
*d 
T= Ag - tang g — c* ar oe A 
Zwischen F und E besteht die Beziehung: 


Papel: 
ec 
A-+ Bsing® dg 
: H= JT ynsing! Bp ; 
Ffir. die Integrale erster Gattung hat man: 
(52) F(g) + F(¥) = F(p), | 


wenn: 
cos g cosy + sing sinwAu = cos u 


ist; hieraus ergeben sich die Additionsformeln: 





; Bin @ Cos wAe -+ sin > cos ue 
ae 1 ce? sin »* sin y* 
cos p= cos g cos » F sing sin pA pA 


1 — c*sin »* sin 9* Q 
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A Bo By 7c sngsne es yc 
ee 1 — c*sin p* ain y’* , 


und als besonderer Fall die Multiplikationsformeln, aus welchen 
sich die Teilungsformeln ableiten lassen. Das n-Teilungsproblem 
hingt von einer algebraischen Gleichung der »?-ten Ordnung ab, die 


sich auf eine der — -ten Ordnung reduziert, wenn » ungerade 
und g = . ist. 

Besteht zwischen g, y und w die Beziehung: 
er | “F(@) + FW) - Fe) 


(58) E(g) + E(¥) — E(u) =e sing sin y sin p, 








(54) IT(y) + (#) — me) =. ~aretg i" easing siny sing 


nm — "COS @ COs wy Coe 
wo: 


HO) = Saavtexe a= (1+n)(1 +5) 
ist.') 


In seiner zweiten Abhandlung von 1786 wurde Legendre dazu 
gefthrt, zwei Ellipsenbégen untereinander zu vergleichen, deren Ex- 
zentrizitéten c, c’ und deren Argumente g, g’ in — Beziehungen: 


C= fol COMM Sil cea =(c—Vl— FA) sin 


ie? Yi—c*sing'? 


zueinander stehen. Diese letzte Gleichung 148t sich . einfacher 
schreiben: 
sin (2 — po) = c sing. 
Hier dehnt Legendre diese Vergleichung auf Integrale aller 
drei Gattungen aus. Es ergibt sich zunichst: 


ry 1 
F(c, 9’) = tf RG, ); 
wendet man diese Transformation wiederholt an, so folgt: 


te VE BVO” 
1+¢’? ae x 


F rues gp )= t°F (c;, Q);. F (e”; g’) = 








;  g),- 





1) Die Formelin (52), (58), (64) gehdren eigentlich der Abteilung A dieses 
Kapitels an; wir haben dieselben aber hier des Zusammenhangs wegen an 
gefahrt. 
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Wie gchon bemerkt, bilden c, c’, c’, ... eine zu-, y, g’, p”, ... 
eine abnehmende Folge. Man kann aber auch die Folge nach der 
umgekehrten Seite hin fortsetzen. Ist nimlich: . 


2 Va. 2Vcy 


C= — — ee peed 


ite? 4" tre? 
sin(2p — y,) = 4, sing,, sin (2g, — Py) = & Bin ys, --- 
(woraus sich ver | 
tang (9, — 9) = V1— ‘tang 9, tang ie — :).= V1 — ¢,*tang9,,---), 


so hat man: 


it 





F(c 9) =*+ 4 FO, 9) Flas 91) 


C, Cy, Cg, --- 18st eine ab-, HY, Pi, Pg, ... eine zunehmende Folge. Ist 
dann c, so klein, daB es vernachlassigt werden darf, so ist annahe- 


rungsweise: 
F(c,, g,) = Pas 


bezeichnet also @ den Grenzwert, welchem sich die Folge g, a ; 2, vee 
unbeschrankt nihert, so ist: 


F(g 9) =O te)ite)---—o2¥e Vs... Ke 





F'( 6, Pe)y °° 3 


Ist insbesondere g = ; , 80 folgt: 


Fi: _ Fs 
2 2? 


Big casi dae > 
also: 3 
F(c })= F'(c) = K=. 


Setzt man ferner: 


: d : aera 
G, - {4 + B, sin 9,’) rae , Awn=Vi—¢? sng,?, 
so hat man: 


1 B . 1 1 
G —*$4(4,— ;sing,), A= A+ > SB, B; = -, Be. 


Es ergibt sich analog: | 
1 R, . 
GATS (G,—Fcing,), 424,443, Bt Ba; 


G,= 75% (6, wang), - A, = A, + - > Bes B, = = BG; 
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- Es ist zu bemerken, da8 die Folge B, B,, B,, ... rascher als 
die Folge c, c,, ¢, -.. abnimmt. Kénnen B,, c, vernachlassigt wer- 


den, so ist: 
G, =T A,Pn — 2", ®, 


wo: 
A,= A+ (1 ++ 4. eae “$a ch Bi Eo =4); 
bezeichnet also LZ den Grenzwert von a so folgt: : 
G = KL — B (Verain g, + VS,% sin p, + ¥%%% sing, + ), 


Fir g= = hat man G=KL=- 


' Setzt man A=1, B=—c'’, so stellt G den Ellipsenbogen E 
dar; es ist also: 


E(c, 9) = KL®O+ “VG sin @, +° £Ve 4 in G,t-:', 


E (<, =) = EX) = KL =. 
Die Integrale dritter Gattung H lassen sich analog behandeln; 
man kann aber auch auf dieselben eine oder die andere der beiden 


Substitutionen: » | 
; ’ 1 + c) sin ; 1 — cos & 
sing’ = -' are oe sin g? = ares 
‘anwenden. 
Die Integrale: 


fost ne 
Juco te 
1 
[Paz(e + Bx + ypa?t 323)* 3 
eh ee 
Va+ pat yx? + Sa" + 724+ Baty act’ 
, Pde ; 
Vit yet dat ya} fia" 
wo P eine rationale Funktion von x bezeichnet, lassen sich auf ellip- 


tische Transzendenten zurtickfiihren; dasselbe gilt von dem Euler- 
schen Integral erster Art: 


a 
Pate + Bat + yat)*®, 








wenn = 3, 4, 6, 8, 12. 
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C. Vermischte Fragen. 


Unter diesem Titel wollen wir einige wenige Schriften kurz be- 
sprechen, die sich keinem der beiden oben als Leitfaden angenom- 
menen Hauptprobleme anschlieBen. 

_ Vor allem erw&hnen wir zwei Abhandlungen Lagranges mecha- 
nischen Inhalts'), wo besondere elliptische Integrale berechnet werden, 
welche in elementare Integrale dadurch tibergehen, daB entweder das 
Polynom vierter Ordnung einen zweifachen Faktor besitzt, oder eine 
unter dem Integrationszeichen auftretende Konstante sehr klein ist. 

Hierher gehért auch eine Schrift Eulers*), welche den Zweck 
hat, eine stark konvergierende Reihe ftir den Umfang- der Ellipse auf- 
zustellen (s.o. S. 466) Ist: 

Fh 2 
ee 


dié Gleichung der Ellipse, so setzt Euler: 


®@ 
a i+s y® 1—2 


a 2 FT E> 
ferner: 
a* — b: 
a? + Bb? a c* eto” 


Es ist dann, wenn s die Ellipsenquadrante bezeichnet: 


sal View ~ avid ae —sne— Faas —--) 


+1 +1 +1 
* ds 1 * sds 1-105 f° e°de_ ] 


- al fptta— in fe Be) yi-e 


» Recherches sur le mouvement d’un corps qui est 

attiré vers deusx centres fixes, Misc. Taur. IV, 1766—1769; 
Oeuvres IJ, Paris 1868, p.67—121. — Sur la force des ressorts 
pliés, Mém. Acad. Berlin XXV, 1771; Oeuvres III, Paris 1869, p. 77—110. 
% Nova series infinita maxime convergens perimetrum ellipsis 
exprimens, Novi Comm. Acad. Petrop. XVIII, 1778 (publ. 1774), p. 711—84. — 
Weitere Reihenentwicklungen fir elliptische Integrale finden sich wu. a. inc 
Lambert, Beytrige zam Gebrauche der Mathematik und deren An- 
wendung Ill, Berlin 1772, p. 35—55; Ivory, A new series for the recti- 
fication of the ellipsis; together with observations on the evolution 
of the formula (a*-+ b?— 2ab cosg)” (1796), Trans. R. Soc. Edinburgh IV, 
1798, p. 177—190; Trembley, Observations sur l’attraction et l’équi- 
libre des sphéroides, Hist. Acad. Berlin 1799—1800 (publ. 1808), p. 68 
bis 109. 
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Es ist aber: | 


+1 +1 $1 
ae sds 0, faa wtf ode 
I= syns Syi—st 44+2) yYi— 2?’ 
-1 


-i 





Sie 
JOR ya EE eB SA Oe 
22 2 2. 2-429-4.6-8" : 
nthe te de ] 
2-4-62-4-6-8-10 -42 ? 


eine Reihe, welche sehr stark konvergiert. 
Wichtiger ist die Abhandlung Eulers tiber die elastische Kurve') 
(s.o. S. 505f.): 
* de 


] oe ¥1 — x’ 
0 


eine Linie, welche schon friher von Jakob Bernoulli und von 
Maclaurin’) betrachtet worden war. Ist (Fig. 99): ) 


CP = 2, PM=CQ=y, bf - 


so ist die der Abszisse CB-=1 ent- 
sprechende Ordinate: 


1 
edz 
CD = yi-z 


Die Kurve ist symmetrisch in be- 
zug auf die durch D zur z-Achse © 
parallel gezogene Gerade DA. Man 
findet ferner, wenn MN die Normale in M, N ihren Schnittpunkt 
mit der y-Achse, O den Kriimmungsmitielpunkt bezeichnet: 








Fig. 99. 





MN=—, MO=—=—+MN. 
x 22x 2 


) De miris proprietatibus curvae elasticae sub aequatione 
— x'*dz 
Vi-z 
contentae, Acta Acad. Petrop. 1782, P. II (publ. 1786), p. 834—61. *) Siehe 


‘diese Vorl., IT*, 8. 221; Enneper, a. a. 0., p.-625. 
Cawror, Geschichte der Mathematik IV. 56 
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Setzt man P = ys, so folgt: 
P= Juda Sots ac =| yas + fsdy f=); 


es ist aber: 


oe 
a 1.3; een Boe 1.3: Latest) git t8 
vf Rate wrt da = a4 or 4r +3? 


=. gittt 
[RE B- ON ards ie) ape . 
== © 


4 1 
* ade 1 et ts ay 4r liz 


“yi— at 


Vina 2? J yan FH 
1) 0 0 


1 
ar(4r—4)---8-4 * z*dz 


oe ee ee 


Q.4.. 
ar 9dr —B)---10-6 J gt 8-5. era) 2? 
0 





. 1 
a see dome 1 aft t Fix 
Q2-4---Er 4p +3 Vi — x 





| Pig 
1 


[7 ° z=) » 
| fay} See» 1 [exe 
ew le=0 r= 0. Q9.4-..-9F . 4r-+1 yi — x! 
Q 


1 1 
2D PHT 
r=0 


folglich: 
1 1 
= 49> erpnar+® 
r=0 











und hieraus: 


xz oo 
1 1 1 1 1 
yao Tie +i as Pig a a es 1: (4r +8) 
re |) 


- Sie Gaal” pase -1--3- goat 


Man kann selbstverstindlich fiir die elastische Kurve alle Rekti- 
tikationsprobleme auflésen, deren Behandlung fir die Kegelschnitte 
schon oben besprochen wurde. Bezeichnen 2,, x, die Abszissen von 
zwei Kurvenpunkten M,, M,, so ist: 
nm Vi-a,'+2,yi—a 1 — 2,4 

1+ .«,*x,? 








Ly = 
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die Abssiane eines dritten Punktes M,, der zu den oberen in der Be- 
ziehung: . 
CM, = CH, + CH, 

steht. Sind ferner P, Q, R drei Kurvenpunkte, so la8t sich ein 
vierter Punkt S derart angeben, dab RS — PQ ist. 

Unter den zahlreichen Schriften geometrischen Inhalts, welche 
elliptische Funktionen berticksichtigen, erwihnen wir hier eine Ab- 
handlung von Euler fiber die Oberflache des schiefen Kegels (s. 0. 
S. 520)), und eine von Schubert fiber die Abwicklung der ebenen 
Schnitte eines Zylinders’) (s. 0. 8. 521). - 

Wir. kénnen diesen Abschnitt nicht beachlieBen, ohne einen 
Namen auszusprechen, der in der kiinftigen Periode eine Hauptrolle 
spielen wird.. Der princeps mathematicorum, Karl Friedrich. 
GauB (1777—1855), beschiftigte sich seit seiner ersten Jugend mit 
eiliptischen Integralen, und es ist wohlbekannt, daB manche von den 
wichtigsten Entdeckungen Jacobis und Abels ihm seit lange ange- 
hérten. Leider hinterlieS er von seinen jugendlichen Studien uber 
diesen Gegenstand nur einige handschriftliche Fragmente, welche erst 
nach seinem Tode gedruckt wurden*), und aus welchen es nicht leicht 
zu ersehen ist, wie tief er waihrend unseres Zeitabschnittes in die neue 
Theorie eingedrungen war. Wichtige Aufschltisse hat jedoch das 
Tagebuch von Gau8 gegeben.‘) 





) De superficie coni scaleni, ubi imprimis ingentes difficul- 
tates, quae in hac investigatione occurrunt, perpenduntur (1776), 
Nova Acta Acad. Petrop. II, 1785 (publ. 1788), p. 69—89, Siche auch die oben 
besprochenen Schriften von Legendre von 1786 und 1798, *) De evolu- 
tione sectionum cylindri (1798), Nova Acta Acad. Petrop. XII, 1795—-1796 
(publ. 1802), p. 190—204. *) Gau8, Werke Ui, Gdttingen 1866, S. 404—406 
(1797), 488—485 (1799); VIII, Gdtiingen 1901, S. 98-117. *) Uber das von 
P. St&ckel entdeckte Tagebuch vyl. F. Klein, Mathem. Annal. LYVII, 1903, 
p. 14—82. 
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ABSCHNITT XXXVI 


TOTALE UND PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
DIFFERENZEN- UND SUMMENRECHNUNG 
VARIATIONSRECHNUNG 


VON 


C. R. WALLNER 


Totale und partielle Differentialgleichungen. 


Um die Mitte des 18. Jahrhunderts sehen wir die Theorie der 
Differentialyleichungen bereits als eine selbstiindige mathematische 
Disziplin vor uns. Wéahrend die Untersuchung von Differential- 
gleichungen anfinglich nur Mittel zum Zweck war, wihrend ihre 
Lésung urspriinglich sozusagen nur als Nebenrechnung bewerkstelligt 
wurde, war ihre Integration wittlerweile Selbstzweck geworden. 
Auch die Problemstellung hat sich geaindert. In den ersten Zeiten 
werden Integrationen in geschlossener Form durch elementare Trans- 
zendenten verlangt, bald beschrinkt man sich auf bloBe Quadraturen: 
gber auch diese Forderang wird fallen gelassen; man ist zufrieden, 
fiberhaupt die durclr die gegebene Differentialgleichung definierte Ab- 
hingigkeit diskutieren und womdglich durch unendliche Reihen oder 
bestimmte Integrale ausdriicken zu kénnen. Trotz dieses freiwilligen 
Aufgebens zu hoch geschraubter Forderungen ist nattirlich die Frage 
nach Integrationen in endlicher, geschlossener Form nicht erloschen; 
aber wihrend man frtiher schlechthin fir jede Differentialgleichung 
ein derartiges Integral verlangte, fragt man jetzt umgekehrt nach 
Gleichangen, welche eine Integration durch eine endliche Zahl ele- 
mentarer Funktionen erlauben. Derartige Nachforschuagen haben die 
Entdeckung gréBerer Gruppen integrabler Typen zur Folge. Solche 
enthilt z. B. eine Arbeit von d'Alembert in den Memoiren der 
franzésischen Akademie von 1767.') D’Alembert sucht zuerst Aus- 
driicke, die sich mit Hilfe der Exponentialfunktion, des Integral- 
logarithmus, von Logarithmen und elliptischen Integralen integrieren 
lassen. Im folgenden gibt er eine Reihe von eigentlichen Diffe- 
rentialgleichungen, meistens 2. Ordnung, die aber viel zu speziell 
sind, als daB wir hier darauf eingehen kénuten, und Bedingungen 
fiir ihre Integrabilitat. Wie er diese Gleichungen erhalten hat, legt 
er ip einem spiiteren Aufsatze dar”): Seine Methode bBesteht darin, 





') Histoire de l'Académie Royale des Sciences {avec les Mémoires de 
Mathématique et de Physique) 1767 (1770), p. 573 ff. (a. o. S. 728, 888). Die 
Seitenzahl bezieht sich hier, wie bei den Petersburger Akademiesohriften, nur wenn 
besonders bemerkt auf die Histoire selber. *) Ebenda 1769 (1772), p. 73 ff. 
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aus einer integrablen Gleichung durch verschiedene Kunstgriffe wieder 
neue abzuleiten. Ahnlich leitet Euler*) aus der Gleichung ddy = Ydz*, 
wo Y eine Funktion von y allein ist, und die mit Hilfe des Multi- 


plikators 2 se integriert werden kann, neue Typen ab, indem er 
z. B. x als abhingige Variable auffaBt. So ergibt sich 
dydz = — Ydz', 


d. i. in unserer Schreibweise 


A ane Y(j:)- 


dy’ dy 
Eine neue Gleichung liefert die Kinftihrung von 
| ds = dat ¢ dy 
usw. Aus 


SSddz + SdSdz— aazdzi=0 


leitet er”) durch Substitationen wie @ ~~ und S = a wo P und 


R Funktionen von 2 sind, neue Gleichungen und im Falle der Inte« 
grabilitit neue Fille integrabler gecpunen ab. Ahnlich erkennt 
er, daB die Gleichung 


dd dds\ 44641) 

aa ‘a (ae) = (ist) aa * 
ein endliches Integral besitzt.°) Ein von Euler oft geiibtes Ver- 
fahren, in endlicher Form integrable Differentialgleichungen zu finden, 
besteht darin, daB er die Bedingungen aufsucht, unter welchen die 


das Integral darstellende unendliche Reihe abbricht (vgl. S. 913, 989 - 
und 992). So integriert*) er die Gleichung 


dy* 
dg t cim+s =O 


~~ in der Form 


+ 


ea 


bet —_ Zin me...) a a 
y =k “a Bai" + Dat ) sin(-*, +9) 


wt+i1 


ee eee ee eee ete 
ka a Cadb™ + cos (©, +4), 


', Institutiones calculi integralis, vol. Il, 1769, p. 25. *) Ebenda, p. 142. 
3} Miscellanea Taurinensia t. I, (der Index 2 deutet die 2. Paginierung an) 
1762/65 (1766), p. 70.. Die Klammern deuten, wie iberall im folgenden, partielle 
Differentialquotienten an. *, Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, 
t. IX, 1782/63 (1764), p. 298. 
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' wo k und @ die Integrationskonstanten sind; er untersucht, fiir welche 
Werte von m die Reihen abbrechen. Denselben Gedankengang wendet 
Laplace auf die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung an (vgl. 
S. 1001). ae: 

NaturgeméB muBte sich bei eingehender Beschiftigung mit der 
Theorie der Differentialgleichungen rasch eine Kinteilung derselben 
herausbilden: man schied in die zwei Haupigruppen der totalen und 
partiellen Gleichungen. Des weiteren wurden die Begriffe Ordnung’) 
und Grad einer Differentialgleichung zur Abgrenzung einzelner Typen 
herangezogen und zwar in der Weise, daB man bald Gleichungen 
gegebener (meist 1. oder 2.) Ordnung aber beliebigen Grades, bald Glei- 
chungen gegebenen (besonders 1.) Grades und beliebiger Ordnung 
ins Auge faBte. Eimen anderen Gesichtspunkt bildete die Zahl der 
Variabeln, und hier ist es wieder die Gleichung mit 2 bzw. 3 Ver- 
anderlichen, die am meisten untersucht wurde. Diese Art der Ein- 
teilung ergibt sich als die natiirliche, wenn man die Integration der 
Differentialgleichungen als rein mathematisches Problem auffaSt, und 
demgemiB werden auch die einfachsten Fille, die sich bei dieser 
Unterscheidung ergeben, wegen ibrer theoretischen Bedeutung eifrig 
behandelt. Die Praxis freilich ftibrt sehr hiaufig gerade auf viel 
schwierigere und kompliziertere Falle; Simultansysteme und groBe 
-Zahl von Variabeln sind in Astronomie und Mechanik Regel, und es 
ist nichts Seltenes, daB alle die schénen Integrationstheorien der 
reinen Mathematik vollstandig versagen und man zu Kunstgriffen 
seine Zuflucht nehmen mu8. Trotzdem haben hierher gehérige Pro- 
bleme wegen ihrer eminenten Bedeutung die hervorragendsten Geister 
dauernd beschiftigt, und wir begreifen, daB die Weiterentwicklung 
der Theorie der Differentialgleichungen der Verfolgung von zweierlei 
Absichten zuzuschreiben ist: erstlich war es das Streben nach — so- 
weit moéglich — vollstandigen und erschépfenden Theorien fiir die 
theoretisch interessanten Fille; andererseits war es das Verlangen, 
die aus der Anwendung hervorgegangenen Methoden und Kenntnisse 
so allgemein und einheitlich als méglich zu gestalten. Diese An- 
regung aus der Praxis, dies Verlangen nach Ausbau wichtiger theo- 
retischer Fragen lésen sich fortwahrend ab und férdern, sich gegen- 
seitig bestindig erginzend, in gleicher Weise die schon gewonnenen 
Resultate. 

“Indessen ist doch wenigstens zu Beginn des hier geschilderten 
Zeitabschnittes ein deutlicher Unterschied hinsichtlich des Objektes 
dieser treibenden Momente zu konstatieren. Der Gesichtspunkt prak- 


1) Im Lateinischen ,,gradus", 
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tischer Verwertbarkeit kommt vorziiglich fir partielle Differential- 
gleichaungen in Frage, wahrend von den totalen Gleichungen hauptsich- 
lich solche behandelt werden, die formal, also vermége Grad, Ordnung, 
Variabelnzahl eine ausgezeichnete Rolle spielen. Doch bietet auch bei 
totalen Gleichungen die Anwendung noch oft genug den Ausgangspunkt, 
die Veranlassung zur Untersuchung; es sei hier nur auf das Vorkommen 
der natiirlichen Gleichungen bei Nils Landerbeck (1735—1810, Pro- 
fessor zu Upsala) hingewiesen. In einer Abhandlung aus dem Jahre 1783 


wird zunichst ein index variationis curvaturae. 7' = = *) wo & den 


Krimmungsradius, d¢ das Bogenelement einer ebenen Kurve bedeutet, 


sowie eine HilfsgréBe p, die mit unserem Vi 54 identisch ist, de- 
finiert. Es werden nun Kurven gesucht, die durch eine Relation 
zwischen 7' und » oder verwandten Gebilden definiert sind. Interesse 
fiir uns besitzt nur ein Scholion*), das die Aufgabe enthalt, aus einer 
Gleichung zwischen 7 und f, also einer speziellen Gattung natitr- 
licher Gleichungen die betreffende Kurve zu ermitteln. Landerbeck 
benutzt zur Integration einen Hilfssatz 





aR ap s) 
RT Vip 


der sich leicht verifizieren 1i8t. Die Integrationen selbst bieten, . 
weil an ganz speziellen Beispielen vorgenommen, keinerlei mathe- 
matisches Interesse. In einer Fortsetzung dieses Aufsatzes*) ist auf 
die Méglichkeit hingewiesen, aus einer Relation zwischen T und 2 
oder zwischen R und ¢ die Gleichung der Kurve in x und y Koordi- 
naten zu bestimmen. An die umgekehrte Aufgabe, eine gegebene 
Kurve durch eine Gleichung zwischen RK und ¢ darzustellen, ist in 
keiner Weise gedacht; siad doch auch die erwaihnten Probleme ftir 
.Landerbeck nur Aufgaben unter vielen anderen und in keiner Weise 
ausgezeichnet. 

Wir haben heutzutage fir die Hinteilung der Dhifferentialglei- 
chungen auBer den oben genannten noch andere Gesichtspunkte mehr 
funktionentheoretischer Natur, wie die Art der Unstetigkeiten des 
Integrals (z. B. ob fest oder verschiebbar), das Verhalten im Un- 
endlichen u: a.m. Derartige Untersuchungen kommen nattirlich vor 
Ausbildung der Funktionentheorie fast nicht vor, doch sei hier auf 


—- 


1) Philosophical Transactions, vol. 73, 1783, p. 458. %) Ebenda, p. 467 
*) Das negative Vorzeichen rihrt von geometrischen Betrachtungen her. ; 
*) Philosophical Transactions, vol. 74, 1784, p..478, Schol. 2." 
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eine Stelle bei Euler’) hingewiesen, an der gezeigt ist, wie eine 
gewisse Methode der Integration durch Approximation infolge be- 
stimmter Unstetigkeiten des Integrals hinfallig werden kann. Es ist 
speziell von der Differentialgleichung : 


gene! ffydz* 
ef 


ddy +—— ae () 


die Rede, deren vollstandiges Integral 
y= Asin: (1 + a) 


ist. Hier geht, sagt Euler, wahrend 2 von 0 bis w, d. 1. einer sehr 
kleinen GréBe, wiichst, der Winkel = + @ aus dem Unendlichen ins 


Endliche fiber, so da8 sein Sinus ‘icewieohin ‘alle Zwischenwerte von 
+1 bis —1 unendlich oft annimmt. 

Die Frage nach der Existenz der Integrale, die nach unserer 
Ansicht den speziellen Untersuchungen voranzugehen hat, existiert 
vor Cauchy iiberhaupt nicht. Jinerseits war die Zeit fir derartig 
kritische Fragestellungen noch nicht reif, andererseits mochte die 
geometrisch oder physikalisch evidente Existenz der Lésung von 
Problemen, die aus der Praxis genommen waren, die Uberzeugung 
erwecken, daB auch der entsprechenden mathematischen Formulierung 
der Aufygabe eine Bedeutung zukommen muB. Indessen findet sich 
doch, wiederum bei Euler, eine Uberlegung, die, wenngleich mit der 
Frage nach der Existenz der Integrale in keinerlei Zusammenhang 
stehend, doch Cauchy nachmals bei seinen Untersuchungen geniitzt 
haben- kann. Euler stellt namlich an die Spitze eines Kapitels 
seiner Integralrechnung, das speziell von der Integration durch Ap- 
proximation handelt*), folgende Auslegung der Differentialgleichung 


oy = V, wo 4 eine gegebene Funktion von x und y ist (8. 0. 8. 734):. 
Nimmt x der Reihe nach die Werte a,a’,a’,a’”,... an, so nebmen, 
wenn die Differenzen a’ — a, a” —a’,... sehr kleine Zahlen sind, 
y und V die Werte B, b’, b”, U’’,... bzw. A, A’, A”, A’”’,... an, wo 
die a, b, A durch die Gleichungen 
b’ = b+ A(a — a); b” = U' + A'(a” — a’); 
b’” b” + A” (a”’ ae a’); Paes 


verbunden sind. EHuler.hat also hier ahnlich wie Cauchy ein Inte- 


1) Institutiones calculi integralis, vol. II, p. 355. *) Ebenda, vol. I, 1768, 
p- 493. 
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grationsintervall az in Teilintervalle aa’, a’a”,... zerlegt und die 
vorgelegte Differentialgleichung naheringewetne als Differenzenglei- 
chung angesehen. 

Unter der stillschweigenden Voraussetzung also, daB eine Inte- 
gration immer mdéglich sei, war man zu verschiedenen Erkenntnissen 
tiber die Natur der Integrale gelangt. Die Tatsache, daB in das 
Integral der totalen Differentialgleichung n‘* Ordnung mit 2 Variabeln 
immer  Konstante eintreten, ist lingst bekannt'); aber die Zahl der 
willkirlichen Funktionen im Falle partieller Differentialgleichungen 
finden sich Untersuchungen in den Memoiren der Pariser Akademie’). 
Umgekehrt wird die Frage nach der Ordnung der Differentialglei- 
chung, die durch Elimination von » Konstanten entsteht, behandelt. 
So zeigt Lagrange’), daB8 aus einer Gleichung mit 3 Variabeln und 
5 Konstanten immer eine partielle Differentialgleichung mit 3 Variabeln 
und 5 Differentialquotienten hervorgeht, so daB also die gegebene 
Gleichung einer partiellen Gleichung 2. Ordnung’ gleichwertig ist. 

Einen gréSeren Reiz tibte auf viele Mathematiker das Problem, 
von vornherein, a priori, ganz allgemein den Bau, die analytische 
Form der Integrale und die Natur der darin auftretenden Transzen- 
denten zu bestimmen. Die betreffenden Mathematiker waren sich 
natiirlich der Schwierigkeit und Unbestimmtheit dieser Fragestellung 
gar nicht bewuBt; man denke nur, welche Hilfsmittel allein die 
Theorie der Integrale von Funktionen mit ausschlieBlich algebraischen 
Irrationalititen erfordert, wie sie das abgelaufene Jahrhundert ge- 
schaffen hat, und man wird die Zwecklosigkeit jener Versuche ein- 
sehen. Insbesondere hat sich der Marquis de Condorcet mit 
diesem Problem beschaftigt‘), ohne allgemein giltige Resultate zu er- 
halten; auch Laplace ist in dieser Hinsicht tatig, steckt sich aber 
von Anfang an engere Grenzen. Er versucht von vornherein, ohne 
_ wirklich Integrationen durchzufihren, lediglich auf Grund fanktionen- 
theoretischer, sehr interessanter, allerdings nicht ganz korrekter 
Schliisse die Form: des Integrals der partiellen Differentialgleichungen 
1. und 2, Ordnung festzustellen"), d. h. die Art der Verkniipfung der 
darin auftretenden willkfirlichen Funktionen zu bestimmen. Die Er- 
gebnisse seiner Untersuchung bilden die wesentliche Grundlage seiner 
Theorie der Integration der partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung. 


ee —— 


1) Siehe z. B. Institutiones calculi integralis, yol. Il, p. 867. *) Histoire 
de l’Académie des Sciences 1772, part. 1 (1775), p. 1 ff. ‘*) Oeuvres de La- 
grange publ. par Serret, t IV, p. 89.  ‘) Histoire de ]’Académie des Sciences 
1772, part. 1 (1775), Histoire, p. 66. Viele spezielle brauchbare Erkenntnisse: 
Ebenda, Mémoires, p. 1ff. 5) Ebenda 1773 (1777), p. 847 ff. 
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Ein wichtiges sich zwar nicht auf den duSeren Bau, so doch 
ebenfalls suf die Natur der Integrale beziehendes Problem wirft nian 
mit der Frage auf, welcherlei Unstetigkeiten in den willkirlichen 
Funktionen einer Integralgleichung auftreten dirfen. Wir wissen 
aus dem vorigen Band‘), daB dieses Problem durch die Integration 
der Differentialgleichung der Saitenschwingungen veranlaSt wurde und 
ein Gegenstand lebhaften Streites unter den einzelnen Mathematikern 
war. Der vorsichtige d’Alembert, welcher von seinen Zeitgenossen 
am meisten Sion fir Prazision und Exaktheit, fiir Strenge in der Rech- _ 
nung zeigte, wollte, wie wir uns erinnern, nur solche Funktionen zu- 
lassen, die nach Taylors Reihe entwickelbar sind, Euler glaubt diesen 
Funktionen keinerlei Beschrankung auferlegen zu dirfen. Beide Forscher 
bleiben bis zu Ende ihres Lebens hartnickig auf ihrer Meinung bestehen 
und geben ihrer Ansicht wiederholt bestimmtesten Ausdrack, d’Alem- 
bert besonders in seinem Briefwechsel und in seinen Opuscules 
mathématiques, Euler u. a. in seiner Iutegralrechnung’). Die will- 
kfirliche Funktion f, sagt dieser, kann so gewahlt werden, daB die 
durch § = f(7) dargestellte Kurve mit freier Hand gezogen und aus 
Teilen verschiedener Kurven zusammengesetzt ist. Derartige Funk- 
tionen nennt Euler ,discontinuas sen nexu continuitatis destitutas“; 
die Fahigkeit, auch diskontinuierlich sein zu dfirfen, bezeichnet er als 
eine ,,vis praecipua“ der willkiirlichen Funktionen. Zur Begriindang 
fir seine Behauptungen benutzt er gleich darauf das Beispiel der 
schwingenden Saite: Die willkiirlichen Funktionen des Integrals, heiBt. 
es, stellen die Anfangsbedingungen dar im Fall, daB sie (analytisch) 
bestimmt werden kénnen; da diese Lésung allgemein sein muB, jedem 
Anfangszustand genitigen muB, ist sie notwendig auch fir jene Falle 
tauglich, in welchen man der Saite zu Beginn der Schwingungen eine 

ganz unregelmiBige, diskontinuierliche Form gibt, und die Integrations- 
- funktion mu8 sich auch diesen Fallen anpassen lassen. 

Wahrend nun Euler und d’Alembert, neben Daniel Ber- 
noulli die Haupter der beiden Parteien, ihrer ursprfinglichen Ansicht 
unorechitterlich treu blieben, hat Lagrange, der den fast beruhigten, 
weil aussichtslosen Streit durch seine beiden groBen Aufsitze tiber 
Natur und Fortpflanzung des Schalles neu entfachte und darin sich 
auf die Seite Eulers stellte, sich von d’Alembert zwar nicht véllig 
iberzeugen, aber doch wenigstens zu dem Zugestaéndnis dringen 
lassen, seine Lésung sei nicht von jeglicher Beschrinkung frei, sondern 
setze die Endlichkeit sémtlicher Differentialquotienten in allen 


1) Vgl. diese Vorlesungen, III, S. 900 ff. *) Institutiones calculi inte- 
gtalis, vol. II, 1770, p. 89. 
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Punkten der gegebenen Anfangsfigur implizite voraus!). Nach und 
nach flaute die Debatte ab, da eine Einigung nicht zu erzielen war; 
die spateren Forscher begniigten sich damit, gelegentlich zu der 
Sache Stellung zu nehmen. Auf diese Weise ‘wird ersichtlich, daB 
Condorcet*) und Laplace mehr auf der Seité d’Alemberts standen, 
insofern als auch sie die willkiirlichen Funktionen gewissen Beschran- 
kungen unterworfen wissen wollten. So fordert Laplace ftir das 
Integral einer Gleichung n‘™ Ordnung die Stetigkeit der Ableitangen 
aber nur bis zur (*# — 1)" Ordnung einschlieBlich.*) Fir seine Auf- 
fassung ist folgende Uberlegung maBgebend: Man kann jede Diffe- 
rentialgleichung als Spezialfall einer Differenzengleichung auffassen, 
_ es sind lediglich die Differenzen unendlich klein geworden. Fir die 
Differenzengleichungen brauchen aber (wie durch geometrische Kon- 
struktion der Integrale solcher Gleichungen gezeigt wird) die will- 
kiirlichen Funktionen durchaus nicht stetig zu sein. Die iibrigen 
Geometer nehmen fast alle Eulers Standpunkt ein. Der Streit hat 
iibrigens eine wichtige Unterscheidung der bei Kurven méglichen 
Unstetigkeiten geschaffen; nach einer von der Petersburger Akademie 
preisgekrénten Arbeit*) ist ,discontiguité“, d.i. Unstetigkeit in unserm 
Sinne (etwa durch Sprnng), von ,,discontinuité* zu trennen. Letztere 
Art von Unstetigkeit besteht darin, daB die Funktion in verschiedenen 
Intervallen verschiedenen Gesetzen gehorcht. Der Verfasser, L. F. A. 
Arbogast (S. 667, Note 1), ist der Ansicht, daB beiderlei Gattungen 
von Unstetigkeiten in den Integralgleichungen zuzulassen sind; die 
Differentialgleichung verlange ja nur, daB ein Sprung des einen Diffe- 
rentialquotienten durch einen analogen Sprung des itbrigen kompen- 
siert werde. Die Unstetigkeiten im zweiten Sinne werden tiberhaupt 
von den meisten Mathematikern zugelassen; erwahnt sei z. B. 
der Abbé T. Valperga di Caluso®) (1737—1825). Einen wirk- 


SS ee 





') Nach Burkhardt, Entwicklungen nach ogcillirenden Funktionen, 
Heft 1, S. 40. Dieser Aufsatz, im folgenden einfach als Burkhardt zitiert, 
findet sich iu den Jahresberichten der deutschen Mathematikervereinigung; dz- 
selbst ist der ganze Streit beztiglich des Problems der echwingenden Saiten aus~ 
ftthrlich dargestellt. Der Briefwechsel zwischen d’Alembert und Lagrange 
in Ueuvres de Lagrange, é. XIII. Man vgl. auch d’Alembert, Opuscules mathé- 
matiques, t. I, 1761, p. G5 ff. *) Histoire de Académie des Sciences 1771 (1774), 
p. 49ff. und p. 69. Seine Schliisse sind nicht streng, die Darstellung ist schwer- 
verstind lich. 5) Ebenda 1779 (1782), p. 299ff. *) Vgl. Nova Acta .ica- 
demise Petropolitanae, t. V, 1787 (1789), Histoire, p. 5. Die Arbeit heiBt Mc- 
moire sur la nature des fonctions arbitraires, qui entrent dans les intégrales 
des équations aux différentielles partielles, St. Pétersbourg 1791. Vgl. auch 
Burkhardt a. a. 0. 5) Nach Burkhardt, Heft 1, 8.44 Mem. Tor. 17867 
(1788, p. 671. 
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lichen und zwar hochwichtigen Fortschritt bedeutet eine Arbeit von 
Jacques Charles (1746—1823, erst Beamter im franzdsischen 
Finanzministerium, spater Professor der Physik am Conservatoire 
des arts et métiers und Mitglied der Académie des _ sciences). 
Dieser unterscheidet zunachst zwischen Kurven, die vollkommen will- 
ktirlich, etwa aus freier,Hand gezogen sind, die also, wie er sagt, 
nicht durch analytische Fonoeln ausgedriickt werden kénnen, und 
Kurven, die in verschiedenen Abschnitten ihres Verlaufes verschiedenen 
Gesetzen gehorchen. Von letzteren behauptet er, daB sie immer durch 
einen einzigen analytischen Ausdruck dargestellt werden kénnen und 
behandelt auch die Aufgube, ein gegebenes ,,G@emisch“ von Flachen, 
Linien und Punkten durch eine einzige Formel auszudrticken. Als 
Vorbereitung zu dieser Aufgabe gibt er umgekehrt analytische Aus- 
driicke an, welche derartive Unstetigkeiten aufweisen. Ich bringe 
hiervon nur folgendes Beispiel'). Sei 


z=gt+het+(--—~, eS V@—a)(b—2), 
“Coat oar) 
wo a<b. Charles untersucht diese Gleichung ftir den Fall 

x (2) = 
Fir a<i2<6 sind 1 — . und --— 1 beide negativ und die Glei- 
chung reduziert sich auf z= 9 ri kx. Liegt pineeee x oe 


dieses Intervalls, so ist eine von den Differenzen 1—— und — —1 


td 


positiv, die andere negativ, die Gleichung reduziert sich auf 
s=gtkrt+Ve—a)b—2); 

dieser Ausdruck ist aber dann imaginir. Die Schuittlinie der Ebene 

F (2 } = 0 mit der gegebenen Flache ist demnach ein Geradenstiick 

mit der -Gleichung z=g-+ kz, wenn x von a bis 6 laéuft. Analog 

laBt sich eine Fiiche angeben, die mit F(*) = (0 ein Geradenstiick 


e=g' + k's gemeinsam hat, wenn z von 0 bis c lauft. Das Produkt 
_all der erwihnten Gleichungen stellt schlieBlich eine Flache dar, von 


der F' (2 )- = () eimen gebrochenen Linienzug ausschneidet. Einzelne 
Punkte stellt Charles analytisch dar, indem er sie als isolierte 
Punkte von Kurven auffaBt. 


1) Mémoires de mathématique et de physique présentés par divers Savans, 
t. X, 1785, p. 686. 
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Als ganz entschiedener Anhainger Eulers ist endlich Monge zu 
nennen, der von geometrischen Uberlegungen geleitet wird. In einem - 
Aufsatz iiber die Bestimmung der willkirlichen Funktionen 
einiger partieller Differentialgleichungen') zeigt er, daB dies Problem 
bei gegebenen Anfangsbedingungen auch auf rein geometrischem Wege 
durch Konstruktion der Integrale behandelt werden kann, Da ergibt 
sich denn, da8 unter Umstinden diese Kenstruktion, m. a. W. die geo- 
metrische Lisung des Problems noch einen Sinn behalt, wenn jene 
willkiirlichen Funktionen wegen auftretender Unstetigkeiten in den 
Anfangsbedingungen nicht mehr angebbar (inassignable)*) geworden 
sind (vgl. auch oben 8.561). So ist ihm zB. die Aufgabe, die will- 
kiirliche Funktion g in der Gleichung Z—= { V(z,y)} za bestimmen, 
wenn fiir ein gegebenes y= A(z) gleichzeitig ¢— q(x) sein soll, 
identisch mit der Forderung, diejenige Flache einer gewissen Flachen- 
familie zu finden, welche durch eine gewisse Raumkurve, namlich 
y= A(z) und s = (zx), hindurehgeht. Die betreffende Konstruktion 
wird sehr anschaalich und uae durch Hinfihraung der Schar von 
Zylinderflichen 

V (2, y) = b, 

welche auf der gesuchten Fliche eine Schar von ebenen Kurven aus- 
schneidet. Monge geht im folgenden zu Integralgleichungen mit 
mehreren willkirlichen Funktionen fiber, immer an einzelnen speziellen 
Aufgaben rechnerisches und konstruktives Verfahren erprobend. Dies ” 
ist tibrigens nicht der erste Aufsatz von Monge tiber diesen Gegen- 
stand®), und auch spater ist er wiederholt darauf zuriickgekommen.‘) 
Er bringt indessen nichts wesentlich Neues mehr; zu den schwierigeren 
spiteren Aufgaben gehGrt z. B. folgende®): Sei s = o(U) + ¥(V), wo U 
und V gegebene Funktionen von x und y sind; es sollen g und y . 
so bestimmt werden, daB fir y= Fx von selbst s=/fx und fir 
y= Fx analog «= /f'x wird. Die Schwierigkeiten der Konstruktion 
von z= M+ Ng(V) + Py(W)+--- Kanner nicht allgemein tiber- 
winden®); die Konstruktion gelingt ihm nur, wenn die willktrlichen 
Funktionen alle das naimliche Argument besitzen. Im ersten Fall 
wird Monge zu Differenzengleichungen gefihrt (vgl. 8. 1051). Im 
Supplement zur Applikation kommt er endlich noch einmal auf diese 
Aufgaben zu sprechen. 

Die Bestimmung der willkirlichen Funktionen unter gegebenen — 


1) Miscellanea Taurinensia V*,; 1770—1778, p. 16 ff. *) Ebenda, p. 21. 
*) Vgl. ebenda, p. 18: dans un mémoire précédent, *) Mémoires présentés - 
par divers Savane, t. VIL, 1778 (1776), p. 267ff. Vgl. auch p. XIII der Vorrede. 
*) Ebenda, p. 306. ¢) Ebenda, t. IX (1780), p. 845 ff. Der Aufeatz wurde 1774 
der Akademie vorgelegt. 
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Anfangsbedingungen tritt noch viel bhaufiger im der mathematischen 
Physik auf, und hier hat Euler fiir eine Reihe spezieller Probleme 
die Aufgabe rechnerisch gelést. Die Erfillbarkeit der gegebenen An- 
- fangsbedingungen sehien, auch wenn sie in analytischer Form vor 
lagen, gemaB ihrer geometrisch - physikalischen Bedeutung bei allen 
derartigen Problemen schon von vornherein gesichert und wurde des- 
halb nie Gegenstand besonderer Untersuchungen. 

Im Anschlu8 daran behandeln wir einen interessanten Fall einer 
Randwertaufgabe bei d’Alembert.') Vom Problem der schwingenden 
ungleichférmigen Saite ausgehend, kommt er zu der Gleichung 


a*e 
dx? 


wo X eine gegebene positive Funktiou von x bedeutet. Er fragt 
nun, ob man den Parameter 4 so bestimmen kann, daB diese Glei- 
chung eine Lésung zuléBt, welche in @ und 6b verschwindet, ohne 
identisch zu verschwinden. Um diese Frage zu \gantworten, fthrt 
er die obige Gleichung in eine Riccatische Gleichung fiber durch ° 


Kinfiihrung der neuen abhingigen Veranderlichen ¢ = Y Durch 


Untersuchung dieser Gleichung kommt er zu dem Hesultat, daB die 
gevtinschte Parameterbestimmung stets méglich ist, und zwar so, daB ~ 
die betr. Lésung zwischen @ und 6 nicht verschwindet. DaB es aber 
nur einen solchen Parameterwert gibt, wird nicht erwahnt, ebenso- 
wenig ist von den unendlich vielen Parameterwerten die Rede, welche 
man bekommt, wenn man Nullstellen zwischen a und } zul&Bt. 

Man hat ziemlich von allem Anfang an die Integrale in voll- 
stiindige (bzw. allgemeine) und partikulire unterschieden. Dazu kam 
dann spiater unser singulares Integral hinzu.?) Endlich unterschied 
Lagrange beziiglich der Integrale partieller Differentialgleichungen 
zwischen vollstandigem und allgemeinem Integral (vgl. indessen 8. 96!) 
und 8.972 Anm. 2).2) — Beztiglich des Integrals, das aus 


r dz dz, 
V(r, y, 2,4, 6b) = 0, b= pla) GF +a, ¢ (a) = 08) 


——e ee —_— 


1, Histoire de Académie de Berlin, t. XIX, 1763 (1770), p. 244. Nach dem 
Artikel ,,.Randwertaufgaben bei totalen Differentialgleichungen“ in der Enzyklo- 
padie der mathematischen Wissenschaften, II A 7a, 8. 439. 7%) Kine. Definition 
des partikalaren Integrals bei Euler, Institutiones calculi integralis, vol. J, 
sect. 2, cap. 4. Ferner bei Laplace, Miscellanea Taurinensia, t. IV*, 1766/69, 
p- 174 (verdrnckt statt 274), Definition des singularen Integrals bei Condorcet, 
ebenda, t. IV*, 1766/69, p. 6 (solution particulitre); siehe auch Oeuvres de La- 
grange, t. IV, p.7.  *) Die Benennung der verschiedenen Arten von Integralen 
yar jedoch bestindigem Wechsel unterworfen. ‘*) Wir haben bei den partiellen 

Cantor, Geschichte der Mathematik IV. BT 
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durch Elimination von a und b hervorgeht, sagt Lagrauge'), es sei 
beaucoup plus yénérale als das vollstandige Integral und nennt es 
daher intégrale générale. Bald darauf*) sagt er, das allgemeine Inte- 
gral schlieBe die vollstindigen Integrale ein comme des cas patti- 
culiers. Lagrange beschiftigt sich auch mit dem Zusammenhang 
zwischen vollstaéndigem wid allgemeinem Integral und sucht letzteres 
im Falle der Differentialgleichung 2. Ordnung sowohl aus dem end- 
lichen vollstandigen Integral als aus ersten Integralen herzuleiten. 
Er zeigt dabei*), daB das allgemeine Integral dieser Gleichung viel 
leichter aus den beiden vollstndigen ‘ersten Integralen als aus dem 
volistandigen endlichen Integral entwickelt werden kann und gycht 
deshalb aus dem letzteren auf das erste Integral zu schlieBen. Durch 
Linfthrung-der partiellen Differentialquotienten 1. Ordnuny geht aber 
aus der vollstindigen Integralgleichung mit 5 willkirlichen Kon- 
stanten im allgemeinen eine Gleichung mit 8 Konstanten hervor, die 
nitht als erstes Integral der urspriinglichen Gleichung angesehen 
werden kann, da@ein solches nur zwei Konstanten besitzen darf.*) 
Doch kann man durch geschickte Kombination der einzelnex Glei- 
chungen in speziellen Fallen eine Gleichung mit bloB zwei Konstanten 
erhalten, wie Lagrange an einigen Beispielen zeigt. 

Auch Monge beschiaftigte sich’) mit der Aufsuchung erster In- 
 tegrale besonders fiir Differentialgieichungen, von denen zu seiner 
Zeit wohl das endliche, aber nicht das erste Integral bekannt war; 
von den Zwischenintegralen einer partiellen Differentialgleichung 
2. Ordnung verlangt er®): sie diirfen keine Diiferentiationen 2. Ord- 
ning aufweisen,’ miissen aber daftir eine willkirliche Kunktion ent- 
halien und sich durch einmalige totale Differentiation der Integral- 
gleichung uad nac}ifolgender Elimination einer der zwei willkirlichen 
Funktionen samt ihrer Derivierten ergeben. J. Trembley (1749—1811) 
komint gelegentlich") auf die Ergebnisse yon Monge zu reden und 
epricht dcssen Gleichungen den (harakter von ersten Integralen ab. 


J)ifferentialgleichuigen die Schreibweise des Originals durchweg beibchalten, 
weil die sehr verschiedenartigen Manieren in der Bezeichnung das Suchen nach 
einer vorteiJhatten Schreibweise am besten erkennen lassen. Lagrange deutct 
wie dies 7wu Teil noch heute tiblich ist, die partielle Difterentiation nicht be- 
sonders an. . ) 

') Oeuvres de Lagrange, t. IV, p, 74. Dieser Aufsatz stammt aus den 
Memoiren der Berliner Akademie fiir 1774. *) Oeuvres de Lagrange, &. IV, 
p. 88. 4) Ebenda, p. 101. *) Ebenda, p. 104. *) In seinem grofen Auf- 
satz tiber Differentialgleichungen in der Histoire de l’Académie des Sciences 1784 
(1787), dec unten eingehend besprochen wid. "\ Ebenda, p. 135. 

7) Novu Acta Acudemiae Tetropolitanae. t. XI, 1798 (17985, p. 79. 
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Eine gemischte Form des Integrals, die neben willkitrlichen Funk- - 
‘tionen auch eine Integrationskonstante a enthalt, will Monge zu- 
lassen.1) Die Gleichung 


e=plax-~y + (bx — y)| 
ist Integral von 


de 8dz os Gei déz Oz 002 = 0) 


th fed Feats 


“dydx? (dx dy dzdy dz dy? 


SchlieBlich darf nicht unerwihnt bleiben, daB Laplace auf die 
Existens trivialer Losungen einer Differentialgleichung hingewiesen 
hat, die nicht als Integrale za hetrachten sind.*®) So wird 


uMoz + pNey = 0 





- durch » = 0 erfullt; aber die ,eigentliche“ Lésung muB die Gleichung 
dy = pez erfillen, wo p eine Funktion von z und y ist. Eine ge- 
naue Definition, was als Integral zu yelten hat und was nicht, 18Bt 
sich bekanntermaBen bei Verwendung Monge-Liescher Vorstellungen 
in besonders anschaulicher Weise geben. 

Von gréBter Wichtigkeit sind die Untersuchungen, die sich auf 
die Theorie der singuliren Integrale beziehen. Clairaut*) und 
Kuler fanden auf diesem Gebiet zunichst keine Nachfolger; dieser 
leitet 1768 fir Gleichungen 1. Ordnung ein allerdings wenig allge- 
meines Kriterium ab, durch das ein partikulires Integral von einem 
singuliren unterschieden werden kann, ohne da8 das vollstaéndige In- 
tegral der Gleichung bekannt ist. D’Alembert ftgt in einer Ab- 
handlung aus dem Jahre 1769°) wenig Neues hinzu; héchstens kann 
man sagen, da8 er Eulers Uberlegung strenger und scharfer macht. 
Erst Laplace faBt 1772 das Problem bedeutend weiter. Ey verlangt 
ein fir Gleichungen beliebiger Ordnung mit beliebiger Variabelnzahl 
geltendes, dem Eulerschen dhnliches Kriterium; auBerdem stellt er 
die Forderung, es sollen simtliche singulare Integrale einer gegebenen 
Differentialgleichung angegeben werden. Durch Laplaces Arbeit 
angeregt, nimmt endlich Lagrange 1774 das Problem von neuem 
vor; er erkennt als erster die wahre Natur des singuliaren Inteyrals 
und seinen Zusammenhang mit dem vollstandigen Integral. Die dar- 


— 4 


ae 





') Mémoires présentés par divers Savans 1778 11776), p. 822. Auf eine 
&hniiche Form des Integrals bei Monge (Mémoires de Turin, t. V, p. 52) kommt 
Trembley eingehend zu sprechen in Nova Acta Academiae Petropolitanae, 
t, XIII, 1795/96 (1802), p. 134. *) Wegen der Schreibweise vgl. 8. 1012 n. 1019. 
*) Histoire de l’Académie des Sciences 1772, part. 1 (1775), ». 344. *\ Vyl. 
diese Vorl., III?, S. 889. , 5) Histoire de l’Académie des Sciences 1769 (1772°, 
p. 86 ff. 
57* 
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auf gegrtindete Methode zur Bestimmung der singularen Integrale 
durch Elimination der  Konstanten der Integralgleichung ist der 
Laplaceschen Herleitung an Eleganz, Sicherheit und Leichtigkeit 
der Handhabung bedeutend itberlegen und hat deshalb das iltere 
Verfahren vollstindig verdringt. Die zweite, schon von Clairaut 
und Euler getibte Methode wiederholter Differentiation, die nicht 
vom Integral, sondern von der Differentialgleichung ausgeht, besitzt 
Lagrange ebenfalls, auch gibt er erweiterte Kriterien. Endlich be- 
handelt er die geometrische Deutung des singuliren Integrals als 
Enveloppe einer Kurvenschar’), und ist der Ansicht, da8 im allge- 
meinen ein singulares Integral vorhanden ist. Da8 ein Ort der 
Spitzen oder anderer Singularitéten auftreten kann, ist ihm dabei 
entgangen; ebensowenig weiB er, daB es Integrale gibt, die zugleich 
partikular und singular sind, d.h. geometrisch gesprochen, da8 ein 
Zweig der Enveloppe zu den Kurven der Schar gehéren kann. 1774 
dehnt Lagrange seine Untersuchungen auf Differentialgleichungen 
hiherer Ordnung-und partielle Differentialgleichungen aus; endlich 
sind noch die Arbeiten von Trembley’) und Legendre zu er- 
wahnen. | | 

Wir kénnen uns nicht versagen, niher auf die Aufesitze von. 
Kuler, Laplace, Lagrange und Legendre einzugehen. Euler 
sucht’), wie schon erwahnt, ein Kriterium, das gestattet, ein singu- 
lires oder partikulires gegebenes Integral als solches zu erkennen. 
Jn gewohnter Weise geht er allmihlich von einfachen Fallen zu 
schwierigeren tiber. So kommt er unter der Voraussetzung, das voll- 
stindige Integral laute y= C+ P, zu dem Schlusse, da8 L fir za 
nicht unendlich werden darf, wenn x =a partikulires und nicht sin- 


gulares Integral von dy = 4 sein soll. Hs ist dabei natitrlich an- 


genommen, daB 2 =a die letztgenannte Differentialgleichung befrie- 
digt. Er untersucht noch weitere Falle, wie 


dy = Pdz _ Paz 
®@ ‘ 
Vs gm! 


und bildet an ihnen’ folgende Untersuchungsmethode heraus‘): Sei 





und 








dy = “o a 2 

") Oeuvres de Lagrange, t. IV, p. 88. Die Deutung des singuliren Inte- 
grale partieller Differentialgleichungen: ebenda, p. 67. *) Mémoires de I'aca 
démie royale des sciences de Turin 1790/91. Ferner Nouveaux Mémoires de 
PAcadémie de Berlin 1792/98 (1798), p. 841—416. Vgl. unten S. 908. *) In- 
stitutiones calculi integralis, vol. I, p. 393. 4) Ebenda, p. 402. 
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wo Q fiir x =a verschwindet, P aber nicht. Man setze r= a+ w, 
und ,betrachte als unendlich klein“, so wird Q die Form Ra! an- 
nehmen; =a wird dann immer partikulires Integral sein, auBer 
wenn 1< 1. Als Beispiel gibt er: 


da 
Vem 


wo sich der Nenner fiir z= a—o bei sehr kleinem ow auf 


dy = 





a 

Vi 
reduziert, wie durch Reihenentwicklung unmittelbar zu sehen ist. 
Hier ist 21; hatte man aber statt der Quadratwurzel eine dritte 
Wurzel im Nenner, so wire offenbar 4< 1. Im folgenden gibt 
Euler die naturgemaéBe Erweiterung dieser Regel fir Differential- 


gleichangen der Form so o, wo X und Y Funktionen von x 


bzw. y allem sind, und geht endlich') zu dem Fall Pdz = Qdy iber, 
wo P und Q irgendwelche Funktionen von x und .y sind. Dieser 
Gleichung genfige die endliche Auflésung y = X, wo X eine Funk- 
tion von 2 allein. Euler sagt, man ersetze in der gegebenen Diffe- 


rentialgleichung y dorch X + und bestimme $° far unendlich 


kleine o. Es wir he = Sdx werden, und y = X ist ein Integral 
oo . 


oder nicht, je nachdem 4 >1 oder 4<L Nach dieser Ausdrucks- 
weise sieht es fast so aus, als ob Kuler dig# singuliren Integrale 
nicht als Integrale gelten lassen wollte; Namen hat er keinen dafir. 
Die oben beschriebene Methode fthrt z. B. bet 


ady — adz = dxV(y¥y ~ xx), 


« as F 1 
= dr Y2x, d. q. emer a 


Vo. 


wo X =z, auf 


Hieran kniipft Kuler die weitere Bemerkung’): das Integral der ge- 
gehenen Differentialgleichung ist: 


2aVou =C+ -2V2r, 


-wo @ nach Voraussetzung unendlich klein ist. Es wird aber, heibt 
es weiter, wie mau auch die Konstante C bestimmen mag, o einen 
endlichen Wert erhalten, woraus notwendig folgt, daB die Gleichung 
y= keir Integral sein kann. 

Aut diese Abhandlung Eulers weist Laplace hin und sagt, sie 


') Institutiones calculi integralis, vol. 1, p. 408. = *) Ebenda, p. 411. 
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habe den AnstoB 2a seinen eigenen Untersuchungen gegeben'). Zu- 
nachst schafft er das, was Euler fehlt, namlich eine besondere Benennung 
fir die singuliren Integrale. Er definiert allgemein als ‘,,solution“*) 
jede Gleichung, die eine gegebene Differentiulgleichung befriedigt, be- 
halt aber dann diesen Ausdruck mit dem Beiwort _,,particuliére“ 
spéziell fir unser singuliires Integral und spricht im Gegensatz dazu 
von einem ,intégrale particulitre‘ bzw. ,générale“ (auch résolution 
complete“). Sodann stellt sich Laplace die Aufgabe: Eine Lésung 
von ¢y = pcx ist bekannt; man soll feststellen, ob sie im allgemeinen 
Integral enthalten ist oder nicht, ohne dieses zu kennen. Laplace 
geht von der geometrischen Versinnlichung der Integralgleichung 
| 3 aus. u==( sei die gegebene Lésung, 
g = 0 das unbekannte vollstindige 
Integral. Man konstruiere die Kurve 
HCM mit der Gleichung » = 0 und 
diejenige Kurve p=, welche 
durch einen gegebenen Punkt C von 
HCM geht. HeiBt sie LCN, s0 
ist also LCN Reprisentantin eines 
partikuliren Integrals. Ist nun 
ain 2 3 0 im allgemeinen Integral ent- 
eee: dey halten, so mu, behauptet La- 

. place, HCM Punkt fiir Punkt 
mit LCN zusammerfallen. Indem er jetzt die Ordinaten von LCN 
mit Y, die zugehérigen Differentiale mit 2, die Ordinaten von HC M 
mit y, die Differentiale mit ¢ bezeichnet und Y und y fir die Um- 
gebung des Punktes C nach der Taylorschen Reihe entwickelt, er- 
hilt er als Bedingung ftir das Zusammenfallen beider Kurven, d. i. 
als Bedingung dafiir, daB HCW, siso w = 0, ein partikulires Integral 
ist, folgendes System von Gleichungen: 

OMY, CVA O8 OO 

dx Om’ da* da?’ .d2% Gzx* 
usw. Diese Relationen sind zuniichst nur fir den Punkt C, d. i. fir ein be- 
stimmtes Wertepaar 2, y abgeleitet; nimmt man aber einen anderen 
Punkt C’ der Kurve HC4f, deren Zugehérigkeit zu den partikuliren 


re te cme ete 


*) Histoire de l’Académie des Sciences 1772, part. 1 (1775), p. 843. Veal. 
auch die Zusktze p. 641 und die Histoire desselben Jahres, p. 67ff. Ferner eine 
bereits friher verdffentlichte Notiz am Schlusse einés Aufsatzes tiber Wahrachein- 
lichkeitsrechnung in den Mémoires présentés par divers Savans, t. VI (1774), 
p. 654. Daselbst ist noch auf einen Aufsatz in den Actes de Leipsic fiir 1771 
hingewiesen, der indéssen nach Laplaces eigenem Zugestindnis Fehlerhaftes 
ent halt. *) Histoire de l'Académie des Sciences 1772, part. 1 (1775), 
p. off. 
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oder singuliren Kurven in Frage steht, und legt durch (" die ent- 
sprechende partikulare Kurve'), so erhalt man dieselben Bedingungen; 
demnach miissen letztere, wenn HC M ein partikulares Integral dar- 
stellen soll, fiir jedes 2 giltig sein. . 

Nun lassen sich aber die @-Derivierten aus der gegebenen Difte- 
rentislgleichung leicht bilden; man erh&lt némlich der Reihe nach: 
oy ee ay _ (op Op\ cy P op\ | 
ge Pi gar (Ge) + (5) “Ge Gaz) + GS)? wwe) 
yp ist hierbei eine gegebene Funktion von + und y. Andererseites 
kénnen auch die d-Derivierten aus der bekannten Gieichung der Kurve 
HCM erhalten werden. -—  - 

Laplace bemerkt sudann, daB natirlich die Gleichung 

Oy cy 

rc Ox 
von selbst schon erfiillt ist; hierauf geht er zu subtileren Unter- 
suchungen fiber, deren Gang und Ergebnisse hier nur kurz angedeutet 
werden kénnen. Er formt zunachst die urspringliche Differential- 


gleichung so um, daf der Buchstabe #« der gegebenen Integralyleichuny 
uw = darin avftritt, und erhalt schlieBlich die Gleichungen: 


Cw u- her . 


oder unter gewissen Voraussetzungen 


cz . 0) 
— wrt = ax bu + oy, 
F (4) 
wo kh immer endlich, solange » =0. Diese Gleichung gibt er als 
Kriterium fir den Charakter von » = 0: im Falle # >1 handelt es 
sich um ein partikuléres, im Falle *» <1 um ein singulires Integral. 
So liefert die Gleichung 


oy — sr 


— Fa y— Vert yy—aa) 
mit dem Integral 

wu=ar+yy—aa=0 

unschiwer 


ut g = ——= == wi ee ee uw al : 
y—-Vertyy—aa) 9 yyVietwraall 





1) Man beschte, daB Laplace nur immer einzelne Integralkurven LCN 
und nie die ganze Schar ins Auge faBt, was ibn wahrscheivlich su tieferer Bin- 
sicht in das Weren der singuliren Lisungen gefiihrt hatte. * Die Klaramern 
bedeuten, wie immer, partielle Differentiation. 
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Da n= +< 1, so ist das Integral ein singulires. Die ganze Dar- 


stellung hat vor der Kulerschen den Vorzug, daB sie nicht mit 
bloBen Worten geschildert, beschrieben, sondern mit den Symbolen 
Pp, #, O usw. wirklich rechnerisch durchgefiihrt ist. Beide Gedanken- 
giinge betonen in gleicher Weise das Endlichbleiben oder Unendlich- 
werden gewisser im Lauf der Untersuchung auftretender Ausdriicke. 
Im folgenden') zeigt Laplace, daB w, wenn » =O ein singulares 
Integral von cy = pész sein soll, gemeinschaftlicher Faktor von 


oz Oy ee 

Gop : Cp 

(ey By 
ist. Dieses Theorem verwertet er zur Bestimmung der singuliren 
Integrale, wenn nur die Differentialgleichung gegeben ist. Er behan- 
delt speziell den Fall, daB » eine Funktion von z oder y allein ist. 
Endlich geht Laplace zu Differentialgleichungen 2. Ordnung und 
zu solchen mit 3 Variabeln iiber, welche die Integrabilititsbedingungen 
erfillen. Als Kriterium fiir die Natur eines Integrals » = 0 der 
Gleichung dz = pdx + qdy gibt er die Regel: man bilde 


oe Bo Glin a GE) 
je nachdem der kleinere der beiden Exponenten » und nm’ = 1 oder 
<1 ist, hat man ein partikulares oder singuldres Integral vor sich.*) 

Lagrange gibt zu Beginn seiner Arbeit*) einen kurzen ge- 
‘ schichtlichen Uberblick iiber die Theorie der singuliren Lésungen. 
Er verweist auf Hulers Mechamk*) und Integralrechnung, auf d’Alem- 
bert, Condorcet und besonders Laplace. Er definiert sodann inté- 
grale particuliere als unser singulares Integral und verlangt ausdrick- 
lich, daB es nicht durch Spezialisierung aus dem vollstindigen Inte- 
gral erhalten. werde.*): Dann betrachtet er, in welcher Weise eine 
Integralgleichung V(z, y,a) = 0, wo a die Integrationskonstante be- 
deutet, einer Differentialgleichung 


, d 
Geniige leisten kann, m.a. W. wie die Differentialgleichung aus ‘er 


') Histoire de l'Acadéinie des Sciences 1772, part. 1 (1775), p. 355. 
*) Ebenda, p. 867. *) Oeuvres, t. IV, p. 5 ff. (Nouveaux Mémoires de l’Aca- 
démie de Berlin 1774.) ‘) Lagrange selbst zitiert {. II, Articles 268, 
308, 335. 5) Dies erkennt schon Euler, vgi. S. 887. 
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Integralgleichung eutstehen kinne. Die Gleichung V = 0 gibt darch 
Differentiation, sagt Lagrange, eine Gleichung 


dy = p(a, y, a)da, 


und die Gleichung 74 = () folgt hieraus und aus V’ = 0 durch Elimi- 
uation von a. Hierbei ist der Wert von a@ vollkommen gleichgiltig. 
Das Resultat der Elimination wird immer dasselbe, namlich Z = 9. 
bleiben, ob a konstant oder variabel ist, so lange nur die beiden Eli- 
minationsgleichungen J)’ = 0 und dy = pdz heiBen. FaBt man aler 
den Fall eines variabeln a ins Auge’), so erhalt man aus V = 0 die 
Gleichung dy = pdx + qda, wo p und q Funktionen von z, y und a 
sind. Letztere Gleichung kann sich aber bei variablem @ nur dann 
auf dy = pdz reduzieren, wenn g = ') ist. Der Wert von a@ aus 
dy 


7 i Ga a 


berechnet und in V =O substituiert, wird ein singulares Integrel 
geben. Desgleichen wird os = ( ein singuléres Integral liefern. 


Lagrang? betrachtet auch den Fall, daB die Bestimmungsgleichuuven 
fir a dieses a entweder nur in Verbindung mit Konstanten odcr 
tiberhaupt nicht enthalten: im ersten Fall, sagt er, huben wir kein 
eigentlich singuléres Integral, im zweiten wird cine hesondere Pyii- 


fung notwendig sein. Den Fall a = 7 weist er uals unbrauchba. 
zurtick. | 

Nach dieser Voruntersuchung fragt er nach einer Methode, welche 
die singuliren Integrale ohne Kenntnis des vollstamigen (ntegrals 7 
finden gestatiet. Er weist zunachst darauf hin, daB die singulhrer 
Integrale einer Differentialgleichung Integrale der aus diesen alge 
- leiteten Differentialgleichungen nur unter besonderen Bedingungen 
sind, was fir die Integrale ciner auf niedrigere Ordnung reduzierbaren 
Differentialgleichung héherer Ordnung von groSer Wichtigkeit ist. 
So hat z.B. die Gleichung rdx + yay -- dy Vei+ P- = 0 ein 
giigulires Integral 27+ y? — b* =: Q; letzteres ist uber kein Integral der 
Differentialgleichung 2. Ordnung 2d?y -- dydx = 0, von der jene Glei- 
chang 1. Ordnung erstes Integral ist.) Lagrange zeigt dann, daf, 
wenn die erwihnten Bedingungsgleichungen 
') Lagrange macht in der HKezeichnung totaler und partieller Differential 
notienten keinen Unterschied. *) Schon Euler l48t den Parameter einer In- 
teyralgleichung nachtraglich variieren (vgl. 8.925). *) Diese etwas ungewdhn- 
Jiche Form erbilt man aus dem ersten Integral, wie es sich zuniichst erpidt, 
bei Lenutzung des vollatindigen Integrals. 
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d*y 
dxdua 


d*y 


dy 
- 0; dzx*da 


da 





= Os | a OF aka. 
(und analog, wenn x mit y vertauscht wird) alle bis ins Unendliche 
erfiillt sind, d.h. wenn das in Frage kommende Integral simtliche _ 
' aus Z = O durch Differentiation hervorgehenden Gleichungen befriedigt 
dieses Integral kein singuléres, sondern nur ein partikuléres Integral 
ist. Fir den Full eines singuliren Integrals dtirfen also diese Glei- 
chungen nar bis zu einer bestimmten erftllt sein; wie bei. Laplace 
ist der Charakter eines partikularen Integrals von unendlich vielen 
Bedingungsgleichungen abhingig gemacht. 

Diese Bemerkung dient nun als Grundlage zu der folgenden 
Untersuchung, welche die Bestimmung’ der singularen Integrale un- 
mittelbar aus der gegebenen Differentialgleichung bezweckt. Lagrange 


sagt: da Z die GréBe a@ nicht enthalt, so ist zunachst - a =Q. Nun 


kann aber das in Z auftretende y geméB der Gleicbung V =Q als 
_Funktion von z und y angesehen werden; es ist demnach 
dZ dy 


are o 


da ‘dada Bg Be 


Handelt es sich jetzt um ein singulares a so ist fernerhin 


; di dy 0. 
da : 
und es ergibt sich 

a*y 


A dxdu 


== (), 


da B unter der Voraussetzung, daB Z “eine gunze rationale Funktion 


von xv und - ist, nicht unendlich werden kann. Far den Fall, daf 


dty 
tia 


kommt zu dem Ergebnis, daB dann 4- 


= () ist, betrachtet Lagrange die — Ableitungen. Er 
Fe = , usw. — Null sein 


miissen. Da aber das ‘Nullsein samtlicher derivierten , ay, pote 
a’? dxdu 


nach dem Obigen den Charakter eines partikularen Integrals anzeigen 
wiirde, so folgert Lagrange, daB fir ein singulares Integral A = U 


sein mu8. Da aber 


dZ =~ A-d5% + Bay + Cd =0, 


so folgt 
Bdy + Cdz = 0; 


d. h. iay Falle des ee Integrals muB der aus Z = 0 abgeleitete 
Wert 


Totale und partielle Ditierentialgleichungen. 893 


dy ,. 
d*y Bae tf 0 


dz? A 0 





werden, und diese Gleichung wird umgekehrt als Bedingung fir das 
Auftreten eines singuliren Integrals hingestellt. Sie liefert zwei Glei- 
chungen, die mit Z = 0 simultan bestehen miissen. 

Nach der geometrischen Deutung des singuliren Integrals als 
Enveloppe wendet sich Lagrange zu den totalen Differentialglei- 
chungen 2. Ordnung. Lautet die Integralgleichung wieder V = 0, wo 
V eine Funktion von z, y und den Integrationskonstanten a und b 
ist, so fabt Lagrange die GréBe b zunichst als willktirliche Funktion 
von a auf. Die Bedingungen fiir das Vorhandensein eines singuléren 


Integrals ss = 0 und ee = (Q verwandeln sich dann in . 


dy db d®y db 


QQ und dy 


Le! Sag ap ae dede . dsdb da 
Dureh Elimination von ergibt sich 
9 dy dy dy dty 


fe dadzdb db dxda 
Es ist ferner 
dy = pdxz+ as da + “Yap, 

folglich ° 

3. dy — pdx == (), 
Dazu kommt noch die Integralgleichung 

4. V = 0. . 
Aus diesen vier Gleichungen sind a, & und = zu eliminieren. Durch 


Vertauschung von « und y ergibt sich eine Reihe analoger Glei- 
chungen. 

Spater') gibt dann Lagrange eine Methode an, aus einem ersten 
Integral der gegebenen Differentialgleichung 2. Ordnung, also aus 
einer Differentialgleichung 1.Ordnung das singulare Integral der ur- 
spriinglichen Gleichang zu ermitteln, die dem Verfahren, das singulire 
Integral einer Differentialgleichung 1.Ordnung aus deren endlichem 
Integral herzuleiten, véllig analog ist. Die Methode laBt ‘sich auf 
Differentialgleichuugen beliebig hoher Ordnung iibertragen.’) 

Wichtiger sind die Untersuchungen tiber die singuliren Integrale 
Baraene: Differentialgleichungen. Die zu einer Integralgleichung 


¢ 


1, Oeuvres de Lagrange, t. iV, p. 58. 2) Bbenda, p. 59. 
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VU, y, 8, a, b) = 0 


gehérige partielle Differentialgleichuag Z = 0 entsteht namlich durch 
Flimination von @ und 6 aus den Gleichungen 


a 0; 4 =0, 


V = QO; dy 


wo p und g Funktionen von 2, y, 4, a und 6 sind. Das Resultat 
dieser Elimination wird dasselbe sein, ob a und 6 konstant sind oder 
nicht, wenn nur die drei Gleichungen, aus denen a und > eliminiert 
werden sollen, dieselben sind. Dazu ist aber im Fall variabler a 
und 6 das Bestehen der Gleichung rda + sdb = 0. notwendig, wie 
sich aus dz = pdx + qdy + rda+ sdb ergibt. Die einfachste Manier, 
dieser Gleichung Gentige zu leisten, sagt Lagrange, besteht darin, 
daB man getrennt r= 0 und s=0 setzt. Wahrend Lagrange so- 
eben r und s fiir sich gleich Null setzte, leistet er der Gleichung 
rda -+- sdb = 0 im folgenden allgemeiner dadurch Geniige, daB er die 
Existenz einer Relation zwischen a und } annimimt und demzufolge 
b = g(a) setzt. So wird er, von der Theorie der singularen Integrale 
ae wieder zum allgemeinen Integral gefiihrt. Um das singu- 
lire Integral aus der Differeutialgleichung selbst zu ermitteln, gibt 
Lagrange‘) folgende Regel: Differentiiert man die Gleichung Z = 0, 
so erhalt man 
Ma° + Nas + Pdx + Ldy =0, 


as 


- gind, denn 
dy 


wo Mn? N, P, L ganze Funktionen von z, y, 2, io 
dg kann vermég> der Relation 


dz 
dz-= 7 ax + +p 5 y 


iminer eliminiert werden. Man setze jetzt M, N, P, L jedes os sich 


gleich Null, was -mit Z7=U nach Elimination von is und 4 y are 


@leichungen in 2, y, & gibt, die gleichzeitig statthaben i. Be- 
sitzeu sie einen gemeinschafthchen Faktor, so ist dieser als das ge- 
suchte singulire Integral anzusehen. Relusiet sich d@Z auf 


dz 
Ads aes + Bd, =0, 
so hat man nur die drei betters A=), A=U, B=O0, die 
immer ein singulares Integral liefern. Durch Besprechung ‘dieses 
Falles kommt er zu der Einsicht, daB dann das vollstindige Integral 


Ce 





‘, Oeuvres de Lagrange. t. IV, p. 71. 
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 L=axr+ by + f(a, d) 


und die gegebene Differentialgleichung 


Z=u. et 9G +f (ie .) 


sein muB8. Auf die Ahnlichkeit mit der Clairautschen totalen Glei- 
chung ist bei Lugrange nicht hingewiesen. 

Weiterhin') zeigt Lagrange, duB das singulare Integral nicht 
im allgemeinen Integral enthalten ist, an einem speziellen, in alle 
Lehrbiicher tibergegangenen. Beispiel und geht dann auf die geome- 
trische Interpretation der Integrale partieller Differentialgleichungen 
ein. Die durch das singulare Integral daryestellte Flache, sagt er, 
bertihrt alle im vollstindigen Integral enthaltenen Flachen; die durch 
das allgemeine Integral bei Wahl eines bestimmten Wertes der will- 
kiirlichen Funktion g dargestellte Flache berihrt nur jene Flaichen 
des vollstandigen Integrals, welche bei der speziellen Annahwe b == p(a) 
herausgegriffen. werden. 

Auch iber die singularen Integrale particller Gleichuugen 2. Ord- 
nung macht Lagrange einige Angaben; um das singulare Integral 
aus dem vollstindigen Integral V = 0 zu finden, jibt er folgende 
Regel an”): Man lasse in gen Gleichungen 


de dz 


V=Q; Te Pi} aye 


die finf Integrationskonstanten a, 6, c, g, h variieren und halte wih- 
renddessen -x, y und z konstant, setze dV, dp und dq gleich Null 
und eliminiere aus diesen drei Gleichungen zwei der finf Differen-— 
tiale da, db, de, dg, dh. Endlich setze man in der Eliminations- 
gleichung die Koeffizienten der tihrigen drei Differentiale gleich Null. 
Bei Kombination mit den oben angeftihrten drei Gleichungen 


J —p=0 und OF saat) 


y= 0: ie 


? 
erhalt man durch Elimination der Integrationskunstanten a, b, ¢, y, hi 
eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung, die als singulares Inte- 
gral der gegebenen Gleichung 2. Ordnung aufzufassen ist. Ist hin- 
gegen die Differentialgleichung allein, nicht aber ihr Integral geyeben, 
so bilde man das vollstindige Differential der gegebenen (Heichang 
in der Form 


d*r d*¢ , a*g : 


' 1) Oeuvres de Lagrange, t. IV. p, 79. 7, Ebenda, p. 9! 


; teresse. 
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und setze die Koeftizienten M@, N, P, Q, R fir sich gleich Null. So 
erhilt man fiinf Gleichungen, die mit der gegebenen Differentialglei- 
chung zusammen bestehen miissen. Durch Elimination der drei par- 
tiellen Differentialquotienten 2. Ordnung erhalt man simultane Glei- 


chungen in 2, ¥, 4, se und as} ein gemeinschaftlicher Faktor der- 


- selben ist als singulaéres Integral aufzufassen; der Spezialfall Q = 0, 
R-==0 ist wie bei der Gleichung 1. Ordnung von besonderem In- 


Lagrange charakterisiert den Unterschied zwischen seinen und 
den Arbeiten seiner Vorgainger mit den Worten'): ,Ich habe suerst 
die wahren Prinzipien dieser Theorie gegeben. Man hat Regeln mehr 
oder weniger allgemeiner Art aufgefunden, ein gegebenes Integral von 
vornherein als singuléres oder partikulares zu erkennen, auch fir die 
Auffindung der singuliren Integrale sind Regeln entdeckt worden. 
Aber niemand hat meines Wissens den Ursprung dieser Integrale ent- 
wickelt. Das berechtigte SelbstbewuBtsein, den freudigen Stolz dieser 
Worte wird wohl jeder .nachfiihlen, der Gelegenheit hat, deu Ent- 
wicklungsgang der Theorie aus den Originalarbeiten selbst kennen zu 
lernen. | ) 
Legendre kommt zu seinen Resultaten durch Benutzung des 
Prinzips, daB das singulére Integral immer weniger willktirliche Kon- 
stanten enthalt als das vollsténdige; er stellt diese Eigenschaft als 
Fundamentalsatz an die Spitze seiner Abhandlung. Von diesem Theo- 
rem aus gelangt er folgendermaSen zur Bestimmung der singuléren 
Integrale aus der Differentialgleichung*): sei ein Wert von‘ y, welcher 
‘der Gleichung gentigt, bekannt, ein benachbarter Wert y + dy ge- 
sucht. Zu diesem Zweck variiere man, sagt Legendre, in der ge- 


gebenen Gleichung von der Ordnung » bei konstantem x die Grd8en 


d ‘ , 
¥, oy : a y ... und man wird wegen der Relationen 


ddy-=déy, dddy—ddéy usw.- 


eine lineare Gleichung-der Form 


” na 1s 

ASS 4 BE OY 4. + Tay = 0 
dz ax 

erhalten, die als Differentialgleichung fir dy saufgefaBt werden kann. 

Nun ‘la8t sich aber die Form dieser GréBe dy aus der Integralglei- 

chung erschlieBen; differentiiert man diese némlich, mdem man die 


aad 


') Oeuvres de Ligrange, t. IV, p.-586. *) Histoire de l’Académie des 
Sciences 1790 (1797), p. 222. 
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Integrationskonstanten a, b, c, ... variieren liBt, so ergibt sich eine 
Beziehung : | | 
by — 98304 1.95 4% Poet eet. 


Diese Gleichung ist aber nach apeeaeiae Auffassung das Integral 
der vorerwihnten linearen Differentialgleichung fir dy; die GréBen 
da, 6b, dc,... sind hierbei die Integrationskonstanten. Wenn 
nun y ein vollstindiges Integral ist, wird die Zahl der GréBen a, b,c,... 
gleich » sein, dy enthalt demnach ebenfalls n Integrationskonstanten, 
und die Differentialgleichung fiir dy wird n't Ordnung. In diesem 


Falle kann der. Koeffizient A von ay niemals Null seix. Im ‘Fall 


des singuliren Integrals hingegen enthalt y und damit dy héchstens 
n.— 1 Konstante, die Differentialgleichung fir dy wird deshalb héch- 
stens (*# — 1)** Ordnung; es muB also jedenfalls A =O sein, wobet 
auBerdem auch die Relationen B= 0, C= 0,-... bestehen kénnen. 
So liefert die Differentialgleichung | 


y? 2%, + Qay SX 4 By = 0, 
indem man y und ay variiert, 
ad 
(9°35 + #9) 35 as + (Waist #a5— 9) 90 
Setzt man den Koeffizienten von é $ 7 gleich Null, so kommt y = 0 


und yS¥+2—0. Letztere Gleichung gibt im Verein mit der vor- 


gegebenen das singulate Integral y* + 2? — b® = 0. 
_ Aus einer partiellen eee erster Ordnung') erhalt 


man durch Variation von 2, pee dy nach Unterdriickung der Nenner 
eine Relation der Form 


d ’ 
Ads + BOT + Céz = 0, 


die als partielle Gleichung fiir ds aufgefaBt werden kann. Soll sie 
also ein singulires Integral liefern, so mtissen gleichzeitig A = 0 und 
B= 0 sein, da eine gegenteilige Annahme eine willkirliche Funktion 
in den Ausdruck ftir ds einfahren wtirde. Bei partiellen Gleichungen 
2. Ordnong kann das singnlire Integral héchstens eine einzige will- 
kiirliche Funktion besitzen, die partielle Gleichung fir dg daher 
héchstens 1. Ordnung sein. Variiert man daher in der gegebenen 
Differentialgleichung die GréBen 


—— ee ee ee 


1) Histoire de l’Acadgmie des Sciences 1790 (1797), p. 236. 
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dds dd: dde de de 
d*? dxdy* dy*? dx’ dy? 
so miissen im Falle eines singuliren Integrals auBer der gegebenen 


Gleichung noch drei Relationen bestehen, die man durch Nullsetzen der 
Koeffizienten von 


a; 


ddz ., ddz ddz 
Vict: Sandy? Fay 
erhalt. 

Wir suhen im vorhergehenden — bei der Konstruktion willktr- 
licher Funktionen unter gegebenen Anfangsbedingungen durch Monge 
sowie bei der Théorie der singuliren Integrale —- wiederholt geo- 
metrischeeVorstellungen zur Aufhellung der Theorie herangezogen. 
Man muB sich aber htiten, den EinfluB solcher Hilfsmittel auf die 
Entwicklung dieser Theorie zu tiberschitzen, zamal es sich um eine 
vorwiegend analytische Epoche der Mathematikgeschichte handelt. 
Monge kommt riickwirts von geometrischen Problemen aus zu seinen 
Ditferentialgleichungen und gewinnt durch Ubersetzung erprobter Ver- 
fahren und Uberlegungen geometrischer Natur in die Sprache der 
Analysis viele seiner rechnerischen Methoden; aber es ist ihm nicht 
umgekehrt darum zu tun, eme eigentliche geometrische Theorie der 
Differentialgleichungen und ihrer Integrale zu entwickeln, d.h. eine 
Theorie, welche in’ konsequenter Weise analytische Operationen durch 
_geometrische Konstruktionen ersetzt. Und wenn es auch manchmal 
den Anschein hat, daB er Differentialgleichungen durch geomstrische ° 
Uberlegungen lést, so darf man doch sicher sein, daB er in allen 
diesen Fdéllen das Resultat schon vorher besessen und aie betreffende 
Ditferentialgleichung erst nachtraglich aufgestellt hat. Es finden sich 
demgemiB bei Monge Stellen genug, welche die geometrieche Be- 
deutnng gewisser Gleichungen anschaulich und klar machen, und die, 
zusammengetragen, eine geometrische Theorie der Differentialglei- 
chunyen liefern wiirden, aber Monge scheint selbst nicht an eine 
solche Zusammenstellung zu denken. Die bedcutendsten Uberlegungen 
dieser Art vor dem Erscheinen der ,,Application de [analyse a ln 
géometrie“ sind auf S. 561 ff und 8. 1037ff. dargestellt. Schwierigere 
Probleme dieser Art, wie wir sie heutzutage behandeln, so die Frage 
nach der Gestalt der durch eine Differentialgleichung definierten 
Kurven, oder die Untersuchung einzelner Pankte und ihrer Umgebung 
werden naturgemnaB tiberhaupt gar nicht aufgeworfer. | 

Wir wenden uns im folgenden zu den allgemeinen Methoden, 
welche dem Churakter des jeweiligen Problems angepaBt in veranderter 
Fonn auf die verschiedensten Gattungen von Differentialgleichungen 
Anwendang finden. Dabei ist auch einiger Versuche zu gedenken, 
einen unbedingt gangbarcn Weg zu finden, auf dem sich alle Diffe- 
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rentialgleichungen, gleichviel welcher Beschafferheit, integrieren lassen. 
Man michte meinen, da8 die Existenz von so vielen und dabei so 
verschiedenen Lisungsmethoden, die Leichtigkeit der Integration in 
den einen, die ungeheure Schwierigkeit in den anderen Fallen, es 
hatte wahrscheinlich machen miissen, daB eine einheitliche, unter allen 
Umstanden zum Ziele fithrende Integrationsmethode nicht existiert ;. 
und dieser:Vorwurf trifft den Marquis de Condorcet, der mit seinen 
zahlreichen Arbeiten sich das Lob der Zeitgenossen, wie Lagranges 
und d’Alemberts*) erwarb, aber doch gerade avf diesem seinem 
Lieblingsgebiete keine wirklich lebensfiihige Integrationsmethode in Um-: 
lauf zu setzen wuBte, in viel héherem Grade als den bedeutend friheren 
Fontaine (1705—1771), zu dessen Zeiten ein derartiger Versuch noch 
nicht so aussichts- und zwecklos erscheinen muBte aly spiter. Fon- 
taines Abhandlung von 1738 erschien erst 1764 1m Druck”); sie enthalt 
eine eigenartige, von. der herkémmlichen abweichende Bezeichnungs- © 
weise, die mir, da ich das Oriyinal nicht zur Verfiiyung hatte, nicht 
recht verstindlich wurde.*) Condorcet sucht das Integrationsgeschaft 
auf eine kanonische Reihe von Fandamentaloperationen, wie Diffe- 
rentiation, Elimination, Substitution ugw. zuriickzufiihren*) und er- 
liutert seine Methode an einigen einfachen [eispielen; es ist aber 
nicht recht einzuseben, was er mit seinen Spekulationen eigentlich 
will, bis wieweit er seinc Behauptungen fiir richtig hait, und in 
welchein Umfang er seine Regeln fiir die Integration auch praktisch 
anwen bar und ausfiihrbar ansieht; auf die Arbeiten der anderen Mathe- 
matiker sind gerade diese Untersuchungen Cundorcets ohne allen 
HKintu® geblieben. | 

Sehen wir von unmittelhar integrablen Gleichunyen, wie dem 
Fall separierter Wurzeln, oder anderen, durch Kunstgriffe zu behan- 
delnden Gleichunyen spezieller Form ab, so ist als eine der altesten 
Integrationsmethoden allgemeinerer Art die Reduktion auf integrable 
oder wenigstens diskutable Gleichungen durch Einfithrung neuer 
Variabeln gu nennen. In der ersten Zeit war tiberhaupt mehr oder 
minder bewuBt die Ansicht herrschend, daB in der Separation durch 
Anwendung von Substitutionen ,die Integrationsmcthode“ zu erblicken 
sei. Bald dachte man kihler. Kuler zeigt, daB alle Fille, in denen 
Differentialgleichungen durch Trennung der Verinderlichen integriert 
werden kinnen, auch mittels Multiplikator integrabel sind, aber nicht 
umgekehit, wud sieht deshalb im integrierenden Faktor die umfassen- 


") Vgl. Nouvelle Biographie générale tiber Condorcet. *) Vgl. diese Vorl., 
TH?, S. 883. *) Kiniges bei Montucla, Histoire dea Mathématiques, t. III, 
p. 187. *) Du calcul intégral 1765, Sect. Hl. Ferner Miscellanea Taurinensia, 
t. IV’, 1766/69,. p. 1. 
Cantor, Geschichte der Mathematik 1V. 68 
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dere, allyemeinere Methode. Er weist ferner') auf die Unméglichkeit 
hin, bestimmte Prinsipien fiir die Auffimdung von Substitutionen, die 
auf integrable Gleichungen fthren, anzugeven, sowie auf das Versagen 
der Separationsmethode bei Differentialgleichungen héherer Ordnung. 
Die Auffindung von Substitutionen, welche Trennung der Variabeln 
erméglichen, erfordert, wie er sagt*), nicht ae Scharfsinn als die 
Integration selbst. 

Wenn auch im allgemeinen bei einer  beliebig gegebenen Diffe- 
rentialgleichung jene Transformationen, welche eine Integration, sei 
es durch vorgeschriebene Transzendenten, erméglichen, nicht angegeben 
werden kénnen, weil die Angabe dieser Traneformationen mit der In- 
tegration der Gleichung selbst identisch wire, so sind es doch Trans- 
formationsverfahren, welche, selbst wenn sie nicht auf integrable 
Typen ftthrten, immer noch die theoretisch bedeutendsten Resultate 


- geitigten. Viele Methoden der Ordnungserniedrigung, die Eulersche 


und die Laplacesche Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
2. Ordnung, die Theorie der EHulerschen homogenen partiellen Diffe- 
rentialgleichung, in gewissem Sinne auch die Methode der Variation der 
Konstanten beruhen auf solchen Verfahren. SchlieBlich dérfen Trans- 
formationen héherer Ordnung nicht unerw&hnt bleiben, welche auch 
Differentialquotienten enthalten; es sei nur an die d’ Alembertsche 
Gleichung*) erinnert. 

Die eben erwihnte Methode der Ordnungserniedrigung ist 
im Grunde genomien die vorbildliche klassische Integrations- 
methode ftir alle Ditterentialgleichungen héherer Ordnang und be- 
lisbigen Grades. Man hat entweder mit Hilfe von passenden Sub- 


_ stitutionen oder mit Benutzung eines Multiplikators ein erstes Integral 


zu finden, das dann ebenso weiter behandelt wird. Dieser allgemeine 
Gedankengang liegt den meisten speziellen Integrationsmethoden zv- 
grunde, und besondess Euler hat versucht ihn brauchbar zu machen; 
freilich ist seine Durehfthrung in der Praxis im allgemeinen nicht 


-méglich. Aber man hat in Verfolgung dieser Idee wenigstens: eine 


Reihe von allgemeinen Gleichungstypen gefunden, auf die sie mit 
Erfolg angewendet werden kanu. Auf Ordnungserniedrigung - durch 
Substitution beruhen die Theorie gewisser zuerst von Monge be- 
handelter partieller Gleichungen beliebiger Ordnung (vgl. S. 1019}, die 
Theorie des Zusammenhangs zwischen homogener linearer Gleichung 
2. Ordnung und Riecatischer Gleichung, die Reduktion. der totalen 
Dilerenbalgicichung 2. Ordnung, welche die unabhiingige Variable 


ae a 





') Institutiones calcul integralis, vol. I, p. 290. *) Ebenda, vol. Li, p. 600. 
*, Vgl. diexe Vorl., UI*, 8. 897. 
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nicht explizite enthilt'), die Verwandlung von Differentialgleichungen 
héherer Ordnung in ein Simultansystem von Gleichungen 1. Ord- 
ane So fibrt z. B. Euler’) die Gleichung beliebiger Ordnung 


d 
Ay + BS 4 O84 +... 


durch die Substitutionen 
dy=pdr, dp=qdax;... 


in ein System linearer Gleichungen 1. Ordnung fiber, obne gerade be- 
sonderen Nachdruck auf die Bedeutung dieses Schrities zu legen. 
Hier sei noch folgende originelle Methode von Lag cane? far | 

eine spezielle Gleichung erwihnt*): Ist 

oe fonet - (y > P, 9x, rz, .. ); 
wo 

d d d 
poo (945) Toa 


so ergibt sich mittels der Substitutionen 


2 x t 
der Reihe nach: are oo 
t-d(u-+ ¢) 
patil SE. 
p=tu + t, qx — Leer), rot Besa edd ( oe), ee 


Setzt man diese Ausdrticke in die dcepviiaglichs nee ein, 80 
ist die Ordnung um 1 Grad erniedrigt. 

Im Anschlu8 an die Verwertung der Transformationen sherhangt 
se, noch auf das Auftreten von: Peper erence menen bei 
Monge hingewiesen (vgl. 8. 980 ff). 

Wie schon erwahnt hat Euler die Anwendung von Multipli- 
katoren zwecks Ordnungserniedrigung der Integration durch Sub- 
stitution vorgezogen und sich deshalb eingehend mit. der- Theorie 
der Multiplikatoren als der ,,wahren und nattirlichen Quelle aller 
sake beschaftigt. Er geht dabei auf zwei ginzlich ver- 


oe ee 


') Die Reduktion gelingt, wenn man den 1. Differentialquotienten der ub- 
hangigen Veriinderlichen als neue Variable einfiibri; « und. y ergeben sich 
dann als Funktionen dieser Variablen. in Parameterdarstellung. Siehe Institu- 
tiones calculi integralis, vol. I, p. 40. %) Ebenda, vol. I, p. 8738. Diese Re- 
duktion, nach einer gtitigen Mitteilung yon Herrn Prof. v. Braunmtih! schon 
bei d'Alembert, Histoire de l’Acedéimie de Berlin, t. IV, 1748 (1750), p. 289, 
5) Miscellanea Taurinensia, t. IV’, p. 842. 4) Inustitutiones calculi integralis, 
vol. I, p. 814. a. . 2 
58 * 
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schiedenen Wegen vor; emmal sucht er Gleichunyen, welche einen 
Multiplikator von gegebener Form besitzen, das andere Mal sucht er 
zu gegebenen Differentiaigleicbungen einen integrierenden Faktor za 
finden. Das erste, leichtere Problem ist in der Integralrechnung 
ausfibriich bebandelt.’), EKualer nimmt dabei die Form der Diffe- 
rentialgleichungen bis auf gewisse unbestimmte Funktionen schon von 
vornherein an, woza natirlich viel Geschick und mathematischer Blick 
gehéren, damit die Aufgabe Msbar wird. Die Bestimmang der un- 
bestimmt gelassenen Funktionen erfolgt natérlich mit Zuhilfenahme 
' der Integrabilitiitebedingungen; die Resultate sind aber viel zu speziell, 
zu wenig interessant und wibersichtlich, als daS wir darauf eingehen 
kénnten. 
Auch Trembley sucht Differentialgleichungen 


Rdsx + Sdy — 0, 
die durch einen gegebenen Muttaplikator M integrabel werden. Aus 
der Bedingung 


R45) ~ S(a2) + (aq) — Ge) B= 9 


folgt vermége A = — so die Gleichung 


5 ((ti\ay + Mae) + a (28) — 65))ae =o 
4x (zy) ~(ra)) #2 


Auf diese Gieichung griindet Trembley seine Rechnung; ihre 
Hinzelheiten miissen hier tibergangen werden; sie _bietet, sagt 
Trembley’), keinerlei Schwierigkeiten als ihre Linge. Und daran 
ist ihm, wie wir noeh sehen werden, gar nichts gelegen. Schwie- 
riger ist die Aufgabe, zu einer gegebenen Differentialgleichung 
einen rhe ae Faktor zu finden; so verlangt Euler’), die Glei- - 


chung a =, die zunichst das Integral in transzendenter 


Form liefert, a Hilfe eines geeigneten Maltiplikators unmittelbar 
in algebraischer Form zu integrieren. Fér Gleichungen #»** Ordnung 
verwendet Kuler einen Maltiplikator, welcher die Differentialquotienten 
bis zum: (# — 1)"* einschlieBlich enthalt. So versucht‘) er z. B. fir 
die Gleichung 


d. h. 


') Inatitationes calculi integralin, vol. I, p. 351 ff.  *) Nouveaux Mémoires 
de l'Académie de Berlin 1790/91 (1796), p. 328. 5) Institutiones calculi inte- 
gralis, vol. {II, p. 602 ft. ‘) Ebenda, vol. Il, p. 158. 
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ddy + By TCT aDay Esa — ° 
emnen Multiplikator der Form 
2 Pdy +. 2 Qydz, 
wo P und Q Funktionen von x sein sollen, und zwar verlangt e. 
das Integral in der Form : 
Pay’ + 2 Qydrdy + Vaz = Const. dz', 


wo V eine Funktion von z und y sein soll. Durch Anwendung der 
Integrabilitatsbedingungen erhilt er schlieBlich den Multiplikator 


2dy(C +2 Dz + Exx) — 2yda(D+ E:.. 


Besondere Eleganz und Ubersichtlichkeit ist bei dieser Rechnung 
allerdings nicht zu finden; Euler benutzt die Formel, um aus ihr 
Spezialfaille absuleiten.- Far die Gleichung | 


yyddy + ydy? + Ards? =0 


wird, wie Evler sagt), vergeblich der Versuch mit einem Multipli- 
kator der Form 
Ldy + Maz 


gemacht; mége also, fahrt er fort, der Versuch mit der Form 


3 Ldy + 2 Mdzxdy -|- Ndz* 
und dem Integral 


Lyydy + Myydady' + Nyydz*dy + Vaz = Cdz* 
gemacht werden. Es ergibt sich ° 
) L=—y M=0, N-=3 Az 
mit 

' Ve—Ay?+ AAP 
als eine branchbare Lisung. Die folgende Behandlung dicses Bei- 


spiels, wobei von der Substitution — =z Gebrauch gemacht wird, 


ist nicht uninteressant. Ubrigens sind wir auf diese Beispiele nur. 
eingegangen, weil sie zeigen, welcher Art die Differentialgleichungen 
sind, an die sich Euler wagt. DaB er schon friher einfachere Bei- 
spiele behandelt hat*), wird niemand wundern. 

Fiir die Theorie der Multiplikatoren von Differentialgleichungen 





‘) Institutiones calculi integralisa, vol. U, p. 162. *) Novi Commeutarii 
Academiae Petropolitanae, t. VII. 1768/59 (1761), p. 163 ff. 
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hoherer Ordnung wird ein Integrabilitate kriterium von héchster 
Wichtigkeit, das Euler bei seinen Untersuchungen iber die Variations- 
rechnung nebenbei gefunden hat. Er fragt nach der Bedingung dafir, 


daB fi Zaz ein Maximum oder Minimum werde und findet, wie schon 
 friiher'), dafir die Gleichung 


OmN- Se + oye ae 

wo 

df= Mdz+ Ndy + Pap + Bia titce 
und | 

p= le q= oP. -* 

Am Schiu8 der betreffenden Abhandlung endlich erwahnt er*) ganz 
karz und ohne Beweis, da8 die identische Erfillung jener Maxi- 
malbedingung die Integrabilitat von Zdxz zur Folge habe. Diese 
Bemerkang blieb anscheinend unbeachtet; wenigstens kntipft Lexel], 
der sich eingehend mit diesem Kriterium beschiaftigt hat (vgl. unten), 
erst an Eulers Integralrechnung an, deren 3, Band in einem Anhang 
tiber Variationsrechnung den genannten Satz wieder enthalt. Man 
beachte, da8 Euler nicht von vornherein nach einem Integrabilitats- 
kriterium fir Zdzx, wo Z Differentialquotienten beliebig hoher Ord- 
nung enthalt, gesucht hat; vielmehr ist er von ganz anderen Pro- 
-blemen aus zw jener Gleichung gelangt, nach deren tieferer Bedeutung 
er sich nachtriglich gefragt bat. Euler verwendet seinen Satz zur 
Auffindung integrabler Zdz. So geht er einmal®) von dem Ausdruck 


(ndx + ydy) Oyddx — OzG0y) 

(Ox? + ayy? 

_ yb — xoy 

Vax? +¢y?) 
besitzt und fragt nach ahnlichen integrablen Fallen. Er gibt dabei 


dem zu integrierenden Ausdruck von vornherein schon eine bestimmte 
Form und sucht die dariu unbestimmt gelassenen Funktionen so zu 


aus, der ein Integrul 


bestimmen, daB sie die Integrabilitatsbedingung erfillen, ganz ahnlich — 


wie er friiher Differentialgleichungen suchte, die einen Maultiplikator 
von goegebener Form zulassen. 
Unabhingig von Kuler sea sich Condoreet mit der 


Be we ee 8. ee en 


1) Vgl. diese Vorl., Dil’, S. 868. *) Novi Commentarii Academiae Petro- 
politunae, t. X, 1764 (1766), p. 184. 5) Nova Acta Academiae Petropolitanae, 
t. XI, 1798 (1798), p. 8. Zu diesem Aufsatz steht ein anderer Artikel von Euler 
aus dem Jahre 1777 in Beziehung: Ebenda, t. IX, 1791 (1795), p. 81 ff. 


Totale und partielle Differentiaigleichungen. 905 


Frage nach der Integrabilitat von Ausdriicken mit 2 Variabeln; er 
kommt auf ziemlich mihsamen Wegen zu derselben Gleichung’). 
Am eingehendsten hat sich Lexell mit dieser Frage beschiftigt. Zu- 
nichst verlangt er*) einen von den Prinzipien der Variationsrechnung 
freien, rein analytischen Beweis des Eulerféchen Kriteriums. Sei also 
V eine Funktion von 2, y, p,q, 7,:.. und 


dy=pdz; dp=qdz; dqgq=rdr;...; dtm udz, 
und sei weiterhin 
dV = Mdx + Ndy + Pdp + Qdq+---+ Udu. 
Nun kann man, sagt Lexell, jedenfalls setzen: | 
Vadewudz+vdyt+adpt+---+rdt 


und demzufolge 
| Verntupt+agq+---+ru; 
hieraus gewinnt man : 
dVmdu+pdv+qdx+.--+udr 
+vdp+adq+---+tdu. 


Vergieicht man diese Form mit der urspriinglichen, so ergeben 
sich die Gleichungen: ) 


M=(S)+e()ta(Gto 
N= (78) +9 (gt) +9(@3) + 
P— (3) +9 (q-) ta(g) t+, 
a= Ct) +9 (8) eel) +t 


Bei allen Differentiationen sind dabei 2, y, p,...%, wie vollstindig 
voneinander unabhangige Variable zu behandeln, so daB also z. B. 


(32) und éhnliche Ausdritcke Null zu setzen sind. Soll jetzt Vdz ein 


exaktes Differential sein, so miissen Gleichungen bestehen, wie 


» Condorcet, Du calcul intégral. Paris 1765. An Stelle dieses Werkes, 
das mir leider nicht zur Verfiigung stand, benutzte ich die eingehende seit- 
gendssische Besprechung durch Pietro Ferroni.in den Memorie di Mat. e Fis. 
Soc. It., tomo V, 1790, p. 130 ff. *) Novi Commentarii Academiae Petropoli- 
tanac, t. XV, 1770 (1771), p. 128. 
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cs) = 2); @)- 49: =a: 


usw. Dann wird aber 
M— (5) + (35) +9 (G5) +- 
N= (8) +9(fs) +08) + 
P= (a5) + (a5) +9 (a5) + 


Multipliziert man diese Gleichungen mit dz durch und beritick- 
sichtigt die Gleichungen ) 


pdx«=dy; yadx = dp, 
usw., so erhalt man 


# = { Maz; y =. [Ndz; bd a [iP —v)dr: x = {(@ -- ©)A2Z;... 


Darnus ergeben sich aber die wu, »,2,... durch die M, P, Q,... 
' ausgedriickt und zwar in Form von Sommen mehrfacher Integrale. 
Diese Werte in 


Foptop+aqgt-.- tru 


eingefthrt, ergeben in leicht verstindlicher Bezeichnnngsweise die 
Gleichung 


: : ae | 
Va (Mdrip{Ndztq({Pdx--fNde) 


»tr( {Qa — {paz+ {inaz) +. 
+ u( | Pde +--- _— wae 


, \2) (m) 
~ (Mdx+!p {Ndz—q|Ndz+---Fuf Nac’! 


@ (m—1) 


+ la { Paw _ r [Paz +--+ u | Pdz| 
y a ee 


Nun ist identisch 
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(ms - 
Ndy ¥ du f Naz —(pNde,+ dp [ Naz) 
— (dp { Nex ap dq Naz) 4 .-- 
(m— 13 (m) ; 


F (at (Ndz + du { Naz) 


(2) (m0) 


ee eee | ree Fd. f Naz. 
Ebenso ist . | 


(7 — 1) va — 1) 
Pap + du { Pac = d- Dideuk Par +. 0-0 f Pde 
x) (2) "e re ee 
dlq [Pas — r | Pax teeet u [ Paz] 
usw. 7 
- Durch Benutzung dieser Gleichungen folgt unmitielbar 


adV= Mdz+ Ndy+ Pdp+---+Tdt 
(m) ; (m — 1) (0a — 2) F 
+ du( [Nae 5 Paz + fQdz+-- Ff T dz). 
- Da aber nach Voraussetzung | 


dV = Mdz+ Nady + Pdp+.---+ Uds, 
so folgt 
(m).  - (um — 1) 


U—F [Nac + [Pde Fx --+ + [Tar 


Hieraus endlich gewinnt man durch wiederholte Differentiation 
und Umstellung als notwendige pemgung fir die Integrabilitat von 
Vdz die Gleichung 


GP, ad 
N- 95+ is 1) 

Im folgenden sucht Lexell ahnliche Kriterien itir den Fall dreier 
Variabeln 2, y, #*); in einer spateren Abhandlung kommt er nochmals 
auf das Problem zuriick und rechnet*) auch ein praktisches Beispiel 
durch, des weiteren kommt er auf die wichtige Frage eimes Multi- 
plikators ftir nichtintegrable Vdz zu sprechen. Wegen einer An- 
wendung dieser Untersuchungen vgl. 8. 1032. 


- 1) Wir sind gegen Schlu8 unwesentlich von der etwas uniiversichtlichen 
Darstellung des Originals abgewichen. *) Novi Commentarii Academiae 
Petropolitanae, t- XV, 1770 (1771), Be 193. 5) Ebenda, t. XVI, 1771 (1772), 
p- 189. 
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Wir haben diese Fragen im Anschlu8 an die Theorie des inte- 
grierenden Faktors gebracht; in dieser Hinsicht ist noch einiges zu 
sagen.. Schon Condorcet beschaftigt sich mit dem Zusammenhang 
zwischen Integral und Multiplikator’). Euler zeigt"), daB jeder 
Multiplikator M von Pdz+ Qdy = 0 ein partikuliéres Integral M=—0 
liefert, sofern nicht einer der Koeffizienten P oder Q dadurch unend- 
lich wird; analoges gilt von einem integrierenden Divisor. An anderer 
Stelle hat er den leicht beweiabaren Satz*): Ist Z ein Multiplikator 
von Paz + Qdy, so ist auch L- @(Z) ein solcher, wo @ eine will- 
kirliche Funktion bedeutet, und Z sich aus dZ = L(Pdz + Qdy) 
bestimmt. Dieser Satz ist nur eine andere Form ges bekannteren, 
daB der Quotient zweier Multiplikatoren, einer Konstanten gleichgesetzt, 
das vollstindige Integral der Differentialgleichung gibt. Der Zueammen- 
hang zwischen Partikularintegral und Multiplikator hat fir Trembley 
groBen Reiz; seine Absicht ist, aus einem bekannten partikuliren oder 
singularen Integral einen Maltiplikator herzuleiten und mit diesem 
das -vollstindige Integral zu ermitteln. Er braucht also vor allem 
ein Integral, das er sich mit Hilfe unbestimmter Koeffizienten fol- 
gendermaBen zu verschaffen sucht.‘) Ist die gegebene Differential- 


gleichang 5% + U=0, so bildet er zunichst den Ausdruck 


au aU dt). d d aU 

az ~ (az) + (ay) a2 - (Ze) — 9 (ag) 
In diesem Ausdruck, der eine Summe von Funktionen von z und y 
sein wird, ersetzt er die K6effizienten der einzelnen Summanden durch 
Buchstaben, die er so zu bestimmen sucht, daB der ganze Ausdruck, 
gleich Null gesetzt, die gegebene Differentialgleichung erfallt. Ist 


zg. B. 
dy ay? by? 0 
dt ec ey: 
Vz 
gegeben, so ist | 


c eVx’ . 


(0-78 


bis auf die Koeffizienten gleich 


oa by? | 


dann findet man 





1) Miscellanea Tanrinensia, t. IV*, 1766/69, p. 7ff. Nach Lagrange auch 
Du Calcul intégral, p. 67. *) Institutiones calculi integralis, vol. I, p. 414 
bzw. 416. *°) Ebenda, vol. I, p. 329. Vgl. diese Vorl, IIf*, 8S. 888. Eine Verall- 
gemeinerung des im Text erwihnten Satzes bei Condorcet: Miscellanea Tauri- 
nensia, t. IV*, 1766/69, p. 14. *) Nouveaux Mémoires de l’Académie de Berlin 
1792/98 (1798), p. 841—416. Diesem Aufeatz geht ein Artikel Abnlichen Inhalte 
in den Turiner Memoiren fiir 1790 voran. °) Man vergleiche die Bedingungs- 
gleichungen von Lagrange fir das Auftreten eines singularen Integrals 8. 898 oben. 
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y® a . 
y+ J +% hs 


Mit Unterdrtickung des Faktors y*') setzt Trembley: 


0 = Ona tet Et ve 


(z2).- 7 (a) -° 


— so kann namlich die urspriingliche Differentialgleichung ge- 
schrieben werden, wenn sie das Integral ® = () besitzt — gibt die 


Substitution in 


Gleichung bap ss 
Saa 8a 2 Ba 2 y* 
etsy ei ts 
de 
+ (2%) ¥ wees 
ec 2/2Yan %<LZ z*Vx 
Daraus lassen sich mit Hilfe von 
\ 
mot PM a yy 8 
D = ay Woe te ewe 0 


die Glieder mit y*® und y‘ eliminieren; der Ausdruck wird dadurch 
noch umfanglicher; es resultiert eine Gleichung, die sich von ® = 0) 
nur dadurch unterscheidet, daB an die Stelle der a, B,... komplizierte 
Funktionen dieser GréBen getreten sind. Da aber die Schlufgleichung 
bis auf einen Faktor mit ® = 0 identisch sein muB, ist Koeffizienten- 
vergleichung statthaft, und es ergibt sich Sohiteblien 


® = ay’ aa - = 0. 


Die Methode erfordert umfangreiche Rechnungen; weit einfacher hatte 
Trembley gleich das vollstandige mntegral der gegebenen Differential- 


gleichung 
( ‘e panes y Fj (: —— a). e ( ——_ 2. " 
Va vay? 


wo. w, und w, die Warzeln der Gleichung 


oe b 1 
: Pt + e @ + o = 0, 


c 


und «, 6, y leicht zu bestimmende Konstante sind, abgeleitet; das von 
Trembley gefundene Integral 1aBt sich unschwer in der Form schreiben: 


@ 


1) Nouveanx Mémoires de l’Académie de Berlin 1792/98 (1798), p. 343. 
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Trembley gibt noch zahlreiche andere Beispiele, die indes zum 
_ groBen Teil auf ganz ungeheuerliche Rechnungen fihren; dann nimmt 
er als Integralgleichung statt des einfachen ®==( das kompliziertere 
e*® = C, wo uw und ® Fanktionen von x und y sein sollen'); ja er 
dehnt seine Methode anf totale Differentialgleichungen mit 3 Variabeln’) - 
und auf Differentialgleichungen 2. Ordnung aus*). Auf das letzt- 
genannte Problem kommt er in emem spateren Aufsatz*) zurtick; er 
rechnet hauptsichlich Beispiele, die Euler und andere schon behan- 
delt haben, und sucht auch Multiplikatoren zu bestimmen. Endlich 
geht er auf ein interessantes Paradoxon ein; man findet, sagt er), 
in den Beispielen bei Kuler und Waring algebraische integrierende 
Faktoren, die gleich Null gesetzt, kein partikulires Integral der ge- 
gebenen Differentialgleichung liefern, was der Theorie zu’ wider- 
sprechen scheint. Aber diese Gleichungen werden in Wahrheit durch 
Exponentialfunktionen integriert, und die von den genannten Autoren 
- gefundenen Faktoren sind das Resultat der Kombination zweier erster 
Integrale, wobei sich die Exponentialfunktionen gegenseitig aufheben. 
Den Satz, daB ein Multiplikator M gleich Null gesetzt ein partikulares 
integral gibt, aibertrigt Trembley auf Gleichungen »'* Ordnung.®) 

Wirklichen Erfolg und praktische Bedeutung hat die Methode 
des integrierenden Faktors nur in wenigen Fallen errangen; hier ist 
in erster Linie ihre Anwendung bei der totalen linearen homogenen 
Differentialgleichung n** Ordnung zwecks Ordnungserniedrigung zu 
nennen"); man wird hier zu der sogenannten Lagrangeschen Ad- 
jungierten gefihrt, von der an einschligiger Stelle die Rede sein wird 
(vel. S. 928). Dann ist auf die Benutzung von Multiplikatorensystemen 
bei Simultansystemen von Differentialgieichungen hinzuweisen; so sei 
z. B.an die elegante Behandlung der Differentialgleichungen der Be- 
wegung mit Nebenbedingungen mittels unbestimmter Multiplikatoren 
ermnert. 

Im Gegensatz zur Methode des integrierenden }aktors war die 
Integration der Differentialgleichungen durch unendliche Reihen 
stets von héchster pruktischer Bedeutung”), sei es nun, daB man die 


' '; Nouveaux Mémoires de l’Académie de Berlin 1792,93 (1798), p. 886. 
 Kbenda, p. 891. *) Ebenda, p. 397. *) Ebenda, 1794/95 (1799), p. 3—68 
*, Ebenda, p. 69. ¢) Ebenda, p. 90. 1) Auch Euler bebandelé die voll- 
stiindige Jineare Differentialgleichung »‘** Ordnung mit konstanten Koeffizienten 
mnittela eines integrierenden Faktors: Institutiones calculi integralis, vol. I, 
p. 402. *) Laplace 2.R stellt sich in der Histoire de l'Académie des Sciences 
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gesuchten Reihen direkt oder erst durch sukzessive Anniiheruny be- 
stimmte. Entwicklung nach Petenzreihen mittels der Methode der 
unbestimmten Koeffizienten treffen wir in Eulers Integralrechnuny; 
besonders die Differentialgleichauny 2..Ordnung ist dort eingehend be- 
handelt.1) Wie gewdhnlich ist von einfacheren Beispielen zu solchen 
schwierigerer Art lbergegangen. So behandelt Euler’) z. B. _ Glei- 
chung | 
ddy + az"ydz* = 0. 
Er setzt eine Reihenentwicklung mit steigenden Ex sages an: 
y= Azt+ Babtrtty Cyttiatay .. 
und erhalt.durch Kinsetzen in die gegebene Differentialglaichang zu- 
nachst die Bedingung 
A(A— 1) =0. 

Daraus folgt 4 =O oder 4 = 1, weshalb Euler die neue Reihe an- 
setzt: 
y= A + Batt?+ Crimtt+... 

+ Ue + Bart + Cxi*th 4... 


Die B, C,... und %, © driicken sich dann Jeicht durch: die 
beiden Intagiutionskonstanten A und.@ aus. Ein Ansatz mit abneh- 
menden Exponenten fihrt, wie er sagt, zu keinem Eryebnis, Im 
folgenden integriert er durch Reihen die Gleichung 

rz(@ + b2"*)ddy + (ce + ex"\drdy + (f+ gx* yds? = 0, 

und Spezialfalle davon, weit gerade bei ihr die Kekursionsformeln 
fir die Koeffizienten der Reihenentwicklung ganz besunders einfach 
werden; es driickt sich nimlich jeder Koeffizient dmch den unmittel- — 
bar vorhergehenden aus. Diese Bemerkung veranlaBt Kuler zur Be 
handlung des Problems*), alle linearen Differentialgleichungen 2. Ord- | 
nung von der Eigenschaft aufzusuchen, daB ih den szugehirigen 
Reihenentwicklungen jeder Koeftfizient sich durch die zwei. unmittel- 
bar vorhergehenden Koeffizienten ausdriickt. Hier sei auch noch auf 
das Auftreten der Zylinderfunktionen bei Euler himgewiesen; das 
Problem der Schwingungen einer Membran fihrt ihn nimlich*) auf 
die Differentialgleichung 


1782 (1785), p. 6 bzw. p. 831ff. die Aufgabe, Reihenentwieklungen fiir gewi-se 
Integrale zu finden, die durch starke Konvergenz fiir die Praxis brauchbar sind. 
Vegi. o. S. 785. 

') Inestitutiones calculi integralis, vol. 1. p. 182 ff. %) Reihen mit un- 
bestimmten Koeffizienten auch in Novi Commentarii Academiae Petropvlitauae, 
t. XVII, 1772 (1778), p. 129, und Institutiones calculi integralis, vol !I, Sect. J, 
cap. VII, VII, IX. *% Ebenda (Inet. calc. int.), p. 252. *) Novi Coanmentarii 
Academiae Petropolitanae, t. X, 1764 (1765), p. 243. . 
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(ea Bnr a Btaa 


r dr 


die mit der bekannten Besselschen Differentialgleichung identisch 
ist. Euler entwickelt in eine unendliche Reihe. Eine andere nicht 
uninteressante Reihenentwicklung fiir die Gleichung 


aM m aM 


‘az? eae =k iM 
x a az 
findet sich bei Lagrange.’) [tir m= 0 hat man das Integral 
M = AsinxV—k, 
fiir m= 2 aber - 
M-=— AsineV—k— PERL tN ot § 
‘\ 


daraus laBt sich, sagt Lagrange, far m= 4, 6,... auf die Form 
M = Asinz V—k+ Bz avin 2 Y= Fi og & ese +-.- 


schlieBen, wo A, B, C, ... Funktionen von z sind. Durch Substita- 
tion im die gegebene Differentialgleichung ergibt sich eine Folge von 
Differentialgleichaungen zur Bestimmung von A, B,C,.... Lagrange 
findet 
A=fthamt!, B= — fr —ha*+}, 
m—2 m+ 4 
Cmd sei : part has yy eth 


Dw, 9 De— 4. pe fp EM + 8) eee 





——_ ie 


3 (m — 1) (mm — 2) 2-8 (m+ 8) (m+ 4) ’ 


wo f und A Intefrationskonstanten sind, und bemerkt hierzu: ist mm 
eine positive gerade Zahl > 2, 30 bricht die Reihe der mit f multi- 
plizierten Terme ab, ist m negativ und gerade < — 4, so ist die An- 
zah] der in h multiplizierten Terme eine endliche; man erhalt dann 
Integrale in endlicher Form, indem man h bzw. f' gleich Null setzt; 
fir m=O und m=— 2 wird die Formel unbrauchbar; Lagrange 
macht dann hinsichtlich der Brauchbarkeit dieser Entwicklung eine 
Reihe von Bemerkungen; insbesondere spricht er von einer Unan- 
nehmlichkeit, die allen allgemeinen Integrationsformeln anhafte, da§ 
sie namlich in gewissen Fallen, die dann eine Sonderuntersuchung 
erfordern, ungiltig werden. Auch auf dem Gebiet der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen hat die Entwicklung nach unendlichen Reihen oft 
Dienste geleistet; Angaben fiber die Zahl der dabei auftretenden will- 


—— 


usw., 


') Miscellanea Trurinensia, t. II’, BISSls p. 81 a Vgl. auch 8. 980 dieses 
panies. 
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karlichen Funktionen, die ja kleiner als die Ordnung der Differential- 
gleichung sein kann, haben wir nicht gefunden. So behandelt Euler’) 
die Qleichung ) 
dd 
(7 + 9)? (5) + mz + 9) (Gz) + m(w + 9) (#8 =) + nz— 0; 
er setzt das Integral jn der Form 
som A(x + y)f(@) + Ba t+ y''f'(@) + Cw +9) F(a) +--- 


an und drickt die Koeffizienten B, C, D, ... durch A aus. Die 
Rekursionsformeln hierfiir, die quadratische Gleichung 





n+2mi+41—1=0 
mit emgeschlossen, nennt * er determinationes. Bei Vertauschung 
von x mit y mu8 man wieder ein Integral haben; daraus ergibt sich 
6 = Ale + 9)'(fee) + FY) + Bee + yw + Fy) ++ 
In die Gleichung far 4 setzt Euler 
. A+m=—1 
w= (m+ 4)(m—ét— 1); 


durch passende Wahl von ¢ bricht dann die Reihe von selbst ab. 
Im Anschlu8 daran bebandelt Euler ‘die Frage, wann sich die 


Gleichung 
ddz ddz az 
Gt) — of) + nC) +8(8) + 2 =c 
auf die eben integrierte Gleichung zurtickfihren la8t, und gewinnt so 
viele Falle integrabler Gleichungen. 

Hier sei eine Aufgabe von Condorcet angefigt, der zur Lésung 
der Gleichung 


und erhalt so 


df @8 1+ ~0 
Ody oxity 
die unendliche Reihe 
F(x ) 7H 
ansetzt*), wo P, Q, ... Funktionen von x and y sind. Durch Sub- 
stitution in die gegebene Gleichung und Nullsetzen der Koeffizienten 


\ Institutiones calculi integralis, vol. Il], p. 262 ff. *) Histoire de |’Aca- 
démie des Sciences 1772 (1775), p. 40. 
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bzw. der 1, 2, ... Ableitung von F erhilt er eime Reihe von par- 
tiellen Gleichungen. So liefert der Koeffizient von 

aF OF 

Cx au 


die Gieichung 
A+H(1+ ay) G42 (1 +55) 


‘mit dem partikuléren Integral P=zy. Die 2. Ableitung von F 
ergibt 


(P+% “) (1 jyys (P+ male +2) =0; 
wegen P= zy ist aber. 
5 (i +2) — 21 + y) = — ay + zy? 
Diese Gleichung wird durch 


Q=— ei 
befriedigt. So kann man fortfahren; aber, wie leicht ersichtlich, die 
unmittelbare Aufstellung des ullgemeinen Integrals in endlicher Form 
kostet weniger Zeit und Mithe als die Berechnung der von Condorcet 
angegebenen Reihen. Wir siud dabei der gréBeren Deutlichkeit 
halber von der Schreibweise des Originals abgewichen, indem wir 
Klammern gesetzt haben, wo auch schon zu Condorcets Zeit solche 
geechrieben wurden, und verschiedene Druckfehler verbessert haben. 
Lagrange versucht 17881) bei der Integration von 


d*qgm | d*q@ , dt 
. ae tap tan 7° 
eime Reihe 
FEEL Poe tes 
wo die gy’, pg’, y , ... Funktionen von wz, y, ¢, aber nicht von ¢ be- 


deucen; er crhilt durch Kinfihrung der Reihe in die vorgegebene 
Differentialgleichung die Beziehungen 
; x d*q” Pg 
P ~~ sant Bayt) FP “asda? 2-Bay? US 

gy’ und gy” bleiben hierbe) anbestimmt und stellen die beiden will- 
kiirlichen Funktionen dar. Vielfach wird das Integrationsgeschaft 
durch die Annahme: komplizierterer Reihenformen sehr erleichtert; 
hierbei kénnen schon bekannte partikulire Integrale mit Vorteil ver- 


'’ Mécanique analytique, 3. édit. par’ Bertrand, t. Il, p. 280. Nach einer 
liebenswiirdigen Mitteilung von Herrn Prof. vy. Braunmiuhl. 
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¥ 
wendet werden; so beruht die eben angefiihrte Reihenentwicklung 
von Kuler auf der Kenntnis eines partikularen Integrals 


e=(4+y)', 


die Integration der Gleichung der Saitenschwingungen durch trigono- 
metrische Reihen ebenso auf der Kinsicht, daB trigonometrische Funk- 
tionen partikulire Lésungen sind. In interessanter Weise verwendet 
Condorcet die unendlichen Reihen’) far Differentialgleichungen wie 


dz maz d ddz cdds 


. dz dy m2 dx* ay? 
er integriert zundchst, wobei die Koeffizienten willkirlich ‘bleiben, 
und sucht sodann aus der Reihendarstellung das Integral, welches 
willkiirliche Funktionen enthalt, in endlicher Form zu ermitteln. 
Dieser Gedanke ist deshalb von Wichtigkeit, weil man mit seiner 
Hilfe hiitte schlieBen kénnen, da8, wie schon D. Bernoulli behauptet 
hatte, eine derartige Entwicklung mit unendlich vielen Integrations- 
konstanten unter Umstanden gerade so allgemein sein kann wie das 
Integral mit willkirlichen Funktionen; man erinnere sich, daB Euler 
z. B. die Integration der Gleichung der Saitenschwingungen durch 
trigonometrische Funktionen, die nach Vielfachen des Arguments fort- 
schreiten, fiir weniger allgemein als das soy. allgemeine Integral hielt *) 
(vgl. S. 995). Condorcets Methode besteht nun einfach darin, daB 


er das Integral z. B. von 
dz m az 


dx. dy 
zunichst m der Form 
ee nee eer re cay+ec'y?+- 
“ansetzt, und aus 
atb(r+-%) 4+ (z+ yy 4-... 
wo 4, b, Cy saa Integrationskonstante sind, dann auf 
g=y (2 + ¥) i N 


schlieBt (vgl. S 998). SchlieBlich sind noch die Methoden von Cousin 
zu erwahnen (vgl. 8. 952 ff.). 

Auf Reihenentwicklungen nach bestimmten Funktionen, wie tri- 
gouemetrischen Funktionen, Kugelfunktionen, ce hier nicht einge-. 


1) Histoire de l’Académie des Sciences 1769 (1772), p. 193ff. *) Vegi. 
diese Vorl., Ill’, 8S. 966. Wegen der Entwickelbarkeit einer Funktion nach Viel- 
fachen des At ouiorite des Sinus vgl. man u. a. besonders Lagrange: Miscel- 
lanea Taurinensia, t. I[]*, 1762/65 (1766), p. 221. 

Cartor, Geschichte der Mathematik 1V. 59 
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gangen werden; wir verweisen deshalb auf den XXVI, Abschnitt 
dieses Bandes. 

Unter dev Naheruugsverfahren, welche nicht von vornherein 
gleich die ganze Reihe bis auf gewisse erst zu bestimmende Koeffi- 
zienten in Forno der Taylorschen Reihe event. mit verinderlichen 
Koeffizienten ansetzen, kénnen wir zwei Gruppen unierscheiden, solche, 
welche die gegebene Differentialgleichung ohne weiteres in der ge- 
gebenen Form benutzen und lediglich durch bestiindige Korrektion 
das Inteyral zu finden suchen, und solche, welche von vornherein 
sich nicht der vollstandigen Differentialgleichung, sondern pur einer 
geniherten I'orm derselben bedienen, wobei natiirlich die Schatzung 
der erveichten Genauigkeit viel schwieriger wird. Das letztgenannte 
Verfahren wird besonders haufig in der Astronomie geiibt; unter den 
ersten steht die Integration durch Kettenbriiche wegen ihrer Eleganz 
und Allgemeinheit obenan. Hierzu bemerkt Lagrange‘) in den 
Berliner Memoiren fiir 1776, die Methode der Integration durch un- 
endliche Reihen hale den Nachteil, daB rationale endliche Ausdriicke 
als solche nicht erkannt werden; die Kettenbruchentwicklung habe 
dagegen alie Vorteile der Reihenentwicklung und sei von dem letst- 
erwihnien Ubelstand frei, da ein endlicher und rationaler Wert des 
betr. Ausdrucks als Kettenbruch von selbst abbrechen wird. Sein 
Verfahren ist etwa folgendes: ein erster Naherangswert von y far 
sehr kleine x sei &; setzt man jetzt 


rats 
in die gegebene Differentialgleichung ein, so erhilt man eine neue 
Gleichung dersellen Ordnung und desselben Grades zwischen x und y/. 
In derselben Weise sucht man jetzt fir sehr kleine x einen Nahe- 
- rungswert &’ von y’, und setzt 
Ye 

Die GréBen &, &’, &”,... miissen von der Form a2" sein, und zwar mub 
« (suBer fiir die GréBe & selbst) immer positiv sein. Die fortgesetzte An- 
wendung dieses ‘Vertahrens liefert den gewlinschten Kettenbruch; die 
Bestimmung von 7 und « bietct hierbei die einzige Schwierigkeit. 
Mittels dieser Methode erhalt Lagrange bei Differentialgleichungen, 
die durch bekannte Transzendenten integrabel sind, die Kettenbruch- 
entwicklung ‘von Funktionen wie log, tg, arctg, die iibrigens schon 
Kuler gegeben hatte (vgl. S. 270). 


") Oeuvres de Lagrange, t. IV, p. 301. 
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Auf die Entwicklung der tibrigen Naherungsverfahren war die 
theoretische Astronomie von grofem HinfluB. Da die Exzentrizititen 
der Planetenbahnen, sowie ihre Neigungen meistens ziemlich klein 
sind, nahm man seit d’Alembert die Kreisbahn als geniherte Léeung 
an’) und sachte diese durch Korrektionen in der Weise zu verbessern, 
daB man schlieBlich Reihen erhielt, welche nach Potenzen dieser 
kleinen GréBen fortschritten. Die verschiedenen Methoden, deren 
man sich hiergu bediente, charakterisiert Condorcet*), der sich selbst 
sehr viel mit der Integration durch Reihen beschaftigt hat*): ent- 
weder setzt man, sagt er, die Unbekannte gleich einem angeniherten 
Wert vermehrt um ein Korrektionsglied, dessen 2., 3.,... Potenz man 
vernachlissigt. Diesen Ausdruck substituiert man in die urspriing- 
liche Gleichung, integriert und bestimmt das Korrekticnsglied unye- 


. nahert. Mit dem so verbesserten Wert der Unbekannten wiederholt 


man das Verfahren. Diese Methode ist vereinfacht von d’Alembert 
in den Turiner Memoiren und in seinen Opuscules, auch von Kuler 
in seiner preisgekrénten Abhandlung fiber die Mondbewegung von 
1770 benutzt. Bei der zweiten Methode vernachlissigt man nicht 
alle héheren Potenzen des Korrektionsgliedes.*) Endlich geht Con- 
dorcet auf die Methoden von Iagrange und d’Alembert des 
niheren ein. Von welcher Wichtigkcit dicse Verfahren fiir die Praxis 
sind, kann aus der gro8en Zah! von diesbeztiglichen Abhandlungen 
entnommen werden. 

Unter den speziellen Naherungsverfahren, die wir hier genauer 
darlegen wollen, sei zuerst eine Methode von Euler sur Integration 
totaler Differentialgleichungen genannt. Die Gleichung 1. Ordnung 
denkt sich Euler’) auf die _ , 


ae 


gebracht, wo V eine Funktion von x und y ‘ist. Fir die hdheren 
Differentialquotienten ergibt sich loicht 


it~ G2) +79). 
£2 (62) + GEG) +27 Gh) + 7 )'# 1 (fe) oo 


*) Nach einer Arbeit, die mir Herr Professor von Braunm fihl in liehens- 
wirdigater Weise im Manuskript zur Verfiigang stellte. *) Histoire de l’Académie 
des Sciences 1771 (1774), p. 281. *) Vgl. auch den bereits erwihnten Aufsats: 








Ebenda 1769 (1772), p. 198; ferner 1770 (1773), p. 191. *) Hierzu zitaert er 
Lagrange, Miscellanea Taurinensia, t. IJl. Vg). die drittnachste Anmerkung 
und d’Alembert, Opuscules mathématiques, t. V., 5) Inetitutiones calculi 


integralis, vol. 1, p. 498. Vgl. auch o. 8. 73}. 
5° 
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Anwendung der Ta ylorschen Reihe lhiefert die gewinachte Reihen- 
entwicklung. So fabrt die Gleichung 


3 dy = dx(a"+ cy) 
aut 
. y= b+ w(a"+ cb) + : w*(ecb + ca" + wa*~*) 

z w*(c*b + cca" + nea"—!+ n(n — la*-*)+---, / 


wo 6 der zn 2=a, y der 2 rom Ot @ gehérige Wert von y ist. 
Bei der Gleichung 2. Ordnung 

dp A 

2 V,) 
wo dy = pdz, und V eine Funktion von 2, y, p ist, seien die An- 
fangewerte x =a, y=}, p=c. Fiir das Intervall 

x=ma bis +~a+o 
ist 
p=c+ V(z -- a) — f(x —a)daV. 
Die GréBe dV ergibt sich aus der gegebenen Differentialgleichung su 
dV = Pdz + Qdy + Rap —(P+ Qp + RV )dz. 


Die Annahme, daB P + Qp + RV in dem Intervall a bis 2 konstant 
ist, fihrt auf 


p=c+F(e—a)— 5 (P+ Qc+ RF) (x — a), 


wo F den Anfangswert von V bedeutet. Integration dieser Gleichung 
liefert endlich ; 


y=b +(x -a) + 3 2 F(a — a)— . 1 (P +-Qc + RF) (2 — a). 


Aus diesem Niiherungswert von y léBt sich sodann derjenige eines 
benachbarten y finden; auf diese Weise laBt sich allmahlich das 
Intervall zwischen dem gegebenen a und einem beliebig groBen .z 
zuricklegen; auf das eventuelle Auftreten von Unstetigkeiten macht 
Euler aufmerksam. 

Ein sehr eigentiimliches Verfahren wendet Lagrange an*): Die 
partielle Differentialgleichung 





1) Tustitutiones calculi integralis, yol. Il, p. 362. *) Miscellanea Tauri- 
nensia, t. II?, 1760/61, p. 11%. Im Original ist aus Versehen in der eraten 
Gleichung die GriBe c weygelassen. 
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d*s a*z Bdz 2s 
ae ejaran Pace = ¢ce@+h 


fihrt er mit Hilfe von Reihen zurtick auf 
(« ad ge 
d’s d°z x dsd? za x 
ae ~ © dat + a5) _ (aa +2! 2S dx 


r f 
ae: 
pele get oars Pare 
Indem er auf der rechten Seite nur die ersten zwei Klammer- 
ausdriicke berticksichtigt, alle folgenden Glieder aber vernachlissigt, 
ohne natérlich den Einflu®B dieser Unterdriickung auf die Integral- 


gleichung festzustellen, gewinnt er eine Gleichung, die er auf Grund 
der Besonderheit, dab 





a’ 
azd'z 
( “at oe eet a PP 


ein totales Differential ist, weiter behandeln kann. 

Im folgenden gehen wir auf die Integration einer @leichung ein, 
die far die Ertindung der Methode der Variation der Konstanten 
von Wichtigkeit geworden ist. Lagrange behandelt’) die fir die 
Astronomie 7 Gleichung 


ee Yt Ky Toy De Net: 


mit konstanten Koeffizienten K, L, M,..., wo@ eine sehr kleine 
GréBe ist. Es wird sich zeigen, daB die einzelnen Naherunggglei- 
chungen immer die Form 


> + K*y + L+acosat + bcos pi+-- 
annehmen. Das Integral dieser Gleichung ist aber 
y = f cos Ké + £ sin Kt + — (cos Kt — 1) + Bore (cos Kt — cosaé) 
ale Kv. ge (008 Kt — cos Bt) fees 
fir den Fall — und der tritt gerade in unserm speziellen Problem 


ei —, daB eine der Zahlen «, 8, :--~= K wird, findet Lagrange 
den Wert des dadurch unbestimmt wérdenden Terms durch Grenz- 


*) Miscellanea Taurinensia, t. IIJ*, 1762/65 (1766), p. 2621f. 
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tibergung iu bekannter Weise. Alp erste N aherungsgleichung nimmt 
Lagrange 
: a8 ee K 2y +- I = 0. 


Das Integral hiervon ‘kann aus der oben angegebenen allgemeinen 
Formel entnommen werden, indem man a=} =.---=0 setzt. So 
ergibt sich als erste Naherung : 


y — f cos Kt + 4 sin Kt + 7; (cos Kt — 1); 


Lagrange setzt ,der Einfachheit halberY g=0. Fihrt man diesen 
Wert von y in das SchluBglied der zweiten Naherungsgleichung - 


oY 4 Ky +L+iMy'= =0 


ein, 80 — sich als integrable Form der zweiten Naherungsgleichung 


MLF 
cy f+ Ky + D+ —_ + m)— 24 ~"ga- cos Kt 


+4 bo "cos 2 Kt = 0, 
wo zur Abkifrzung 
1 
f+ Kk: F 


gesetzt wurde. Das Integral dieser Differentialgleichung kann wieder 
aus der allgemeinen Formel entnommen werden, und man erhélt nach 


Auswertung des dabei auftretenden Terms 5 einen zweiten Nahe- 


rungswert. Indessen geht bei Ausfithrung des Grenztibergangs ein 
Summand von der Form Aé sin K¢ in das Integral ein, und bei Fort- 
setzung der Methede wiirden auch Glieder auftreten, die in @, @ usw. 
multipliziert sind. Dieser Umstand macht die gefundene Reihenent- 
wicklung fir die Praxis unbrauchbar. Lagrange sucht deshalb die 
Reihe so umzuformen, daB sie derartige Terme nicht mehr enthilt. 
Sein Verfahren ist jedoch ziemlich mihevoll'): veratindlicher ist eine 
Abhandlung von Laplace fiber denselben Gegenstand.”) Laplace 
bezeichnet sein Verfahren als eine nouvelle méthode d’approximation. 
Sie besteht darin, sagt er, dab man die willkiirlichen Konstanten in 
den angenaherten Integralen variieren liBt und so wowmdglich die 
Kreisbogen (er meint damit die Potenzen von ¢) zum Verschwinden 
bringt. Diese Methode ist, fahrt er fort, wenn ich mich nicht 


1) Das SchluBresultat Mis:ellanea Taurinensia, t. IIl*, 1762/65 (1766), p. 378. 
*\ Histoire de l’Académie des Sciencea 1772, part. 1 (1776), p. 651 ff. 
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t#usche, volistiindig neu und von groBer Fruchtbarkeit fiir die Rech. 
nung. Diese Worte beweisen, daB sich Laplace der Neuheit, Higen- 
art und Wichtigkeit seiner Methode vollkommen bewuBt ist. Zur 
Integration von 


Q = Yb y 14 ay! 


wo « sehr klein und konstant ist, setzt Laplace ganz iihnlich wie 
Lagrange zuerst 


0= OY + y—], 
woraus 
pnteg tbe 


wo p und g zwei willktirliche Konstante sind. Setzt man jetzt 
y=l+psint+qcost+az - - : 

in die urspriingliche Differentialgleichung ein, wobei J. p, qg, « kon- 

stant sind und g eine Funktion von ¢ ist, vernachlassigt bierbei «? 

und «* und dividiert mit a weg, so ergibt sich 


“ +2+ 8+ pon? + gq’ cos# + 2lp sint + 2lq cost 
+ 2pq sint cost = 0. 
Diese Gleichung liefert ein Integral | 


f= — eee pel lgt sin t + lpi cost +7 P” cos 2t 4-2 Y? sin Zt. 


Bis hierher unterscheidet sich das Verfahren von dem Lagrange» 
nicht wesentlich; um’ die mit ¢ behafteten Glieder vnschidlich zu 
machen, wird folgender Gedankengang benutzt: Substituiert man im 
der urspriinglichen Differentialgleichung 7+ ¢, an Stelle von ?¢, so 
wird sic in ihre? [orm nicht geindert. Mun kann also das oben 
abgeleitete Integral durch ein anderes ersetzen, in welchem stati p 
und q die Konstanten ‘p und ‘g, statt ¢ die Variable 7 -} ¢, auftreten. 
Nun ist der Umstand von Bedeutung, daB fir T= 0 und a =O die 
Gleichungen ‘p = p und ‘g =q statthaben, woraus Laplace schlieBt, 
daB ‘p und p bzw. ‘¢ und gq sich um GréBen von derselben Ordnung 
wie a unterscheiden, Er setzt demzufolge 


‘p=pt+dp und ‘g=q+ oz. 


Die beiden Integralyleichungen fir y liefern dann bei Vernachlissigung 
aller GréBen, die mit a, «®, ... gleiche Rangordnung haben, durch 
Subtraktion 

0 = [dp + alTq]-sint + (dq — alTZ'p) - cost. 
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Diese Gleichung zerfallt aber, da ¢ variabel und 7 konstant, in die 
beiden folgenden | 


dp =—alT.- q und bq al? : p. 
Hieraus folgert Laplace 


p=f-cosalT —h-sinelT und~‘g=—f-sinalT +h-cosalT.') 
Spiter?) kommt Laplace noch einmal auf das Problem der Ent- 
fernung der Potenzen von ¢ zuriick. Er geht jetzt von der allgemei- 
" neren Gleichang 


O=~ "4 yt TH aY 


ct® 


aus, wo Y eine ganze rationale Funktion von @, y und den Sinus 
und Kosinus ven ¢ sein soll. Ein Ansatz der Form 


yet cet + ote 4 hell 4. 
liefert, wenn man die Terme gleicher Ordnung in « allemal gleich — 
Null setzt, die Gleichungen 


a 
Om st hte + 7; Om Se the gE T; 
a — +Rel+ 7" usw. 


0 = 





wo T eine Funktion von 2, z!, ...2‘-», sowie der Sinus und Co- 
sinus von ¢ ist. Treibt man die Anniherung bis zur Ordnung von a", 
so hat man damit »-+1 Gleichungen, deren sukzessive Integration 
aber im allgemeinen Kreisbogen in: die Lésung einfihrt. Laplace 
behandelt nun zunichst das spezielle Beispiel 


*Y = my cos 2t 


nach dieser Methode und schlieBt aus der Form des Integrals, daf 
im allgemeinen Fall die Lésung folgende Form besitzen wird: 


y—([p + At+ BO4.--]sinht + [q+ Mt + N&+---Jeosht + FR. 


Hierbei sind A, B, ...M, N, ... ganze rationale Funktionen von P; 
q und a; K ist eine -ganze rationale Funktion von p, 9, «, ¢ und ver- 
schiedenen Sinus und Cosinus, worunter jedoch sinht und coshé 
-sich nicht betinden: Laplace formt diesen Ausdruck so um, daB an 


8 re eee ee ee 


1) Macht man die Probe, so wird da an Stelle von a anftreten. Kine 
jener kleinen Ungenauigkeiten, wie eie in diesen fir die Praxis geschriebenen 
Aufeitzen haufig zu finden sind. *) Histoire de l'Académie des Sciences 1777 
(1780', p. 873 ff. Vgl. auch die Histoire desselben Bandes, p. 55. 
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Stelle der Potenzen von / solche von ¢ — @ auftreten, wo 6 eine neue 
Konstante ist. Trotzdem kann der Ausdruck, wie er sagt, dadurch 
nicht allgemeiner werden, da er bereits die zwei Integrationskonstanten 
~» und g enthilgg Auf Grund einer Uberlegung, welche der oben aus- 
einandergesetzten analog ist, findet Laplace endlich folgende Regel 
zur Bildung eines dategrals, welches die Potenzen von ¢ nicht enthilt: 
Stellt man das Integral aus dem Gleichungssystem ftir 2, 2" usw. 
nach gewéhnlichen Methoden in der vorerwaihnten Form dar und 
unterdriickt nachtriiglich alle Glieder, die ¢ und seine Potenzen ex- - 
plizite enthalten, so hat man das Integral in der gewtinschten Form, 
sofern man nur fitr p und q die Werte einsetzt, welche sich durch 
mere der Gleichungen 


Op 0q 

= A und oe | 
ergeben; das gesuchte Integral wird wieder zwei Integrationskonstanten 
enthalten. Im folgenden zeigt Laplace’), wie sich seine Methode 
auf ein in der Stérungstheorie brauchbares Simultansystem ausdehnen 
1aBt. Dasselbe lautet: 

— 5 Ye My + T+aY; OM SM + wy 4 TE aYS. 

die 7, T1... sind hierbei ganze rationale Funktionen der Sinus und 
Kosinus von ¢, die Y, Y', ... ganze rationale Funktionen derselben 
GréBen, sowie von « und den # Variabeln y, y', .... Endlich aber- 
trigt Laplace seinen Gedankengang noch auf die Integration von 


_ oy 
at" TP 


wo p eine Funktion von y, seinen Ableitungen nach ¢, Sinas, Cosinus, 
Exponentialfunktionen mit dem Argument ¢, nicht aber den Potenzen 
von ¢ ist. 

Die Entfernung der Kreisbogen aus dem Integral, die errr 
und Laplace durch geistreiche Uberlegungen bewerkstelligt hatten, 
leistet Trembley, dem die Methode der Variation der Konstanten, . 
und nicht bloB in der Laplaceschen, sondern auch in der viel durch- 
sichtigeren, weniger anfechtbaren Lagrangeschen Form von 1775 
(vgl. S: 982), verdichtig erscheint, auf anderem Wege vermdge seiner 
Geduld und Ausdauer im Rechnen.*) Trembley erkennt ganz richtig, 
daB das Auftreten der Kreisbogen nur auf Tiuschung beruht; denn 


1) Histoire de l'Académie des Sciences 1777 (1780), p. 884. — e) Nouveaux 
Mémoires de l’ Académie de Berlin 1786/87 (1792), p. 368 ff. : 
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fibrt man die Rechnung soweit durch, da8 das Fortschreitungsgesetz 
der einzelnen Terme erkannt wird, so findet man, da8 aich die Kreis- 
bogen zu Potenzreihen zusammenfassen lassen, die durch Exponential- 
fanktionen summierbar sind. Da aber die Gleichug> e 


Sit ty — b+ ay? = 0 


bzw. die Ableitung des von Laplace gegebenen von Kreisbogen 
freien Integrals bei Trembley allein zehn Quartseiten erfordert, 
zeigen wir sein Verfahren an einem einfacheren Beispiel. Sei gleich- 


zeitig 
- = (1 + 242)8 und . Fe alas (1 + 2izx)y, 


wo ¢ eine sehr kleine GréBe bedentet. i= 0 gibt zwei Naherungs- 
yleichungen, aus denen durch Kombination die Gleichung 


. add 
an ty=0 


folgt. Korrigiert man die daraus erhiltlichen Naherungswerte von y 
und z durch die Zusatzglieder iy’ bzw. iz’, so ist 


y = AeV-14 Be-2V-~1 4 iy’; 
gm AV—leV-1~— BY—1eV-1 + if’. 


Indem man B einstweilen gleich Null setzt, ergibt sich durch Sub- 
stitution in das urspriingliche System das genaherte System 


az’ 


dy’ oe Ps e 
7, 2AeV—1- eV 4a; Tg om 2Aaerv- ty’, 


Man erhilt hieraus*y’ und 2° und hieraus verbesserte Werte von y 
und z, die man sogleich “wieder mit Zusatzgliedern #*y” und #2” ver- 
sieht. Fortgesetzte Anwendung dieses Verfahrens ergibt schlieBlich: 


—— ' wears 2 8 pena 
y= AeV(14+ FatV—1 2 it pa V- i+...) 

S. eee Ss 2 1 = ‘ 3 —— 
-g —AY— 1 —eV-i(l + ey i— (et, -442°V- i+--) 
db ym AetV-i+i# VI, game AY 1 evi tity-1 


Ahnlich hatte man von vornherein statt B die Integrationskon- 
stante A gleich Null setzen kénnen; man hatte dann 


y= Be 2V-1-62V-1, og me — BY— 1. e-#V-1- 14-1 
erhalten. Aus beiden partikularen Integralen.1a8t sich sofort das 
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volistindige Integral zusammensetzen. Im folgenden') verbessert 
Trembley eine von d’Alembert 1769 in den Pariser Memoiren ent- 
wickelte ‘Naherungsmethode, deren Grundgedanke darin besteht, daB 
man eine gegebene Differentialgleichung wiederholt differentiiert und 
die so erhaltenen Gleichungen derart zu kombinieren sucht, daB man 
eine integrable Gleichung hodherer Ordnung erhilt, welche dic ur- 
spriingliche néherungsweise zu ersetzen vermag. 

Wir haben im vorausgehenden die Methode der Variation der 
Konstanten zum erstenmal bei Laplace mit vollem Bewuftsein ihrer 
Kigenart auftreten sehen; die Idee selbst, eine GroBe zeitweilig als 
konstant und dann als variabel aufzufassen, ist indessen schon lange 
genug vorbereitet. Zuniichst sei an die Bestimmung des Integrals 
der totalen linearen Differentialgleichung »*’ Ordnung mit konstanten 
 Koeffizienten im Fall gleicher Wurzeln erinnert (vgl. S. 928, Note 1), die 
bewerkstelligt wurde, indem man den Wurzeln, d. i. in Wirklichkeit 
konstanten GréBén, sehr kleine, gegen Null abnehmende Differenzen 
erteilte, ohne sich mit der Frage nach der Berechtigung eines solchen 
Schrittes aufzuhalten. Euler behandelt*) folgende Aufgabe: Sei V 
eine gegebene Funktion von x und y, es soll das Differential von 


Z= (Vaz, 


wo die Integration bei konstantem y vorgenommen wurde, bestimmt 
werden, wenn dabei auch y variabel angenommen wird. Euler erhiilt 
uvschwer ‘ 


dZ=— Vax + dy 4 dz (4): 


Kurz darauf stellt er die Aufgabe, aus einer gegebenen Differential- 
gleichung, die einen Parameter enthialt, jene Gleichung abzuleiten, 
welche entsteht, wenn man die Integrulgleichung so differentiiert, dab 
dabei auch jener Parameter variabel ist. Die Stérungsgleichungen 
des Mondes werden von Euler und spateren mit Benutzung des Um- 
standes abgeleitet, daB gewisse Bewegungsgleichungen sowohl bet 
Konstanz als bei Variabilitat bestimmter Bahnelemente bestehen 
mtissen. Nach ihm hat Lagrange dieselbe Methode in seiner Ab- 
handlung fiber die Theorie von Jupiter und Saturn benutzt*) und 
das Prinzipielle und*Kigenartige dieser Methode noch besonders be- 
tont; er ist es auch, der die Methode zuerst in weitestem Umfang 





') Nouveaux Mémoires de l’Académie de Berlin 1786/1787 (1792), p. 387. 
Siehe auch p. 397. *) Institutiones calculi integralis, vol. I, p. 81. Vgl. auch 
Kliigels muathematiachos Worterbuch, L Abtlg., unter ,,Differentialgleichung“, 
8. 891. 3) Miscellanea Taurinensia, t. [I*, 1762/65 (1766). p. 328. 
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gebraucht hat. Von Variation der Konstanten kann man auch bei 
Lagranges Herleitung des singuliren Integrals aus dem volletandigen 
‘Integral reden; in allen diesen Fallen handelt es sich jedach nicht 
um die uns geliufige Methode der Variation der Konstanten. Diese 
besteht vielmehr darin, daB man statt einer gegebenen Differential- 
gleichung eine andere, die aus der urspriinglichen entweder durch 
Vernachliissigung einzelner Glieder oder dadurch, daB man einzelne 
Variable konstant setzt, hervorgeht, behandelt, und in dem Integral 
dieser Hilfggleichung nachtriglich die Integrationskonstanten oder 
einstweilen konstant gesetzten Veranderlichen variieren laB6t. In 
diesem Sinhe ist die Variation der Konstanten nur eine spezielle 
Naherungsmethode, die durch passende Korrektion einen halbwegs 
brauchbaren Wert genau richtig macht. Hierher kénnte man z. B. 
die Integration totaler Ditferentialgleichungen mit mehr als 2 Varia- . 
beln, welche die Integrabilitiitsbedingungen erfillen, rechnen, die man 
bekanntermaBen dadurch vollzieht, da8 man in der urspriinglichen 
Gleichung nur 2 Variable variieren 1a8t, integriert und nachtriglich 
die Integrationskonstante als Funktion der konstant gelassenen Variablen 
ansieht; diese Methode. ist zu Beginn des hier behandelten Zeit- 
abschnitts bereits bekannt. Ganz analog geht man bei partiellen Diffe- 
rentialgleichungen vor, die nur die Ableitung nach einer Variabeln ent- 
halten, und wir werden sehen, daB Lagrange einen aéhnlichen Gedanken- 
gang in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit 
groBem Erfolg verwertet hat (vgl. 8.970). Die eleganteste Anwendung 
der Variation der Konstanten hat Lagrange mit der Integration der 
vollstandigen linearen totalen Differentialgleichung und Differenzen- 
gleichung n'*’ Ordnung gegeben (vgl. S. 932). Derselbe geht auch 
auf die Méglichkeit der Integration von ™ 


dz 
noly 


wo P und J] Funktionen von x, y, a. “. ore res sind, mittels Va- 


riation der Konetanten ein, falls das vollstindige Integral von 
oL+ P= 0 


bekannt ist.) Ferner erwahnt er, daB die Methade. der Variation der 
Konstanten mit Vorteil auf die durch Vernachlissigung sehr kleiner 
GréBen erhaltenen angenéherten Integrale -von Simultansystemen an- 
gewendet werden kann‘), da8 jedoch fir ein beliebiges vollstandiges 








") Nouveaux Mémoires de l'Académie de Berlin 1776 (1777), p. 192. 
*, Ebenda, p. 195. 
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Integral einer Gleichung 2. Ordnung dieselbe Methode plus curieuse 
qu’utile sei.') | | 

In Verbindung mit der Methode der unendlichen Reihen ist die 
Integration durch bestimmte Integrale zu nennen. Besonders 
Euler hat sich mit dieser Aufgabe beschiftigt; und wie, er in der 
‘Theorie des Multiplikators die zu einem gegebenen integrierenden 
Faktor gehérige Differentialgleichung sucht, geht er auch hier von 
‘einem gegebenen Integral aus und fragt nach der aquivalenten Diffe- 
rentialgleichung. Beztiglich der Integration der linearen Differentisl- 
_gleichung 2. Ordnung nach diesem Verfahren, per quadraturas curva- 
rum, wie er sich ausdriickt, bemerkt er selbst?), es sei dabei zu be- 
achten, daB die Wahl jenes Integrals nicht véllig von der Willkir 
des Rechners abhangt, sondern von vornherein die Anlage haben 
mu, bei der Entwicklung der zugehérigen Ditferentialgleichung auf 
die 2. Ordnung zu fiihren; es stehe daher nicht zu hoffen, auf diesem 
Wege jemals zu einer beliebig vorgegebenen Differentialgleichung zu 
gelangen. Letzterer Aufgabe, eine gegebene Differentialgleichung 
durch ein bestimmtes Integral zu integrieren, sucht Euler dadurch 
beizukommen, daB er das Integral zuerst in Form einer unendlichen 
Reihe entwickelt und diese nachtriglich in ein bestimmtes Integral 
verwandelt®); das Integral der auf Seite 911 erwiahuten Differential- 
gleichung erhalt er auf diesem Weg in mehrfach verschiedener Form. . 
Dieselbe Methode wendet, wie wir sehen werden (vgl. 8. 1006), La- 
place auf die lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung an; 
er stellt das Integral als unendliche Reihe dar, die er in ein be- 
. stimmtes Integral umformt. . 

Mit der Schilderung dieser Methoden haben wir die Gesichts- 
punkte, welche fiir totale wie partielle Differentialgleichungen in 
gleicher Weise in Betracht kommen, ziemlich erschépft und wir 
wenden uns zunichst ausschlieBlfch den totalen Differentialglei- 
chungen zu. Hier ist es die lineare Gleichung, d.h. die Giei- 
chung, deren Koeffizienten Funktionen der unabhingigen Variablen 
allein sind, welche das Hauptinteresse der Mathematiker auf sich 
gezogen hat, und ihrer Untérsuchung ist eine ganze Reihe von Ab- 
handlungen gewidmet. Auf diesem Gebiet hatten schon Kuler und 
d’Alembert viel geleistet; sie hatten zuniichst die unvollstindige, 
dann aber auch die volistandige Gleichung mit konstanten Koeffizienten 





) Oeuvres de Lagrange, t. IV, p.101. .Hier mag noch erwihnt werden, 
daB auch Euler yelegentlich aus partikul4rec Integralen die vulistandigen 
durch Variation der Konstanten herleitet; man vgl. einen Aufsatz vom Jahre 1778 
in Nova Acta Academiae Petropolitanae, t. XIII, 1795/96 (1802), p. 3 fff. 

*) Institutiones calculi integralia, vol. I, p. 808. *) Ebenda, vol. II, p. 310 ff. 
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. integriert, auch den Fall gleicher und komplexer Wurzeln der dabei 
auftretender Hilfsgleichung behandelt.*) Den Fortschritt za nicht- 
konstanten Koeffizienten macht Lagranye*); er wird dabei zu einer - 
Gleichung geftihrt, die wir heutzutage die Lagrangesche Adjungierte 
nennen. Multipliziert man die Gleichung 


Lyt+ MBA + NG +. er 


wo £, M, N,...7Y Funktionen von ¢ sind, mit edt, wo # eine noch 
zu bestimmende Funktion von ¢ ist, und integriert, so erhalt man 
durch partielle Integration 


ees 


(fie ' dt — Moy yee 


a-N d?. N 
JNeghatm weg Ei + ae -yat 


Setzt man diese Ausdriicke in die urspriingliche Differentialglei- 
chung ein, so kommt 


y (Me —S 3? +-- )+ alae Oy tebe 


+f( Ls — ap" + peal )yat— | Te dt. 


Ist der Klammerausdruck ante dem Integralzeichen gleich Null — 
eine Relation, die man als -Differentialgleichung fir s auffassen kann 
— so bleibt eine Differentialgleichung fir y stehen, deren Ordnung | 
im Vergleich zu der gegebenen Differentialgleichung um einen Grad 
niedriger ist. Die Relation zur Bestimmung von s behandelt Lagrange 
auf dieselbe Art’ weiter; er verlangt eine Funktion y von ¢ zu finden, 
deren Kenntnis, genau wie vorher die*der Funktion s, Ordnungserniedri- 
gung erméglicht. Er wird dabei auf eine Differentialgleichung fir y 
zurtickgefiihrt, die sich von der Anfangagleichung in y nur dadurch unt@r- 
scheidet, daB die rechte Seite nicht 7, sondern 0 ist. Lagrange 
wird damit zum Entdecker des Satzes,“daB die Adjungierte der Ad- 
juugierten die urspriingliche unvollstindige Gleichung ist; da er aber 
ffir die Adjungierte keinen besonderen Namen hat, so hebt er diese 
auffallige Tatsache nicht besonders scharf hervor, Euler kommt in 


') Vgle diese Vorl., IIT?, S. 892—895 bzw. S. 898. Den Fall gieicher Warseln 
-behandelt d'Alembert auch unter Tangentes im Dictionnaire des mathématiques 
der Encyclopédie méthodique. *) Miscellanea Taurinensia, t. Til’, 1762/65 
(1766), p. 179%f. ; 


sees 
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einer Abhandlung von 1778 wieder suf die Frage der Ordnungs- 
erniedrigung, scheint aber die Resultate der Lagrangeschen Abhanq- 
lung, die er jedenfalls gelesen hatte, vollstindig vergeseen zu haben, 
wenigstens halt er sein Ergebnis fair vollkommen neu; er formuliert') 
folgendes Gesetz: Die Gleichung 


ps +qde+rddz-+ sd’s + tde+--- — 0*) 


wird ein totales Differential mittels eines Multiplikatora Z, welcher 
sich aus der ,konjagierten Gleichung“ 


PZ + QUZ4+ RAZ 4+SPLZ+THZ+...—0 


bestimmt, wo 
P=p—dq+ddr—d*s+ dt—..-- 


Y= —y4 + 2dr —3dds+ 4@t—..- 
R=r—3ds + 6ddt—.-.-. 
S=—s+4dt--.-. 

| peng alee : 


Durch Auflésung dieser Gleichungen nach p, q, 7, ... findet 
Kuler, da8 diese GréBen durch die P, Q, R, ... genau in derselben 
Weise ausgedrtickt werden, wie letztere durch jene; daraus schlieBt 
er, daB von den beiden Gleichungen fiir ¢ bzw. Z eine die konjugierte 
der anderen ist. Eulers Darstellung bedeutet insofern einen Fort- 
schritt gegeniiber Lagrange, als in ihr erst die vollkommen gleiche 
Bauart, die durchgehende Dualitit zweier adjungierter Gleichungen 
erkannt und durch eine iibersichtliche Bezeichnungsweise (kleine und 
groBe Buchstaben) angedeutet ist; Lagrange hatte nur beobachtet, ° 
da8 bei zweimaliger Anwendung seines Verfahrens schheBlich die ur- . 
spriingliche, aber unvollstindige Gleichung resultiert. 

Lagranges Hauptverdienst ist in der Aufstellung allgemeiner 
Satze tiber die Integrale der linearen Differentialgleichungen zu sehen, 
m.a. W. in der Schaffung einer Theorie dieser Integrale; die form 
des volistindigen Integrals als Summe von unabhangigen, mit will- 
kirlichen Konstanten multiplizierten Partikulirintegralen, der Zusam- 
menhang zwischen vollstandiger und unvollstaéndiger Gleichung’*), ins- 
besondere aber die Einsicht, daB die Kenntnis von m Partikulirinte- 
gralen (valeur particuliere) der letzteren eine Ordnungserniedrigung 








1) Nova Acta Academiae Petropolitanae, t. XIV, 1707/08 (1805), p. 58. 
*) Die Potenzen des Differentials der unabhingigen Veranderlichen sind hier 
einfach weggelassen. °°) Fiir die Gleichung 2. Ordnung eingehend besprochen: 
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der ersteren um m Grad erméglicht'), sind nach meiner Ansicht die 
vornehmsten Resultate der erwihnten Abhandlung. In der Praxis 
mu8 natirlich Lagrange hiaufig zu Reihenentwicklungen seine Zu- 
flucht nehmen; so setzt er*) z. B. fiir 


The eee tet -o 
auf welche Form er von | 
ast?™ 4 i =: () 
ausgehend kommt, die Reihe 
a= Aut Burti+ Curti+. 


an und bestimmt die unbestimmten Koeffizienten in gewohnter Weise. 
Die Lagrangesche Theorie der linearen Gleichung beliebiger Ord- 
nung 1a8t sich sehr vorteilhaft auf die Gleichung 


Ay t+ B+ ht) + Oh +R GY + = T 


anwendep, wo h, k, A, B,... Konstante sind. Lagrange bildet®) 
die Adjungierte und setzt versuchsweise deren Integral (h + kt)’. 
Das gibt eine Gleichung fiir 7, nimlich 


A— Bk(r +1) + CR(r + I(r +2) —--- = 0. 


Lagrange geht dann auf die Ermitilung des vollsténdigen Inte- 
grals der urspriinglichen Gleichung ein. Als Anwendung bringt er‘) 
die Behandlung einer Gleichung, die eine unbekannte, zu hestimmende 
Funktion enthalt; das Problem fibrt mit Zuhilfenahme deg Taylor- 
schen Satzes auf eine Gleichung der erwahnten Art von unendlich 
hoher Ordnung. Solche Gleichungen, allerdings nur mit konstanten 
Koeffizienten, hatte schon Euler vor ihm behandelt (vgl. diese Vorl., III’, 
S. 896); in seiner Integralrechnung finden sich wieder eine Menge, 
teils schon friiher geléster derartiger Gleichungen®), aber weder Euler 
noch Lagrange erkennen oder erw&hnen, daB in die Lisung dieser 
Gleichungen, weil sie im Grunde genommen nichts als Differenzen- 
gleichungen sind, eine willkirliche Funktion eingeht. Die unendlich 
vielen Integrationskonstanten ihrer Lésung konnten sie deshalb nicht 
ma dieser irsicht fihren, da ihnen die Darstellbarkeit einer beliebigen 
Funktion, durch trigonometrische Funktionen unbekannt war.°) Glei- 

) Miscellanea Taurinensia, t. III’, 1762/65 (1766), p. 188. *) Ebenda, 


p. 187. *) Ebenda, p. 190. =‘) Ebenda, p. 201. —*) Institutiones calculi 
integralis, vol. II, p. 459, 468, 476, 477, 480. ®) Vgl. diese Vorl., Iil*, 8. 907. 
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chungen von unendlich hoher Ordnung mit nichtkonstanten Koeffi- 
zienten behandelt Euler nicht, obwohl er z. B. 


X= Ay+ aaey + te iis 
fiir beliebige Ordnungen te 
An die Méglichkeit der Ordnungserniedrigung bei Kenntnis von 
Partikularintegralen kniipft d’Alembert in einem Schreiben an La- 
grange') wieder an und bringt einen neuen Beweis dafiir; derselbe 
Forscher gibt an anderer Stelle den bekannten Satz, daB das vollstandige 
Integral der vollstandigen Gleichung aus zwei Teilen sich additiv zu- 
sammensetzt,- nimlich aus einem Partikulirintegral der vollstandigen 
und dem vollstindigen Integral der unvollstandigen Gleichung. 
Laplace behandelt die lineare Differentialgleichung*) nicht wie 
Lagrange mit Hilfe eines einzigen Multiplikators, sondern bedient 
sich gleich eines ganzen Multiplikatorsystems. Sei — 


x= y+H- 4H ete. sf Ht eM, 
H 
wo XA, H, H’, ... Funktionen von z sind. Laplace setzt 


d 
i ty=T, 


wo @ und 7 erst naher zu bestimmende Funktionen von 2 sirtd. 
Durch Differentiation ergibt sich daraus 


@ 24Y dy aT 

© dx? + (= i? ae 
dy, (n—1 do SS De i 
2+ ("5 gee oes 1 Re ani oS +5 dz qy*-! 


Diese Gleichungen ae Laplace bzw. mit @, @', .. 
und addiert unter Hinzuziehung von 


,tyel 


So ergibt sich eine amine die durch Verdichung mit der ur- 
spriinglichen auf folgendes System fihrt: 


= OT ae ae & 
xX = T+o- a CP ren alin . 


1) Miscellanea Taurinensia, t. [[I*, 1762/65 (1766), p. 881—396. Vgl. auch 
die Pariser Memoiren fiir 1767 und 1769. 7) Ebenda (Misc. Taur.), t. IV’, 
1766/69, p.178 ff. (verdruckt statt 278). 
Cantor, Geschichte der Mathematik IV. 60 
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aa’-) <= Aie-d 
n— ats 


woo" - 9 + col" — 1) 4 eles, a- 2 wn Fin-2) 


a + o +o So 4... A. 


Diese Gleichungen yestatten aber die w', o, ... durch w und 
die H’, H”, ... auszudriicken. Durch Substitution der so erhaltenen 
Werte in 

: , a0 1 do 


H-o-+o'+@ de + © ager 


und 


7: ,aT WOT 
X=L+o az +? gat 


ergeben sich endlich zwei Differentialgleichungen ftir o. und 7; dabei 
ist Ordnungserniedrigung erzielt worden. Hat man aus den letzt- 
erwihnten beiden Gleichungen eine Reihe Partikulirlésungen , f’,.. 
von @ und die zugehiérigen 7, 7”, a so erhalt man mit 
Hilfe von 


ay py aT 
das Integral 


yal (on fll ae ene (o4fB-f * da) + --0 


Auf die weitere Theorie der bei Anwendung dieser Methode auf- 
tretenden Ausdriicke, insbesondere fiir den Fall-konstanter H, H’, ...*) 
kann hier nicht naher eingegangen’ werden, da die Resultate nicht 
neu und die auftretenden Formeln alle ziemlich kompliziert sind. 
Laplace behnndelt speziell auch die Gleichung 2. Ordnung, welche 
auf die allgemeine Riccatische Differentialgleichung fihrt.*) 

Der niichste bedeutende Fortechritt ist die Heranziehung der 
Methode der Variation der Konstanten zur Nutzbarmachung des Zu- 
sammenhangs zwischen volistandiger und unvollstindiger Differential- 
gleichungen durch La grange. 5) Sei.die lineare Gleichung n‘* Ord- 
nung gegeher: 


ry ats RENE +7 tax, 


X, P, Q, #, ... Funktionen von sind. Im Fall X = 0 sei das 


me re 


1) Miscellanea Taarinenvia. t. 1V*, 1766/69, p. 295. %) Ebenda, p. 297. 
*) Nouveaux Mémoires de |’Académie de Berlin 1775 (1777), p. 190. - 
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volistandige Integral der Gleichung bekannt; dieses besitzt notwendig 
die Form. ; 
y=ap+bq+or+---, 


wo a, b, c, ... « Integrationskonstanten, p, q, r, ... ebensoviele par- 
tikulare Werte von y darstellén. Betrachtet man, fabri Lagrange 
fort, die willktirlichen GréBen a, 6, c, ... als unbestimmte Variable 
und setzt in den Ausdrticken dy, d*y, ... d@*-1y den Teil, der von 
der Variabilitét von a, 6, c, ... herrthrt, immer gleich Null, so er- 
gibt sich | 

dy = adp + bdq + edr ie ae 

0 = pda. + qdb + rdc +... 
d*y = ad'p + bd*q + ecd'r 


+ 
0= sila + var +drde 4... 


a" ty admip. bag + cd™-tr +.-. 


, .O0= &~-'*nda + d"-*qdb + a -"*rde+.--- 
und endlich 
ym ad"*p + bd"g+cd"r+---. 
+ d*-!nda + d*-'qdb + a"-'rde+.--- 


Auf diese Weise erhalten also die Ausdriicke fir dy, d*y,... d*—1y 
genau dieselbe Form, wie wenn a, }, c,... konstant waren, und auch - 
@"*y unterscheidet sich von dem d@*y im Fall konstanter Koeffizienten 
nur durch das Zusatzglied d*~‘pda + d*-'qdb + d*-'rdc+---. Da 
aber bei konstanten Koeffizienten die Ausdriicke fir y, dy, ... dy 
nach den Voraussetzungen fiber die GréBen a,b, c, ... 9,94, 1%, ..- 
der unvollsténdigen Differentialgleichung Gentige leisten, so miissen 
auch jetzt, im Fall der vollstindigen Gleichung, bei Substitution 
obiger Ausdriicke ftir y, dy, ... d"y alle Terme sich gegenseitig fort- 
heben, und nur das zu‘d"y gehdrige Zusatzglied und der Term X 
werden davon eine Ausnahme machen. Es resultiert also die Gleichuny 


@' nda + d*-!qdb + d*-'rdce+.-+ ==, asc", 
welche mit den n — 1 Bedingungsgleichungen 
sat dius tio il 


0 = ae nda +. Pe gdb + ee i, 


zusammen * Gleichungen zur Bestimmung der Differentiale da, db, 
de, ... liefert. 
60° 
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Von spateren Arbeiten!) aber die lineare Gleichung sei nur noch 
eine Abhandlung von Lorgna besprochen.?) Lorgna geht zunichst 
auf die vollstandige Gleichung’ mit konstanten Koeffizienten ein; er 
substitujert fiir die abhingige Variable y den Ausdruck 


yal” ‘adie. 7 o a) 


wo « und g neue Variable sind, wahrend » konstant ist, und driickt 
dy, ddy, ... durch 4, wu, y, du und das Differential dx der unab- 
hingigen Veranderlichen z aus. Nach Einfiihrung dieser Werte in 
die urspriingliche Différentialgleichung setzt er den Teil, welcher den 
Faktor y besitzt, fir sich gleich Null und erhalt so zwei Gleichungen, 
deren eine nur g und seine Ableitungen nach « enthalt, also als Be- 
stimmungsgleichang fir « benutzt werden kann. Zugleich ist Ord- 
nungeerniedrigung erreicht. Interessanter sind die Untersuchongen 
tiber die Gleichung 2. Ordnung’) 


Maz? = s3(a + ba*)ddy + 2(e + far)dady + (g + ha*)ydz', 
von der uns der Fall M—O schon wiederholt begegnet ist (vgl, 
S. 911 und 927). Durch die Substitution y= — ergibt sich 

x Maz? = 2*(a + bx*)dds + 4(—2a+e + (—2b4 fx*)\dxdz 
+(2a—e+g+ 2b—f+Ah)x")sdz’, 


und diese Gleichang ist genau von derselben Form wie die urspriing- 
liche. Die wiederholte Anwendung analoger Substitutionen 


wird daher wieder eine Cente der alten Form hervorbringen, 
namlich 


a” Md = 2*(a + bx*)\dde™-» + a(e —2ma + (f—2mb) x") dads™—" 
+ ((m + m)a — me +g + ((m + mb — mf + h)z")s"—Ddz?. 


Ist nun das letzte Glied gleich Null, so wird die Differentialgleichung 
bedeutend vereinfacht, und man kann ihr Integral leicht angeben. 
Ejn derartiges Verschwinden wird eintreten, wenn die Gleichungen 


matma—e)tg=0 und mb+m(b—f)+h—O0 


1) Siehe auch Memorie di Mat. e Fis. Soc. It., t. VII, 1799, parte I, p. 807 ff. 
*) Ebenda, t. II, 1784, parte I, p. 177 ff. *, Ebenda, p. 197. 
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bei gegebenen Koeffizienten a, b, c,... beide durch das namliche 
ganzzahlige m gelést werden; dieses Kriterium hat die besondere 
Eigenttimlichkeit von  unabhingig zu sein. Die Methode erinnert 
an die Laplacesche Kaskadenmethode fir partielle Differentialglei- 
chungen 2. Ordnung (vgl. 8. 1001 ff.). Auf dem nimlichen Wege leitet 
Lorgna ein abniiches Kriterium fir die Gleichung beliebiger Ordnung 


Max = x™*1(a + bX)yda® + am ti(e+ — , 
+ a™+8(f 4+ gX)ddydz"-? +. 
ab; die Substitution, die hier zum Ziel fithrt, ist 
=e 
y= ati 


Von den nichtlinearen Differentialgleichungen ist wegen 
ihres Zusammenhangs mit der linearen Gleichung 2. Ordnung, sowie wegen 
ihrer Bedeutung ffir die Flachentheorie, Physik usw., die Riccatische 
Differentialgleichung wohl die interessanteste. Man versteht darunter 
heutzutage die Gleichung | 


a = dy(z) + a,(2)-y +0,(2)-¥%, 


‘und es scheint, daB d’Alembert als einer der ersten den Namen in 
weiterem Umfang als friher fiblich gebraucht hat, wenn er die aus 


ddf ae —Aaxnf ° 
dx? 2ale 


a 


hervorgehende Gleichung als Riccatische bezeichnet.’) Spezielle 
Formen der allgemeinen Gleichung treten natiirlich viel friiher auf 
(vg. Cantor III’, 8. 880)*), aber Lagrange*) und Euler bezeichnen 
gewohnlich nur die Gleichung, die das Glied mit y* nicht enthilt, 
als Riccatische; allerdings sagt Lagrange‘) von der Gleichung 
aM md M 
dz* x dz 


(vgl 8.912), sie falle unter ,le cas général de Riccati“, sagt aber 


vermoge 


1) Histoire de l’Académie de Berlin, t. XIX, 1768 (1770), p. 242. *) Nach 
einer gitigen Mitteilang von Herrn Professor von Brauhmihl schon 1788 bei 
Euler: Commentarii Academiae Petropolitanae (1747), p. 46. *) Z. B. Mis- 
cellanea Taurinensia, t. III?, 1762/65 (1766), p. 189. *) Ebenda, t. I[?, 1760/61, 
p. 81. 
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nicht, was darunter zu verstehen: sei; die angegebene Gleichung fihrt 
mittels 
M es P f sdz 
auf 
ds m 
ag tha ta k=O, 


doch ist die Substitution selbst an der betr. Stelle nicht angegeben. 
Der Zusammenhang mit der linearen Gleichung 


ddy + Pdzdy + Qydz'? = 0, 


wo also P und Q Funktionen von z allein sind, sei hier im Anschlu8 
an Eulers Integralrechnung') dargestellt. Euler verlangt zunichst 
Ordnungserniedrigung, schreibt in tiblicher Weise 

q+ Pp+ Qy=0 
und erhilt mittels der Substitutionen p = «y und g = vy die Gleichung 


v=— Pu— Q. 
Es ist aber ' 
dy=uydx und udy + ydu = vydz. 
Also. . 
OF idee ee ee. 
y u 


daraus folgt mit Hilfe von 
v=—— Pu—Q 


endlich 


du + uudz + Pudz + Qdz = 0. 
Aus dieser Gleichung folgt bei Anwendung der Transformation 


K-+ Ms 


= LNs 


eine Gleichung von der Form 
de+ Pedx + Resdz + Qdz = 0, 


die sich von der vorhergehenden nur durch das Auftreten der Funk- 
tion. R unterscheidet; der am meisten ausgezeichnete Fall ist, sagt 
Euler, die Riccatische Gleichung 


dz + ezdz = azx"dz. 


Endlich ist zu erwahnen, daB Euler imstande ist, die Riccatische 
Gleichung bei Kenntnis eines partikuléren Integrals v durch die Sub- 


——— + oe 
“ 


) Institutiones calculi integralis, vol. II, p. 88 ff. 
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stitution ¢=v-+-« * in eine lineare Gleichung tiberzuftihren“) und bei 
Kenntnis zweier Partikulirlésungen durch Quadraturen zu erftillen; der 
Satz von der Konstanz des Doppelverhfltnisses von vier partikularen 
Integralen scheint erst in jtingerer Zeit gefunden worden zu sein.*) 

Von anderen speziellen Gleichungen, wie sie meist bei praktischen 
Aufgaben auftreten, sei beispielshalber die von Euler. behandelte 
ee =. : 

4nadas , 448 08 
dn? +4 nt i1—nn ° 
angefibrt*®); Nikolaus FuB peers _ die Glejchung 
(1 + 48) S57 — [(4n — 6) + n] & + (nn — n)s =0, 

welche einen Spezialfall der GauBischen Differentialgicichung dar- 
stellt, entwickelt s in eine Reihe nach Potenzen von ¢ und leitet aus 
der urspriinglichen Differentialgleichung durch Transformation ver- 
schiedene neue ab. Hine Gleichung, die sich von der Riccatischen 
dadurch unterscheidet, daB die abhingige Variable auch in der 3. Po- 
tenz auftritt, findet Euler gelegentlich eines mechanischen Problems.°) 
Auf eine Menge interessanter, spezieller Gleichungen 2. Ordnung kommt 
Legendre in einem Aufsatz tiber die Figur der Planeten zu sprechen.°) 
Ungleich mehr Interesse beanspracht die Theorie der Differential- 
gleichung 








dx dy 


yx y¥’ 

wo X und Y Polynome in z bzw. y sind, die allerdings im Zusam- 
menhang mit der Theorie der elliptischen Integrale zu betrachten 
ist (vg S. 795 ff). Hier sei nur eine Untersuchung angefiihrt, welche 
ausschlieBlich auf Methoden beruht, wie sie ftir Differentialgleichungen 
in Anwendung gebracht werden. In einer Arbeit aus dem Jahre 1768, 
die sich die Auffindung von Differentialgleichungen, welche ein Ad- 
ditionstheorem zulassen, zur Aufgabe macht, behandelt Lagrange in 
direktem Anschlusse an Eulers einschlagende Arbeiten (s. 0. 8. 807) 
zunachst") die Gleichung 


1) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. VIII, 1760/61 (1768), 
p. 82ff. Ebenda, t. IX, 1762/63 (1764), p. 162. *) Hier sei noch-ein Aufsatz 
von Lorgnu tber die Gleichung Qdx + Py*dx-+dy==-0 in Memorie di Mat. 
e Fis. Soc. It., t. HI, 1786 erw&hnt. *) Acta Academiae Petropolitanae 1780 
(1784), pars II, p. 8. *) Ebenda 1782 (1785), pars I, p. 107. +) Ebenda, 
1778, para II, p. 162. Auf diese Gleichung geht Stephan Kumovski (1734 
bis 1815) ebenda 1781 (1784), pars I, p. 147ff. wieder ein. Line andere spezielle 
Gleichung 1. Ordnung behandelt derselbe Nova Acta Acad. Petrop., 6. XII, 1794 
(1801), p. 192—196 (der Aufsatz stammt aus dem Juhre 1797;. ) Histoire 
de l’Académie des Sciences 1789 (1793), p. 372 ff. *. Miscellanea Taurinensia, 
t. IV, 1766/69, p. 104. 
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sa EM oes ee 
Yo+Ppo+yx? Vat pytry* 
Aus 
dx’ dy? 


a¥ =a-+ Bx+ yz? und dv’ =a + By + yy” 
erhiilt er durch Differentiation und darauffolgender Division mit = 


bzw. oy die Gleichungen 
oF = B + 2ya und 259 = B+ Qyy 
Die Substitation 2+ y= 7 liefert 


24 cP = 28 + 2yp, 
also : 
a, = VE + 2 Bp + yp" 
hierbei bedeutet & die Integrationskonstante. Mit Beriicksichtigung von 


dp _ dz-+dy 


p=zty ud 7 --a 


ere sofort die pleuinie: 


te ee oe 


welche den Zusammenhang svinehan 2 und y algebraisch ansdriickt, 
Analog fihrt die ns 2—y=q zm 
und damit zu ; 


VieF Be +78) V(t By t7V) -ViEF BE. 


Lagrange wendet seine Methode auch auf elliptische Integrale an 
und behandelt dann‘) allgemein die Gleichung 
| dz dy 
VX yy’? | 

wo X und Y dieselbe ganze rationale Funktion beliebigen Grades 
von x bzw. y darstellen; er probiert verschiedene mdgliche Formen 
der Integralgleichung’), fihrt aber die Untersuchung wegen ihrer 
Schwierigkeit nicht zu Ende; nach seiner Ansicht ist die Entdeckung 
weiterer Differentialgleichungen , die zunichst auf Transzendenten 
fihren, aber auch durch eine algebraische Gleichung _ sind, 
‘ nicht ausgeschlossen. 


— = — ~ 


") Miscellanea Taurinensia, t IV*, 1766/69, p. 111. *) Ebenda, p. 114, 124: 
Vel. S 810 dieses Bandes. 
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Totale Differentialgleichungen héheren Grades finden sich in 
EKulers Integralrechnung viel behandelt; der wichtigste Fall ist der- 
jenige, in welchem die eine Variable nicht explizite in die Differential- 
gleichung eingeht. Man erhalt dann das Integral zunachst in Para- 
meterdarstellung. So liefert’) 


z+ p® = apz, 
wo p= a bei Anwendung der Substitution p=- uz die Gleichungen 


14 u? Pit 
also vermége dy = pdz auch 
du(li—32 
y = @@4 Seat 4%) | 


Die SchluBgleichung zwischen z und y, welche gerade bei diesem 
Beispiel leicht aufzustellen ist, gibt Euler nicht an. Dagegen be- 
merkt er, da jede Gleichung zwischen z, y und p, die in z und y 
homogen ist, eine derartige Integration in Paramoterdarstellung ge- 
stattet. Durch die Substitution y= uz wird nimlich die Gleichung 
auf eine solche zwischen uw und p reduziert; die beiden Gleichungen 


: dy=udx+adu und dy =pdz 
ergeben : 
pdz—udz=xzdu, 


dm fm 
ee: 


folgt. Da sich aber p durch u ausdriickt, so ist damit z als Funk- 
tion von « und wegen y = uz auch y als Funktion von # gefunden. 
Hier sei auch noch eine Gleichung behandelt, auf welche Lagrange’) bei 
Gelegenheit der Untersuchung der Evolvente einer ebenen Kurve stéBt: 


1+(2) =a 1+(G%) dy 


a d*y — dy da 
dz? dz? 


woraus 


Er ersetzt das Argument von » durch » und erhalt mittels der Sub- 


stitution oy = die Gleichungen 
o — ORE ip und y+ PEAS _ gp). 


re ree we ee 


1) Institutiones calculi integralis, vol. I, p. 514. *) Oeuvres de Lagrange, 
t. IV, p. 694 ff. 
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Daraus folgt zunachst 
y+ “2 = 9(p) 


und durch Differentiation und Elimination von ds (mit Hilfe der 
ersten der beiden Gleichungen) 


dp, 
—“F = g'(p)dp. 


Hier hat man entweder dp = 0, d.b. p ist konstant, was in Verbin- 
dung mit 





- ¥ 
(z — p)*+ [Ly — o(p) P= 2° 
gibt. Im anderen Fall hat man die Gleichung 
, . 
——=9 (Pp); 


die sich auf die Form p= Z bringen laBt; Z ist hierbei eine Funk- 
tion von 2. Dann \a8t sich aber 


die Gleichung 


(1+ 2%edzx 
os oer ea = p 
in der Form 
x—Z 
di = 7 ne 4 
schreiben, was 
zyite? f- Zds 
; P Vises + cst. 


gibt; berechnet man endlich 2 aus 


yt 72 9% 


und setzt diesen Wert in die vorhergehende Gleichung ein, so ist das 
Integral der urspriinglichen Gleichung gefunden. 

Tiefer in das Wesen der Gleichungen héheren Grades und ihrer - 
Integrale dringt Monge ein.!) Er nimmt an, die algebraische Gleichung 
O = Ay*™+ Bry*-'+ Ca?y*-? +--- 

+ A’y"-) 4 Biryn-t+... 
+ AX ym Fe + ee 


1) Histoire de l’Académie des Sciences 1788 (1788) (Monge selbst szitiert 
1782), p. 719—724. Auefithrligher: ebenda 1784 (1787), p. 164 ff. 
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sei das ,allgemeine“ Integral einer Differentialgleichung, diese selbst 
sei gesucht. Monge zeigt, daB die auf normalem Weg, also durch 
wiederholte Differentiation und Elimination der Integrationskonstanten 
A, B,.... entstehende Differentialgleichung in bezug auf den héchsten 
darin auftretenden Differentialquotienten immer Yom ersten Grad ist 
und erlautert diese Ausfihrungen an dem Beispiel | 


Azt+ Bay + Cy =1, 
das nacheinander die Gleichungen 
2Azdz + B(xdy + ydx) + 2Cydy = 0; 
2Adaz* + Birdy + 2dxdy) + 2C(dy?+ yay) =0; usw. 


liefert.1) Aus dem Umstand, daB derartige Elimination der Integra- 
tionskonstanten stets auf Gleichungen 1. Grades fihrt, folgert Monge, 
daB Differentialgleichungen nur dann in bezug auf die héchste darin 
vorkommende Derivierte von héherem Grade sein kénnen, wenn die 
zugehérige Integralgleichung nicht alle ihre willktirlichen Konstanten 
in der 1. Potenz enthilt, und man wird auch, wenn man die A, B,... 
als Funktionen von neuen Konstanten a, b, ... ansieht, bei Elimina- 
tion der a, b,... auf Gleichungen hdheren Grades stoBen; das Gleiche 
findet statt, wenn zwischen den A, B, ... irgendwelche Relationen 
bestehen; darauf griindet er nun seine Integrationsmethode fir Glei- 
chungen héheren Grades: man ersetze letztere durch die zugehérige 
Differentialgleichung ersten Grades und héherer Ordnung, integriere 
und entferne die dabei auftretenden tiberzihligen Konstanten durch 
Substitution des Integrals in die urspriingliche Differentialgleichung. 
Als Beispiel gibt Monge die. Gleichung’”) 


dy? ad 
i (a? — x*) + 2ay od +a? — y= 0. 
Durch Differentiation folgt unmittelbar 
(a* — nt) oY ddy + xyddy = 0. 


Diese Gleichung ist in bezug auf.den 2. Differentialquotienten vom 
1. Grad; ddy = 0 gibt $¥— 4. Setzt man diesen Wert in die ur- 


spriingliche Gleichung ein, so erhalt man ohne weiteres 





——e 


') Dasselbe Verfahren auf die weitaus einfachere Gleichung 
Azx+ By+Cry—1 


angewandt hatte Monge auf die Schwarzache Abgeleitete goefiihrt. 
*) Histoire de l’'Académie des Sciences 1783 (1786), p. 725. 
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A? (a — 27) + 2Ary + a®— y= 0; 


liberzihlige Konstante tritt bier nattirlich keime auf. Monge sagt 
zwar nicht, daB:sich die gefundene Gleichung in zwei Linearfaktoren 
spalten lift; gibt aber dafiir die geometrische Bedeutung der Integral- 
gleichung an. Der Vollstandigkeit halber sei erwahnt, daB der andere 
Faktor 


(a? — 23)5% 4 zy =0 


in Verbindung mit der urspriinglichen Differentialgleichung deren 
singulares Integral (intégrale particuliére) 
x! + y* = q? 

liefert. Eine. andere Methode, die Monge in Vorschlag bringt, wird 
in Zusammenhang mit seiner Theorie der Beriihrungstransformationen 
erdértert werden (vgl. S. 983). — a 

Totale Differentialgleichungen mit mehreren Variabeln und Simultan- 
systeme von totalen Gleichungen behandeln wir aus praktischen Grinden 
erst nach den partiellen Gleichungen, zu deren Besprechung 
_ wir hiermit tibergehen. Wie schon erwahnt geht die Veranlassung 
zur Untersuchung bestimmter partieller Gleichungen zu Beginn un- 
seres Abschnitts, abgesehen von Fragen der Differentialgeometrie 
(vgl. Abschnitt XXIV, bes. S. 550ff.), noch hauptsichlich auf die 
Probleme der Praxis zuriick; das rein theoretische Interesse er- 
wacht erst viel spiiter. Es sind hauptsichlich die Probleme der 
Stérungstheorie, der Potentialtheorie und der Hydrodynamik, 
speziell der Saitenschwingungen, welche in diesem Sinne an- 
regend gewitkt haben. Das Potential wurde schon lange vor Green 
und -GauB benutzt, wenn auck anscheinend vor diesen beiden ein 
Name dafiir fehlt'); von der unter gewissen Umstinden hestehenden 
Méglichkeit, die Komponenten der auf einen Punkt wirkenden Kraft 
als Differentialquotienten ein und derselben Funktion darzustellen, 
wurde mit mehr oder minder deutlichem BewuBtsein von der Wichtig- 
keit dieses Umstandes Gebrauch gemacht. Schon bei D. Bernoulli?) 
und Lagrange’) tritt die Kraftefunktion auf, bei letzterem sogar far 
kontinuierliche Massen; Niveauflichen finden wir bei Maclaurin in 
seinem Treatise of fluxions 1742 und in der Figure de la terre 1743 von 
Clairaut. Die berihmte Differentialgleichung 2. Ordnung, welcher 


1) Nach einer gitigen Mitteilung von Herrn Prof. Stickel findet sich der 
"Name schon in D. Bernoullis Hydrodynamik. _ °*) Histoire de l'Académie de 
Berlin, t. [V, 1748 (1750), p. 861. Im folgenden wurden teils der vorerwibnte 
Aufsatz von Burkhardt teils verschiedene Aufsitze der Enzyklopidie der 
mathematischen Wissenschaften benutzt. *) Oeuvres de Lagrange, t. IV, 
p. 402 (aus dem Jahr 1777) und t. VI, p. 349. 
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das Potential V eines beliebigen Korpers auf einen auBerhalb ge- 
legenen Punkt mit den Polarkoordinaten 7, # und @ gehorcht, ist 
von Laplace 17827) ee dieser setzt fiir V in der Gleichung 


} 

ita ee byt) - en fee) I} | (Fa) $9 (257) 
zee — ‘ving Ore 

wo cos # = p, eme Sal atc mit fallenden Potenzen von r 
und bestimmt die Entwicklungskoeffizienten dieser Reihe. 1787 end- 
lich gibt er auch die Gleichung in — Kvordinaten 

ave, av 

att art oF 
die nach ihm benannt ist.*) Letztere Gleichung tritt zwar schon 
frither:-in der Dynamik inkompressibler Fliissigkeiten bei Lagrange®) 
auf, aber nur nebenbei, zufallig, weil sie eben der Natur des behan- 
delten Problems nach notwendig auftreten muB; bei Laplace hin- 
gegen bildet die Bestimmung der Eigenschaften der Funktion V den 
Kernpunkt der Untersuchung, die Differentialgleichung ist bei ihm 
mit voller Kinsicht ihrer Bedeutung in ;den Vordergrund geriickt. | 
Den direkten Anla8 zu Laplaces Arbeit gab das Problem der Attrak- 
tion der Sphéroide und das Problem der Erdfigur, mit dem sich auch 
Legendre beschiftigt hat‘). Die Untersuchungen auf diesem fitr die 
Astronomie bedeutungsvollen Gebiet fihrten zur Benutzung wichtiger 
Reihenentwicklungen und zur Verwendung der: Kugelfunktionen ® ) 
(s.o. S. 792); insbesondere die Gleichgewichtsfigur einer rotierenden 
Fltissigkeitsmasse, deren Teilchen sich nach dem Newtonschen Gesety. 
anziehen, war schon friiher besonders von Clairaut in seiner Figure 
de la terre behandélt. Es waren also Mechanik, Hydrodynamik und 
Astronomie in gleicher Weise, welche auf die Einfitihrung des Poten- 
tialbegriffes hinwiesen. Auf die Untersuchungen tiber den Fall, daB 
der Punkt wu, #, w innerhalb der anziehenden Masse liegt, auf das 
Auftreten des logarithmischen Potentials und ahnliche Ba kann 
hier nicht eingegangen werden. 

Die allgemeinen hydrodynamischen Gleichungen versucht La- 

grange zu integrieren (vgl. S. 1024); es sind indessen begreiflicher- — 
Weise nur speziellere Probleme, die zu brauchbaren interessanten Er- 


== (), 


') Histoire de l’Académie des Sciences 1782 (1785), p. 185. Dieser Aufsatz 
handelt von der Anziehung der Sphiroide und der Figur der Planeten. Man 


vgl. hierzu auch: ebenda, 1783 (1786), p. 26. 7) Ebenda 1787 (1789), p. 252 
in einer Abhandlung iber die Saturnringe.' ‘ *) Miscellanea Taurinensia, t. I’, 
1760/61, p. 273. Vgl auch oben 8. 914. *) Vgl. Histoire de l'Académie des 


Sciences 1784 (1787), p. 870. Ebenda 1789 (1798), p. 872 ff. °) Ebenda 1785 
(1788), p. 64 ff. 
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gebnissen gefiihrt- haben. Um von der Art der untersuchten Probleme 
eme Vorstellung zu gewinnen, seien einige Beispiele aufgefihrt. Euler 
behandelt das Problem der Fortpflanzung von Wellen, die von einem 
Stérungszentrum ausgehen, sowohl ftir die Ebene, wie fiir den Raum; 
diese Aufgabe ftihrt auf die. Gleichung 


1 (dds n (ds dds 
agh (act) ~ ¥ (ay) + Cav)» 
wo V den -Radius einer Welle bedeutet, und zwar ist # beim ebenen 
Problem gleich 3, beim entsprechenden raéumlichen Problem gleich 4 
za setzen. Die Fortpflanzung von Wellen an der Obetfliche eines 
Kanals von konstanter Tiefe behandelt Laplace 1778") unter der 
Voraussetzung, daB die Breite des Kanals nicht in Betracht kommt. 
Seien X,. Z die Koordinaten ¢ines Flissigkeitsteilchens zur Zeit ¢=0, 
X+az, Z+.as die Koordinaten desselben Teilchens -zur Zeit ¢ 
(c eine sehr kleine GréBe), d die Dichtigkeit, p der Dnt g das 
Gewicht des Teilchens, so findet Laplace: 


0= (5x) + Fz z)i 
04gd-(Z+as)+adX- (22%) 4 a2 Z. (a) + 2; 


d hedeutet dabei eine Differentiation, bei der ¢ als konstant behandelt 
wird. Die letztere’ Gleichung kann nur bestehen, wenn auch ihr 
2. und 3. Glied zusammen ein yollstandiges Differential in bezug auf 
X und Z bilden. Aus der Bedingung hierfiir erhalt man durch 
zweimalige Integration nach ¢ die Gleichung 


Gz) - &) 


und durch -Kombination mit 


(x) + (jz) -° 
die beiden folgenden: 


‘ s=o{(X+ ZY(—1)} + ¥iX— ZV(—1)} 
un 

c= —V(-1)- (9 X4+.2VE 0) + v[X-ZVE TM), 
dabei muB 9(X) = — ¥(X) sein, da fir Z7—0, d.h. am Boden des 
Kanals, s tiberall und bestindig Null ist. Mit Hilfe dieser beiden 
Gleichungen lassen sich ¢ und 2 fir alle panel? der Flissigkeit be- 


——_—_—, 


1) Histoire de l'Académie des Sciences 1776 (1778), p- BAA ff. Das Folgende 
nach Burkhardt a. a. O. 
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stimmen, sobald man ihre Werte an der Oberfliche kennt. Sei far 
diese Z = 1 -+ at, wo « eine beliebige Funktion von X ist, so erhilt 
man unter Vernachlassigung héherer Potenzen von a: 


O=9 (5x) +9 (5x) +9 (Ge) 


Laplace begniigt sich mit der Angabe eines partikulaéren Integrals © 
dieser Gleichung. Lagrange beschiftigt sich nach sorgfaltigen Lite- 
raturstudien mit der Untersuchung der Wellenbewegung an der Ober- 
fliche eines beinahe horizontalen Gewiissers von sehr geringer Tiefe') 
and kommt zu dem Resultat, daB sie den Gesetzen der Schallfort- 
pflanzung in einer ebenen Luftschicht gehorcht. Das wichtigste hier- 
her géhdrige Problem ist aber das der schwingenden Saiten und tber- 
haupt der musikaliechen Instramente. Abgesehen von der physikali- 
schen Bedeutung dieses Problems hat seine Behandlung nach den 
verschiedensten Richtungen hin fordernd und frachtbringend auf die 
Mathematik eingewirkt. Der ganze Streit fiber die Art der in- den 
willktirlichen Funktionen einer Integralgleichung zulassigen Unstetig- 
keiten, die intensive Beschaftigung mit den partiellen Differential- 
gleichungen 2. Ordnung, die schlieBlich notwendig zu einer Theorie 
dieser Gleichungen fihren muBte, wurde durch die genannte Aufgabe 
veranlaBt. Eben dieselbe fihrte — und das war, wenn man auch 
das Geleistete nicht zu erkennen vermochte, immerhin ein bedeutender 
Schritt — unbewuBt zur Darstellung einer Funktion nach Vielfachen 
von sinus und cosinus*); die Physik verdankt diesem Problem die 
Erfindung des Prinzips der Superposition der Wellen durch D. Ber- 
noulli®) und des Begriffs der Freiheitsgrade eines Systems, von dem 
Euler bei Untersuchung einer nicht in einer Ebene, sondern rium- 
lich schwingenden Saite Gebrauch macht.4) Um die in Frage kom- 
’ menden, ftir die Probleme der bezeichneten Art charakteristischen Dif- 
ferentialgleichungen der Bewegung bzw. deren Integral zu finden, 
stehen zwei Wege offen; der eine geht von den Bewegungsgleichungen 
einer kompressiblen Fliissigkeit aus, der andere bildet zuniachst das 
Gleichungssystem, das die Schwingungen einer endlichen Anzahl von 
Massenpunkten darstellt, integriert sie und sucht dann durch Grenz- 
tibergang das fiir einen kontinuierlichen Komplex von Punkten gel-. 


te ee ee 


1) Oeuvres de Lagrange, t. IV, p. 746 (Berliner Memoiren fiir @781). 
*) Vgl. diese Vorl., IIl?, 8. 905 ff, - *) Histoire de l’Académie de Berlin 1753 
(1765), p. 187, 189. Vgl. Journal des scavans 1758, p. 158.. .*) Novi Com- 
mentarii Academiae Petropolitanae, t. XIX, 1774 (1775), p. 340f. Das Problem 
der Schwingungen einer Saite mit Beriicksichtigung ihres Gewichts; Acta Aca- 
demiae Petropolitanae 1781 (1784), pars I, p. 178 if. 
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tende Integral daraus abzuleiten; den letztgenannten Weg schligt als 
besonders sicher und unanfechtbar Lagrange in seiner groBen Ab- 
handlung iber die Fortpflanzung des Schalles ein, da er den An- 
schanungen seiner Zeit gemiB die dem Grenztibergang innewohnenden 
prinzipiellen Schwierigkeiten nicht erkennt. Euler behandelt Saiten 
von ungleichmaBiger Dicke, und zwar will er von einer Saite, die 
‘ gus einer endlichen Anzahl von. Stiicken verschiedener’ Dicke zu- 
sammengesetzt ist, zu der Saite mit kontinuierlich verinderlicher 
Dicke itibergehen.’) Euler legte auf diese Untersuchungen viel Wert, 
da er glaubte, mit dem Nachweis, daB bei derartigen Saiten im all- 
gemeinen disharmonische Obertine auftreten, die (gerade von der mo- 
dernen Musiktheorie wieder aufgenommenen) Versuche widerlegen -zu 
kénnen, welche Konsonanz und Dissonanz, iiberhaupt die Harmonie- 
lehre mit der: Anordnung der Oberténe in Zusammenhang bringen.’) 
Die Theorie der Pfeifen warde von D. Bernoulli sehr geférdert*), 
der aus den Ergebnissen seimer Studien aber die Verhiiltnisse an 
 offenen und geschlossenen Enden auf den Grundton offener und ge- 
deckter Pfeifen schlieBt, auch den Satz findet, daB bei der gedeckten 
Pfeife die Schwingungszahlen der Oberténe ungerade Vielfache der 
Schwingungszahl des Grundtons sind; er behandelt auch das der Saite 
von verschiedener Dicke analoge Problem einer Pfeife von verinder- 
lichem Durchmesser. Pfeifen von nicht zylindrischer Form wurden 
von verschiedenen Forschern untersucht‘); eine Theorie der Blas- 
instramente fir beliebige Gestalt der Begrenzungsflaiche sucht La- 
grange abzuleiten und die allgemeine Liésung durch Superposition 
einfacher Schwingungen zusammenzusetzen.®) Endlich ist noch der 
Theorie der Schwingungen von Lamellen, Membranen und Glocken 
zu gedenken; die diesbeziiglichen [Differentialgleichungen werden an 
Ort und Stelle angegeben werden. 

Anf alle hierher gehérigen Abhandlungen konnte hier nur dann einge- 
gangen werden, wenn darin die eigentlich physikalische Seite des Problems, 
‘obwohl urspriinglich Veranlasserin und Urheberin der ganzen Unter- 
suchung, doch hinter den zur Lésung erforderlichen neuen Methoden 
und Theorien in solchem MaBe zuriicktritt, daB ihr Inhalt mehr den 
Mathematiker als den Physiker interessiert. So konnte z. B. die groBe 


or 7 ~= 


') Novi Commentarii. Academiae Petropolitanae, t. IX, 1762/68 (1764), p. 271 
und eben@a, t. XVII, 1772 (1778), p. 4824f. Endlich Miscellanea Taurinensia, 
t. II[?, 1762/65 (1766), p. 27—59. *) Vgi. auch D. Bernoulli in Novi Com- 
mentarii Academiae Petropolitanae, t. XVI, 1771 (1772), p. 268. .*) Histoire 
de l’Académie de Berlin 1758 (1755), p. 150. Histoire de l’Académie des Sciences 
1762 (1764), p. 431 ff. *) Ebenda, p. 470. 5) Wegen dieses Princips beruft 
er sich in den Miscellanea Taurinensia, t. lI*, 1760/61, p. 171 auf D. Bernoulli. 
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'Abhandlung von Lagrange tiber Natur und Fortpflanzung des Schal{s 
Beriicksichtigung finden; des gleichen Verfassers Aufsatz aber Hydro- 
dynamik in den Berliner Memoiren von 1781 muBte dagegen tiber- 
gangen werden, da er inhaltlich wie auch iuBerlich den ausgesprochenen 
Charakter einer Untersuchung auf dem Gebiet der theoretischen Physik 
besitzt; die darin auftretenden Gleichungen sind weistens zu speziell 
und die zu ibrer Liésung benutzten Kunstyritfe bei allem Scharfsinn _ 
zu wenig allyemein, als da8 sie die Anfstellung rein mathematischer 
Theorien hiétten zur Folge haben kénnen. 

Was die Integration der partiellen Differentialgleichungen betrifft, 
so erkannte man bald, daB das Vorkommen gerade der partiellen Dif- 
ferentialquotienten in einer Gleichung auf die Integralgleichung keinen 
anderen Hinflu8 ausiibt, als daB in diese willkirliche Funktionen eiu- 
gehen, so da} also das eigentliche Integrationsgeschift keinerlei Ope 
rationen erfordert, die von den bei gewohnlichen Differentialgleichungen 
hotwendigen prinzipiell verschieden waren.- Das Problem der Inte- 
gration partieller Differentialgleichungen la8t sich demnach in zwei 
voneinander unabhiangige Aufgaben trenyen, einmal in die Aufdeckung 

- der Art und Weise, wie die willkiirlichen Funktionen in das Integral 
eintreten, sodann aber jn die Forderung, alle durch die urspriingliche 
Gleichung definierten eigentlichen Integrationen fiir sich allein, d. i. 
durch Gléichungen darzustellen, deren Lisung keine willktrlichen 
Funktionen mehr in sich birgt; das sind eben totale Gleichungen. 

Deshalb begniigen Sich auch «die Matheinatiker, sofern es sich 
nicht um spezielle Gleichunyen handelt, meistens damit, die partiellen 
Differentialgleichungen auf totale zuriickzufiihren und fen Zusammen- 
hang zwischen den Integralgleichunge:rt der partiellen und _ totalen 
Gleichungen anzugeben. Diese Reduktion wird wiederholt als das 
Grundprinzip der Integration partieller Ditterentialgleichungen an- 
gesprochen; Laplace sagt') klar und deutlich: je regarde une équa- 
tion aux différences particlles comme intégrée, lursqu’elle est ramenée 
a l’intégration d'une équation aux différences ordinaires. Wegen einer 
ibnlichen Stelle bei Lagrange vergleiche man 8.972. 

Diese Reduktion auf totale Gleichungen hat am konsequen- 
.testen Monge in einer gruSen Abhandlung in den Pariser Memoiren von 
1784 durchgefiihrt.*) Er findet fiir die verschiedensten partiellen 
Gleichungen die entsprechenden totalen dadurch, daB er die partiellen 
Differentialquotienten mit Hilfe der Gleichungen, welche diese mit 
den totalen Differentialen verbinden, so weit als méglich eliminiert — 


") Histoire de l’Académie des Sciences 1778 (1777), p. 344. YVgl. auch die 
Histoire derselben Jahres, p. 44. *) Ebenda 1784 (1787), p. 118—192. 


Cawror, Geschichte dor Mathematik IV. 61 
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und dse so erhaltenen SchluBgleichungen derart zerfallt, daB sie un- 
abhingig von darin. noch- auftretenden partiellen Derivierten Geltung 
haben. Sei z. B. die lineare Gleichung 1. Ordnung 
Myn+NqtiL=0 

zu iabsprieréa, wo M, N, L gegebene Funktionen von 2, y und ¢, - 
p und q die partiellen Differentialquotienten von 2 nach a bzw. y 
sind.!) Diese Gleichung stellt, wie Monge sagt, lediglich eine Be- 
giehung zwischen p und g dar, aus welcher allei, dh. ohne das 
Hinzukommen einer weiteren Gleichung, » und g nicht jedes fiir sich 
berechnet werden kénnen.. Eliminiert man also p bzw. q mit Hilfe 
der immer bestehenden Gleichung 


de=pdz-+ qdy, 
so ergibt sich 

Mdz + Ldz = q(Mdy — Naz) 
und | 


Ndze + Ldy = p(Mdy — Ndz); 


damit das aber nicht zwei Bestimmungsgleichungen fiir q und p sind, 
miissen nach Monge die drei Gleichungen 


Mdz+ Ldx=0; Mdy— Ndx=0; Nde+ Ldy= Q 


yleichzeitig bestehen, die indes nur zwei voneinander unabhingige 
Gleichungen darstellen. Genau denselben Gedankengang verwendet 
Monge zur Behandling aller anderen partiellen Gleichungen, wie wir 
in-den einzelnen Fallen an Ort und Stelle s¢hen werden; hier sei nur 
mitgeteilt, wie Monge den Zusammenhang zwischen den Jntegralen 
der partiellen-und der totalen Gleichungen herstellt. Er betrachtet 
es nailich als wesentlich, da8, wenn wir das eben erwahnte Beispiel 
sibehalten, von den beiden totalen SchluBgleichungen nicht jede ein-— 
zelne ftir sich, sondern beide zusammen statthaben, und kommt so- 
dann durch eigentiimliche Deutung des Wortes simultan zum Integral 
(intégrale compléte) der gegebenen partiellen Gleichung, Er erklart den 
Begriff simultan folgendermaBen: Sind V =a und ("= 6 die vollstindigen 
Integrale des der partiellen Gleichung aiquivalenten Systems, so misgen, 
wenn beide gleichzeitig bestehen sollen, nicht V und U jedes einzeln 
konstant sein, sondern es mu8 U konstant sein, solange V es ist und um- 
yekehrt; ist hingeyen das eine variabel, so ist es das andere auch, ou autre- 
ment...elles sont fonctions l'une de l’autre, sans rien statuer d’ailleurs sur 
la forme de cette fonction. (Vgl. 0. 8. 536 und 561.) Man kann 
dieser gliicklichen Dialektik, durch welche Monge die Gleichung 
b= »(U) plausibel macht, nicht die Bewunderung versagen, wobei zu 


) Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 121. 
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bedenken ist, daB das Resultat, weil lingst bekanpt, niemanden in Er- 
staunen setzte und deshalb auch einige Nachsicht beziiglich seiner Her- 
leitung erwarten konnte. Verstindlicher wird dieser ganze Gedanken- 
gang, wenn man beriicksichtigt, daB Monge die Bildung des Integrals 
der partiellen Gleichung aus den Integralen der totalen Gleichungen 
als die ,opération inverse“ zur Elimination der willkirlichen Funktion 
aus einer gegebenen Integralgleichung angesehen haben will. Um 
diese Elimination méglichst einfach zu gestalten, verwandelt er z. B. 
die Gleichung V = o(@) mittels der Substitution U =a in die beiden 
Gleichungen 
U=a, V=g(a)=b, 

die zu gleicher Zeit statthaben miissen und zwar in ier Art, daB die 
eine die notwendige Folge der andern ist. Aus @U=0Q und dV =O . 
erhalt er 


7 ls =) dz + (J <) dy = 0 


( ax + (a dy = 0, 
woraus durch Elimination ,der onbestimmten GroBe“ — : - die ‘partielle 


Gleichung folgt: 
dU\ (dV aVy, (dV 
~ (az) (ay) — Gy) GG) | 
Statt Sf zu eliminieren, kann, wie Monge noch erwiéhnt, diéselhe 


SchluBgleichung durch Elimination einer Unbestimmten @ aus zwei 
anderen Gleichungen hervorgehen; letztere stellen dann ebenfalls ein 
der SchluBgleichung aquivalentes System dar. Den hier entwickelten 
ProzeB faBt dann Monge in folgende Regel zusammen: Man setve das 
totale Differential des Arguments der in der Integralgleichung auf- 
tretenden willktirlichen Funktion gleich Null, differentiiere sodann die 
Integralgleichung selbst derart total, daB dabei die willktirliche 
Funktion als Konstante behandelt wird und eliminiere endlich aus 
den beiden so saeaaa? pone, sowie der Integralgleichuny 


" die willktrliche Funktion $ a so erhalt wan die zur gegebenen Intégral- 


gleichung gehérige Differentialgleichung fir den Fall, da8 auch noch 
die Differentialquotienten der willkiirlichen Funktion in der Integral- 
gleichung auftreten, ist wenigstens hingewiesen. Nun ist diese 
Methode, aus dem Integral auf die Differentialgleichung zu schlieBen, 
in einem anderen Aufsatz') desselben Bandes der Pariser Memoiren 
“bereits ausfiihrlich auseinandergesetzt und an Beispielen erliutert; 


1) Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 85 ff. 
61° 


a 
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sie bildet nach Monges eigener Aussage die Grundlage fiir den In- 
halt der eben besprochenen gréBeren Abhandlung’), woraus zwar nicht 
auf die zeitliche Abfassung der beiden Artikel, wohl aber auf die 
Vorgeschichte des Gedankenganges, der Methode, die im den erwa&hnten 
 Aufsiitzen bercits vollistiindig durchgebildet, sicher, abgerundet und klar 
dargestellt und gehandhabt wird, ein Schlu8 gezogen werden kann. 
In dieser ersten Abhandlung stellt sich nun Monge die Aufyabe, 
irgendwelche geometrisch oder mechanisch ‘erzeugten Flachentypen 
analytisch, zunichst mit Zuhilfenahme willkiirlicher Funktionen und 
dann mit Hilfe partieller Differentialgleichungen, darzustellen; er ge- 
winnt so, wie jedenfalls schon friher, riickwiirts verschiedene kom- 
plizierte und dennoch integrable Differentialgleichungen. Sehen wir 
_ also in diesen Untersuchungen die Grundlage, den Ausgangspunkt fir 
die eigentlichen Forschungen Monges auf dem Gebiete der Diffe- 
rentialgleichungen selbst, so kénnen wir eine erste Entwicklungsreihe 
fiir diege aufstellen: Beschiftigung mit Problemen der F'lachen- 
theorie’), Aufstellang der Gleichungen von Flichenfamilien, Uber 
gang zu.den gleichwertigen Differentialgleichungen cures Elimination 
der willkiirlichen Funktionen jener Gleichungen, Vereinfachung 
des Eliminationsprozesses, Umkehrung dieser Methode. Daneben ist 
aber auch eine Anmerkung zu beriicksichtigen, welche Monge dem 
erwahnten Aufsatz fiber partielle Differentialgleichungen vorangeschickt 
hat: Dieses Memoire sei durch einen Lehrsatz veranlaBt (a été fait a 
Poccasion d’une proposition), den er der Akademie mitgeteilt babe; 
nach seiner Vollendung Habe man ihn darauf aufmerksam gemacht, 
da8 der Grundgedanke, allerdings nur in Anwendung auf Gleichungen 
1. Ordnung, bereits in einem Memoire von Lagrange in den Berliner 
Memoiren fir 1779 veréffentlicht sei. Monge weist sodann aut einen 
friiheren, verwandten Gedanken hin, den er 1771 der Akademie vor- 
gelegt und hernach in den Savans Etrangers far 1773 verdffentlicht 
hatte, nimlich auf die Tatsache, daB sich fir die partielle Gleichung 
Mp ¢ Nq =0, wo M und N Funktionen von z, y and z sind, die- 


selbe Integralgleichung ergibt, ob man jetzt 2 als Konstante oder als | 


Variable behandelt. On y verra, fahrt er fort, que cette proposition, 
dont jétois dés-lors fortement occupé, est le germe de ce qui fait 
Pobjet du Mémoire actuel, et qu'elle a dQ me conduire aux résultats 
que je ‘présente. In der zitierten Abhandlung sind aber wiederum 





re 


') Tout ce que je me propose de dire sur cet objet, étant fondé sur le 
procédé que j'ai exposé dans le Mémoire précédent. Histoire de l’Académie 
des Sciences 1784 (1787), -p. 118. *) Hierbei empfing Monge u. a. mancherlei 
Anregungen durch die diesbeziiglichen Arbeiten von oe und Meusnier, 
die er auf p. 92 bzw. p. 106 zitiert. 
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grometrische Uberlegung und Behandlungsweise in den Vordergrund 
geriiekt, ist geometrisehe Versinnlichung das Ziel der Untersuchung; 
Monge konstraiert namlich genau wie friiher nichts als Flachen, die 
durch eine gegebene Raumkurve hindurchgehen und eine gegebene - 
Integralgleichung erfillen; bei Besprechung von eiitzelnen Beispielen 
wird er dann zu dem crwihnten Satz gefiihrt; er schreibt’) die 
Differentialgleichung m der Form 


02 eCe 
M+ Nag Q, 


deutet hierbe: durch die Symbole 0, ¢, d die verschiedenen Differen- 
tiationen an (vyl. S. 885) und erwahnt, daB sich statt des Integrals 
z= g(V) auch z= @(V + wz) schreiben liBt. Nachdem er den Satz 
auch analytiseh bewiesen hat, weist er zum besseren Verstindnis noch 
auf die Gleichungen 


dyé@z—adzxcze=0; dyde—darz= 0; dydz— Zdziz—=0 
hin, wo Z eine Funktion von ¢ ist; diese Gleichungen huben bzw. 
die Integrale 
s=g(arty); z=glsrty); s=g(4r+y), 


so daB also die Variabeln z und Z auf dieselbe Weise in das Integral 
eintreten wie die Konstante a. | 

Das allgemeine Prinzip der Behandlung. purtieller Differential- 
gleichungen, wie Laplace, Lagrange und Monge es iiben, d i. ein- 
fach die Reduktion auf totale Gleichungen, unbektimmért darum, ob 
diese integrabel sind oder nicht, hat Trembley miBverstanden; er 
betont naimlich — was nichts Neues ist —, daB die zwei totalen 
Gleichungen, auf ‘welche ‘Lagrange die lineare partielle Differential- 
gleichung 1. Ordnung zurtickgefiihrt hat, ebenso schwierig zu inte- 
grieren sind als die urspriingliche Gleichung, und geht deshalb un- 
mittelbar auf die partielle Gleichung selbst ein. An diese Unter- 
suchung kniipft sich eine ganze Reihe anderer Aufsitze, die alle 
dieselbe Methode in ungeheuren Rechnungen durchfihren; wir werden 
bei Gelegenheit der Gleichung 2. Urdnung darauf zuriickkommen. 

Auch Cousin zieht die direkte Behandlung der partiellen Differen- 
tialgleichung der Diskussion der gleichwertigen totalen Gleichungen vor; 
ja wahrend die zeitgendssischen Mathematiker froh sind, die partiellen 
Gleichungen auf totale -reduzieren zu kénnen, verwandelt er gerade 
umgekehrt gewodhnliche Differentialgleichungen in partielle; er und 
nach ihm Trembley suchen integrable Fille, die sich in vorgegebener 


— 


") Mémoires présentés par divers Savane 1773 (1776), p. 288 corollaire II. | 
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Weise integrieren lassen, una gehen deshalb im allgemeinen von einer 
gegebenen Integralgleichung aus. Die totale Differentialgleichung 
2. Ordnung 
1 
aay dz dz + lt Q, 


wo w eme Funktion von 2, y und Ad darstellt, verwandelt Cousin’) 
durch die Substitution ay = vermoge dz = — dz+ dy in die 


Gleichung 
i ee = b= 0, 


wobei die partielle Differentiation in der Schreibweise nicht besonders 
angedeutet wird; er ersetzt also mit anderen Worten das Simultan- 


system 


dz dy 
a tem; gems 


durch eine partielle Gleichung, wahrend man gewdhnlich an Stelle 
letzterer das erwahnte Simultansystem betrachtet. Ist jetzt z. B. 


pp = as? + Bs + y, 


wo «, B, y Funktionen von z und y allein sind, so setzt Cousin als 
Integral die Gleichung an: - 


x gene oy et ei (ydz + (B +6) dy}|: 


Damit die hier angedeuteten Integrationen ausgefiihrt werden kénnen, 
miisyen aber die Bedingungsgleichungen 


ae: a d d 
i +qe—0 und Sie — 08 +0) = 5) tar 


bestehen; aus ihnen folgert Cousin die Gleichung 


da 4d’ d-. ie 
gar t™ ~sastae dy — bas 
da ap 
dx ay 


und bespricht auch den Fall, da8.ihr Nenner Null ist. Interessanter 
werden die Untersuchungen, die sich an die Annahme knipfen, das 


Integral von 


1, Histoire de l'Académie des Sciences 1778 (1781), p. 442 Vgl. auch 
e Hietoire, p. 42 
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ge + as = — a. ye = 0 
lasse sich in der Form 

B+ F(K)=0 
darstellen, wo B und K Funktionen von z, y und g sind. Cousin 
leitet aus dem Integral durch partielle Differentiation nach xz bzw. y, 
wobei z als Funktion von 2 und y zu gelten hat, und Elimination 
von F” eine Gleichung her, von der er verlangt, daB sie bis auf einen 
Faktor » mit der gegebenen Differentialgleichung iibereinstimme. 
Auf diese Weise ergibt sich 


dKdB dBdK | aBaK dKaGB_. et 


de dy dz dy”) ds dx de dz ”*} 
aKaB  akaB _ 
dz dy dy dz VE- 
Durch Elimination von wy folgen endlich die Gleichungen: 


(r) ie (ag +" y) — Gz (ae + dy) ~% 


yal ees Pe fed an) 78 


oe dy \de —" de) ~ ay ae — 


da “dg 
Cousin nimmt nun spezielle Formen fiir B und K an, um inte- 
grable Falle aufzufinden; so setzt er 
Be=met+t+neond K=Me4+ N, 
wo m,n, M, N Funktionen von z und y allein sind. Ist wieder 
fam az? + Bo + y, 


80 folgen bei Substitution dieser speziellen Werte in (T’) durch 
Nullsetzen der Koeffizienten von ¢ und z? Relationen zwischen m, n. 
M und N, aus deren einer die Gleichung 


m= M - p(x) 

gefolgert werden kann. Interessant ist nun, daB Cousin eine eigene 
Bezeichnung fiir die Funktionaldeterminante einfiihrt, indem er‘) 
mM statt - af ee te aaa analoge Symbole an Stelle éhnlicher 

y dx dx dy 
Ausdriicke schreibt. Damit geht die Gleichung (/) mit Berticksich- 
tigung -von m = M- (x) in 

— pM'9;(x) = mMet + (mN+nM)e+nN 


1) Histoire de l’Académie des Sciences 1778 (1781), p. £49. 
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fiber; es soll aber 
wast Bz + y 

sein. Durch geschickte Kombination der verschiedenen allmiahlich 
aufgesteliten Relationen und Integration erhilt Cousin die GréBen 
m,#, M, N in ziemlich verwickelter Form ausgedriickt durch «, 8, 7, 
sowie durch vier willkfrliche Funktionen g;(7); pi:(z); fi(%); fur(x); 
da aber diese GriiBen teilweise unter Iutegralzeichen auftreten, miissen 
. noch gewisse Integrabilitatsbedingungen erfiillt sein, welche die prak- 
tische Anwendung der ohnehin komplizierten Cousinschen Formeln 
erschweren. Im folgenden') geht Cousin zu Gleichungen héherer 
Ordnang liber; fiir die Gleichung 


dZt+aLt+pL+7=0, 


wo Z einen Differentialquotienten beliebiger Ordnung von y nach x 
bedeutet, und die «, #, y Funktionen von 2, y,2 und samtlichen Ab- 
- leitungen von 2 bis / sind, versucht er ein erstes Integral von der Form 


(mZ+n)+ F(MZ+N) =. 
Endlich*) nimmt er 
B= me tn; K = Mz + Net-!4..., 


was auf ganz ungehcure Aasdriicke fihrt. In einer spateren Abhund- 
lung*), die vor der. fritheren gréBeree Ubersichtlichkeit voraus hat, 
kommt er auf diese Untersuchungen zurtick; er erwihnt, da8 man 
die beiden vollstiindigen ersten Integrale einer totalen Differential- 
gleichung 2. Ordnung erbélt, indem man in dem Integral der 2zu- 
gehérigen partiellen Gleichung einmal! die willkGrliche Funktion selbst, 
das andere Mal ihr Argument gleich einer Konstanten setzt. Ist 
wieder B+ F(A) == 0 das Integral von 
az Z| i ree 

so ergeben sich genau wie friher die elelchunien (I) und (.4). 
Cousin nimmt jetzt allzemeiner 


My 


Be=m- -etmt- z4 zr 54. 
und 
K = Mz + M, + = i Ms 
1) Histoire de l’Académie des Sciences 1778 (1781, p. 442. Die im Text 


angefihrte Gleichung p. 468. *) bbenda, p. 469. *, Ehenda 1783 (1786), 
p. 649 ff. 
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und fthrt der Ktirse halber GréBen N, My, My,... eID, WO 


aM dm. dM, a,dm, 
og ~ Maw Gg — a 


dM, dm, dim 
m 9 MO my, ae scary’ da "s3-:: 


Es mége hier gestattet sein, die vielen einzelnen Gleichungen, die 
Cousin angibt, um das Bildungsgesetz erkennen 7u_ lessen, ae 
eines allgemeinen Index i in eine zusammenzufassen: 


abel . dM. 


m —— a Mm, a 
| dM, m, 3 
— 2m, - 2 Me 


i 
_G-nm4 = 2 a+ (i Maton, 


Diese Gleichung gilt in sinngemaBer Anwendung schon fir 7=0 und 11. 
Setzt man jetzt die unendlichen Reihen fir B und K in die Gleichung 
(I) ein, wobei Bund K wie Funktionen von drei voneinander unab- 
hangigen Variabeln z, y, 2 zu behandeln sind, so ergibt sich durch . 
Nullsetzen aller Koeffizienten der einzelnen Potenzen von ¢ eine 2. Gruppe 
von Ausdriicken fir die GréBen n, die wir wieder mit Hilfe des Buch- 
staben i in eine Gleichung sammeln: 


dm, d M, dm,_. ad M, 





My, - may — M;,— dy ae amg dr 
é dM. 
— dm, 1.9 ‘=e 
2M, dy |- 2m, ay 


l ; aM 
— (¢—1) M, a. + (i—1)m, dy = he 
unter #_,, das sich fir ? = VU ergibt, ist hierbei die Zahl 0 zu versteben. 
Mit Hilfe der eben gefundenen Relationen folgt aber 


aBadK dBdadk ts 
dy dz” de 7 ours vag 


Fahbrt man fiir die Funktionaldeterminante 
dmdM dmdM 


. dy dx az dy 


wieder das Symbol mM ein (Cousin laBt jetzt die Punkte weg), so 
kann man schreiben 
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€@BdK adaBaK 
dy dx dx dy 
+ (m,M + m,M, + m, M, + mM) 5-1 ++ 


= mM 2’ + (m, M+ mM,)s +m,M +m, M, + mi, 


und setzt man endlich die zwei zuletzt erhaltenen Gleichungen in (4) 
ein, so ergibt sich unter der Annahme, da8 p von der Form 


ast + Bety += ++: 


ist, nachstehende Folge von Gleichungen: 
mM = an; 
m, M+ mM, = an, + Bn; 
m, M+ m, M, + mM, = on, + Bn, + yn: : 
m, M + m,M, + m,M, + mM, = an, + Bn, + yn, +n 


usw. Mittels dieser Gleichungen berechnet nun Cousin ,sukzessive 
die GréBen m, m,, M,, m,, M, usw. Die Gleichung 


| dm aM, 
= Mam ay 7% 
die in der 2. Gruppe von Ausdriicken fiir die 1, enthalten ist, liefert 
nimlich m= M-2,, wo 2, eine zunachst willkfirliche Funktion von 
x allein bedeutet. Mit Hilfe von »_, —0 ergibt sich aus mM = an 


bei Berticksichtigung der Bedeutung von mM und » die Gleichung 


iy m ao M, 
d. h. 
= M = fady 
wo X, eine neve willkiirliche Funktion von z allein bedeutet. So 
kann man fortfahren, indem man immer zuerst ein m, und dann das 
zugehérige @f, berechnet; es hat aber keinen Zweck, die sehr kom- 
plizierten Formeln hier énitrateilen Die dabei auftretenden willktr- 
lichen Funktionen 2,, X,,7,, X;,... miissen dem jeweils vorgelegten 
speziellen Problem entsprechend gewahit werden; ihre Bestimmung 
erlautert Cousin an einem konkreten Fall, um sodann zur totalen 
Gleichung 3. Ordnung, die auf eine partielle 2. mee fiihrt, fiber- 
zugehen. . 

Wir wenden uns im folgenden zur partiellen Gleichung 1. Ord- 
nung und beliebigen Grades mit drei oder mehe Verinder- 
lichen. Da die Gleichung ». Ordnung wegen ihrer physikalischen 
Bedeutung anfiinglich im Vordergrund des Interesses stand, so kam 


‘ Xy, 
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es erst sehr spat zu einer eigentlichen Theorie der Gleichungen 1. Ord- 
nung, und alles, was auf diesem Gebiet vor Lagrange geleistet 
wurde, verdankt weniger planmaSiger Uberlegung als Kunstgriffen 
und geistreichen Versuchen sein Entstehen. So wird begreifhich, was 
im ersten Augenblick wundernehmen mu8, daB lange Zeit die 
Gleichung 1. Ordnung nicht mehr Fortschritte machte als die Glei- 
chungen héheren Grades: man integrierte eben, was man integrieren 
konnte, und da lagen einfache Gleichungen héheren Grades oft viel 
niher als komplizierte 1. Ordnung; allerdings sind die derart ge- 
fundenen integrablen Typen meist wenig allgemein. Als erste Ab- 
handlung haben wir einen Aufsatz von Hulér zu nennen'); die Frage- 
stellung ist etwas kompliziert und die partielle Gleichung tritt nur 
nebenbei verschleiert auf. So stellt Euler die Aufgabe 


Pdx + Qdy 


zu einem totalen Differential @V zu machen, wenn gleichzeitig die 
Relation 
. Pz + Qy =—0 


besteht; zur Lésung der Aufgabe schreibt er 
dV = Paz + Qdy = Py- Ween acy und erkennt daraus, dab V und 


Py Funktionen von S = 7 sein. miissen.?) Ziemlich nebenbei, im 


Corollar I*) tritt der eigentliche Charakter der Aufgabe deutlicher 
hervor; es ist sara darauf hingewiesen, daB 


p— (42) mt o= (i 


ist. In einer Menge von LEinzelbeispielen behandelt Euler sodann 
die allgemeinere Aufgabe, V aus 


adV = Pdz+ Qdy 


ga bestimmen, wenn P und Q durch eine beliebige Nebenbedingung, | 
wie z. B. 


PP + QQ= 2x + yy,‘) 


verbanden sind. Der wichtigste Fall ist aber der, daB Q eine Funktion 
von P allein ist.) Ist 


1) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. IX, 1762/63 (1764), 
p. 170 ff. *) Diese Schlu8weise ist durchaus nicht neu; vgl. Cantor III*, 
S. 901. *) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, 't. 1X, 1762/68 (1764), 
p. 176. ‘) Ebenda, p. 196. *) Ebenda, p. 192. 
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| dQ = RdP, 
go mu, wie Euler findet, 
a+ Ry = 


sein, wo JI irgend eine Funktion von P bedeutet, und es wird 
| V = Px + Qy — {MaP. 
Auch Relationen zwischen y, P und Q nimmit Euler an, so 
P=anV; V= mPx +nQy; 


endlich verlangt er, daB V eine beliebige Funktion von P und Q 
allein sei.) Es ist leicht, die zugehérigen Differentialgleichungen, 
auf die diese Aufgaben im Grunde genommen hinauslaufen, anzugeben, 
wenn man nur bedenkt, daB P und Q eigentlich partielle Differential- 
quotienten sind; nur die Fassung der Aufgaben ist fiir uns ein wenig 
fremdartig: Euler fa8t, wenn wir den Unterschied noch einmal aus- 


-cinandersetzen sollen, . 
adV = Pdz+ Qdy 


als Ausgangsgleichung und die partielle Gleichung als Nebenbedingung, 
wihrend wir gerade umgekehrt letztere als Hauptproblem, erstere 
als Hilfsgleichung ansehen. 

Wenig systematischer und tbersichtlicher sind die Bemerkungen 
d’Alemberts tiber die lineare partielle Differentialgleichung; wie 
Euler beniitzt er zur eigentlichen Integration totale Gleichungen. Die 
Gleichung 


oo 


at 4 AO + Cg = 0, 


wo A und C Konstante sind, verwandelt er’) mittels der Substitution 
q= é? in 


se 4 Aae aee sar 9 0, 
d. i, wenn 
da =adz + Bds 
gesetzt wird, 
ae+AB+C—0. 
Da aber 
adz + Bdz 


mit anderen Worten . 
Bde — Cdz — ABdz 


ein totales Differential, namlich da, sein soll, muB 





1) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. IX, 1762/68 (1764), bzw. 
p. 199, 208, 209. *) Opuscules mathématiques, t. IV (1768), p. 286. 
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B= 9(s — Az); 
hieraus ergeben sich unmittelbar « und m. Die Gleichung 


A 


z+ +a = 0, 


in der € und @ Funktiorien von x und z sind, geht vermdge 


dz=madx + Bds 


a+§spt+o=—9Q 
fiber, und das Problem redaziert sich auf die Aufgabe, 
Bdz — $Bdz — adz 


zu einem volistandigen Differential zu machen. D’Alembert unter- 
scheidet einzelne Falle, in welchen ihm die Integration gelingt, wenn 
‘ mamlich Bdz oder EBdx oder endlich dz — §dx vollstindige Diffe- 
rentiale sind. - Kurz “darauf untersucht er die Gleichung 

4 oe + §q=9J, 


re 


die sich mittels q =” auf den vorigen Fall reduziert, sowie die 
Gleichung, die sich durch Addition einer weiteren Funktion ergibt. 

Wie ungeordnet, unzusammenhangend und uniibersichtlich die 
Kenntnisse auf dem Gebiet der Gleichung 1. Ordnung waren, zeigt 
der diesbeziigliche Abschnitt in Eulers Integralrechnung. Trotzdem 
ist daselbst wenigstens ein Versuch gemacht, die verschiedenen ge- 
sammelten Resultate in eine gewisse Ordnung zu bringen und stufen- 
weise vom Kinfachen zum Schwierigeren vorzudringen. Der einfachste 
Fall ist der, daB die Gleichung nur eine der beiden purtiellen Ab- 
- leitungen enthalt. Die Gleichung 


(13) = 

dr 

integriert Euler dadurch, daB er das gleichwertige 
dzg—adz+qdy 


nach den fir totale Gleichungen mit 3 Variablen geltenden Methoden 
belrandelt. Er nimmt also zunichst y konstant an, woraus dy = 0 
folgt, und erhilt aus de = adz die Gleichung 


z= ax + const. 


Indém er jetzt die Integrationskonstante als Funktion von y auffaBt, 
hat er das gesuchte Integral bereits gewonnen; durch Differentiation 
erhalt er némlich riickwirts: 
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ds =adz + dy-f'(y) 


und daraus (52); wie verlangt. Euler weist auch auf die Tatsache 
hin, daB die Integrabilitatsbedingung fir 
de=adz+qdy 


nur dann erfallt ist, wenn g eine Funktion von y allein ist. Nach- 
dem er weiterhin die Gleichung 


(js) - x 


wo X eine Funktion von 2 und y baw. von « und ¢ oder gar von | 
allen 3 Variablen z, y, 1) ist, genau auf dieselbe Weise in der Form 


s— {Xd + fly) 
integriert hat, wendet er sich zu Gleichungen, die beide Abgeleitete 


ds dz 

(z,)—~P wud (7) 4 
aber keine der 3 Variablen 2, y, ¢ enthalten, d. i. zu den Gleichungen 
der abwickelbaren Flichen. p = gq z. B. fihrt auf 


dze=pi(dz + dy) 
und bei ngian der Substitution z+ y= auf 
dg=npdu, 


woraus folgt, daB » eine Fanktion von 4 allein sein mu; daraus 
ergibt sich endlich 
e=uf(r+y). 


s(t) +0(85)-> 


behandelt Euler der vorigen analog durch Einfithrung von 


Die Gleichung 


pa —ay=&. 
Partielle Integration zieht er in dem Beispiel pg = 1 heran*); 


dz= pdx + qdy 
gibt naémlich : oF 
z= patay—f (rdp +ydq) 
(vel S. 1013) und damit 


wee ee 


') Institutiones calculi integralis, vol. III, bzw. p. 41, bb, 58. *) Ebenda, 
p. 74. 


Totale und partielle Differentialgleichungen. 961 


ds—pr+4— { (cap — “ap) 
Hier muB notwendig 
eee 2 
x — 3 f (Pp), 


d. h. eine Funktion von p allein sein; das Integral — ,,solutio gene- 
ralis“, wie Euler hier, oder ,,completa“, wie er bald darauf sagt — 
besteht dann aus den zwei Gleichungen 


om * + f(p) und r= 24 of) Tt (P) 


zwischen denen man sich p eliminiert denken mu8. Von den hierher 
gehérigen Gleichungen sei noch 
pp+qq=1 


erwahnt, sowie der Fall, daB g eine beliebige Funktion von p ist. 
Enthialt die yegebene Differentialgleichung auBer p und gq noch die 
Variablen z, y und s, so unterecheidet Euler wieder verschiedene 
Typen. Fir die Behandlung der Gleichung P= @Q, wo P eine 
Funktion von p und 2, Q eine solche von qg und y ist, gibt er fol- 
gende Regel'): Man setze P =v und demzufolge auch Q = v, berechne 
p als Funktion von 2 und v, q als Funktion von y und », bilde 
ferner bei konstantem wv die Integrale 


frdc=R wd [qdy—S. 
Diese Integrale liefern aber riickwarts, wenn man | jetzt auch « als 
variabel ansieht, die ‘Gleichungen 
a@R=pdz+Vdv und dS=qdy + Uadr; 
damit aber dann 
ds=dR+ dS —dv(V + U) 


integrabel werde, muB 
V+U—fP'(), © 


welch letztere Gleichung mit 
z=R+S — f(v) 


zusammen das gewiinschte Integral darstellt. Das Verfahren beruht 
im Prinzip auf der Variation der Konstanten. Den ganz allgemeinen Fall 


2 8 


1) Inatitutiones calculi integralis, vol. III, p. 180. 


962 Abechnitt XXVIL. 


einer beliebigen Gleichung zwischen p, q, x, y und ¢ erwihnt Euler 
zwar'), weiB ihn aber natiirlich nur in speziellen Fallen zu behandeln. 
Um sich einen Begriff zu machen, wie er sich in solchen Kinzel- _ 
fallen zu helfen wei8, sei seine Integration*) von 


Z=pP+qQ 


kurz skizziert, wo Z eine Fanktion von z allein ist, P und Q Funk- 
tionen von z und y bedeuten. Ein Multiplikatorensystem L, M, N 
liefert hier 


Ldz= Lpdz+Lqdy; MZdx = MpPdz + MqQdz; 
NZdy = Np Pdy + NqQdy; 
dureh Addition folgt 
Ldz + Z(Mdz + Ndy)=p((L+ MP) dz + NPdy) 
+q(L+ NQdy + MUQdz). 
Kuler verlangt jetzt das Bestehen der Proportion 
| L+MP:NP=MQ:L+NQ, 
L=—MP—  NQ, 
“umd erhalt so die Gleichung 
—d3s(MP+ NQ)+ Z(Madz + Ndy) = (Mq — Np)(Qdr — Pdy). 


Kin never Multiplikator R, der Qdx — Pdy integrabel macht, habe 
die Gleichung 


d. h. 


R(Qdz — Pdy)=dU - 


zur Folge; ferner sel WP CNS. ebenfalls integrabel = dV, was 


durch geeignete Wah! von M und N immer. erreicht werden kann. 
Durch Einfiihrung der GréBen-U und V in die umgeformte Diffe- 
rentialgleichung ergibt sich endlich 

(MP + NQ)(— de + ZdV) = M4 . au, 


woraus ersichtlich wird, def RUMPTNG eine Funktion von U allein 


sein muB. Diese Einsicht fahrt unmittelbar zu dem gesuchten Integral 


a 
- 5 A-V+f(0). 
Aus den angefihrien Beispielen geht hervor, wie Euler nach Bedarf 





') Institutiones calculi integralis, vol. II, p. 142. *, Ebenda, p. 168. 


2s 
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die verschiedensten Hilfsmiittel als Substitutionen, teilweise Integrationen, 


 Multiplikatoren zur Lésung heranzieht und durch die uneinheitliche 


Behandlungsweise, die thm selbetverstindlich in’ keiner Weise zum 
Vorwurf gemacht werden kann, nicht einmal den Gedanken an die 
Moglichkeit eimer allgemeinen Integrationstheorie aufkommen 1JaBt; 
das unausgesprochene Grundprinzip, das — abyesehen von den ersten 
Beispielen, die nach der fir totale Gleichungen dreier Variablen 
liblichen Methode gelést sind — bei allen seinen Aufgaben zur An- 
wendung kommt, besteht ‘darin, daB er die partielle (ileichung zu- 
nichst in eine totale verwandelt, in dieser durch geschickte, dem ge- 
yebenen Fall angepaBte Umformung einen gréBstméglichen inte- 
grablen additiven Teil absondert, und endlich aus dem Umstand, daB 
ja auch der itibrige Teil der Gleichung ein exaktes Differential sein 
muB, Nutzen zu ziehen sucht. 

Euler behandelt auch die Gleichung 1. Orduung mit 4 Variablen. 
Sei v die abhangige, x, y, 2 seien die unabhiingigen Veranderlichen, 


dv =pdz+qdy+rdz. 
Dann geht z. B. die Gleichung 
ep + Ba +yr=0') 


tiber in 
ydv = p(ydx — adz) + qlydy — pdz), 
und daraus wird mittels-der Substitutionen 
yx—ag=t und ypy—Ppe=u 
die Gleichuny . 
ydv = pdt + qdu. 
Euler folgert 


v= T(t&u)=C(yrx—az& py — pai 
oder auch 


v= T(Z-=& 4) 


Im folgenden behandelt er u. a. die Gleichungen 
prtqytrea=net+s, 

wo S eine Funktion von x, y, 2 ist, und 
pL+qM +rN=(, 


wo L, M, N Funktionen von z bzw. y bzw. z allein sind. Von Glei- 
chungen héheren Grades seien 


oe 





1) Institutionea calculi integralis, vol. TI, p. $23. 
Cantor, Geschichte der Muthermatik LV. 62 


964 | _ Abschnitt XXVI. 


8 
| ‘pqr=1 und parm = 
erwihnt') (vgl. auch S. 552); auf ihre Integration kann hier nicht 
eingegangen werden. Euler macht sodann die besondere Annahme, 
daB sich v, d.i. eine Funktion der 3 Variablen z, y, ¢, auch als 
Funktion zweier Variablen von der speziellen Form ¢ = ax + Bz und 
u=yy-+0¢ auffassen lasse, und driickt die Ableitungen von v nach 
x,y, 4 durch diejenigen nach ¢ und u aus. Unter der Voraussetzung, 
daB die homogene Gleiehung (vgl. S. 1025) 
de dv\ dv 
A(z) + BGG) + (ze) — % 
wo A, B, C Konstante sind, in die geschilderte Kategorie gehére, 
kommt durch Anwendung der beschriebenen Transformation die 
Gleichung. 
d ; dv\ 
(3) (4a + 08) + (75) (By + C0) = 0, 
welche vermége £ = = und “= a zur Identitat wird. 

Der Zeit etwas vorgreifend yehen wir hier auf die Methode vor 
Laplace ftir die partielle Gleichung 1. Ordnung ein, um dann die 
Lagrangeschen Arbeiten auf diesem Gebiet im Zusammenhang 
bringen zu kénnen. Zu Beginn seiner bertibmten Abhandlung fiber 
die Gleichung 2. Ordnung kommt Laplace auch auf die Gleichung 


om (52) +a) +¥ 


zu sprechen*), wo @ eine Funktion von z und y, V eine solche von 
x“, y und z ist, und stellt sich ausdriicklich die Aufgabe, sie auf 
totale Gleichungen zurtickzufihren. Durch Einfihrung einer neuen 
Variablen «, die eine noch zu bestimmende Funktion von z und y 
sein soll, erhailt er, indem er z einmal als Funktion von + und y, das - 
andere Mal als Funktion von x und « auffaBt: 


ram (2) 40-4 (20-00 


A2= (2 ory: + (52) - On, 


Ox 


au — (52) ae + (22). y. 


La 
= 


ee eee eee ee 


1) Institutiones calculi integralis, vol. II, bzw. p. 228, 432, 435, 440 
2) Histoire de l’Acudémie des Sciences 1773 (1777), p. 344. 
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Fiihrt man die dritte dieser Gleichungen in die zweite ein, so erhalt 
man durch Vergleichaung mit der ersten | 

Oz ds\ (du 

(55) ~ (Ga) - G5): 


(52) ~ (sz) + (Ge) (aa) 


Demnach geht die vorgelegte Differentialgleichung iiber in 


om (2) + (2). a) 4 (2) 4) 4-7 


Da « noch unbestimmt ist, so kann man trennen in 


Ou Ow 
| Om (52) +e(53) und 0= (55) + Vv. 
Die letzte Gleichung reduziert sich, wenn aus der vorletzten y als 
Funktion von 2 und « bekannt ist, auf eine totale Gleichung (weil 
man « wahrend der Integration als konstant ansehen kann). Die 
vorletzte Gleichung ftihrt, wie Laplace sich ausdrtickt, durch Kom- 


‘bination mit é6 - (5 =) ex + G5 =) ey auf die Integration von 


cy —acz = 0. 


Um das Argument der willkirlichen Funktion der Integralgleichung 
zu erhalten, braucht man, wie Laplace angibt, nur das Integral der 
letzten Gleichung nach der Integrationskonstanten aufzulésen. La- 
place hat also im Grunde genau dieselben totalen eretenungen wie 
Lagrange, denn die zwei Gleichungen 


0 = (52)" + V und oy — abe = 0 


sind, abgesehen von dem fir die Integration -unschidlichen Parameter v, 
nichts als die bekannten Lagrangeschen Gleichungen 


Ox oY C2 


1 a V 
in etwas anderer Form — und das ist nicht verwunderlich, da in 
letzter Linie alle Integrationsmethoden auf dieses charakteristische 
System zurtickkommen werden; aber die klare, elegante, die Bedeutung 
jenes Vereins von Gleichungen viel schirfer betonende Darstellung 
von Lagrange zeigt deutlich, daB sich Lagrange seines Fort- | 
schritts, der die endgiltige Erledigung der in Frage stehenden Glei- 
chung bedeutet, vollkommen bewu8t war; auch ist bei Lagrange 
von der Beschrinkung des « Abstand genommen. Was das Entstehen 
der Laplaceschen Methode anlangt, so weist sie deutlich auf die 
Kulersche Behandlung partieller Differentialgleichungen ‘durch Hin- 
62* 
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fibrung neuer Variubler Cin (vgl. S. 994); ftir die Gleichung 2 Ord” 
nung, die Laplace in dem namlichen Aufsatz behandelt. gibt er 
selbst Eulers Integralrechnung als Quelle an. 

Von den Lagrangeschen Abhandlungen ist zuers{ ein gréBerer 
Aufsatz in den Memoiren der Berliner Akademie von 177% zu nennen '), 
welcher der partiellen Gleichuny 1. Ordnung beliebigen Grades ge- 


widmet ist. Sei « eine Funktion von s und y allein, p= und 
d 


q= ae wobei die partielle Differentiation nicht hesonders angedeutet 


wird. Die Integration einer Gleichung beliebigen Grades zwischen 
u, 2, y, p uud g hedeutet dann nichts anderes als die Aufsuchung 
einer Gleichung zwischen «, 2 und y allein. Die gegebene Diffe- 
rentialgleichung gestattet nun, wie Lagrange sagt, etwa qg dureh 
u, x, y, p aaszudritcken; ,,die Gré8e p ist hierbei noch anbestimmt, und 
die ganze Frage reduziert sich darauf, p derart zu bestimmen, daB die 
Gleichung di = pds + qdy oder vielmehr du.— pdx — qgdu = t) in- 
tegrabel wird.“ Lagrange verlangt also, daB Midu — pls -- qu) 
das totale Differential einer Funktion NV von #, 2 und yg wed Das 
ergibt sofort die drei Gleichungen 





aN y an dN” 
ae “== J: We = — Mp; ay = — M q, 
welche sich durch folgende drei ersetzen lassen 
aM a(Mp), aM _ aMq, di Mp) — _ 4.49), 
dlr du? dy du? dy dx 


Die letzte Gleichuny laBt sich aber auch in der Form 
dp dy d Me AM 
U Cae ‘) +P Pty ae dy 0 


schreiben. woraus durch Hinfithrung der heiden ersteren (ileichungen 


dp dq di Mq; Salas | 
M (i? — y d *) - P- da oa ab 


kommt. Daraus folgt endlich 


dp dq dq , dp 
“dy dx Pau Tv Lin = sa 


_DieSe Gleichung, von der Lagrange noch eine zweite Herleituny 


gibt, ist nichts sidered als die leis eats eangung fiir die totale 
Gleichung 
du --pd«c—qdy=0 





") Oeuvres de Lagrange, t. III, p. 519. Die Lagrangeschen Arbeiten 
sind ibersetzt in Oxtwalds Klassikern der exakten Wissenschaften. 
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-mit den dre: Variablen u, x und y und ist als solche lingst bekannt, 
wie Lagrange selbst mit den Worten ,connue depuis longtemps“ 
zugibt: vollkommen neu ist indessen die Anwendung, die Lagranye 
von ihr macht. Er denkt sich niimlich mit Hilfe der gegebenen 
Ditferentialgleichung y (oder p) durch a, y, u und p ausgedritckt und 
in die genannte Integrabilitétsbedingung eingesetzt: diese detiniert 
dann p als Fanktion von uw, « und y. Scheinbur ist damit wenig 
erreicht, denn die neue (Gileichung hat vier Variable u, 2, y und p; 
bedenkt man aber, daB die Gleichung linear ist, daB ferner eine parti- 
kulire Lisung, wenn sie nur eine willkfirliche Konstante enthalt, die 
»Solution générale et complete“ der ursprfinglichen Differentialgleichung 
liefert, so J&Bt sich schon ersehen, welche Bedeutung sie unter Un- 
standen erlangen kann. Um letztere Behauptung zu erweisen, ver- 
wendet Lagrange einen auf der Variation der Konstanten beruhenden 
- Gedankengang. Sei « die Integrationskonstante, welche, wie verlangt, 
in die partikulére Lésung fiir p eingeht. Es ist dann 


est. - {Mu (du — pdx — ydy)=N 
das Integral der Gleichung 
du — pdx — qdy = 0; 
N ist eine Funktion von u, 2, y und «. LiBt man jetzt « variieren, 
s0 ist 
: aN 
aN = [Mau — pdx = qdy) + [AX aes 


da uber der Ausdruck unter dem ersten Integralzeichen ein vollstan- 
diges Differential ist, so muB ae wie Layrange folgert, - da 
ein solches sein, d. bh. es muB - eine Funktion f(a) von « allein 
sein. Somit erhilt Lagrange die beiden Gleichungen r 
> dN ; 
N — f(a) = est. und Te = f’(a) 


mit der willkiirlichen Funktion f, zwischen denen man sich « eliminiert 
denken muB; .V hedeutet hierbei den durch Integration von 

M (du — pd — qdy) 
bei konstantem « erhaltenen Ausdruck in u, 2, y und «. Hier sei 
bemerkt, daB Lagranyes Gedankengang nicht véllig uuvorbereitet 
war. Wie schon yezeigt, fihrt Euler die Lésung von (“.) == au iad 


einigen fhnlichen Problemen auf die Integration einer totalen Ditf:- 
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rentialgleichung mit drei Variablen zuriick, und es ist wohl nur die Ein- 
fachheit dieser Beispiele daran schuld, daB er die Integrabilitats- 
bedingung dieser Gleichung nicht staérker betont und mit zur Integration 
heranzieht (vgl. S. 960 oben); in seinem Aufsatz ven 1762 formuliert 
er das Problem der Integration der partiellen Differentialgleichung 
1. Ordnung als die Aufgabe, Pdz + Qdy zu einem totalen Differential 
zu machen, wenn zwischen P und @ eine Nebenbedingung besteht 
(vgl. S. 957), wahrend Lagrange dasselbe von du — pdz — qdy 
fordert: der Gedanke, die Integrationskonstante einer gegebenen Glei- 
chung variieren zu lassen, findet sich endlich auch schon bei Euler 
(vgl S. 959 unten). Von den Beispielen, an denen Lagrange seine 
Methode erGrtert, sei nur eines mitgeteilt: Fir g= P, wo P eine 
Funktion von p allein, erhalt man als Integrabilitétsbedingung 


dp dp dp dp 
dy? ae FP Pant Pag? 


' Man findet leicht p = a, d. h. g = A und demnach 


‘du —adx— Ady = 0. 
Daraus ergibt sich 


N=u—axz— Ay; oN —2— Ay =f'(@); 


daraus ist a zu berechnen und in 
“—axz— Ay — f(a) =0 


einzusetzen. In dieser Weise zéhit Lagrange noch eine ganze Reihe, im 
ganzen neun, Fille auf, in welchen man mit der erwahnten linearen Hilfe- 
gleichung zum Ziele kommt; darunter befindet sich z. B. der Fall, 
daB die gegebene Differentialgleichung eine der beiden Variablen x 
- oder y nicht enthalt. Die erwahnte partielle Gleichung mit vier 
Variablen benutzt er hierbei lediglich als Hilfsgleichung, die unter 
Umetinden, also etwa in den erwahnten neun Fillen, mit Erfolg be- 
nutzt werden kann; daB durch sie allgemein die Integration der 
Gleichung beliebigen Grades auf den linearen Typus zurtickzuftihren 
ist, vermag er nicht einzusehen'), und daran ist wohl die grofe All- 
gemeinheit dieser Idee schuld. Daftr weiB er aber seine Methode, 
aus einer Partikularlésung (,,intégrale particuliére“) das _,,intégrale 
complete“ herzustellen, ihrer vollen Bedeutung nach zu wirdigen, in- 
dem er sie als ein hesonderes ,Prinzip“ hinstellt.*) Endlich zeigt er, 


1) In seiner Abhandlung von 1785 (vgl. unten) gesteht er selbst zu, die 
alfgemeine Gleichung hdheren Grades nicht lésen zu kdnnen. *) Oeuvres de 
Lagrange, t. Ill, p. 571. 
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daB statt eines partikuléren Wertes von p oder 7 ein solcher von w 
mit zwei willkiirlichen Konstanten und allgemein ftir den Fall, dab 
% eine Funktion der n Variabeln 2, y, z,... ist, ein partikulirer 
Wert von uw mit » Konstauten genau dieselben Dienste leistet.’) 
Diese Bemerkung ist sehr wichtig; Lagrange zeigt damit den Zu- 
sammenhang zwischen vollstandigem und allgemeinem In- 
tegral einer partiellen Gleichung; dabei ist beachtenswert, daB er in 
dieser Abhandlung den Wert von «4 mit » Konstanten noch nicht 
als vollstandiges Integral, sondern nur als partikulire Lésung ansieht. 

In seiner groBen Abhandlung fiber die singularen Integrale vom 
Jahre 1774 geht Lagrange, nachdem er den Zusammenhang von 
vollstandigem, singulérem und allgemeinem Integral ausfihrlich dar- 
getan, wieder auf die Integration der partiellen Differentialgleichuny 
1, Ordnung und: beliebigen Grades ein und zwar gibt er Integrations. 
methoden fiir verschiedene susgezeichnete Gleichungstypeh. Ist z. B. 
eine Gleichung der Form 


dz _ dz 
faz» *) ~ F(z: 9) 
vorgelegt *), so setzt er®) genau wie Kuler, der diese Gleichung auch 
schon beliandelt hat (vgl. 8. 961), (52 a5 z) gleich einer Konstanten o, 


berechnet aus dieser Gleichung — 


integriert endlich bei konstantem a. So ergibt sich 
su X+ 


als Funktion von x und a und 


wo X eine Fanktion von x und a, & eine solche von y und @ ist; 
ganz avalog fibrt 
dg 
a F (F ’ y) 


auf eine Gleichung , 
e= Y+ §, 

wo Y eine Funktion von y und a, §& eime von z und a bedeutet. 
Da aber bis auf eine additive Konstante # = Y und ¥ = X sein 
mu8, so ergibt sich 

gm X+YV+5. 
Letztore Gleichtng ist, weil sie die zwei Konstanten a und } enthilt, 
als das volistiindige Integral der yegebenen (tleichung anzusehen. Die 
Gleichung 


ad - oo _— ~~ 


1) Oeuvres de Lagrange, t. Ill, p. 572. *) Schon 1772, ebenda, p. 561. 
*) Ebenda, t. IV, p. 80. 
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dz dz 
f (5 z? dy? s) a= 0) 
fiibrt ait Hilfe der Substitutionen Z = = und iy =aZ auf 
%+ay= |Z + b, 
wobei Z aus 
f(Z, aZ, 2) =0 


als Funktion von z und a berechnet werden muB. Von gréBter 
Wichtigkeit ist das folgende Beispiel'), namlich die auch von Laplace 
behandelte Gleichung 


dz dz , 
ig ay oO 
wo V eine Funktion von,z und y, Z eine solche von x, y und z ist. 
Lagrange multipliziert mit dx, addiert beiderseits i dy, erbalt da- 
durch 

dz =—(Vdz + dy) rf 4 LZdz 
und setzt, gewissermaBen versuchsweise, 


Vdx + dy =0. 


Integriert man diese Gleichung, wobei die Integrationskonstante a 
auftritt, und differentiiert wieder, indem man jetzt « als variabel an- 
sieht, so ergibt sich eine Gleichung | 


Vaz + dy = Ada, 


wo A eine bekannte Funktion von z, y und « ist. Mit Benutzung 
dieses Wertes ergibt sich aber 


dz= Aj da + Zaz. 


Layrauge verlangt nun, daB man y durch z und « darstelle und 
den betretfenden Ausdruck in die letzterwabnte Gleichung einsetze; 
diese reduziert sich dann bei konstantem « auf die totale Gleichung 


dz = Zax. 
Die Integrationskonstante dieser Gleichung, fihrt Lagrange fort, 


_—- 


', Ebenfalls schon 1772 behandelt, doch sind die der partiellen Gleichung 
¢utsprechenden totalen noch nicht erkennbar. Vgl. Oeuvres de Lagrange, 
t. JI}. p 562. 
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fasse man als willkiirliche Funktion von « auf, und hat somit. da 
bereits « als Funktion von z und y durch das Integral von 


Vde+dy=0 


bestimmt ist, ohne weiteres das allgemeine Integral der gegebenen 
Differentialgleichung. Hier sind also die beiden totalen Gleichungen 


Vdx+dy=0 und s= “dx 
wirklich angeschrieben, wenn auch noch nicht in ibrer vollen Bedeu- 
tung erkannt. Lagrange sagt aber nicht, die Gleichung 
dz — (Vax + dy) He 4+ Zdz 
ist jedenfalls erfillt, wenn siciehasitig 
Vdzx+dy=U0 und 2= Zadr; ” 


sein Gedankengang beruht vielmehr eher auf der Idee der Variation 
der Konstanten, deren Anwendung hier, in einer Abhandlung ther 
singulare Jntegrale, wo fortwihrend Differentiationen nach Intevra- 
_tionskonstanten auftreten, besonders nahe lag, oder, wenn man will, 
auf der Einfitihrung einer neuen Variablen «, die durch die Gleichung 


Vda + dy = ¢) 


definiert wird. In ganz ahnlicher Weise behandelt Lugrange sodann 
die Gleichungen 


r= Vy+ Z, 
r 2 q . d l . 2 ad iz 
wo V eine Funktion von 22 und ier Z eine solche von ss a 
dz dy da’ dy 
dz dz. 
und 2-45 -— Nas ist, und 


dz r , 
ig e + Z, 
wv od ” . ° ad e le 
wo VF eine Funktion von x und igs 7 eine solche von 2, ee und 


12 ° . . 
g— yo ist, Es ist noch darauf hinzuweisen, daB Lagranye der 


Gleichung 
dz dz , 
dr is dy t 4 
unter den angefihrten Beispielen keine ausgezeichnete Rolle «nerkennt, 
sondern sie einfach als einen integrablen Fall unter auderen inte- 
yrablen Fallen amsieht. Zur Beschiftigung mit diesen Beispielen 
gaben wahrscheinlich folgende Umstiinde die Veranlassung: Lugranve 
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suchte das singulire Integral einer partiellen Differentialgleichung 
aus der Integralgleichung abzuleiten, fand, da8 dies leichter ist, wenn 
nicht das allgemeine, sondern das bereits friiher von ihm entdeckte, 
mittlerweile auch in seiner Bedeutung erkannte vollstandige Integral 
gegeben ist, und suchte demgemaB das volistandige Integral fir ver- 
schiedene Gleichungstypen zu bilden; dem ist nicht entgegen, da8 er 
in dem speziellen — . 

de 
oF =V ee Z 
- gerade auf das allgemeine Integral gefihrt wird. 

Mittlerweile fallt Lagrange auf, daB er in der eben besprochenen 
Abhandlung die partielle Differentialgleichung 1. Ordnung, in der die 
Differentialquotienten nur linear auftreten, integriert hat; er erkennt 
das Prinzipielle der Methode und gibt 1779 eine Verallgemeinerung 
derselben. Wie Laplace formuliert er’) vorher die Aufgabe: ,Man 
weiB, daB die Kunst der Integration bei partiellen Differentialglei- 
chungen nur in der Zuriickfihrung dieser Integration auf die von 
gewohnlichen Differentialgleichungen besteht, und da8 man eine 
partielle Differentialgleichung dann als integriert betrachtet, wenn 
inre Integration nur mehr von derjenigen einer oder mehrerer totalen — 
Differentialgleichungen abhingt.“ Lagrange gibt sodann ohne weitere 
Begriindung folgende Regel: Ist 


nt+Ps +05, + enone 


wo P, @Q,...Z beliebige gegebene Funktionen von 2, y,¢,... 2 
sind und ¢ selbst eine unbekannte Funktion von 2, y, ¢,... ist, so 
bilde man die ,équations particuliéres“ 


dy—Pdx=0; dt—Qdz=0:...; de—Zdxz 0, 


integriere und lése nach den Integrationskonstanten «, B, y,... auf. 
Das gesuchte Integral der urspriinglichen Gleichung ist dann . 


a= p(B, 7, ...), 


wo 9 eine willkirliche und unbestimmte Funktion ist; das Integral 
wird ,compléte“*) sein, weil es eine willkiirliche Funktion enthalt. 


") Oeuvres de Lagrange, t. 1V, p. 625. Im AnschluB an diesen Aufsatz 
steht eine’ Bemerkung von Charles fiir den Fall, daB die gegebene Differential- 
gleichung in den drei Variablen r, y, zs homogen ist: Histoire de l’Académie des 
Sciences 1784 (1787), p. 848. *) So schreibt Lagrange, obwohl er friher 
zwischen allgemeinem und volistindigem Integral unoterschieden hat. , 
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Hinen Beweis gibt Lagrange nicht an, sondern verweist einfach 
auf seine Integration der Gleichung 


dz dz 
eo VRtZ. 


Erst im Jahre 1785 kommt Lagrange wieder auf die lineare 
Gleichung zuriick, um einen Beweis fiir seine Methode zu geben.') 
Far det Fall von drei Variablen u, 2, y sei wie herkémmlich 


aw d du 
dz P MO ay 2, 
gesetzt; die gegebene Differentialgleichung sei 
a Xp+ Yq=U, 


wo X, Y, U belidbige Funktionen von «, 7 und y sind. Es ist dann 


von selbst 
du = pdx + qdy. ; 


Durch Multiplikation beider Gleichungen folgt 
(Xp + Yq)du — U(pdz + qdy) 
p(Xdu — Udz) + q(Ydu — Udy) = 0. 
Lagrange nimmt nun - die beiden Gleichungen 


Xdu—Udz=0 und Ydu— Udy = 0 


oder 


seien in der Form integriert 
a= A, p= B, 


wo A und B bekannte Funktionen von «, 2 und y, ferner a, B die 
Integrationskonstanten sind. Lagrange fihrt jetzt statt 2 und y 
die eben bestimmten Ausdriicke A und B als neve Variable a und f 
in die urspriingliche Differentialgleichung ein. Er erhalt zuniéchst 


dA dA dA 
und ganz analog 3 
aB aB aB 
dpm a, aut Gy ae + Gg, Fy. , 
Fiir die hierin auftretenden Derivierten von A und B lassen sich 


aber zwei bemerkenswerte Relationen aufstellen. Betrachtet man 
namlich die Funktionen A und B als Integrale von 


1) Oeuvres de Lagrange, t V, p. 548ff. 
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Adu — Uda =U und Ydu — Udy = 0. 


sind also A und B inviais so ist 


— dd 
se qu + Ge dx + Fy dy = Q 


und ebenso 


iB iB 
a du+ Far + S$? ay ¢y = 9; 


d. h. es miissen die “Olelesungen 


qBX  aBY 


ic + de ata Uv =0 


dA xX 
14, OX 44g ns 
identisch bestehen, also auch wenn man A und B nicht mebr als 
Integrale, d. i. als Konstante, sondern als neue Variable a Aus 


den letztangefihrten Gleichungen kann man aber sofort “ — und 


berechnen: mit Hilfe der so erhaltenen Ausdriicke lassen sich dann 
die Differentiale dey Variablen « und f# in der Form schreiben: 


da = 4, Ge (Udz — Xdu) +7 Go (Udy — Yau); 


dp = +, 5" (Ude — Xdu) + a 42 (Udy — Yau); 


daraus ergibt sich 
dB 


Xdu — Udz = +(5 sz 


ly da — “y “ dp); 


: : Uda . 
Vdu — Udy = 7 Cas dB — ies = de), 


wo zur Abkiirzuny. 


—e ee oe ome «+ > ee 


ay dy da dy dz 
gesetzt ist. - 
Lagrange fiihrt jetzt diese Ausdrticke in die der gegebenen 
iquivalente totale Differentialgleichung 
piXdu— Ude) + q(Vdu — Udy) =% 


ein und erhalt dadureh 


ec: yn 
ie dy 
a= { 
dat ioapyn gp ib=" 
Pity Tax , 


wobei der Fahktor 7, der, gleich Null ge-etzt, unter Umstanden auch 
eine Lisung liefert, stillschweigend fortvelassen ist. Da diese Liffe- 
rentialvlechnag, fahit Layrange fort, nur die beiden Differentiale 
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da und df enthiélt, so kann sie nur in der Art bestehen, dub der 
Koeffizient von df, wenn man fir 2 und y ihre Werte in a, 8B und u 
_einsetzt, wie sie sich aus A=a, B= ergeben, eine Funktion von 
« und # allem ist, d.h. es muB nach ausgefiihrter Substitution xu 
von selbst herausfallen. Setzt man also diesen Koeffizienten- gleich 
einer beliebigen Funktion /(«, 3), so geht die Differentialgleichung 
in die neue fiber 
da + f(a, pydp =, 


; ; ae : * 
die sich immer in der Form 


F(a, 8) = 0 


integrieren laBt. Krsetzt man endlich, sagt Lagrange, die Hilfs-- 
variabeln « und ,j wieder durch ihre Werte in z, y und wu, so ergibt 
sich das Integral 

FA, B) = 0, 


und F wird eine beliebige Funktion sein, du f eine solche ist. Ja-. 
grange fihrt den anulogen Bef®eis noch fiir den Fall vou vier Verinder- 
lichen und weist darauf hin, da8 er fiir noch mehr Variable in ahi- 
licher Weise erledigt werden kann. Lagrange betrachtet sodann*) 
den speziellen Fall 


-du du rp Ah ; ws 
ai a ee eat ees ea ae 
A= + Vig “y= t+ S+7u, 
wo X, }, Z,... Funktionen der unabhingigen Variablen 2, y, 2, - 


ailein, S und 7 vou allen Variablen auBer « sind. Das System 
Xdu—i(S+ Tuidxr—mO; Vda — (84+ Tujdy = 0; 


Adu—(S+ Tudz == 0; ... 
hefert dann 
Vda — Xdy=0; Zdz-- Xdz=),... 


d. h. GiJeichungen, in welchen uw nicht mehr vorkommt. Hieraua er- 
halt man die y, z,... durch ec vnd die willkiirlichen Konstanten 
B, y, ... ausgedriickt. Endlich ist 


*Sedaz i= poise 
St ao e” * Sdx 
Hee 7 = m~— ae HG 
NX 


0, 


so daB man nach Substitution der eben berechneten Ausdriicke fir 
y, z,... auch « durch z ausgedriickt erhiilt. 
An die Abhandlungen von Lagrange aus den Jahren 1772 and 


1) Ueuvres de Layraunge, t. V, p. 554. 
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1774 aber die nichtlineare Gleichung 1. Ordnung knépft Legendre 
an‘): wichtiger erscheint hier der Hinweis auf eine Arbeit von 
Charpit tiber denselben Gegenstand, in der die zwei Methoden von . 
Lagrange in -glticklicher Weise vereinigt sind; Charpits Unter- 
suchungen, der Akademie im Jahre 1784 flberreicht, kamen nicht in 
den Druck; alle Nachrichten tiber ihn und seine Methode verdanken 
wir der Darstellung bei Lacroix.’) ,La mort“, heiBt es da, ,enleva 
ce jeune homme au moment od ses talens donnaient de grandes 
espérances.“ Die Integrabilititsbedingung fiir die totale Gleichung 
dreier Variablen 
dz=pdz+qdy 
ist, wile Wir uns erinnern, 
na iat ar — Pas ~% 
wo p und g als Funktionen von z, y und ¢ gedacht sind. Ist nun 
eine Relation Z = 0 zwischen den finf GrdBen 2, y, s, p und g gegeben, 
so kann man mit ihrer Hilfe p oder q in die Integrabilitatsbedingang 
einsetzen und hat damit eine lineare partielle Differentialgleichung 
1. Ordnung mit vier Variablen gewonnen (vgl.S. 966ff.). Man erhalt 
nimlich durch Differentiation 


aZ= Adzx+ Bdy+ Cdz+ Ddp+ Edq=0 
und daraus 
a B+ E44 Ce BY 
: Poe .- _°% ond Pa alee 
dy _D ds 
Fibhrt man diese Werte in ‘die Integrabilitétsbedingung ein, so er- 
wibt sich 


DAt 4+ E49 + (Eq + Dp) 34 4+-B+ Cq—0, 


(. i. die gesuchte lineare Gleichung, wenn man noch p mittels Z = 0 
eliminiert denkt. Auf diese Gleichung wendet jetzt Charpit die 
Lagrangesche Methode fir lineare Gleichungen an (vgl. 8. 972) und 
erhaélt dadurch unmittelbar 


Ddy — Edx =0; Dde —(Eq + Dp)dz =; 
Ddq + (B + Cq) dx = 0, - 


wo p durch seinen Wert in z, y, 2 und q zu ersetzen ist. Wenn 


oo --—-—-— 


') Histoire de l’Académie des Sciences 1787 (1789), p. 887. *) Lacroix, 
Traité du calcul différentiel et dua calcul intégral, 2. édit. Paris 1814, t. II, 
p. 548. 
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T —a, U=bund V —c die Integrale dieser drei Gleichungen sind, so 
ist V = p(T, U) das allgemeine Integral der linearen Gleichung, d. h. 
eine zweite Relation zwischen 2, y, s,p und g, die mit Z=— 0 zu- 
sammen derartige Werte von p und q liefert, daB die Gleichung 


dz = pdz + qdy 


eventuell mit Hilfe eines Multiplikators integrabel wird. Man schreibt 
heutzutage seit Monge’) etwas allgemeiner und tibersichtlicher 

Ps 2, Seen cs a SE chs 

A+Cp B+(Cq Dp+ Eq DD E 
und wird so auf eine Relation zwischen 2, y, 2, p und q gefihrt, die 
nebep. Z = 0 besteht. 

Auf die Behandlung der linearen Gleichung mit drei Variablen 
durch Monge, die in einfachster Weise zu den Lagrangeschen 
Gleichungen fibrt, sind wir bereits eingegangen (vgl. S. 948). 

Die lineare Gleichung mit beliebig vielen Variablen behandelt 
Monge nach derselben Methode*): Zuriickfihrung auf totale Glei- 
chungen mit Hilfe der Relationen, die partielle Differentialquotienten 
und totale Differentiale untereinander verbinden. Zuniachst ist auf 
die Gleichung mit drei unabhangigen Variablen «, z, y und der ab- 
hangigen Verinderlichen 2 eingegangen; hier ist 


dz=pdlu+qdx+rdy. 
Die. Differentialgleichung 
Ap+BatCr+D=0 
verwandelt sich dann, je nachdem man eine der GréBen p, g oder r 
mit Hilfe des Ausdruckes fir ds eliminiert, in eine der drei Glerchungen 
Ads+ Ddu= q(Adz — Bdu)+r(Ady — Cdu), 
Bde + Ddz = — p(Adz — Bdu) + r(Bdy — Caz), 
Cds + Ddy = — p(Ady — Cdu) — q(Bdy — Cdz). 
Diese Gleichungen diirfen die GréBen p, g,r nicht bestimmen, 
sondern mifissen unabhingig von ihnen gelten; durch Nullsetzen ihrer 
Koeffizienten erhalt Monge sechs Gleichungen, von welchen aber nur drei 


wesentlich verschieden sind. Lassen sich aus diesem System oder 
einem daraus hergeleiteten gleichwertigen drei vollsténdige Integral- 


1) Application de l’analyse & la géométrie, Addition p. 437. *) Histoire 
de l'Académie des Sciences 1781 (1787), p. 159. 
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gleichungen }-= a, U == ) und W =c mit den Integrationskonstanten 
a, b, ¢ bilden, ,,so driicken diese drei Integrale zusammen (simultanées) 
dusselbe aus wie die vorgelegte Differentialgleichung: sie bedeuten 
nicht, daB dic GréBen 1, U, W jede einzeln konstant sind, sondern 
daB, sobald eine davon konstant ist, auch die beiden anderen es nvt- 
wendig sind, oder da8 diese eine von ihnen eine willkiirliche Funktion 
der beiden anderen ist; demnach bedeutet die Gleichung 


V=p(US&K W) 


dasselhe wie die yegebene Differentialgleichung und bildet ihr voll- 
stindiges Integral.“ Mit der Begriindung: ,,Es ist leicht zu sehen, da8 
die allgemeine lineare Gleichung mit beliebig vielen Variablen sich 
gerade so und mit Hilfe einer ahnlichen Uberlegung behandeln laBt“, 
gibt Monge sodann kurz die entsprechende Integrationstheorie. 

Hier sei angeftihrt, was derselbe Autor iiber die nichtlineare 
Gleichung sagt. Die diesbeztiglichen Ausfiihrungen sind im AnschluB 
un die analogen Untersuchungen iiber totale Gleichungen héheren 
Grades gemacht (vgl. 8. 940);. Monge findet'), daB eine partielle 
Difterentialgleichung nur dann nichtlinear sein kann, wenn 1. die 
willkiirlichen Funktionen im Integral in verschiedenen Potenzen vor- 
kommeu, oder 2. wenn die Argumente dieser Funktionen nicht un- 
mittelbar, sondern durch weitere Gleichungen gegeben sind, in denen 
sie wieder als Argumente willkitrlicher Funktionen und zwar nicht 
alle linear auftreten. Wenn man nun, sagt Monge im folgenden, in 
der Integralgleichung die verschiedenen Potenzen der namlichen GréBe, 
durch deren Elimination die nichtlineare Differentialgleichung entsteht, als 
ehensoviele verschiedene GriBen auffaBt und eliminiert, so wird die 
jetzt entstehende Differentialgleichung linear sein. Ist die Integral- 
gleichung selbst nicht gegeben, so handelt es sich einfach darum, 
aus der vorgelegten Differentialgleichung héheren Grades die ent- 
sprechende lineare Differentialgleichung, die nattirlich héherer Ord- 
nung sein wird als die ursprtingliche, herzuleiten. 

Sei nun die purtielle Differentialgleichung 1. Oaiaune W=0O 
gegeben, wo W eine Iunktion von 3, y, 2, p und g ist. Durch Diffe- 
rentiation ergibt sich 


Adp+ Bdg+ Cdx + Ddy= 0, 


wobei dz mittels dz = pdz-+ qdy eliminiert gedacht ist. Monge 
nimmt nun willkfirlich an, es sei etwa 


Cdx + Ddy =U 


—_ wee = = me ee 


1) Histoire de ]’Académie des Sciences 1784 (17%7), p 167. 
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dann ist von selbst ; 
Adp + Bdq = 9. a 


und es ergibt sich, indem man 
dp=rdi+asady; dq==sdz +tdy 


setzt, durch pimnnanon 700 oy. die Gleichang 4. Ordnung - 


ADr +(BD—AC)s- BCt=0._ 


Monge verlangt von dieser Gleichung, daB sie nicht alle Konstarten 
der Gleichung W = 0 enthalte, und behandelt sie nach seiner Methode 
fiir die partielle Gleichung 2. Ordnung, auf die wir nuch za sprechen 
kommen (vgl. S. 1009); er erhalt so das Simultansystem 


ADdy*? — (BD — AC)dudy — BCdz*¥ = 
ADdpdy — BCdqdz = V. 
Die erste Gleichung hat die beiden Wurzeln 
Cdz+Ddy=0 und Ady — Bdz =9, 


und 


deren erste nichts Neues gibt, deren 2weite uber auf das Simultan- 


system — 
Ady — Bdz=0; Cdq— Ddp =0 


fihrt; das sind aber, wenn man die Verschiedevheit der Schreibweise 
hedenkt, zwei der Charpitschen Gleichungen. Lassen sich davon zwei 
Integrale V =a und U = g(a) angeben, so erhiilt man das ,intégrale 
complete“ der urspriinglicken Gleichung, indem man aus ihr and den 
Gleichungen V =a und U= g(a) die’ GréBen p und q eliminiert. 
Verschwindet der Parameter « dabei nicht von selbst, so ist das End- 
ergebnis dieser Elimination noch partiell nach « «u differentiieren: 
das Integral be-teht dunn aus zwei Gleichungen, zwischen denen man 
sich « eliminiert denken muB8. So fltihrt die Gleichung 


(ap —q)' + aa(ap + q) + ute=0 
auf | 
ady—dz=0Q; adp-+ dg =. 9: 
aus 
ay—x=a und ap+q=— g(a) = yl(uy- x) 
ergibt sich dann sofort das ,,intégrale compléte“ in der Form 


[piay — x)P +2z- g (ay — v) +2=0. 
Wichtiger ist der Fall’), daB die gegebene Gleichung sich in irgend 


') Histoire de Académie des Sciences 1784 (1787), p. 172. 
Cantor. Geschichte der Mathematik IV. 63 
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einer Weise aus den drei GréBen p,q und M =z— px—qy zusammen- 
sefjzt; dann werden nanilich die GréBen ( und D beide notwendig 
0, das Differential der urspriinglichen Gleichung wird von der Form 


MUdp + Ndq = 0, 


woraus Monge p = g(q) folgert, und, das ist, wie er ausdriicklich be- 
merkt, die Gleichung der abwickelbaren Flachen. Setzt man diese 
Gleichung in die urspriingliche ein, faBt q als Parameter auf und diffe- 
rentiiert nach q partiell, so hat man zwei Gleichungen, die das ge- 
suchte Integral reprisentieren. Bei dieser Gleichung, die als allge- 
meine Clairautsche Gleichung aufgefa8t werden kann, lieBe sich das 
. volistiindige Integral noch leichter aufstellen. 

Monge bemerkt sodann'), daB die Annahme 


Cdz + Ddy = 0 


volikommen willkiirlich war, und daB jede andere derartige Annahme, 
die auf eine bekannte Differentialgleichung 2. Ordnung mit einer 
Konstanten weniger fiihrt, ebenso berechtigt sei; diese Uberlegung 
habe ihn zu den folgenden merkwiirdigen Resultaten gefihrt: Ist 


(LM, N) =0 


eine Differentialgleichung, wo L, M, N gegebene Funktionen von 
2, ¥, 2, p,q sind mit der ganz ipexiellat Kigenschaft, daB aus zweien 


der Gleichungen 
dL=0, dM=0, dN=0 


von selbst mit Notwendigkeit, die dritte folgt, so wird das Resultat 
der Elimination von p, g und einer der willkfirlichen Funktionen aus 
den vier Gleichungen 


L=a; M-=ga; N=wa; F(a, pa, pa) =0 


zusammen mit der partiellen Derivierten der Eliminationsgleichung 
nach « das ,intégrale compléte“ der gegebenen Differentialgleichung 
bilden. Nach dieser Methode der Integration durch Berithrungstrans- 
formationen?), wie wir heutzutage sagen, behandelt, fihrt das Beispiel 


a(r +P) + byt) te(e— g) = 
wo 
w=L+p +g, 
as die aes Gleichungen 


) Histoire de l’'Académie des Sciences i784 (1787), p. 174. *) Auf 
dieses Vorkommen der HBertihrungstransformationen hat zuerst E v Weber, 
Math. Enzyklopadie, Bd. II, S. 359, Anm. 224 aufmerkeam gemacht 
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(x— a) + (y — pay? + (e— va)? = hi; 
aa+bopa+cya=1; 
x—ut (y—ga)pat (2— palpa = 0; 


da, wie verlangt, von den drei Gleichungen 


hp . hq : h 
d(a + “f) = 0; d(y +54 =0; d(g— ;)-0 
eine die Folge der beiden anderen ist. Monge gibt wie gewéhn- 
lich auch die geometrische Deutung der Integralgleichungen; die erste 
stellt eine Kugelflache mit unbestimmtem Mittelpunkt dar, die zweite 
verlangt, daB dieser Mittelpunkt auf der Ebene 


ax+by+csz=1 


liegt, die dritte fordert, da8 die Koordinaten z, y, z sich nicht andern, 
wenn «a yariiert; alle Gleichungen zusammen bedeuten demnach 
die Enveloppe einer Schar von Kugeln mit dem Radius h, deren 
-Mittelpunkte auf einer beliebigen Kurve liegen, die man in einer ge- 
gebenen Ebene gezogen hat. Nach zwei weiteren Beispielen mit den- 
selben GréBen L, M, N bringt Monge eine Verallgemeinerung seiner 
Methode; sind. die GréBen L, M, N, P, ... derart aus z, y, 2, p,q tu 
sammengesetzt, daB aus irgend zweien der Gleichungen 


- dL=0; dM=0; dN=0; dP=0,.. 


die anderen alle von selbst schon folgen, so wird eine beliebig aus 
den GréBen L, M, N, P,... zasammengesetzte Differentialgleichung 


F(L, M, N, P,...) =9 
in der Weise integriert, daB man aus den Gleichungen 
L=a; M=qga; N=wa; P=2e,... 
zunichst die GréBet p und gq eliminiert. Indem. man jetzt aus den 
iiberbleibenden Gleichungen und aus 
| F(a, pu, pa,.ma,...) = 0 


alle willkfrlichen Funktionen bis auf eine eliminiert, erhilt man eine 
Gleichung V =O, die nur 2, y, z,@ und eine willkirliche Funktion 
enthalt; diese Gleichung bildet dann mit der durch partielle Diffe- 
rentiation gebildeten a =() zusammen das gesuchte Integral. Hine 


Verallgemeinerung dieses Satzes fiir beliebiy viele Variable findet sich 
638* 
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in dem namlichen Bande der Pariser Memoiren.') Monge weist end- 
lich darauf hin, daB hierbei die Funktion F auch willkiirliche Fank- 
tiocen enthalten darf, d.b.‘daB die gegebene ee ener 
Integral einer Gleichung héherer Ordnung sein kann. 

Im folgenden’) stellt Monge die auBerst wichtige Behauptung 
auf: Es gibt kein: partielle Differentialgleichung 1. Ordnung, welche 
nicht auf die betrachtete Form zuriickfihrbar und nicht nach der 
angegebenen Methodeeintegrierbar ware, wenn man nur einen ProzeB 
hiitte, die GréBen L, M, N, P,... aufzufinden; aber ihre Aufsuchung, 
fihrt Monge fort, bringt im allgemeinen ebenso groBe Schwierigkeiten 
mit sich als die Integration der partiellen Differentialgleichungen 
selbst®); und der Inhalt der letzten Ausfiihrungen kann nur in sehr 
speziellen Fallen ntitzlich werden; dessenungeachtet ist die Anzahl 
von solchen Systemen L, M, N, P,... unendlich groB. Nachdem er 
noch zwei Beispiele von Wertetripeln LZ, Mf, N gebracht hat, stellt 
er sich*) die Aufgabe, a priori ein System von drei GréBen L,.M, N 
zu finden, welche, aus 2, y, Zz, und q zusammengesetzt, die Eigen- 
schaft haben, ,,daB eine beliebige von ihnen eine Funktion der beiden 
anderen ist“. Man nehme, heift es, eine beliebige Gleichung V = 0 


zwischen 2, y, 2 und drei Parametern, und berechne aus ihr und a = () 


und ot = 0 die Werte dieser drei Parameter, so werden diese die ver- 


langte Eigenschaft besitzen, d. bh. werden die totalen Differentiale von 
zweien derselben gleich Null gesetzt, so wird auch dasjenige des 
dritten Parameters gleich Null. Monge gibt kein Beispiel®). und 
auch keinen Beweis fiir seine Behauptung; indessen folgt, wenn wir 
die erwaihnten Parameter L, M _ N nennen, aus den drei Gleichungen 


oe det 5t dy + = . de +o PdL+fidM+in dN = 0; 


av_2¥,, @¥_g av av, avy 
da dn |?’ Ae » dy ay 13, 


mit Berticksichtiguyg von 
ds= pdz+qdy 


1) Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 657. Monge bringt 
als Beispic!t die Verallgemeinerung cines schon von Lagrange behandelten 
Falles. 2) Ebenda, p. 188. 5) Mais cette recherche comporte en général 
des difficultés aussi grandes que celles «da calcul intégral des équations aux 
différences partielles. *) Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787), 
p. 185. *) In. dem obigen Heispiel war offenbar 


V=(e— Lit + (y— a+ @— N)'— ht = 0 
2u setzen. 
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unmittelbar 
. cp aL + 2 aM + Fan =O. 


Man erkennt leicht die Definition der Berihrungstransformationen 
wieder, wie sie Lie fiir den dreidimensionalen Raum heim Bestehen 
einer einzigen Relation zwischen ursptiinglichen und transformierten 
Koordinafen aufstellt; nur hat Lie noch zwei weitere Ausdriicke p, 
und g,, die, wenn L, M, N bzw. den Variabeln x, y, ¢ entsprechen, 
in der Mongeschen Schreibweise durch die Gleichungen ; 


ov oV 


amt" tN = 


ren 37-0 oa 
definiert wiren. Doch fehlt Monge die Vorstellung, daB es sich bei 
seiner Methode um eine Transformation handelt; um so mehr fehlt 
natiirlich die Kenntnis der geometrischen Eigentiimlichkeit dieser 
Transformation, die den Namen Berihrungstransformation veranlaBt 
hat. Monge wendet seine Theorie auch auf totale Gleichungen an 


und integriert mit ihr die allgemeinen Gleichungstypen 


F ho 
F[p, (y— pt)| =9 und F(|2— TAWOR SE (ae vers ares) hee 








Sucht man zwei Funktionen M und \ von x,y und p= von 


der Art, da® aus der einen der beiden Gleichungen adM=(0 und 
aN=0Q auch die andere folgt, so hat man uach Monge eine 
Funktion V von x, y und zwei Parametern zu nehmen und aus 
V=0O und dV = 0 die zwei Parameter zu bereschnen. Die allgemeine 
Theorie ist in folgendem Theorem enthalten'): Sind » GréBen M, N, 


| er dy d p dq 
P,Q... gegeben, die sich aus xz, y, p = 5) baer Tap 


bis zu den Differentialquotienten (# — 1)** Ordnung einschlieBlich zu- 
sammensetzen, und folgen aus einer einzigen der Gleichungen 


daM=0, dN=0, dP=0, dQ-=0,... 


alle tibrigen, so. wird eine totale Differentialgleichung (»— 1)** Ord- 
nung F(M, N, P, Q,...)=0 zum endlichen und vollstindigen In- 
tegral die Gleichung besitzen, die sich durch Elimination der n — 1 
GréBen p, q,7,... und einer der willktirlichen Konstanten a, }, ¢, d, 
aus den «+ 1 Gleichungen 


M=-a, N=b; P=c; G=d;..., F(a, b,¢, d,...)=0 


') Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787). p. 189. 
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ergibt; das Resultat dieser Elimination wird eine Gleichung zwischen 
t, y und  willkfirlichen Korstanten scin. ine elegante Methode 
fiir partielle Gleichungen 2. Ordnung, die auf Beriihrungstransfor- 
mi&tionen beruht, werden wir bei Legendre (vgl. S. 1015) antreffen 
Von den partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung 
mit drei Variabeln wurde suerst die Gleichung der Saitenschwin- 
gungen behandelt. Im vorigen Bande sind bereits die Bemihungen 
verschiedener Mathematiker um diese Gleichung geschildert; hier ist 
Lagrange zu nennen, der in den Abhandlungen der Turiner Aka- 
demie der Natur und Fortpflanzung des Schalles zwei eingehende 
Untersuchungen widmet und an das erwihnte Problem von vornherein 
mit der ganz bestimmten Absicht herangeht, Eulers Auffassung von 
der Natur der willktirlichen Funktionen einwandfrei zu beweisen. Bet 
dieser Gelegenheit hat Lagrange Ausdriicke aufgestellt, welche mit den 
Formeln fiir die Koeffizienten eimer Fourierschen Reihe therein- 
stimmen, was zu der Behauptung Veranlassung gegeben hat, Lia- 
yrange habe bereits die Theorie der Fourierschen Reihe besessen; 
in Wirklichkeit ist die Lagrangesche Entwicklung prinzipiell davon 
verschieden; man kénnte sie eher als eine Formel zur Interpolation 
durch trigonometrische Funktionen auffassen. Lagrange geht aus 
von einem Simultansystem'), das wir ktirzer in die Gleichung | 
as = e(yt) — 2y + yf) 
zusammenfassen kénnen, wenn / von 1 bis m — 1 lauft und y®) und 
y™) beide Null sind; diese Gleichungen stellen die Schwingungen 
einer endlichen Zahl -von Massenpnnkten dar. Die Integration wird 
nach der d’Alembertschen Methode fiir derartige Simultansysteme 
mit Hilfe unbestimmter Multiplikatoren bewerkstelligt, dabei gehen 
auch die Geschwindigkeiten in die Rechnung ein Nach ziemlich 
weitliufigen Rechnungen ergibt sich endlich ftir die Koordinate y“ 
des ,‘ Massenpunktes ein komplizjerter Ausdruck’), der fiberdies 
von den Anfangsbedingungen abhingig ist. Aus dieser Formel erhilt 
Lagrange®), indem er die Zahl der schwingenden Punkte unendlich 
grof annimmt, 


x Ht 


2 ay ree. 2 ¢ - Bx 
= faz) (sin 2a >< sin oa >< cos oT 





. 22X . 22x 2 
LL ales oie ee 
sin --— >< sin 57 >< cos Sr + 


") Miscellanea Taurinensia, t. [° (1759), p. 26. *) Ebenda, p. 44. 
*) Ebenda, p. 56. 


s 
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wozu noch ein additives Glied iritt. das cr im folgenden gleich 
Null setzt. 7 

X und Y sind hierbei die Anfangskoordinaten, 2 und y die Ko- 
Ordinaten zur Zeit t, a die Lange der Saite und H eine bekannte 


konstante GréBe. Lagrange bemerkt hierzu, daB das Zeichen f 


nur ein Summenzeichen sei, sagt aber fast unmittelbar darauf, dab 
die Integrationen bei variabeln X, Y und konstanten 2, ¢ auszufiihren 
seien Wesentlich ist nun, daB Lagrange die Reihe unter dem 
Integralzeichen nicht etwa gliedweise integriert, sondern vor der 
Integration diese Reihe zu summieren sucht, da er fiir y nicht eine 
unendliche Reihe, sondern die schon bekannte Form mit zwei will- 
kiirlichen Funktionen erhalten will. Zu diesem Zweck wird der Aus- 


t 
27 
zweier Sinus ersetzt; es ergibt sich: 


druck 2 sin 5 >< cos ant in bekannter Weise durch die Summe 


a _ eX . # (as , mit 
a Yoin 4 ><ain 5 ( 3: ~ “0 ) 


Wo |. —-— waves rate LD sae eae oe a 
a ne con = (= + } cox aX 
2\a T 2a 
-. xX . fm m Ht ‘ 
dz Y sin —- >< sin (“= a a ) 
+ 1 _ ta _ 2\ 4 ae an 
— Fa oe Fs (= at nike nw X 
2 r ~~ Va 


Da m unendlich groB ist, heiBt es weiter, wird, way auch ¢ und 
é sein migen, m (= + =) immer eine ganze Zahl, der Sinus davon 


und folglich die betreffenden Integrale Null sein. Eine Ausnahme 
tritt nur ein, wenn gleichzeitig der Nénner Null wird; den Wert von 


> bestimmt Lagrange durch Differentiation von Zihler und Nenner 


und kommt schlieBlich zum gesuchten allgemeinen Integral. Die ganze 
umstindliche Ableituny des bekannten Resultats hat er hauptsichlich 
unternommen, um zu zeigen, daB es sich vhue alle Voraussetzungen 
iber die Natur der darin auftretenden wilikiirlichen Funktionen ge- 
winnen liBt; die Schwachen seiner Methode und insbesondere des be- 
nutzten Grenziibergangs hat neben anderen d’Alembert klar gestellt’). 
Noch ist zu bemerken, daB Spiitere aus (Gehiissigkeit gegen Fourier 


—= 


i 


") Besonders in verschiedenen Bemerkungen im 1} und o. Band seiner 
Opuacules mathématiques. Man vgl, tibrigens noch Rie:nainn, Partielle Differen- 
tialgleichungen, bearb. von K. Hattendorf 1669. X. 200. und Reiff, Geschichte 
der unendlichen Reihen 1889, 8. 182. 
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dessen Reihen ala Lagrangesche Formeln bezeichnet haben; man ist 
indessen lingst davon zurtickgekommen. 

Die partielle Ditferentialgleichung der Saitenschwingungen selbst 
behandelt Lagrange auf eine ganz neue, eigenartige Weise; er fihrt 
‘sie namlich auf die Integration einer gewohnlichen Differentialglei- 
chung 2. Ordnung xuriick, wenn er auch diese Reduktion nicht aus- 
driicklich als Ziel seiner Methode hinstellt. NaturgemaB ist die’ er- 
wahnte Reduktion auch ein wenig umstandlich, und es ist .z. B. 
d’Alemberts Zuriickfiihrung des Problems auf ein Simultansystem 
von totalen Gleichungen') unzweifelhaft eleganter; nichtsdestoweniger 
ist der Gedankengang Lagranges als auBerst geistreich und originell 
zu bezeichnen; wir kénnen hierbei, weil ibn sein Erfinder konsequent 
fir eine Reihe viel komplizierterer Gleichungen in Anwendung brachte, 
sogar von einer wirklichen Methode sprechen. Die partielle Gleichung 


d*s d's 

(aa) — ° (aa) 
multipliziert Lagrange®) mit einer Funktion von 2 allein, die M 
heiBen soll. Zweimalige partielle Integration nach 2 erpibt sodann 


J of Mdz ~-¢ (54) Mm — s (Gr) dt fs (‘3 ra) ae. 


Die physikalischen Anfangsbedingungen der Aufgabe verlangen, daB | 
e fir zwei Werte z= 0 und z= a bestindig, d.h. fir tledes ¢, gleich 
Null ist; das Gleiche verlangt Lagrange von der Funktion M. Wird 
jetzt zwischen den Grenzen und a integriert, was in der Schreih- 
weise nicht besonders ausgedriickt ist, so ergibt sich die Gleichung 


SG) Udz~c iE (aan) x 


die anf Grund der Annahme 


(a1) =k 


dz? 


(k bedeutet hierbei eine Konstante) in 


fi Mdz = = ke f sMaz 


iibergeht. Hieraus erhalt man endlich mittels der Substitution 


feMdz=s 


') Vgl. diese Vorl., IM, 8. 901. *) Miscellanea Taurinensia, t. Il*, 1760/61, 
p. 20. ; 
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— wobei das Integral natirlich wieder zwischen den Grenzen xz = 0 
und =a zu nehmen ist, so da8 s eine Funktion von ¢ allein dar- 
stellt — die Gleichung 


(Gi) Max = (28) — kee, 


welche, wie Lagrange sagt, zu integrieren ist, indem man die, Zeit ¢ 
als einzige Variable ansieht. Damit ist die Inteyration der urspriing- 
lichen partiellen Differentialgleichung suf diejenige der beiden totalen 
@Gleichungen 


a? d*s\_. 
(“ax) kM und (57) kes 
zurickgefiibrt, die sich nur durch den konstanten Faktor c unter- 
scheiden; nach ihrer Integration ist nur noch ¢ so zu bestimmen, daf 
. J sMdz = s. 
Lagrange fihrt nun zunichst die Gleichung 


s= S cost Y— ok — a sint ¥— ek 


ein, wo S und & die patenmiwerts von s und (3 +)? d. i. von feMdz. 


bzw. SG Mdzx bedeuten, und kommt dann mit Hilfe verschiedener 


geschickter, allerdings nicht ganz korrekter und ausreichender Schliisse 
su dem Integral 


Z (e+ tV¥c)+ Z(2—tVe) [Vaz [rae 1 
gan —--— Soe gy oe -+- ae) > ee Ve ) ) 
ec. 


worm 4 und JV willkarliche Funktionen sind, die den Anfangs- 
bedingungen entsprechend gewihlt werden cise das erste Integral 


f Vdz hat dabei die obere Grenze z + tV'c, das zweite x — tV'c. Nach 
derselben Methode behandelt Lagrange*) die Gleichung 


(ais) = ¢ = ¢ (ta) TY 


wo y eme beliebige Funktion von z und ¢ ist; die Gleichung 


a's d'g 

(ae) =v (Graz) ae (a=) + 9°) 
ersetzt er durch die beiden Gleichungen 

ds du du Pea 


we 4 at b+ O75 az + y. 


') Miscellanea. Taurinensia, t. II1*, 1760/61, p. 27. *) Ebenda, p. 104. 
*) Ebenda, p. 110. 
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Kr multipliziert die erste mit N, die zweite mit M, integriert partieli 
nach x und addiert; so ergibt sich durch Nullsetzen aller Glieder, 
die nicht unter dem Integralzeichen stehen, die Gleichung 


(xis + Ms) d 2 - {( aor + [Vv - bon u) dz + [ Myae. 


Diese Gleichung werde erfillt durch das Simultansystem 


’ hh 
RNa 


dM 
* hat und kM = N— b--; 


aug diesen beiden Gleichungen folgt. dann durch Elimination von N 
eine totale Gleichung fiir Mf, naémlich 
d* iM 
dx* 


dM 
eM + bk —e == 0), 


so daB also 

M = Ae™** + Bers 
ist, wo m und » die Wurzeln ‘der Gleichung 

1 + by —cy* = 0 
sind. Lagrange verlangt nun, daB M fir s=0 und =a ver 
schwindet, was B=— A, sowie e**4 — e*4 = (), d. i. eine Bestim- 
mungsgleichung fiir k, ergibt; endlich wird 
N = ck(mie** — nier**), 


wobei .1 stillschweigend gleich 1 gesetzt ist. Sind solchermaBen die 
Funktionen M und N bestimmt, so ist s aus der zwischen den 
Grenzen 0 und a genommenen Gleichung 


[ (Ne + Mu)dz=s 


za bestimmen, wobei s selbst der Gleichung 
“Lay du’ day 


genfigen mu. Die weitere Behandlung des Problems bring’ keinen 
neuen Gedanken herein. Lagrange vergleicht schlieBlich noth seine 
Resultate mit denen ven d’Alembert. 

Das Problem einer schwingenden Saite von ungleichmaBiger 
Dicke fihrt auf eine Gleichang, die sich von derjenigen der Saiten- 
schwingungen dadurch unterscheidet, daB die Konstante ¢ durch eine 
Funktion von 7 ersetzt ist; Lagrange fihrt diese Gleichung 


(it) ~ X (733) 
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auf die Integration von 
d* M 
dx" 





kM = X 


zuriick') und zeigt den Zusammenhang mit der Riccatischen Glei- 
chung fiir spezielle Fille. Dieselbe Reduktion fihrt kurz darauf?*) 
Euler aus und verwandelt seine totale Gleichung durch die Sub- 


stitution 


FT ae 


in eine solche 1. Ordnung. Er setzt auch versuchsweise 
y= v0@(u), 


wo & eine Funktion von 2 und ¢, » eine solche von 7 allein ist, und 


. findet, daB v eine lineare Funktion von 2, 
da 


X=C-v-* und u=t+/ 7 
ist.®) In eimer anderen Abhandlung aus derselben Zeit*) nimmt 


Euler eine bestimmte Form des Integrals an, sucht aus ihr r als 
Funktion von z so zu be@timmen, daB die Gleichung 


{4ady\ (day 

rr (a3) = (Te) 
erfallt wird, und erhalt so verschiedene integrable Differentialglei- 
chungen dieser Form. So fihrt ihn die Annahme 


y= Pf. r(fudz + t), 


wo P und « Funktionen von z sein sollen, durch Hinsetzen in die 
Differentialgleichung auf simultane totale Differentialgleichungen fir 
P, «u und 7; es ergibt sich 
1 A 
P=ax + B; ee ai 
Im folgenden geht Euler gu Integralen der Form 


=> Pr( fudz + t) + QI’ ( fuda + t) te 


iiber, wo P, Q,..., u bestimmte Funktionen von z, I eime willkir- 
liche Funktion und I“, ... ihre Ableitungen bedeuten; er behandelt 
der Reihe nach Faille, in denen das Integral 1, 2 und mehr Glieder 





) Miscellanea Taurinensia, t. II*, 1760/61, p. 98. *) Novi Commentarii 
Academiae Petropolitanae, t. IX, 1762/63 (1764), p. 292. *) Burkhardt, a.a.0., 
Heft 2, S. 849, 355. *) Miscellanea Taurinensia, t. II", 1762/65 (1766), p. 27 


bis 59. 
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. hesitzt und erhalt so Gleichungen, die in endlicher Form integrabel 
sind; zu der Heranziehung. der Derivierten der willktrlichen Funktion 
msg wohl der Umstand mitgewirkt haben, da8 Euler bereits friher 
(vgl. unten S. 990) eine Gleichung integriert hatte, in deren Integral 
die Differentialquotienten der willkirlichen Funktion auftreten. End- 
lich ist noch d’Alembert zu erwahnen, der die Gleichung 

d*y d*y 

az? X at? 
durch eine Summe von Gliedern 

Ant 


4 * COS - va 


zu integrieren sucht, wo ¢ eine Funktion von z allein ist); er erhialt 


of _ — ata Xt, 
eine Gleichung, fiber deren Weiterbehandlung bereits berichtet wurde 
(vgl. S. 883). 

Das Problem der von einem Stérungszentrum ausgehenden Wellen 
fihrt Euler schon 1759 auf die partielle Gleichung mit verander- 
lichen Koeffizienten . 


agua) ~ ¥ (av) + (av) 


zurtick, die er auf eine Riccatische reduziert; er findet daraus, daB 
sich fir das raéumliche Problem, d.i. fir »—=-+, die Aufgabe ele- 
mentar lésen- laBt und errit schlieBlich aus einigen partikularen 
Integralen die unten angegebene allgemeine Form des Integrals. 
Kurz darauf behandelt er das Problem wieder in einem Brief an 
Lagrange*) ohne neues zu bringen. Er verlangt, daB die Ge- 
schwindigkeit in allen Punkten gleichen Abstandes von dem Zentrum 
dieselbe ist, und erhalt die Gleichung 


sgh (at) = 7 +7 (ay) + (ay) 


die aus der vorigen im Falle n= 4 durch s= +, entsteht. Apres 
plusieurs recherches, sagt er, j'ai enfin trouvé 


) Histoire de l’Académie de Berlin, t. XIX, 1768 (1770), p. 242. D’ Alem- 
bert verweist Leziiglich der Methode auf seine Opuscules mathématiques. 
*) Ebenda (Hist. Berlin), t. XV, 1759 (1766), p. 243 *) Miscellanea Taurinensia, 
t, 1%, 1760/61, p. 1—10. 
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A > "o> BL A 1 r 7. 
- mgt + #YV(2 gh] — ve? [Vv +¢tV(2gh)] 
3 B.., —~ Fy 
+ w¥lV—tV2 gh] — + v'[V—tV (29h), 


wo g and zw. willkirliche Funktionen, g’, y’ ihre Ableitungen be-: 
deuten. Lagrange behandelt die von Euler aufgestellte Gleichung 
mittels seiner oben geschilderten Methode der Reduktion auf totale 
Gleichungen, nachdem er sie auf die Form 


(ca) e(2*) 9 (“=) 
dt?! ~ “\dz? AAO ha 


gebracht hat, und erhiilt so fiir den Multiplikator M die Hilfsgleichung 


aM 24M 
dx? dx 


=k M. 
Diese Gleichung besitzt das fiir z= 0 verschwindende Integral 
M = A(sina V— k — 2 V— k cos x Y— k).") 


Nach den physikalischen Bedingungen des Problems soll M auch fiir 
x =a zu Null werden; das fibrt auf 


aV—k=tgaV—k 
als Bestimmungsgleichung fiir ‘4. Lagrange bemerkt*) auch, daB 
dié gegebene Gleichung durch die Substitutionen 


: stick xdz 
oie Oe aa 
oder auch durch 
dy 
om ¥— Vs 


auf das Problem der Saitenschwingungen zurickyefihrt wird, und 
geht sodann zu der etwas allgemeineren Gleichung 


(“2 
a’s (dz x 
(a) = f (iat) WteN ae 
tiber®); seine Methode fihrt hter zu der arsienung 


3 
eM maM py 


dz? x az 


deren Integration wir bereits besprochen habén (vgl. S. 912); der 





ee ee 


1) Miscellanea Taurinensia, t. II*, 1760/61, p. 58. *) Ebenda, p. 74. 
’| Ebenda, p. 81. 
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Ubergang zum allgemeinen Integral der gegebenen partiellen Glei- 
chung geschieht durch ahnliche Schltisse wie beim Problem der™ 


Saitenschwingungen und ergibt 
ge AriettVe) + A(w—tV¥e) , pr’@ttye) + a’ (x — te) 
aig Ee ESV ee, 


wo I’ und 4 willkiirliche Funktionen, I", I,. ., 4’, 4”,... ihre 
Abgeleiteten und A, B, C,... die Entwicklangskoeffizienten der La- 
grangeschen Form des Integrals der Riccatischen Gleichung sind 
(vgl. §. 912), wenn man in diesen —m durch m-+ 2 ersetzt. La- 
grange kniipft daran auch die Bemerkung, daB die spezielle an- 
gewandte Methode stetige Anderung von ¢ zugleich mit z voraus- 
setze, weshalb I" und JZ nicht véllig beliebig seien.’).. Endlich be- 
schiftigt sich Euler*) mit der Integration*®) von 


dds dds) b da) c 
(Ga) = a9 +3(F gg! 


diese Gleichung wird durch die Substitution z = 2’ in eine Gleichung 
derselben Form tibergeftihrt, was die Wegschaffung des Gliedes mit 


~ durch passende Wahl von 2 erméghcht. Euler setzt ein In- 
tegral in folgender Form an: 
em Ag (r+ at) + Batt'l’ («+ at)+---‘) 


und findet als Bedingung ftir das Bestehen dieser Gleichung die 
Relation 
em — n(n -- 1). 

Ist n eine negative ganze Zahl, so bricht die Reihe von selbst ab, 
und man gewinnt auf diese Weise wieder integrable Fille. Euler 
integriert die Gleichung auch in der Form, daB die willkiirliche 
Fonktion statt differentiiert wiederholt integriert auftritt; interessanter 
schemen verschiedene Bemerkungen, welche zeigen, daB sich Euler 
schon damals mit der Umformung partieller Gleichungen 2. Ordnung 
durch Transformation, wenigstens in speziellen Fallen, beschaftigt hat 
So ist darauf hingewiesen, daB die Gleichung 


') Miscellanea Taurinensia, t. [[*, 1760/61, p. 92. *) Ebenda, t. III*, 
1762/65 (1766), p. 60—91. *°) Erwihnt sei folgende Ausdrucksweise: la solation 
compléte qui nous découvre & la fois toutes les fonctions possibles (sc welche 
die Differentialgleichung erfiillen). Ebenda, p. 60. *) Das ist dieselbe Form, 
die wir eben bei Lagrange getroffen haben; die beiden Resultate lassen sich 
leicht ineinander tiberfiihren. 


Totale und partielle Differentialgleichungen. 993 
Adds dds kz | 
aad aa? = aa me 


in der also das Glied mit - fehlt, durch die Substitutionen 


m= s(-14Vit4i; Wak+1+Vit4k; n= a 


in 
1 ddw ddu ku 


— = a. 


aa ll dx? sxx 


tibergeftihrt wird. Setzt man k= 0, so ergibt sich k’ = 2, daraus 
kK’ = 6 usw. Ferner ist die Gleichung der Saitenschwingungen 


(ae) = 40 (G53) 


vermége der Substitution 
(7a) + 4(¢5) = 


du du 
(ai) ~ # (Ze) 
das ganze Problem also auf die Integration zweier linearer partieller 


Differentialgleichungen 1.Ordnung zurickgeféhrt, die durch Benutzung 
der Gleichung 


auf 


du = de (4) + da (4%) 


de. 
zunachst auf 


us I*(@ + at) 


‘und damit zum allgemeinen Integral fiihren. 

Gegeniiber diesen Untersuchungen, die alle den Charakter des 
Willktirlichen, Zufalligen an sich tragen, bedeutet die Behandlung 
der partiellen Gleichung 2. Ordnung in Eulers Integralrechnung 
einen ganz wesentlichen Fortschritt. Euler schiebt namlich nach 
den Gleichungen 1. Ordnung, bevor er zu héheren Gleichungen “tiber- 
geht, ein cigenes Kapitel ein, das nur von der Umformung der par- 
tiellen Differentialgleichungen durch LEinftihrungr neuer Variablen 
handelt, und zeigt so schon durch-die ausgezeichnete Stellung, die er 
diesen Untersuchungen einraumt, sowie durch die eingehende Behand- 
lung der ganzen Frage, daB er die Integration der héheren partiellen 
Gleichungen prinzipiell auf ihre Transformation in eine geeignete 
kanonische Form gegrtindet wissen will. Die von Euler behandelten 
Transformationen zerfallen in zwei Arten; die erste ersetzt nur die 
abhangige Variable s durch eine neue v, wahrend die unabhangigen 
Veranderlichen xz und y in der Gleichung belassen werden; hierher 


994 _ Abschnitt XXVII. 


gehéren die Substitutionen s—= Pv!) und s— P+, wo unter P 
und v Funktionen von x und y zu verstehen sind. . Wichtiger ist die 
Einféhrong never unabhingiger Variablen ¢ und an Stelle von z 
und y; die Formeln, welche die Differentialquotienten nach z und 
y in den neuen Veranderlichen ausdriicken, stellt Euler fir den 
spateren Gebrauch in fibersichtlicher Weise zusammen. Der Behaup- 
tung, Euler behandle, die Gleichung 2. Ordnung methodisch, plan- 
maBig mittels Transformationen, scheint nun zu widersprechen, daB 
er in den zuniichst folgenden Beispielen die Methode der Reduktion 
auf eine Normalform durch Einfiihrung neuer: Variablen nicht an- 
wendet. Indessen handelt es sich hierbei um Beispiele, die sich eben- 
auf anderem Wege einfacher oder rascher erledigen lassen als durch 
jene immerhin einen ziemlichen Formelapparat erfordernde Reduktion. 
So behandelt Euler zuerst ausschlieBlich Gleichungen, welche nur 


einen einzigen von den Differentialquotienten 2. Ordnung enthalten. 
Die Gleichung it = P, wo P eine Funktion von 2, y und # ist, in- 


tegriert Euler, indem er y als konstant ansieht und nachtriglich 
diese Beschrankung fallen 1éBt; er erhalt schlieBlich 


e= fae f Paz + 2fly) + Fly). 
dds ds 
(ist) — P(jz) + 
14Bt sich mittels der Substitution 
, dz 
(73) rae 
behandeln, wenn P und @ die Variable s nicht enthalten. In 
letzterem Fall hat man sich y als konstant zu denken und die totale 


Gleichang 
ddz-= Pdadz + QUdz' 


mit dem Parameter y zu integrieren; das allgemeine Integral (,,integrale 
completum“) ergibt sich, wenn man die beiden Integrationskonstanten 
durch Funktionen von y ersetzt.*) In der Gleichung 


Die Gleichung 


ddz- 3 
(sist) = ae’) 
setzt Euler 
paces et Y, 
1) Institutiones calculi integralis, vol. IIT, p. 194. *) Ebenda, p. 209. 


Man beachte, daf ein derartiges Ersetzen von Konstanten durch variable Grd8en 
der Entstehung einer besonderen ,,Methode" der Variation der Konstanten nur 
giinstig sein konate. 5, Ebenda, p. 221. 
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wo Y eine Funktion von y allein sein soll, und erbalt so die totale 


Gleichung 
adY - . 

—p ww ady © 

mit dem Integral 

ay 


Y =e". 


Darans schlieBt Euler auf das-Integral der veepronehenen Gleichung 
in der Form 


z= Ae tir pettg? 4. 


bemerkit aber ganz im EHinklang mit seinen niece Ansichten itiber’ 


die Entwickelbarkeit einer willkirlichen Funktion, da8 diese Dar- 
stelluny mit unendlich vielen Integrationskonstanten dem Iutegral mit 
zwei willkiirlichen Funktionen deshalb nicht gleichwertig zu erachten 
sel, weil man sie nicht beliebigen Anfangsbedingungen anpassen 
kénne.') Euler sucht sodann das Anwendungsgebiet der eben be- 
nutzten Substitution g = e**Y bzw. 2 = e”X, wo X eine Funktion 
von z allein ist, zu erweitern: insbesondere*) verwertet er sie ftir 
die Gleichung ‘ 

Gas 

(sang) + P (55) 5 o(55) + Hz = 0, 

wo die Koeffizienten Funktionen von « allein sind. Den allgem-inen 
Fall®), daB P,Q, R,S Funktionen von z und y sind, unterwirft er 
der Transformation z = e'v, wo V eine Funktion von a und y, v eine 
noch zu bestimmende GrdéBe ist; dieser Gleichungsty pus ist vou groBer 
Wichtigkeit. Gleichungen, die mehr als einen Differentialquotienten 
2. Ordnung enthalten, behandelt Euler nur durch Transformation. 
In die Gleichung der Saitenschwingungen 


(igs) ~ 24 (Za) 


setzt er*) 
-teaxrtpy:und 4=—yr4 oy 


und erhiilt so die neue Gleichung 


didz 


(fB — «aag) (ae) + 2(66 — ayaa) (Sea) + (35 — yyaa) (i) =O, 


wobei jetzt z als Funktion von ¢ und « aufzufassen ist. Die Annahme 


a=-1, y=l1, B=u, d=-—a 
liefert 


") Vgl. 8.916. —_) Inetitutiones calculi integralia, vol UI, p. 224. 
*) Ebenda, p. 234. *) Ebenda, p. 225. 
Canton, Gesohichte der Mathematik IV. 64 
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ddz 
= T ry hy, UH T— ay und (sa) == (), 


Daraus folgt dann-unmitielbar 
z=fit)+ Fu) =f(z+ay)+ F(@--ay) 


Nach einer kurzen Schilderung von d’AlemBerts Methode') bemerkt 
Euler, daB man auch versuchsweise— 


(iy) ~ * (za) 


setven kann; dann wird 


ddz dds ‘dds 
(ay) ~* (aeay) ~ * (act) 


Ein Vergleich mit der urspriinglichen Gleichung liefert 
i = a a 


und somit die zwei Gleichungen 1. Ordnuny 


dz . . fde 
(5,) eS (aa) 
Die Schwingungsgleichung der Saite von verinderlichcr Dicke 
dd - (ddz 
(ays) ~ * (ass) 


40 


X = Agheni 





fithrt Euler ftir 


auf die Riceatische Gleichung 


—4m 


dp + ppdz =az"-1dz 


zurtick 3), die fiir positive oder negative ganzzahlige m mittels der Sub- 


stitutionen 
: f pde 


z=e''v und v=<e 
integrabel ist, fiiyt aber hinzu: es ist fast nicht zu glauben, daB beide 
(niiinlich die partielle und die totale) Differentialgleichungen nicht in den- 
selben Fallen integrabel sein kénnen. Wie er behauptet, ist ftir m—= oo 
dio Riecatischs Differentialgleichung leicht zu integrieren, wahrend 
die entaprechende partielle Gleichung 
dds\ . ddz 
(gz) = Axe (Ges) 
', Vyl. diese Vorl., IM*, &. 901. *) Institutiones calculi integralis, 
vol. UT. p. 286. 
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semner Methode sich nicht fiigt. Fir diese Gleichung setzt er ein 
Integral in der Form 


g=sett(A + alz + By) 
an; # und - lassen sich hierbei durch 2 ausdriicken. Die Gleichung 


(222) — p(dtt) + (44) + Re 


hatte Euler von einem hydrodynamischen Problem ausgehend schon 
- friiher in einem spezictien Fall behandelt; jetzt verlangt er nur, daB 
P, Q, R Funktionen von «x alleim sind. Diese verallyemeinerte Glei- 
ehung soll nun mittels der Substitution 


s— (Sz) + No, 


wo M und N Funktionen von 2x allein sind | wieder in die némliche 


Form - 
(igs) ~ ¥ (ans) + (G5) + He 


tibergefihrt werden‘), wo auch MM, N, F, G, H Funktionen von x 
allein sind. Durch geschickte Kombination erhélt Euler drei Bestim- 


mungsgleichungen fiir P, Q, R, wenn F, G, H gegeben sind, naimlich 


aF 2kFadM 
P=P; O=-G4+ ae Maz 
- und : 
r-H-O¢M,46_ FddM_2Fde, 2¥dM" saF Fae, 
~ Mdzx 5: Mada ax M Mdz? ax “Maa? 


hierbei bestimmt sich das Verhiltnis s = . aus der Gleichung 


-H—Gs—F E+ Fs, 


worin C eine willktirliche Konstante bedeutet. Ist also die transfor- 
mierte partielle Gleichung mit der abhiangigen Verinderlichen v in- 
tegrabel, so ist es auch die Gleichung in ¢ vermége der Beziehung 


z= M (so + (42) : 
Durch Spezialisierang der Funktionen F, G, H erbalt Euler endlich 
verschiedene integrable Gleichungen. Die partielle Gleichung — 


se (Get) = (ass) + U (4s) + 07; 


') Institationes calculi integralis, vol. III, p. 292. 
: 64* 
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wo UW und 7 Funktionen von « allein bedeuten, behandelt Euler 
auch an anderer Stelle’) in eimer Abhandlung iiber die Lufthewegung 
in Tuben nach seiner friiheren Methode (vgl. 8. 989), indem er nach 
Integralen der Form . 


v= Lf(S+ct)+ Mf (S+ct)+-- 
sucht. 

Es wurde behauptet, daB Euler in der Integralrechnang bei 
Gleichungen 2. Ordnung hauptsichlich durch Transformation, sei es . 
der unabhingigen oder der abhingigen*) Variabeln — oft allerdings 
. nur mittels mihsamer, weitschweifiger Rechnungen — zum Ziel kommt; 
er selbst sagt®), seine Methode bestehe darin, die gegebene Gleichung 
durch Einfiihrung neuer Variabeln auf die Form zu bringen 


dds a ds 
(ide) +) + o(tt) + Reso 
Diese Gleichung fallt aber unter die Kategorie derjenigen Gleichungen, 
welche nur einen einzigen Differentialquotienten 2. Ordnung enthalten, 
und ist mit diesen Gleichungen ausfthrlich behandelt worden. Es 
ist sehr wesentlich, da&8B Euler das Methodische dieser Reduktion 
betont; allerdings ist der Raum, den er diesem Gedanken génnt, ge- 
ring im Vergleich zu dem Platz, der anderen Anwendungen der Ein- 
fihrang neuer Variabeln, wie der Reduktion auf die Ausgangsform 
oder der Aufsuchung integrabler Falle eingeriumt ist. 
Condorcet nimmt als Integral der linearen Gleichung 2. und - 
3. Ordnung die Gleichung s -= Ae**+*# an und sucht von einer Reihe 
mit unendlich vielen derartigen Gliedern auf die Darstellung mit will- 
kirlichen Funktionen iiberzugehen.‘) Die Gleichungen mit nichtkon- 
stunten Koeffizienten sucht er mittels Reihen zu lésen.*) 
D’Alembert behandelt*) neben anderen Gleichungen 2. Ordnung 


den Fall 


Ede dd bdd ‘ 
bg + de aa <a = 9, 





wo € und £ Funktionen von 2, J eine Konstante bedeuten, und ver- 
sucht ein Inteyral der Form 


1) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. XVI, 1771 (1772), p. 856. 
7) Von letsterer Art sei noch die Substitution 


z= (So) 2 (Ge 7ae 


wo r und s Funktionen von z allein sind, erw&hnt. von der Euler Institutiones 
calculi integralis, vol. III, p. 828 Gebrauch macht. 5) Ebenda, p. 261. 

*; Histoire de l’Académie des Sciences 1772, part. 1 (1775), p. 33 bzw. 80. 

*, Ebenda, p. 87. ") Opuscules mathématiques. . 1V (1768), p. 248. 
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Xdu X"ddu ae 


pan ! ae 
4 Xu dz. +r dz* f 





wo X, X’, X”... passend zu bestimmerde Funktionen von 2 sind. 
| Laplace hat die Eulersche Idee der Zuriickfihrung der par- 
tiellen Gleichung 2. Ordnung auf die eben angegebene kanonische 
Form wieder aufgegriffen; er fragt duran ankntfipfend nach Bedingungen, 
unter welchen diese in endlicher Form integrabel ist. Far das Ent- 
stehen seiner Abhandlung sind Eulers Vorarbeiten in verschiedener 
Weise bedeutungsvoll geworden: die Transformation (transformation) 
selbst, die Ausnahmen, die sie erleiden kann, das Auftreten der Diffe- 
rentialquotienten oder Integrale der willkirlichen Funktion in der 
Integralgleichung, dies alles hat, wie Laplace selbst zugesteht’), - 
schon Euler. Laplaces Verdienst ist, daB er die mégliche Form 
des Integrals genauer festlegt, daB er nicht wie Euler nur Differen- 
tialgleichungen sucht, die in geschlossener Form integrierbar sind, 
sondern die Bedingungen hierftir in Form von Gleichungen angibt, 
daB er endlich — und darauf legt er selbst groBen Wert — alles 
analytisch, in bequemen Formeln darstellt. Laplace reduziert wie 
Euler die Gleichuny . 


Om (5e4) + (suay) +B (oye) + 7° (Gz) + 9- (5p) + Ae + T 
in welcher alle Koeffizienten Funktionen von x und y, aber nicht 


von 4 sind, durch Einfihrung neuer Verdnderlicher w und 6 auf die 
Normalform 


ios ( a6) + (53 =) + +n. (4) +1247, 


wo jetzt m, n und / Funktionen von @ und @ sind. Hierbei sind 
die alten und die neuen Variabeln durch die Gleichungen verkniipft: 


(5) - (58) -[- $e +V(Fe-8)| 
(52) - Gy) is 0 ~ VGe- A]. 


Diese Gleichungen reduzieren sich, wenn gleichzeitig « = 0 und 
B= 0, auf (5°) = ( und (5°) = 0, d.h. wo und @ sind Funktionen 


von y allein; in diesem Fall, den auch Euler schon eingehend be- 
handelt hat, ist, wie Laplace im folgenden findet?), ein_,,vollstin. 


un 


) Vgl. hierzu Histoire de l’Académie des Sciences 1773 (1777), Histoire 
p.43ff. * Ebendsa, p. 360. Vgl!. auch Mémoires présentés par divers Savana, 
t. VI (1774), p. 655. 
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diges“ Integral in endlicher Form nur dann miglich, wenn 0 = 0 ist; 
das schlieBt natirlich nicht aus, daB oft partikulaire Integrale in ge- 
schlossener Form angegeben werden kénnen. Als zweiten Ausnahme- 
full nennt Laplace das Bestehen der Gleichung 


1 
p= 4 a, 


heutzutage ‘als parabolischer Fall bezeichnet; hier sind die Gleichungen 
fir o und 0 nicht mehr unterschieden, man erhalt namlich 


I) 1 Ow 00 1 08 

(5°) pa aaa (oy) und (a) Fea oe 2+ (5y): 
Man kann aber, wie Laplace zeigt, diesen Fall auf den Typus « = 0, 
B= 0 reduzieren, wenn man aus 


()-— 1G 


die Variable x als Funktion von m und y berechnet und den betr. 
Ausdrack in die gegebene Differentialgleichung einfithrt, so daB also 
eine Gleichung in 4, @, y entsteht.') Fir die folgende Untersuchung 
wird von Wichtigkeit, was Laplace tiber die Form der Integrale der 
linearen @leichungen 2. Ordnung behauptet. Nach eigener Aussage 
hatte Laplace beobachtet, da8 die willkiirlichen Funktionen im 
Integral einer linearen Gleichung immer selber linear vorkommen. 
Differentialquotienten und Integrale der willktirlichen Funktionen 
zieht schon Euler- zur Bildung des allgemeinen Integrals heran; 
berticksichtigt man endlich noch die Arbeiten Condorcets auf 
diesem Gebiet, so ist damit aufgezihlt, was Laplace aber den 
Gegenstand bekannt war. Auf die Methode, wie er sodann die Form 
des Integrals von vornherein zu ermitteln sucht, kann, wenngleich 
auf die intihsame Untersuchung eminenter Scharfsinn verwendet ist, 
hier nicht eingegangen werden, da ihre Darstellung zu_viel Platz be- 
auspruchen wiirde, und der Wert der betr. funktionentheoretischen 
Schliisse wenigstens ohne Modifikationen und Erginzungen verhiltnis- 
miBig gering ist. Laplace kommt durch Uberlegungen, die er fir 
die Gleichung 1. Ordnung ausfthrlich angibt, zuniichst zu dem Re- 
sultat, da das Integral die willkiirlichen Funktionen g‘und y, wie 
bereits beobachtet, linear und wiederholt differentiiert oder integriert 


"| Auf diesen Fall, der sich immer auf die Gleichung der Wirmeleitung 


a ‘ 
a ad sa reduzieren l&Bt, ist Laplace spiter wieder zuriickgekommen: Journal 


de l’Ecole polytechnique, cah. 15, 1809, p. 235. 
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enthalt; des weiteren findet er, daB die Argumente von o und » 
Funktionen von den Variabeln bzw? @ allein sein miissen, ein Um- 
stand, der eine ganz bedeutende Vereinfachung des Integrals zur Folge 


hat, da sich Ausdriicke wie J Ee Oq(m) uuf einfachere Formen, also | 


hier g(o) - jE 66, reduzieren lassen. 

Nach diesen Voruntersuchungen wendet sich Daviaes der eigent- 
lichen Aufyabe zu; er verlangt, daB die willkirliche Funktion nicht 
unter dem Integralzeichen auftreten soll, setzt 7'= 0 und tiberdies 
zur Vereinfachung auch w = 0. Die einfachste Form, die das Integral 
dann haben kann, ist 

= A-4(o). 
Laplace substituiert diesen Ausdruck in die kanonische Differeutial- 
gleichung und setzt — die Berechtigung hierzu ist leicht einzusehen 
— den Koeffizienten von ‘g(m) sowie den der Abgeleiteten g/(a) 
gleich Null. Es ergibt sich so 

a (2) +mA und Us 6S) +m: i) +H: (() + LA. 
Aus dieser Gleichung lassen sich aber mit Hilfe der ersten und der 
daraus durch partielle Differentiation nach m hervorgehenden Gleichung 
die Differentialquotienten von A eliminieren: man erhalt nach Divi- 
sion mit .4 die Bedingnng 


0 =] -— ae 


a) — nm, 
von deren Bestehen die Existenzméglichkeit eines Integrals der Form 
a= Ag(w) 


abhingt. Diesen Weg seblagt indes Laplace nicht ein, sondern sagt, 
daB die Differentialyleichung : 


0 = (22) + m- ($ Ey +n oi) +l 


” 


mittels der Substitution | 
gl = (2) + m2 
= G a ) + nA +2. [2 -—- (°™) ~— mM n| 
tibergeht: unter der Annuhme 
z= A-g(o)- 
reduziert sich daun die Gleichung 
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O08 
A wm (FF) + me 
auf 
H) = 0, 


was die erwihnte Relation zwischen m, n und 1 liefert. Ist diese 
Relation nicht erfillt, so versucht Laplace die nachst einfache An- 
nahme 


= A- g(a) + A’: o(a); 
es ergeben sich dann drei Gleichungen fir A, naimlich 


Q = (64) + mA; 


() = (Po 5) +m (74) +n. (4) +14 + (A A) + m AL; 
= (92) (AE) nA) tt 


Wie schon erwiihnt, verwandelt die Substitution 
HD es) 4+ ms 
die ursprtingliche Gleichung in 
ost ” 
O- SE) +E ets, 
wo zur Abkirzung 
om 
n= t— (2) — mn 


gesetzt ist. Aus diesen Gleichungen erhalt man nun durch geschickte 
-Kombination bei Benutzung der weiteren Substitutionen 


0 
_ (es) 
Be 
die Differentialgleichang 
0 (28) + (2) + m (287) ray 


die genau die Form der urspriinglichen Gleichung hat. Mit Beriick- 
sichtigung der Annahme 

a) = Ag(m) + A’p;(@) 
geht aber die Gleichung 


Ou 
0G) 4 0) ou e 


=m: utnm — a6 


AY) = (o*) + me 
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6) = (EA) + mA] o(o) + (G5) + mA!] p1(0) 


tiber, die sich wegen der fiir A geltenden Relationen auf 


0 = (Go) + mAiJor(@) 


reduziert. Das heiBt nichts anderes, als s/) ist Integral einer kauno- 
nischen Differentialgleichung 2. Ordnung und enthalt nur eine will- 
_ kfrliche . Funktion g;(@), aber keinen ihrer Differentialquotienten: - — 
Dieser Fall ist aber als der einfachste bereits untersucht und die 

Bedingungsgleichung fiir sein Bestehen aufgestellt; sie lautet | 


y T 
OD = (7) — (em ‘) — rm), 


‘Die kanonische Gleichung 2. Ordnung in #”), m/, n, l’ hat sich ganz 
unabhangig von der speziellen Annahme tiber die Form des Inte- 
grals ¢ ergeben; sie wird also auch Geltung haben, wenn 


b= A-o(o) + A’- (om) + A” - pu(o). 


Durch Substitution dieses Ausdrucks in die urspriingliche Differentiul- 
gleichung (mit der abhingigen Verianderlichen s) ergeben sich aber 
Gleichungen fir A, A’, A’, deren Berticksichtigung 


ft) — (34) + mA]. p(w) + (7A ) — Aly. pn(@) 


liefert. Und das hei®t gar nichts anderes, als ¢/) enthalt eie will- 
ktirliche Funktion ‘g;() und deren erste Derivierte yz;(@), weshalb 
auf die Differentialgleichung 2. Ordnung 2!) die Uberlegungen des 
eben untersuchten Falles angewendet werden kénnen. 

So kann man weiter schlieBen. Die bei dieser Methode —— Kas- 
kadenmethode hat man sie spater genannt — auftretenden GréBen pw), 
mn"), Kr), x) mit dem Index r gehen aus den gp, m, l, ¢ mit dem 
Index r — 1 genau in derselben Weise hervor, wie die u/, m/, U’, 2! 
aus uw, m, l, 2 selbst. Der Wert von #”) laBt sich indessen leicht 
independent darstellen, da, wie Laplace zeigt, die Gleichung 


0 = (£2 2! ) ie n 2) 1 ) 
mit dem Integral 


= ude 


aw) =e - ur (0) 


1!) Diese Gleichung gilt natirlich nicht fir einen beliebigen, sondern nur 
fiir denjenigen Index r, der das Abbrechen der Reibe fiir z bewirkt. 
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besteht. Die Bedingung, da8 2 keinen héheren als den r™ Differen- 
tialquotienten der willkiirlichen Funktion gy. enthalt, ist dann, wie 


sofort ersichtlich, 
, = Ii) — () — am; 

ist sie fir kein endliches r erfullt, so ist die Gleichung — vorausgesetzt, daB 
die Laplaceschen Behauptungen iiber die notwendige Form des In- 
tegrals richtig’ sind — auch nicht in endlicher Form integrierbar, 
dieser Fall tritt z. B. im allgemeinen ein, wenn J, m,n konstant sind"). 
Ganz die gleiche Methode wiirde am Platze sein, wenn man von vorn- 
herein nicht w, .sondern g gleich Null gesetzt hitte; Laplace geht 
deshalb gar nicht auf diese Frage ein, sondern wendet sich zur Be- 
trachtung des Falles, daB 7 nicht identisch Null ist, welcher eine 
analoge Behandlung gestattet. 

Indem Laplace des weiteren die angegebene Bedingungsgleichung 
ftir Integration in geschlossener Form als Bestimmungsgleichung ftr r 
auffaBt, erhilt er in endlicher Form integrable Fiille.*) Auch ist noch 
gezeigt, daB der Ausdruck fiir z, sobald er eine nur endliche Anzahl 
von Integralzeichen enthilt, immer auch durch willkiirliche Funktionen 
und deren Differentialquotienten allein dargestellt werden kann, oder, 
wie Laplace sich ausdriickt, notwendig von Integralzeichen frei ist*); 
endlich ist noch auf die Integration unter gegebenen Anfangs- 
bedingungen eingegangen.*) DaB mit der Integration einer einzigen 
der Differentialgleichungen 2. Ordnung, die sich der Reihe nach er- 
geben, die aller tbrigen durch Quadraturen oder Differentiationen 
gefunden wird, erwahnt Laplace, offenbar weil selbstverstandlich, 
nicht, 

Spiter®) kommt Laplace auf seine Ergebnisse zurtick und stellt 
sie in folgender Form dar: Jede lineare partielle Differentialgleichung 
2, Ordnung, sagt er, kann in der Form dargestellt werden 

0 = (2e) +m (5) +n (2%) + lu, 
wo m, 2 und 1 gegebene Funktionen der Variabeln s und s’ sind. 
Versteht man unter 9,(s) das Integral J c%- gis), unter g,(s) das 
Integral J osp.(s) usf., desgleichen unter y;(s') das Integral | es!y (st), 


unter y,(s’) das Integral — { ¢s'w,(s') usf., so ist 

1) Histoire de l’Académie des Sciences 1773 (1777), p. 369. *) Ebenda, 
p. 380. 3, Ebenda, p. 382 ff.. speziell p. 395. Auf die im Text angefihrte 
Behauptung kommt Cousin ebenda 1784 (1787), p. 420 zuriick und stellt einen 
entsprechenden Satz allgemein fiir Gleichungen nn‘ Ordnung auf: ebenda, p. 429. 
“| Ebenda 1778 (1777), p. 396. 6, Ebenda 1779 (1782), p. 268 ff. 
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w= A-g(s) + AM - 9, (8) + A®- 9, (8) +--- 
+ B.oi(s') + BO. vy(s!) + BO wy) + 5 


g(s) und #(s!) sind hierbei zwei willktirliche Funktionen; fir ihre 
Koeffizienten gelten folgende Gleichungen: 


O=— (54) + mA; 


Om (Gar) + mA + DAs), 
Om (AP) + mA 4 DAD; 
O— (F;) +B; 


0 = (—) +nB” + DB; 


QO = (Ce) +nB® + DB, 


. Ergibt sich einer der Koeffizienten A“) oder BY), wo w eine 
positive ganze Zahl ist, zu Null, so bricht die Reie fir « ab. Im 
folgenden gelangt Laplace zur Darstellung von win Form von be- 
stimmten Integralen. Er bezeichnet nimlich die Summe 


(0) + tep(es) + Bp (2cs) + --- + t*- —(3) 


mit 7’ und entwickelt oa 


: nach Potenzen von ¢. .Dann wird der 


8 
Koeffizient von ¢** gleich 


[p(O) + p(os) + p(2@8s)+ + 9(s)]-08 
gefunden; das ist aber nichts anderes als g,(s). Allgemein ist der 


Koeffizient von /°* in der Entwicklung von 7(1— ¢)-“rs“ nichts 
anderes als p(s). Mit Hilfe dieser Beziehung lé8t sich, wenn man 
fir T seinen Wert in g(0), o(<s),... einsetzt, o,(s) linear durch 


1) Wir haben uns hier der Ubcrsichtlichkeit halber der modernen Bezeich- 
nungsweise bedient, die statt der vorgelegten Ditferentialgleichung in u sym- 
bolisch Diu == 0 schreibt. 
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die (0), y(@s),... und gewisse Koeffizienten ausdriicken, die be- 
stimmt werden sollen. Der Koeffizient von g(rds) in dem Ausdrack 
T(1 — t)-#de ist (1 — fds"; auf o,(s) trifft dabei nor der 


Koeffizient von ¢?*. Driickt man also y,(8) in angedeuteter Weise 
durch (0), (0s), ... p(rés),... aus, so wird der Koeffizient von 


p(ris) gleich dem Koeffizienten von ¢# in der Entwicklung von 


(1 — %)-“2e", di. gleich dem von ¢@* " in der Entwicklung von 
(1 — ¢)-“de sein. Dieser ist aber gleich 


(- —r41)(2—r+a).-($—rte—1) 


JaBt man r so ins Unendliche wachsen, daB dabei rés gegen einen 


as" ; 


-1 
endlichen Wert s konvergiert, so geht er tiber in = 2) in as. Mit 


Hilfe dieser Darstellung laB8t sich jetzt auch das Integral uw stutt 
durch gy, durch die (0); p(és), ... p(rés), ... susdriicken. Hier- 
bei wird der Koeffizient von 


p (rcs) = 9(2) 





gleich 
aD) an e—- = Mea), 


wenn man 
> Ae —— r(z) 
setzt. Hieraus schlieBt Sodeae! auf die Gleichung 


‘ af 
u~ firrie— notes former — ne 


wo die Funktion J7 analog der Funktion I, aber mit Hilfe der B 
gebildet ist. Hierbei sind aber, wie aus den Gleichungen fiir die A 
und B hervorgeht, I'(s— 2) und I1(s'—z) selbst partikulare Inte- 
grale der gegebenen Differentialgleichung, von denen das erstere fiir 
s =z der Anfangsbedingung 
au 


esl 
das letztere fiir s‘ =z der Anfangsbedingung 


+mu= OQ, 


é 


uv 
a, tnu= 0 
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gentigt. Durch dieses Ergebnis wird Laplace veranlaBt, den Aus- 
drack 


u — {pox - p(s) + [plas - w(8), 


genommen von einem konstanten Wert von ¢ bis 2=s8 bzw. s=s', 
za untersuchen; er findet durch Differentiation, daB dieser Ausdrack 
der Differentialgleichung geniigt, sobald p und p’ partikulére Werte 
von # sind, die eine willkiirliche Konstante z einschlieBen und fiir 
z = 8 bzw. s’ in Funktionen P und P’ von der Art abergehen, daB 


O= (55) +mP und Q= (G-) + 0Pr 


Da der Ausdruck ffir « zwei willktrliche Funktionen g(z) und ¥(¢) 
enthalt, erklart ihn Laplace fiir das’ allgemeine Integral. Endlich 
sind noch verschiedene andere Darstellungen des bestimmten Integrals 
angegeben; so erhalt man vermige der Substitutionen « = st bzw. 
z = s't die folgende zusammengezogene Form 

7 = fet- {sq - p(st) + s'q'- p(s/t)}, 


wo zwischen den Grenzen 0 und 1 integriert wird, und q und q’ aus 
p und p’ hervorgehen. Besonders behandelt wird der Fall, daB l,m, 


konstant sind; hier ist Is — 8) gleich dem Produkt aus e- wal — ms 
und, einer Funktion der einen Variabeln 


6 = s,(s — 8), 
die der gewShnlichen Differentialgleichung 
00 
O=(—mn)-y + (3) +0- (52) 
und den Anfangsbedingungen 
y= 1, (22) = + mn —I 


fir 6=0 yeniigt; diese Funktion war fibrigens schon Bernoulli 
und Euler hegeygnet. Fir 
[—mn = 0) 


reduziert sich das Integral auf 


wm ema (1(8) + ¥,(6")) 4) 
Der schon in der ersten Abhandlung besprochene Fall 


') GrdBtenteils nach Burkhardt a. a. O., Heft 2, S. s9eff. 
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a h - 

| (8 s!)*” 

wo f, g, & Konstante sind, wird nochmals vorgenommen; die bereits 
von Lagrange behandelte Gleichung 


(2%) _ a2. (29%) met _ (ax) _sate 


oe ax! z ‘@z/ 2? 


durch die Substitutionen 


aes i, go _ 
s+ ai’ s+e!? 


s+at=—s und x+r—at=s! 


auf ee Gleichung der eben erwahnten Art, namlich 


0— (Bie) + sealed) + GS) a8 


- peduziert. - 





Spiiter') tibertrigt dann Legendre die Laplaceache Kaskaden- 
methode auf die lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in 
ibrer urspriinglichen Form, d.h. er zeigt, da8 die Transformation suf 
die Euler-Laplacesche Normalform iiberfliissig ist. Legendre 
fihrt hierbei die Integrale der Gleichungen 


dy—pdzx=( und dy— Pdx=0 
ein, wo p und P die Wurzeln der Gleichung 


pi—ap+b=—0 


sind, und @ und 6 die Koeffizienten von ieaj bzw. ig in der ge- 


gebenen Differentialgleichung — der Koeffizient von oe ist gleich 1 


gesetzt — bedeuten; auf die Darstellung seiner Methode kann, da sie 
prinzipiell von der Laplaceschen nicht verschieden ist, hier ver- 
zichtet werden. 

Das Ziel der Laplaceschen Arbeit war die Aufsuchung eines 
Kriteriums fir die Méglichkeit einer Integration in geschlossener 
Form; der hierbei eingeschlagene Weg fihrte nebenbei noch auf die 
Lésung der Gleichung 2. Ordnung durch bestimmte Integrale. Von 
anderen Gesichtspunkten gehen die Untersuchungen aus, denen wir 
uns jetzt zuwenden. Lagrange, der Schépfer der Theorie der par- 
tiellen Gleichung 1. Ordnung, derselbe, der durch seine Arbeiten tiber 
Natur und Fortpflanzung des Schalls das Interesse an der Gleichung 

2. Ordnung so machtig gefordert hat, ist spaiter nur mehr gelegentlich 


1) Histoire de l’Académie des Sciences 1787 (1789), p. 319. 
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auf diese zuriickgekommen; erwihnt sei von ihm die Behauptung’), 
daB man bei Kenntnis zweier verschiedenen vollstandigen ersten Inte- 
grale aah das vollstandige endliche Integral finden kénne, ndem 


man zuerst © ae -, sodann ag aus jenen eliminiere und die durch par- 


tielle Integration nach z 4 ) eemneiee Integralgleichungen mit- 
einander vergleiche. ; 

Weiterhin ist Mouge zu nennen, der abweichend von Laplace 
unter einer linearen Gleichung 2. Ordnung jede Gleichung 


Ar+ Bs +Ct+ D=0 


versteht, wo 17, s, ¢ in itiblicher Weise die partiellen Ableitungen 
2. Ordnung bedeuten und A, B, C, D beliebige Funktionen von 2, y, 
z, p und q sind, der also nur verlangt, daB r, s und ¢ linear auf- 
treten.*) Das Verfahren ist genau dasselbe wie sonst: Reduktion auf 
totale Gleichungen. Die Relationen 


dyp=rdx+sdy und dq =sdr + tdy, 


die nichts Neues sagen“, gestatten zwei von den drei GréBen 7, s, / 
zu eliminieren, und man erhilt: 


Bdpdy + Cdqdy — Cdpdz + Ddy? = — r{Ady?— Bdxdy + Cdz*}\ 
Adpdy + Cadqdz+ Ddrdy = s{Ady?— Bdxdy + Cdz*} 
Adpdz — Adqdy+ Bdqdx + Ddx* = — t|{Ady*— Bdrdy + Cdz’}. 


Damit diese Gleichungen nicht r, s, ¢ in z, y, 2. p, q bestimmen 
konnen, muB gleichzeitig 

Ady? — Bdady + Cdz* = V) 

Adpdy + Cdqdz + Ddzxdy— 0 

Bdpdy + C(dqdy — dpdz) + Ddy®? = V 

A(dpdz — dqdy) + Bdqdz + Ddz'= 0). 
_ Von diesen vier Gleichungen sind zwei die Folge der beiden 
librigen; sie erfahren, wie Monge in seiner Application zeigt, mit 
Hilfe der Charakteristikentheorie eine einfache geometrische Deutung. 
Dieselbe Deutung des Wortes simultan, die schon frither den Zu- 
ferimenbang zwischen totalen und partiellen Gleichungen vermitteln 


') Oeuvres de Lagrange, t. IV, p. 95. Der Aufsatz stammt aus dem 
Jahre 1774. *) Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 126 ff 
Vgl. auch Mémoires de l'Académie de Turin 1784/85 (1786), p. 31 ff.; ferner 
Histoire de l’Académie des Scienves 1788 (1786), p. 720, woselbst die speziellere 
Gleichung Lr + Me-+ Nt=0 auf totale Gleichungen reduziert, auch die Glei- 
chung der Minimalflachen behandelt wird. 


_ 
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mufte, fitthrt auch jetzt zu dem SchluB, daB V = g(U) ein erstes Inte- 
gral (intégrale premiére) der vorgelegten Gleichung ist, wenn V =a 
und U = 6 die volistindigen Integrale zweier von den angegebenen 
vier totalen Gleichungen oder zweier gleichwertigen sind. Sind zwei 
derartige Gleichungen zwar integrabel, lift sich aber keine von ihnen 


‘auf den ersten Grad reduzieren, so ist besondere Vorsicht nétig, in 


welcher Weise die betr. Integrale za kombinieren sind, da nicht alle 
Kombinationen brauchbare Resultate geben; Monge gibt diesbeztig- 
liche Vorschriften.") Von Beispielen ist die Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten behandelt, auBerdem die Differentialgleichung der Mini- 
malflichen, letztere in wenig brauchbarer Form und fehlerhaft. Monge 
schreibt diese Gleichung Borda zu, wohl weil dieser eine kurze Ab- 
handlung fiber dieses Gegenstand gebracht hatte*); Borda selbst ver- 
weist dort auf einen noch°zu besprechenden Aufsatz in den Miscellanea 
Taurinensia, in dem Lagrange seine Variationsrechnung bekannt 
macht. Legendre zeigt®) von der Mongeschen Integration, daB die 
darin auftretenden Integralzeichen sich tiber mehrere Variable er- 
strecken, ohne daB die Integrabilitatsbedingungen erfillt sind, und 
findet die richtige Lésung durch einfache Anderang der Variabeln; 
als Beispiele bringt er den Rotutionskérper, dessen Meridiankurve die 
Kettenlinie ist, sowie die Minimalfliche zwischen zwei windschiefen 
Geraden.*) 

In der erwahnten Abhandlung behandelt Monge auch G@leichungen, 
ftir welche sich nicht ein erstes Integral der Form V = g(U); sondern 
komplizierteren Baues ergibt; aber leider fragt er nicht nach den Be- 
dingungen, unter welchen ein erstes Integral der Form V = g(U) 
existiert; er ware sonst notwendig auf die allgemeinere sogenannte 
Amperesche Form der Differentialgleichung 2. Ordnung gefthrt wor- 
den, die noch ein additives Glied E(rt — s*) besitzt, aber trotzdem 
prinzipiell nicht schwieriger zu integriercn ist als die von ihm be- 
trachtete lineare Gleichung. Ubrigens war Monge die Einsicht in 
die Wichtigkeit der Verbindung rt — s? nicht verschlossen; dieser 
Ausdrack, der schon 1760 in den Eulerschen Untersuchungen tiber 
Flaéchenkriimmung auftritt, findet sich in verschiedenen von Monge 
untersuchten Differentialgleichungen, wie 


rt—s?+ A=O und “(rt — st) + 4rs = 0, 


wieder.°) 


1) Histoire de l'Académie des Sciences 1788 (1786), p. 148. 3) Ebenda, 
1767 (1770), p. 561ff. Borda bezeichnet die Aufgabe ale Problem von La- 
grange. 5) Ebenda 1787 (1789), p. 809ff. ‘*) Vgl. diesen Band S. 550 oben 
und S. 569. *) Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787), P. 89, 157, 
endlich p. 561, 562, 
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Monge behandelt') auch nichtlineare Gleichungen 2. Ordnung. 
indem er sie auf lineare Gleichungen héherer Ordnung zurickfihrt. 
Sei W=0 eine -beliebig aus z, y, 2, p, y, 7, 8, / cusammengesetzte 
Differentialgleichung. Durch Differentiation erhalte man hieraus mit 


Benutzung der Relationen 
dz=pdi+qdy; dp=rdz+sdu; dq -=sd2x + tdy 


die Gleichnng 
Adr + Bds + Cdt + Ddia + Kdy = 0. 


Wenn jetzt, sagt Monge, auf Grund einer gewissen Avaaiis tiber 
den Wert von | He die partielle Gleichung 3. Ordoung, die man erhilt, 


eine Konstante oll besitzt und linear oder doch von brauchbarer 
Gestalt ist, und es ist méglich, zwischen den drei ersten Integralen 
‘dieser Gleichung (und der urspriinglichen) die finf GréBen p, g, +,. 
s, t auf einmal zu eliminieren, so hat man in dem Itvsultat dieser 
Elimination das gesuchte endliche Integral vor sich. Monge nimmt 


speziell 
-Ddr+ Edy = 


; d soa Ss 
an, berechnet daraus i und setzt diesen Wert in 


Adr+ Bds+ Cdt=0 


ein, wo man sich dr. durch ¢ da 2 dx + Pc -dy usw. ersetzt denken * 


| ‘a y 
mu; dadurch entsteht die lineare Gleichung 3. Ordnung 





a 2 in @: 
AE) 3+ (BE — AD) + (CE — BD) - cay — CD gy = 0 


isi 


die nach der gewObnlichen Methode auf totale Gleichungen reduziert 
wird. Aus diesen folyert Monge mit Ausschaltung der Gleichung 


Dds + dy = 0 


die wieder auf die urspriingliche Gleichung fthrt, folgende zwei Glei- 
chungen. welche die beiden anderen Ihtegrale der Gleichung 3. Ord. 
nang liefern: 


Ady’ — Bdxdy + Cdzx* = 0 
und | 
Akidydr + ds(CEdx-— ADdy)- CDdadt =. 


Monge wibt als Beispiel die Gleichung 


') Histoire de l’Académie des Sciences 1763 (1786). p. 190. 
Caxtor, Gcechichte der Mathematik IV. 65 
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2bx(a?r + 2as + t) 4+ ay(a’r + 2a8 + t) — 2ab(ap + q) = 9, 
welche auf | 
adr+2ads+dt=0; dr—ady=0 
und damit auf des Integral 


z= o(x — ay) + 2p(z — ay) + 20'2*[p(@ — ay)} 


. fahrt. Es ist leicht, figt er hinzu, ahnliche Dberlegungen far die 
Gleichungen héherer Ordnung anzustellen, aber man sieht auch, daB 
mit wachsender Ordnung die Fille, wo das geschilderte Verfahren 
eine ,,volistandige“ Integration erlaubt, immer seltener werden. 

Nach Monge ist Legendres Behandlung der speziellen Gleichung 


Aats dds dds 
a Age + Bacay + Cage 7% 
deren Koeffizienten A, B, C Funktionen von 
dz o dz 
dz P wm ay! 


allein sind, zu erwihnen.’) Auf einen sehr speziellen Fall dieser 
Gleichung war schon Monge oe der erkannt hatte"), daB die 
’ Gleichung 


aL: 002 ee oz? 


orgs 
tga So Gage ays dak 


Oz" 
dxby —B dy? 0 
durch die Substitution z=e”" in 


Sd dow 20 
dx a doty © ays = 





tibergeht; Monye findet 
z= [p(Pa — y)|><[y(Pa — y)), 
wo P und P die Wurzeln von 
FP?- AP+ B=0 
sind, und im [fall gleicher Wurzeln | 
a= |p(Px — y)]* <lv(Pz — y)]. 
Legendre behandelt nun die allgemeine Gleichung folgendermaBen: 


") Hiatoire de l’Académie des Sciences 1787 (1789), p. 314: *) Mémoires 
présentés par divers Savans, t. VII, 1773 (1776), p. 328. ; , 
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statt z, p, q als Funktionen von 2 und y aufzufassen, sieht er viel- 
mehr umgekehrt z, y, ¢ als Funktionen von p und g an; dann ist 
zdp + ydq ein exaktes Differential dw und folglich 


__ 4” da 
“ani Yagi Fa PEt ayo. 


Man sieht leicht, daB diese Gleichungen eine. Berihrungstransformation 
darstellen, die sich nach den Vorschriften von Monge oder Lie aus 


—8&—&+ 22, + yy, =0 


ie wo der Ubersicht halber z,, x,, y, statt , p, q geschrieben 
sind; Legendre erkennt aber den Zusammenhang sviner Methode 
mit der Mongeschen Theorie der Bertihrungstransformationen nicht. 
Fihrt man nun o als neue abhangige Verinderliche ein, so miissen 
auch die Ableitungen von ¢ nach z bzw. y durch die Differential- 
quotienten von w nach p und gq ersetzt werden. Legendre erhialt 


auf diese Weise bei stillschweigender Unterdriickung eines Nenners 
ddw dde ($F. | 


apt dq? y’ die neue Gleichung 


adpdgq 


ddw ddo ao 
von der die Gleichung der ides ein spezieller Fall ist. 
Legendre behandelt') auch einen speziellen Typus von Glei- 
chungen héheren Grades, namlich 


r= F’(s, 2), 


wo 7, s und ¢ die fibliche Bedeutung haben. Sein Gedankengang 
ist Shnlich wie bei der eben behandelten nncaren Gleichung; er fol- 
gert aus 


dp=rdz+sdy und dq=sdz + tdy, 


daB xrdr + yds und xds + ydt exakte Differentiale sind, betrachtet 
z und y als Funktionen von s und ¢ und setzt 


 ads+ydt=da; 

dann ist 
da_ dw 

ie ds? ~ at 


Durch Differentiation der gegebenen Differentialgleichung folgt aber 
eine Gleichung — 
* dr= Ads + Bil, 


') Histoire de l’Académie des Sciences 1787 (1789), p. 317. 
65* 
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wo A und B bekannte Funktionen von s und é sind: somit wird 
cdr + yds =(Az-+ yds + Badt. 


Da uber xdr + yds ein vollstindiges Differential sein soll, so muB 


d(Ac-+y) dba 
at ds ? 


oder, mit Beriicksichtignng von 


dA dB 
dt —s ds? 
endheh 


dy 


dx is dz 
4G t+ apo B 


Setzt man hierin ffir « und y die oben angegebenen Ausdrticke 


pe gee 
. ds * I dt 


vin, so ergibt sich unmittelbar die lineare Gleichung 2. Ordnung 


ddw , ddw py dda 
te Tas OP ge 
welche die 1. Ableituugen von nicht epthalt. 

Im AnschluB an frihere Arbeiten tiber die lineare partielle Diffe- 
rentialgleichung 1. Ordnung’) behandelt Trembley in ganz analoger 
Weise die lineare Gleichung 2. Ordnung.*) Ausgangspunkt fir ihn 
ist eine gegebene Form des Integrals: Ziel die Aufsuchung integrabler 
Kalle. Zunéchst nimimt er 


ree WN FCW) EIT f( 0 


als Integralgleichuny an, wo die // und ® Funktionen der unuab- 
hiingigen Variabeln « und y, die Striche aber natiirlich keine Diffe- 
rentiationen bedeuten. Bei Elimination der willkirlichen Funktionen 
F und f, sagt Trembley, erhalt man nur dann eine lineare Gleichung 
2. Ordnung, wenn zwischen den. 7’, JI” und @, ©” gewisse Rela- 
tionen bestehen. Um diese zu finden, bildet Trembley die partieHen 
Ableitungen 1. und 2. Ordnung von 2, multipliziert sie mit unbe- 
stimmten Funktionen G, 4, B, ..., addiert und ‘setzt 


') Besonders Nova Acta Academiae Petropolitanae, t. IX, Histoire p. 88 ff. 
(préa. 1794). *) Ebenda, t. X, 1792 (1797), Histoire p. 27—104. Die besprochene 
Abhandlung ist 1795 der Akademie vorgelegt. Siehe such ebenda, t. XI, 1793 
1798), Histoire p. 58 (prés. 1797) 


=), 
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Gz+Al; 22) + B(2) + 0 (224) + D(C se Of eed 


OTLN 


Ersetzt may in uieser Gleichung die eimzelnen Differentialquo- 
tienten durch ihre aus der gegebenen Integralgleichung berechneten 
Werte, so treten die willkiirlichen Funktionen F' und f nebst ihren 
Derivierten in verschiedenen Verbindungen awf. Die Koeftizienten 
_ dieser Kombinationen setzt Trembley, da die Gleichung keine will- 
‘kirlichen Funktionen mehr enthalten soll, gleich Null und erhialt so 
6 Gleichungen fir die ® und JJ, wie z. B. . 

(ae 2 ag’ 2 CO) (0G 
¢ (ae) + D(,,) + E (2G) > a 

Aus diesen Gleichungen lassen sich zuniichst die Verhiltnisse der 
GréBen G, A, B,... durch ‘die ® und JZ ausdriicken; haben also 
umgekehrt jene Verhiltnisse diese Form, so ist die Gleichung sicher 


durch 
r= Il. FD) + 1" {(") 


integriert. Sind die G, A, B,... geyebene Funktionen, so besteht 
die Aufgabe darin, die //-und ® zu bestimmen. Trembley lést de 
Aufgabe fiir spezielle Falle. Zuerst nimmt er J/'= 11" an') und be- 
rechnet aus den oe 6 Gleichungen die Ableitungen von JI 
und @ durch die G, A, B,... dargestellt. Fir ©’ und -®” ergeben 
sich, wie schon aus der einen ungefiilrten Relation ersichtlich, die 
Gletchungen—. 
@" E- hE—4Ch, ag, 
(5) +17 ae ie") saa 
und 


ae’ E+ Vib E—s1cy)| ee 
(5, y -) + j 2D Ae (5, + 
und das sind, wie es der Natur der pee nicht anders sein 
kann, genau die Gleichungen, welche Laplace zur Transformation 
der Gleichung 2. Ordnung auf die kanonische Form benutzte. Trembley 
ersetzt beide Gleichuvgen durch die totale 

_ (BR FYV(FE—ACD)\cy-- 2Dix = 0, 


wobei also E, ( und D als gegeben za betrachten sind: des weit«ren 
stellt er Formeln auf, welche nach Berechnung von @ und @” die 
Funktionen //’ und 1” durch die Koeffizienten G, .1, B,. . der ye- 
gebenen Ditfferentialgleichung ausdriicken. Analog wird der Fall 


0 = " 


———ae ee ee oe See 


1) Nova ‘Acta Academiae Petropolitanae, t. XI, 1792 “1197, Histosre p. 85 
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untersucht.1) Noch mehr Gelegenheit zu rechnen gibt die Annahme*) 
emer komplizierteren Integralgleichung 


s= yne-. [FO(@') + £9(@")], 


wobei die F und fQ die Derivierten von F' bzw. f bedeuten, und 
die 17 nach einem gewissen Gesetz auseinander hervorgehen. Weiter- 
hin geht Trembley von der Integralgleichung 


(x, y, 2) = I(2, y)- F(@(@, y) 


aus*), die ihn zunachst auf eine komplizierte partielle Gleichung mit den 
abhiingigen Variabeln » und z-und drei Bedingungsgleichungen fabrt. 
Diese komplizierte Form vergleicht er sodann mit der allgemeinen 
partiellen Gleichung 2. Ordnung, welche die ersten Ableitungen von z 
in der 2. Potenz enthalt, und stellt y» durch die Koeffizienten der 
letzteren dar. Ist nun eine derartige Gleichung 2. Ordnung gegeben, 
so existiert, wenn y% auBerdem die erwahnten Bedingungsgleichungen 
erfillt, ein Integral der angegebenen Form. Ein Anhang‘) bringt 
eine Abinderung der besprochenen allgemeinen Methode. Endlich ist 
zu erwihnen, da8 Trembley eine Unmenge von Beispielen, besonders 
aus Kulers Integralrechnung, nach seiner Methode rechnet, die nur 
den Nachteil hat, daB man bei einer beliebig vorgelegten Differential- 
gleichung von vornherein ersehen sollte, welche Form das Integral 
haben wird. . 

Von den Gleichungen héherer Ordnung gesteht Euler in 
seiner Integralrechnung*) zu, da8 die Einfihrang neuer Veranderlicher 
hier wegen der allzuverwickelten Formeln wenig zweckmaBig ist. 
Euler beschrinkt sich auf drei Typen von Gleichungen, deren erster 
dadurch entateht, daB man eine einzige Derivierte héberer Ordnung 
gleich Null oder einer Funktion von x und y gleichsetzt..) Fir die 
Gleichung : 


is) =a 
versucht Euler ein Integral 
(72) — ne, 


das auf die Bedingung #* = a* fihrt und so drei partikulire Integrale 
der Form 


1) Nova Acta Academiae Petropolitanae, t. XI, 1792 (1797), Histoire, p. 43 ff. 
*) Ebenda, p. 88 ff. *) Ebenda, p. 101 ff. ‘) Ebenda, p. 105—109. 
5) Tnatitutiones calculi integralis, vol. TH, p. 848. *) Ebenda, p. 851 bzw. 855. 
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a= e**I(y) 


mit der willkirlichen Funktion I liefert; eine ahnliche Methode hut 
Euler auch zur Integration der Gleichung der Saitenschwingungen 
benutzt (S. 996). Als zweiter Fall ist die Weichung behandelt, welche. 
die Ableitungen nach emer der beiden Variabeln zx und y gar nicht 
enthalt. Man kann deswegen z. B. in der Gleichung 


Ps+ @ (55) + B (ge) + 


wo P, Q,.R,... Funktionen von x und y sind, y als konstaht an- 
sehen und integrieren; man hat lediglich fir die Integrationskonstanten 
nachtriglich arbitrire Funktionen von y einzufiithren. Euler be-- 
trachtet verschiedene integrable Gleichungen 3. Ordnung; hierauf die 
Gleichung der Schwingungen elastischer Lamellen 


d‘z ddz 
dat) ~~ 9% \az3}) 


von der er als partikulares Integral die Gleichung 


(ays) +8 (Gs) 


mit der Bedingung 6=-+a angibt.') Der dritte Typus, von Euler 
als homogener bezeichnet, ist dadurch charakterisiert, daB die Diffe- 
rentialgleichung nur Derivierte derselben Ordnung und kein Absolut- 
glied besitzt. Fir.die Lésung der Gleichung 


s (*3) ee (,754,)+ ¢ (508 2 dy? ) 7 


wo A, B,C, ... Konstante sind, gibt Euler die Regel an: man bilde 
die algebraische Gleichung 1°" Grades 


~ And + Bri-*+ Cnt? +. = 


--= 0, 


und bestimme ihre Wurzeln a, B, y,...; dann ist das ,,vollstandige 
Integral“ der vorgelegten Gleichung 


= Vy + ax) + Aly t+ Bz) + By + yr) t--- | 
wo I, 4, 2,... willkirliche Fanktionen sind. Im Fall gleicher 


1) Institutiones calculi integralis, vol. I, p. 374. Die Schwingungen 
elastischer Lamellen und Ruten unter verschiedenen Urenzbedingungen hat 
Euler ausfiihrlich Acta Academiae Petropolitanae 1779 (1782), para J, p. 108 ft. 
behandelt. Daran kntipft endlich ein Aafsatz von Lexell an: ebenda, 17*1 
41785), pars I, p. 185 ff. | 
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Wurzeln treten Faktoren x, «*,... oder, was die borm des Integrals 
uur scheinbar dndert, y, y’,... auf; ein Resultat, das Euler dadurch 
erhalt, daB er die gleichen Wurzeln als unendlich wenig verschieden 
annimmt und nach geeigneter Umformung zur Grenze tibergebt. Ist 
von den ersten Koeffizienten A, B, (,... eine Anzahl Null, so sind 
ebensoviele Wurzeln » unendlich groB'),} und der entsprechende Teil 
des Integrals lautet-I'(x) + yd (xz) + yi Z(z)+--- | 

Dieser Gloichungsiypus begegnet uns bereits bei Laplace?*), der 
indessen auf der rechten Seite statt der Zahl 0 eine gegebene Funk- 
tion X von z annimmt. Laplace behandelt die Gleichung mit Hilfe 
. einer Methode, die derjenigen fiiredie lineare totale Gleichung n'* Ord- 
nung vollkommen analog ist (vgl. 5.931); nach seiner Behauptung 
hat sie schon d’Alembert im 4. Band seiner Opuscules integriert. 
Man vergleiche hierzu auch die von Legendre behandelte Gleichung 
2. Ordnung (vgl. 8. 1012). 

‘Euler hat noch verschiedene spezielle Gleichungen héherer Ord- 
nung integriert; als Integral von 


(5.4) = au (Gor) + 2ab (4%) + bbe 


dy' 
( a) +a a(‘ *) bz, 


und ntipft daran die Banerkany: daB man a posteriori, d. i. vom 
Integral ausgehend, noch weitere derartige Beispiele fiuden kénne. 
Das Problem der Schwingungen. von Glocken behandelt Kuler durch 
Zerlegung der Glocke in Kreisringe und Betrachtung von deren Be. 
wegung. Als Gleichung fiir die letztere erhilt er 


gibt er®) an 


()--- 
: prec! det) + wo lac) + (Gs) 
mit der partikuliren Lésuny ; 


y~: dsin (‘" + a) nin (“. ue 


Vii — 1) + »), 

wo 7 jede ganze Zahl bedeuten, jeder Sinus dureh einen Cosinus er- 
setzt werden kan», und .1, «, v willkirliche GréBen sind. Aus den 
Partikularlésungen fiir die Kreisringe sucht er dann die Schwingungen 
der ganzen Glocke zu konstruieren. 


-_- wees - 2 ee ee 


', Institutiun’s caiculi integralis, vol. TW, p. 337. *- Miscellanea Tauri- 
nensia, t. 1V%, 1766469, p. 82Y. *\ Jnstitutiones calculi integralis, vol. III, 
p. 377. *) Novi Cunmentarii Academiae Petropolitanac, t. X. 1764 (1766), 
p. 264. Vet Burkiardts, a. a.0), Heft 2) 5. 364. 
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Monge behandelt') durch sukzessive Ordnungserniedriguyg einen 
‘weiteren Typus, welcher allgemeiner Behandlung ee ist, nim- 
lich die Gleichung - 

a" dz (m — 1) vg On A ddz 


a ee, mam! aE ea ea 7 mn e cakes ahs Oe al 2 < = Soe Se SS i) 
a 7 y da™— dy - 2 y dx” "dye r 


mit dem Integral 


r= (7) + uf (* )+ (Nesey tp (5) 


woh, f,f'3---@ willkdrliche Funktionen bedeuten. Monge sagt: 
Setzt man 
ala gj! *dz 


te — 1 ey “~~ cee se 4 
x ae ‘a cm -- Lr I ae-3gy Vy 


so ergibt sich mit Benutzuny der vorgelegten Ditferentialgleichung 


oV dv ' 
ax t Yay — (m— 1)V = 0"), | 
also 


i wp (0). 


Dann ist 
a” _ 1. 


pm—t ery oe | r 
a4. ‘4 Pie m—1 4: == a 7] () 


' alg intégrale premiére der gegebenen Gleichung aufzufassen und kann 
eLenso weiter behandelt werden, ohne daB durch die willkirlich: 
Fnnktion g die Integration erschwert wiirde. Weiterhin behauptet 
Monge, daB 


z=yrk 
das endliche und ,,volistindige* Integral von 
. W=-G+kA 


Bel, wenu z= gy bzw. z= die endlichen vollstandigen Integrale von 
W=G bzw. W=K seien, wo W, G, K Ausdriicke obiger Art 
sind. Mit Hilfe dieser Regel sucht er dann Gleichungen | 


W+AV+ LI +.. =a 
1) Miscellanea Taurinensia, t. V7, 1770/73, p. 94. Auch bei Condorcet 
findet sich in einem Aufsuatz iiber partielle Ditterentiulgleichungen Histoire de 
l'Académie des Sciences 1770 /1773', p. 151 ff. die Schreibweise 2’ "7, wu. mit 
d die Differentiation nach x, mit c diejenige nach y anyedcutet ist. Siehe auch 
ebenda 1772, part. 1 (1775). p. 14. *) Fbenda (Misc. T.), t. V%, 1770/73, p. 8¥. 
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7a behandeln, wo die W, V, V’,... Gebilde obiger Art mit ver- 
schiedenen m bedeuten. | ; 
Nikolaus FuB schreibt') ttber die Integration der Gleichungen 


Az+BP=0, Az+BP+CQ=0_ 
usw., wo 4, B, C, .. Konstante und | 


dz . (de ddz ddz efddz 
P—2 (3) +4 (F); g=a(Z 2) + 2ay (Sy) + 9* (Sos) 
usw. Legendre behandelt*) in seinem mehrerwahnten Aufsatz ae 
vervolistindigte Gleichung dieser Art 


ddo ddv ., 4 


T = av +(e Lt y ge) be (ot Ges + 2ay Y jody + Y tT: te 


und gibt an, daB sie sich entweder durch Ordnungserniedrigung be- 
handeln léBt oder mittels der Substitutionen 


of 
9, yuu 
y 
in die Gleichung 
| T=av+bx5° tema ts 


tibergeht, deren Integration keinerlei Sek wiedpkeitan ‘macht. . 
Die allgemeine lineare Gleichung 3. Ordnung mit drei 

Variablen ist von Monge nach seiner bekannten Methode behan- . 

delt.5) Sei 


dr =adx-+ pdy; ds=fdx+ydy; dt = ydx + edy, 


so daB also a, f; y, € die vier partiellen Differentialquotienten 3. Ord- 
nung sind, sowie 


Aa+ BB+ Cy + De+E=0, 


wo d, B, C, D, E gegebene Funktionen von 2, y, 2, p, g, 7; 8, ¢ be 
deuten. Eliminiert man daraus drei von den vier GréBen a, 8, y, «, 
so entstehen Gleichungen, welche, da sie. die vierte der GrdéBen a, 8, 
y, € nicht bestimmen kénnen, zerfallen miissen. So erhalt Monge 
durch Elimination von f, y, & die zwei totalen Gleichungen 


Ady— Bdydz + Cdydz?— Ddz*?—0 
dy?(Bdr + Cds + Dat) — dzdy(Cdr + Dds) + Dda*dr + Edy'=0. 


1) Acta Academiace Petropolitanae 1780 (1788), pars I, p. 76ff.  *) Histoire 
de l’Académie des Sciences 1787 (1789), p. 886. *) Ebenda 1784 (1787), p. 155. 
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‘Lwei Integrale 
, V=a und U=b 
dieser Gleichungen liefern das erste Integral 


V = @(U) 


der urspriinglichen Gleichung. Monge bentitzt diese Methode zur 
Integration der Differentialgleichung = Regelflaichen (vgl. 8. 571), die 


er in der Form 
fa + 3fup + Siwy + us = 0 


angibt, wo zur Abkiirzung 


ee ee 


gesetzt ist. Die eben aufgestellten totalen Gleichungen lauten in 
diesem Falle: 


° Pdy®— 3#udydx + 3twdyd2— uidz = 0 
dy*(3dr + 3tuds + utdt) — dzdy(8utdr + u'ds) + uidzidr - 0. 
Die erste dieser Gleichungen hat drei gleiche Wurzeln 
tdy —udz = 0; 
dadurch geht die 2weite Gleichung in 


uldi + Qutids + fdr = 0 
mit dem Integral 


: al 
t 


fiber. Damit findet man aber aus 


tdy —udz =0 
die Gleichung 
y=ar+6 


und somit das erste Integral 
Setzt man fir « seinen Wert in 


© = a 
t 
ein, so kommt 


ii ; r+ 2as+ at =—0 


") Diese Gleichung 148t sich mit der vorhergehenden gleichartig schreiben, 
namlich t?.r-+ 2tw.s--+u*.t=0. 
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mit dem imtegrale complete 
g—ay(ar—y)+a(ax— y). 
Monge erhalt endlich die )eiden simultanen Gleichungen 


y=ar+g(a) und ¢=ry¥(a)+ x(a), 
e 

aus denen man sich @ eliminiert zu denken hat. Nach einer Bemer- 
kung, wie die einzelnen Wurzeln der erwahnten totalen Gleichungen 
des allgemeinen Falles zu kombinieren sind, wenn jede dieser Glei- 
chungen ungleiche Wurzeln besitzt, weist Monge darauf hin, daS 
seine Methode duch auf Gleichungen héherer Ordnung anwendbar ist 
und nennt den ihr zugrunde liegenden Gedankengang la véritable 
métaphysique du calcul aux différences partielles.’) 

Legendre verwandeli*) die spezielle Gleichung 3. Onistag: in 
welcher die abh&ngige Variable v héchstens einmal nach y differen- 
tiiert auftritt, durch die ‘Transformation 

dv, ; 
qe Pe 

in eine Gleichung 2. Ordnung, wobei p eine einfache Differential- 
gleichung zu erfiillen hat. 

_ Trembley hat auBer der Gleichung 1. und 2. Ordhung auch 
diejenige 3. Ordnung aus dem gegebenen Integral konstruiert®) Er 
setzt 

z= Ii(s, y) ; F(@(g, y), 


wo unter F’ eine willkirliche Funktion zu verstehen ist. Indem er 
. wus den partiellen Ableitungen von 2z die allgemeine Cleichung 
3. Grades bildet, welche diese Ableitungen nour in der ersten Potenz 
enthilt, bekommt er vier Kedingungsgleichungen, von deren Erfillt- 
sein das Bestehen der Differentialgleichung 3. Ordnung bzw. der an- 
genommenen Integralgleichung abhingt. Die eine dieser Bedingungs- 


On 
(Fy) 
c® 
6 x 


yleichungen ist hinsichtlich der Unbekannten vom 3. Grade und 


Coe ee eee a ee 


') Histoire de l’Académie des Sciences 1784 1787), p. 158. Es mag hier 
noch die Gleichung 


(#2) (8). 2.) (22,) 
dx? (ays — Ndatdy/ \dady? a 
erwiihnt werden, die ebenda p. 567 kurz besprochen ist. *, Ebenda 1787 


(1789), p. 382. *) Nova Acta Academiae Petropolitanae, t. X[IT, 1795/96 (1802'. 
p. 101 ff. Aus dem Jahre 1798. 
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liefert somit drei Wertc von @, die @’, ®”, ®” heiBen mégen. Hier- 
mit ergibt sich das Integral 


go I’ F(@) + 1" -f(®" + 1": £(0"), 


wo F, f, Z willkiirliche, 7’, 11”, 11 passend zu bestiaunende Funk- 
tionen sind. Die Methode hat den Nachtcil, duB von vornherein nicht 
zu ersvhen ist, ob ein Integral der angenommenen Form existiert; 
trotzdem scheut Trembley nicht vor der Berechnuyg der kompli- 
ziertesten Ausdriicke und Formeln zurtick. 

Cousin ist, indem er die oben erw&hnten Untersuchungen in 
anderer Richtung weiter verfolgte, zu einem Theorem fiber die Inte- 
gration der allgememen im Mongeschen Sinne linearen Gleichung 
n*** Ordnung gekommen! ), das die Integrationsvorschriften von Monge 
fair die — 1., 2. und 3. Ordnung als Spezialfille umfaBt. Sei 


d"z as az 
- ee bee met 
y” eh y” dx sea ly*~ az dat : 
wo a, B, y,...& t Funktionen von 2, y, 2 und den partiellen Ab- 


geleiteten von s, die der (# — 1)" Ordnung einschlieBlich, bedeuten. 
Man berechne die ais der Gleichung 


am" + Bm") + ypmt-F4-- peel) 
(vgl. Kulers homogene Gleichung 8.1017) und bilde die GréBen 
am + B= ak: adm + yp == eu: aum+o=ay 


usw. Dann ergeben sich alle Integrale der urspriingliches partiellen 
Gleichung durch Integration folgender beiden totalen Gleichungen 


mdy =-dx~-- 0 und am(dp + ddqt+udr+vds+.---)4+ dr = 0, 


it 1, 
wo p, gq, r, s,... die Differentialquotienten (x — 1)'*" Ordaung ~~ a “, 
al, 
“ - 27, .,... bedeuten. Cousin betrachtet sodann speziell Pe 
y dz 


Gleichung, welche keine Produkte oder Potenzen vor D)iffereutial- 
yuotienten enthilt, in der also siimtliche Abgeleitete linear auftreten: 
er bezeichnet sie uls lineare Gleichung, wahrend Monge dabei nur 
das Linearsein der Derivierten » Ordnung fordert. 

Zu den frithest behandelten Differentialgleichungeu von 
mehr Variablen und hoherer Ordnung — die 1. Ordnuny sind 





_ ') Histoire de ]’Académie des Sciences 1788 (1786), p. 688ff. Im Text iat 
die Darstellung von ebenda 1734 ‘1787), p. 407 zugrunde gelegt. 
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bereits an Ort und Stelle besprochen worden — gehdéren die Grund- 
gleichangen der Hydrodynamik. Enuiler gibt, wie schon erwahnt, in 
einem Brief an Lagrange die Gleichung 


1 ({ddwu ddu ddu ddu 

sox (ar) = x) + (oy) + en 
an und sucht partikulare Lésungen von ihr aufzufinden.’) Lagrange 
sucht fernerhin die allgemeinen hydrodynamischen Gleichungen in 
ihrer Lagrangeschen Form zu integrieren*) Durch Einfiihrung der 
Multiplikatoren LZ, M, N, wo ZL, M, N Fonktionen der drei Variablen 
(changeantes) X, Y, Z bedeuten, Addition und Integration tiber den 
von der Flassigkeit eingenommenen Raum orhalt er zanichst die 
Gleichung 











fGee+$ ial 


~of (Seb+ adr? + axaxl + ee zyax 
+ avar M +inN+ q7ik N+ aza¥ wae ry N)aXaYdzZ. 


Die hier auftretenden dreifachen Integrale werden durch partielle 
Integration umgeformt, so dab z. B. 


[2g taxavaz -fz imdxara + f(gzL L— #5 1) avaz usw. 


Lagrange zeigt, daB unter gewissen Bedingungen, die allerdings in 
den meisten Fallen nicht angebbar sein werden, alle auftretenden 
Doppelintegrale (Oberflichenintegrale) zum Verschwinden gebracht 
werden kémnen und reduziert dann oven die Festsetzungen 


@L aM aN aL a°Nn 
detaxay+t axaz ~*h 7 at ayax + ayaz~ * 
2 3 
@N  ‘@L hte. 


azt tT azax t att 
und die Substitution 
s— (aL +yM + sN)dXdYazZ 


— das Integral genommen fiber den von Flassigkeit erfillten Raum — 


die urspriingliche Gleichung auf 


1) Miscellanea Taurinensia, t. [1*, 1760/61, p. i—10. Vgl. auch Histoire 
de l’Académie de Berlin, t. XV, 1759 (1766), p. 286 ff. - *) Miscellanea Taari- 
nensia, t. I[?, p. 120. Mit Benutzung von Burkhardt, a. a. 0., Heft 2, 8. 865. 
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a? § 

dt*® 
Bestimmt man daraus s und beriicksichtigt die physikalischen An- 
fangsbedingungen fiir t= 0, so laBt sich damit, wie Lagrange an- 
deutet, die Berechnung von 2, y,z auf die an einfacheren Differential- 
gleichungen 2. Ordnung auseinandergesetzten Methoden zurtickféhren. 
Die Berechnung von L, M, N gelingt Hagrange nur in speziellen 
Fallen; so fabrt die Annahme 


= kes. 


L = AdpX+yY+r2Ve. M = BéeeX+a¥+r2)Ve, N == CeeleXtaYtrayi 
auf die Gleichungen 


A=c(Ap?+ Bpqg+ Cpr); B=c(Bq?+ Apq + Crq); 
C=c(Cri+ Apr + Bar) 


zur Bestimmung von-p, q, 7. SchlieBlich') sind noch Reihenentwick- 
lungen abgeleitet, die jedoch sehr viel Raum einnehmen. 

Unter allgemeinen Gesichtspunkten spcht die Gleichungen von 
mehr Variablen zuerst Euler zu behandeln. Er macht auch darauf 
aufmerksam, daB bei drei unabhangigen Variablen die willktir- 
liche Funktion der Integralgleichung eine Funktion von zwei Variablen 
-ist.*) Er unterscheidet verschiedene Typen, die einer gleichartigen 
Behandlung zuginglich sind. Ist eine einzige Derivierte von v einer 
beliebigen Funktion der unabhangigen Variablen gleichgesetzt, so 
findet man das Resultat, indem man bei jeder Integration alle Ver- 
anderlichen bis auf eine konstant 148t und die Integrationskonstanten 
durch willkiirliche Funktionen dieser Variablen ersetzt. Die Anzahl 
der willkiirlichen Funktionen, bemerkt Euler ausdriicklich, ist immer 
gleich der Ordnung der Differentialgleichung. Ist weiterhin die Diffe- - 
rentialgleichung von der Art, daB sie nur die Ableitung nach ein und 
derselben Variablen, etwa 2 enthilt, so kann man wieder die fibrigen 
Veranderlichen als konstant ansehen und nachher — wie wir sagen 
wiirden — die Variation der Konstanten anwendev- Treten nur die 
Ableitungen nach zweien der Variablen auf, so kann man wenigstens 
die dritte als konstant betrachten und die Gleichung als Differential- 
gleichung zweier unabhangigen Variablen behandeln.*) Euler unter- 
sucht auBerdem speziell die ,homogene“ Gleichung 2. und 3. Ord- 
nung, d. i. jene Gleichung, welche nur die Differentialquotienten der 
héchsten Ordnung und kein Absolutglied besitzt. Unter der Annahme, 
daB v nur von 


— 


1) Miscellanea Taurinensia, t. I?, p. 127. 2) Institationes calculi inte- 
gralis, vol. lil, p. 397. *) Ebenda, bzw. p. 409, 416, 419. 
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t=axri4-fs und 4u = yy +02 


- abhiinge, fahrt die G@leichung 2. Ordnung’) 
ddv\ ~/ddv .. (dav dde ddv 
A (Fes) + B(ags) +6 (Ges) + 2D (aeay) +2 (acan) 
— ddo 
+ 2F(F7a3) = 
durch Kinfihrung von ¢ und w an Stelle von 2, y, 2 zu den drei 
Gleichungen 


Aaa + CBB +2Eap =0; 2CB6 + 2Day + 2Ead + 2FBy =0 
und | 
| Byy + Cdd64+ 2Fy6 =0, 
die sich zu der Bedingung 
AFF 4. BEE +CDD = ABC +2DEF 


vereinigen ‘lassen. Das ist aber, sagt Euler, die Bedingung dafitr, 
daB sich | 
. . Ana + Byy 4+ Cz2+ 2 Day + 2Hhae2z + 2F yz 
in 
(ax + by + cs) (fz + gy + hz) 


spalten laBt. Nun lassen sich die Quotienten us - und < durch die A, 


B,C, ..., diese selbst aber durch die a, b, c,... ausdriicken; so ge- 
lingt es Euler, ¢ und u (bis auf einen konstanten Faktor, der gleich- 
giltig ist) durch die a, 6, c,... darzustellen: beim Bestehen der er- 
wahnten Bedingungsgleichung, welche, wie nebenbei*) gezeigt wird, 
. die homogenen Gleichungen 1. Ordnung 


a (72) + (G5) +e(Gs) =o and (G2) +9(G5) + 4(G3) = 


im Gefolge hat, lautet dann das ,,volistandige“ Integral 


a c b oh 


wo I’ und 4 willkirliche Funktionen sind. Euler behandelt sodann 
die homogene Gleichung 3. Ordnung*) unter der: Annahme, daB ein 


Integral ; F i 
a (32) + &(g5) + ¢(g;) = 9 


‘, Institutiones calculi integralis, vol. Il, p. 447 ff. *® KEbenda, p. 461. 
4: Ebenda, p. 453. 
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existiert; -diese Hypothese fihrt auf die Bedingung, daB ein gewisser 


: algebraischer Ausdruck 3. Grades, gebildet aus 2, y, 2 und den Koef 


: 
he 


fizienten 4, B, C,... der gegebenen Differentialgleichung, sich in drei 
Linearfaktoren der Form az -+ by + cz spalten liBt; ist diese Be- 
dingnng erfillt, so kann dus_,,vollstindige“ Integral ohne weiteres 
angegeben werden. Aber auch wenn vollstindige Zerfallung in 
Linearfakturen nicht méglich ist, sondern — und dies gilt allgemein 
auch fiir homogene Gleichungen héherer Ordnung — lediglich eine 
Zerspaltung in Faktoren héheren Grades méglich ist’), kann man noch 
einen gewissen Nutzen aus dieser faktorenzerlegung ziehen; denn es 
ist dann wenigstens Ordnungserniedrigung anwendbar, so ftihrt z. B. 


em Faktor zy — zz auf 


ddv ddv 
(izay) ~ (a+) = & 
SchlieBlich wird noch der Fall, daB eime der GréBen a, b, ¢ gleich 


Null ist, an einem Beispiel erlautert. Endlich sagt Euler*) von der 
hydrodynamischen Gleichung mit vier unabhangigen Veranderlichen 


ddv ddv\ , (ddv\ | (ddv 

(Ge) 7 (553) + as ) Ge ) 
da8 ihr volistindiges Integral zwei willkiirliche Funktionen von je 
drei Variablen haben miisse, und versucht. ein Integral der Form 


v= P(ax + By + yet Ot). 
Kis ergibt sich die Bedingung 

| 60 = au + BB + 77 
Ferner gibt Euler noch die Integrale 


eo ee eee 


_ Pt Vee + my 7) (e+ Vitt—yy— 28) 


Viertyyten | V (tt — yy — 22) 
sowle die beiden anderen an, welche sich durch Vertauschung von 
mit y und z hieraus sijebon: 
An anderer Stelle behandelt Euler spezielle Gleichungen von 
mehr Variablen; fir die Schwingungen von Pauken stellt er*) die 


Glechuny a ye ee 
we (ae) = (ac) =" (; v) 


auf; hier findet man Jevicht 
') Institutiones calculi integralis, vol. IH, p. 457. 3) Ebenda, p. 45. 
s) Novi Commentarii Academiae Petrupolitanae t. X, 1764 (1766), p. 252. 
Cantor, Geschichte dor Mathematik IV. 66 
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i= DP (ax + By SB yt), 


wo 
cet BB 7, 
ist. Er versucht') auch ftir den Fall e= 1 eme Loésung der Form 
g = sin (at + %) sin (= + 8)- sin (22 + 6); 
' dann miissen die Konstanten a, B, y der Bedingung 
cc? == B* + 3 
gehorchen. Euler erkennt diese Liésung als den Fall der Schwin- 
gungen einer rechteckigen Membran, die an den Riandern ringsum > 
befestigt ist. Um‘ weitere Lésangen zu finden, transformiert er auf 
Polarkoordinaten und wird dabei schlieBlich auf unsere Zylinder- 
funktion gefthrt. 

Monge behandelt”) die lineare Gleichung 2. Ordnung mit drei 
unabhangigen Variablen; man erhalt sie aus der Eulerschen homo- 
genen Gleichung, indem man ein Absolutglied hinzufiigt und die 
Koeffizienten als Funktionen der vier Variablen und der Derivierten 
1. Ordnung auffaBt. Monge wendet sein oft bewahrtes Verfahren 
an, indem er die drei Gleichungen, welche die Derivierten 2. Ordnung 
mit den totalen Differentialen der drei unabhingigen Variablen und 
der drei Derivierten 1. Ordnung verkniipfen, einfiihrt, mit ihrer Hilfe 
drei Derivierte 2. Ordnung aus der urspriinglichen Gleichung eliminiert 
und wie immer das Resultat der Elimination in einzelne Gleichungen 
zerlegt. Er erhélt so genau dieselbe Bedingungsgleichung wie Euler, 
nur in etwas anderer Bezeichnungsweise, und sagt von ihr: ,la pro- 
posée n’est intégrable que lorsque les coéfficiens satisfont & cette 
condition“; daB sie die Bedingung fiir das Zerfallen eines gewissen 
Ausdrucks in Lincarfaktoren ist, braucht er deshalb nicht anzugeben, 
weil er sie umgekehrt gerade aus diesen Linearfaktoren, die ihm 
seine Methode zuerst liefert, herleitet. Monge deutet auch kurz die 
Ausdehnung seines Verfahrens auf Gleichungen héherer Ordnung an; 
er findet, daB die Anzahl der Bedingungsgleichungen — im Fall von 
drei unabhiingigen Variabeln natiirlich — immer gleich der Ordnung 
der Differentialgleichung, vermindert um die EKinheit, ist. Im An- 
schlu8 daran erwiihnt er wieder, daB seine totalen Gleichungen, auf 
dic er das Problem reduziert, von derselben Aligemeinheit (de la 
méme yeénéralité) seien wie die partiellen Gleichungen. ,,Le travail 


‘) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. X, 1764 (1766), p. 248. 
*) Histoire de-l’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 161. 
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de I intégration®, sagt er, ,ne consiste donc plus, lorsqu’elle ost 
possible, qu’a transformer ces équations en d’autres qui les com- 
portent toutes et qui soient intégrables“. So eigentiimlich diese Worte 
beim ersten Lesen anmuten, man mu8 sich hiiten, ihnen allzu groBe 
Bedeutung beizumesgen oder gar Liesche Ideen darin finden zu wollen; 
Lie sagt ausdriicklich, Integration ist nichts anderes als Transfor- 
mation; Monge unterscheidet genau zwischen Transformation und In- 
tegration; was er verlangt, ist lediglich Transformation auf einen 
" integrablen Typus. 

Auch Legendre untersucht") die lineare Gleichung 2. Ordnung 


ddv ddv ddv 
dx? a8 Cazdy © ° desde t a, 

verlangt aber im Gegensatz zu Monge, daB die Koeffizienten a, b,... 
die abhaingige Variable v nicht enthalten, also Funktionen von 2, y, z 
allein sind. Als ,notwendige Bedingung“ fiir die Existenz eines In- 
tegrals, das nur eine endliche Zahl von Termen aufweist, bezeichnet 
auch er die Méglichkeit, das Polynom z*+ axy + bae+--- in zwei 
rationale Faktoren zerspalten zu kénnen. Er behauptet, daB fir 
Gleichungen aller Ordnungen ein ahnliches Gesetz bestehe, und geht 
dann*) endlich zu Gleichungen 2. Ordnang mit vier unabhingigen . 
Verinderlichen iiber, bei denen das Prinzip der Zerspaltung wieder 
von Bedeutung wird. 

Gleichungen mit mehreren ahhengigen Variablen treten im 
allgemeinen nur bei Simultansystemen auf, wie sie schon frihzeitig 
bei hydrodynamischen Problemen untersucht wurden; so haben La- 
grange) und d’Alembert*) das System | 


0O=— 


dp -dq_,, ap - 
aitdaz—% ae at ~° 


integriert. Der Fall einer einzigen Gleichung mit mehreren abhingigen 
Variablen findet sich bei Trembley, welcher die Gleichung 


de\ (du de\ /du 
(z2) (j of (zy 7 7 =) = ° 
durch g@ = F(z) integriert®); die Beziehung 9 = F'(u) sieht Trembley 
lediglich als Integral der gegebenen Differentialgleichung an, wahrend 


') Histoire de l’Académie des Sciences 1787 (1789), p. 828. *) Ebenda, 
p. 3381. *) Miscellanea Taurinensis, t. II", 1762/65 (1766), p. 205. . ‘) Opus- 
cules mathématiques, t. V, 1768, p. 41. *) Nouveaux Mémoires de |’Académie 
de Berlin 1792/98, p. 886. Vgl. hierzu auch Condorcet, Histoire de 1l’Aca- 
démie des Sciences 1772, part. 1 (1775), p.17. In obiger Form 1l&Bt sich be- 
kannterma8Sen auch die Gleichung der abwickelbaren Flichen rt — s? = 0 
schreiben. 

66 * 
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wir heutzutage diese als notwendige und hinreichende Bedingung fir 
das Bestehen einer Relation zwischen 9 und u auffassen; Trembley 
hat also, wenn man so sagen darf, nur das ,,hinreichend“ eingesehen. 

Von den Differentialyleichungen mit drei oder mehr Verinder- 
lichen haben wir bis jetzt nur die partiellen betrachtet. Simultan- 
systeme wenigstens von totalen Gleichungen sind uns wiederholt 
begegnet; wie wir uns erinnern, lag in ihrer Anwendung in zwei 
wichtigen Fallen Methode und zielbewuBte Absicht. Der eine dieser 
Ville ist die Reduktion einer totalen Gleichung »‘** Ondnung auf ein 
System von » totalen Gleichungen 1. Ordnung. Eine besondere 
Inteyrationsmethode fiir dieses Ersatzsystem wird indessen nirgends 
entwickelt, wohl deshalb, weil das betreffende System da, wo es auf- 
yestellt wird, nicht die Integration erleichtern, sondern anderen 
Zwecken, wie z. B. der Herleitung irgend eines allgemeinen Satzes 
(vgl. 8. 905) dienep soll. Doch wird angeblich in speziellen Fallen . 
fiir s=2 und *»=3 auch die Integration selbst durch Euler in 
Angriff genommen und zwar mit Hilfe eines Multiplikatorensystems, 
ohne daB jedoch deren allgemeine Existenz behauptet wire.) Wich- 
tiger ist die Heranziehung von simultanen totalen Gleichungen zur 
Integration der partiellen Differentialgleichungen, wie sie von La- 
place, Lagrange und Monge (vgl. insbes. S, 947, 972, 1009) getibt 
wurde. Monge selbst geht ja hierbei soweit, daB er den Verein 
totaler Gleichungen nicht nur als ein Hilfsmittel zur Integration der 
partiellen Gleichung, seine Integration nicht bloB als eine Aufgabe 
ansieht, auf welche sich diejenige der partiellen Gleichung stets zu- 
rickfithren liBt, sondern den betreffenden.Verein als ein der partiellen 
Gleichung vollkommen gleichwertiges Gebilde ansieht, weshalb er den 
Verein totaler Gleichungen selbst nicht durch eine Reihe einzelner 
Integralgleichungen, sondern dureh ein Integral mit willkirlichen 
Funktionen integriert. | 

Speziellere Systeme hat zuerst d’Alembert integriert, dem man 
iiberhaupt die systematische Untersuchung von Simultansystemen ver- 
dankt.*) Interessant ist die Behandlung des Systems von Differential- 
gleichungen der Schwingungen einer endlichen Zahl von Massen- 
punkten durch Lagrange bei Gelegenheit seiner Untersuchungen 
fiber Saitenschwingungen*); doch sind die Gleichungen zu speziell, als 
daB hier darauf eingegangen werden kénnte. In demselben Aufeatz, 
der die Theorie der Adjungierten enthalt, bringt Lagrange“) ein 


ee ee, ee ee ~e 


") Enzyklopidie der mathematischen Wiseenschaften II A 4b, S. 246. 
*) Vgl. diese Vorl., IfI*, S. 898, 901. *) Miscellanea Taurinensia, t. I* (1759), 
p.26.  ) Ebenda, t. III*, 1762'65 (1766), p. 228. 
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System ‘von Gleichungen, auf das sich diese Theorie itibertragen 1aBt:; 
die Verwendung seiner Variation der Konstanten auf ein spezielles 
Gleichungssystem haben wir bereits erwihnt (vgl. 8S. 926), desgleichen 
die Ausdehnung einer von Laplace herriihrenden Naiherungsmethode 
auf ein System von Stérungsgleichungen (vgl. S. 923). ‘Auf ein 
interessantes Simultansystem, das Cousin behandelt'), und seine 
approximative Berechnung kann hier, da die betreffenden Entwick- 
lungen allzu umfangreich sind, nicht eingegangen werden. Endlich . 
sei noch an die zahlreichen Simultansysteme, suf welche die Mechanik 
z. B. im Dreikérperproblem ftihrt, erinnert. 

Wir charakterisieren hier nur die Integration des Simultansystems 


ddzx+adz + pdy +ye +0y =O; 
ddy +adz+ Pdy+7'“4#+ dy7y=0 


durch Lexell*); dabei sind x und y als Funktion einer anabhangisen 
Vanablen u zu denken, deren Differentiale du, du® usw. der Hinfach- 
heit halber fortgelassen sind. Durch zweimalige Differentiation beider 
Gleichungen ergeben sich vior weitere Gleichungen, die durch Hin- 
fihrung eines Multiplikatorsystems 9, v, u, 4,1 und Addition auf eino 
Gleichung 4. Ordnung fihren. Bestimmt man hierin die Multipli- 
katoren so, daB nur mehr 2 und seine Differentiale tiberbleihen, so 
ergibt sich die Gleichung 


Bet+(e+ p)@r+ (ap —’p+y4+0)ddr 
+ (ad —a'd + By — Py)dz + (Oy — dy’)z = 0, 


wegen deren Integration auf Eulers Inteygralrechnung verwiesen 
ist; ehensogut hatte man natiirlich auch in der Gleichung y ailein 
belassen k6nnen.*) Im folgenden betrachtet Lexell zwei lineare 
Gleichungen 3. Ordnung, ebenfalls mit konstanten Koeffizienten und 
stiBt so auf eine Gleichung 6. Ordnung, welche nur 2 und seine Ab- 
Jeitungen enthilt. Sind die zwei Ausgangsgleichungen vierter Ord- 
nung, so wird analog die SchluBgleichung 8. Ordnung usw. Lexell 
nimmt sodann drei Gleichungen mit den drei abhanyigen Veriinder- 
lichen x, y, 2; hier treten in den SchluBgleichungen viel kompliziertere 
Koeffizienten auf. Endlich ist das Problem mit der Frage der Inte- 
grabilitat durch Verwendung passender Multiplikatoren, auf die wir 
fiir den Fall von bloB zwei Verdnderlichen ausfihrlich eingegangen 


— ee 





1) Histoire de l’Académie des Sciences 1783 (1786), p. 644. *) Acta 
Academiae Petropolitanae 1777 (1773), pars 1, p. 61ff. Die Untersuchung ver- 
dankt nach Aussage des Autors ihre Entstehung der Anregung durch d’Alen- 
bert. ° Ebenda, p. 67. 
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sind (vgl 8. 905ff.), in Zusammenhang gebracht; ist V = 0 eine Glei- 
chung zwischen p, q,7,..., 9, q1)--+) WO 

dz=pdu; ddx=qdu,... dy=p'du, ddy=q‘ dw’; ..., 


so ist das Integrabilitétskriterium durch folgende Gleichungen ge 
geben 





> @&P dQ dag’ _ 
N— ae + os --+ == Q: po a See 
‘ wenn 
dV = Mdu+ Ndz + Ndy+--- 
_+ Pdp+ Pdp+.--- 


+ Qdqg+ Udg +---- 


Durch Anwendung dieser Kriterien (vgl. S. 538) erhalt Lexell schlieB- 
lich totale Differentialgleichangen fir die gesuchten Multiplikatoren, 
die den ursprtinglichen Gleichungen sehr ahnlich sind; zur Integration 
der letzteren geniigen indes schon partikulére Lésungen der ersteren. 
Spiter hat Lexell diese Untersuchungen fortgesetzt.*) 

_ Wir betrachten jetzt den Fal), daB eine einzige totale Glei- 
chung mit mehr als zwei Variablen vorliegt, und zwar sollen 
insbesondere die Differentiale aller dieser Veranderlichen vorkommen, 
da der gegenteilige Fall keinerlei Schwierigkeiten macht. Die hierher 
gehérigen Gleichungen 1. Ordnung und 1. Grades hat schon fribzeitig 
Clairaut eingehend behandelt?) und die Bedingung ihrer Integra- 
bilitat, die event. mit Hilfe eines Multiplikators zu bewerkstelligen 
ist, ,aufgestellt. Diese Bedingungsgleichung bringt Euler in seiner 
Integrairechnung wieder*), woselbst sich auch das entsprechende Kri- 
.terium flr die spezielle Gleichung 


de = Pdz+ Ody 


findet, ohne da8 Euler die wichtige Anwendung zu machen weiB, 
die nachher Lagrange gegliickt ist (vgl. S. 966). Letzterer Umstand 
ist indessen sebr begreiflich, da Euler von der totalen Gleichung 
ausgeht, bei der P und Q Funktionen bedeuten, die zumeist gegeben 
sind oder doch bestimmt angebbar gedacht werden, wahrend La- 
grange eine gegebene Gleichung zwischen 2, y, z, P, Q integrieren 
will, in der P und Q nichts als die Symbole fir partielle Differential- 
quotienten, nichts als Zeichen, formale Gebilde sind. Ist die Integra- 


”) Acta Academiae Petropolitanae 1779 .1788), pars II, p. 52 ff. 7) Vgl 
diese Vorl, III*, S. 885. *) Institutiones calculi integralis, vol. IL, p. 6. 
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bilititsbedingung nicht erfillt, so ist die gegebene Differentialgleichuny 
nach Eulers Ansicht véllig sinnlos. Man sieht, heiBt es, daB man 
‘umendlich viele derartige Gleichungen mit drei Variabeln vorlegen 
kann, denen keinerlei endliche Gleichung (d.i. Integralgleichung) zu- 
kommt, und die auBerdem absolut nichts bedeuten (,,nihil plane defi- 
niant“ und an anderer Stelle ,nihilque omnino declararet“); es wire 
lacherlich, ihre Integration zu versuchen, heiBt es weiterhin. 

Euler kann sich gar nicht genug tun in starken Ausdrticken, 
yaequatio nihil significans absurda“ nennt er diesen Fall im Gegen- 
satz zur ,aequatio realis“.') Abhnlich sagt er gleich darauf von der 
Gleichung 2. Grades mit drei Variabeln, sie sei iberhaupt immer ab- 
surd, wenn sie nicht durch Wurzelziehen*) auf die Form. 


Pdz+ YUdy + Rdz=0 


gebracht werden kénne. Diese Anschauung kann in Erstaunen setzen. 
wenn man weiB, da8 Newton bereits die Differentialgleichung 


2dz+axdy —dz=-0 
| nicht allein durch die zwei Relationen 


| 
y= und ¢=227+ za" 


erfaillt, sondern sogar die viel allgemeinere Vorschrift gegeben hat, 
eine Relation zwischen zweien der Variabeln willktirlich anzunehmen, 
um mit ihrer Hilfe die gegebene Gleichung auf eine solche von nur 
zwei Veranderlichen zu reduzieren.*) Noch viel wunderbarer erscheint 
aber die Tatsache, da8 Euler schon lange vor dem Erscheinen der 
Integralrechnung Gleichungen, die er spater als absurd und sinnlos 
bezeichnet, wirklich nach allen Regeln der Kunst integriert hat. 
So lést er‘) schon 1730 die Gleichung 


ds — Yaak Fay 
durch 


dP Via sr 
Hei a y= pz — P; S= 2 1+ p?— @, 


) Institutiones calculi integralis, vol IT, p 4, 7, 9,10. 7) An Faktoren- 
zerlegung wn allgemeinen scheint er nicht zu denken. *) Man vgl. eine 
AbhandInng von Staickel in den Leipziger Berichten 1902, ferner einen dies- 
beziiglichen Aufsatz von v. Braunmiihl in den Verhandlungen des III. inter- 
nationalen Mathematiker-Kongresses in~Heidelberg vom 8. bis 13. August 1904. 
*) Commentarii Academiae Petropolitanae 1780/31. Nach Kliigels. mathema- 
tischem Worterbuch, Artikel Rectification. Siehe auch Institutiones calculi inte- 


gralis, vol. I, p. 525. 
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= * updp 
e | V+ p? 
oder, wenn wir das Reswitat nur cin wenig anders xchreiben, durch 
dP, GE a Pes ae tte, pa P sone! 
i= dp 4 y =.p — dp - s 7: dp J l + Pp ; yi+p dp dp, 


wo P eine Funktion von p bedeutet. Man darf nun nicht etwa 
glauben, daB Euler mit den oben zitierten Ausdriicken diese friiheren 
Resultate widerraten wollte; dazu hitte er sie doch wenigstens er- 
wihnen miissen. Enler beruft sich aber in keiner Weise auf sie, 
denkt auch offenbar gerade gar nicht an sie — denn sonst méBte er 
den auffilligen Widerspruch doch merken; ja es macht heinahe den 
Kindruck, als hatte er sie vollstindig vergessen. Beinahe, sage ich; 
denn mir erscheint viel wahrscheinlicher, da8 Euler den Inhalt, die 
Tragweite seiner friiheren Entdeckung nicht in ihrem vollen Umfange 
erkannt hat, ahnlich wie Lagrange nicht merkt, daB er die partielle 
Gleichung 1. Ordnung beliebigen Grades integriert hat. Hiatte sich 
Kuler seinerzeit klar wnd ausdriicklich die Aufgabe gestellt ,ich will 
jetzt die Gleichung } 
ds = dx*+ dy? 

integrieren“, wiire er von dieser Formulierung aus zu dem erwihnten 
Resultat gekommen, so wiirde freilich nur die Annahme vélligen Ver- 
gessenus jenen ritselhaften Widerspruch erkléren. Dann bliebe aber 
merkwiirdig, daB Euler nicht wenigstens spiter, wo er wieder dhn- 
liche @leichungen behandelt und dhnliche Resultate erzielt, seinen 
Irrtum eingesehen hat. Meiner Ansicht nach ist an allem in erster 
Linie die Problemstellung schuld, wobhei das Moment augenblicklichen 
Vergessens mitgewirkt haben mag; man hat zu bedenken, daB die 
betr. Gleichung nicht unmittelbar, von vornherein analytisch yegeben 
war, sondern in irgend welche geometrische Aufgaben eingckleidet, 
erst allmahlich im Laufe der Untersuchung, scheinbar ganz zufallig 
und uvebensichlich, unter einem Gewirr von ihnlichen Gleichungen 
unbemerkt auftauchte, ohne daB klar hervortrat, daB gerade sie das 
betr. Problem véllig 1u umschreiben, zu ersetzen imstande sei, daB 
sie m.a. W. die anualytische Fassung der Aufgabe vorstelle. Ich er- 
innere hier an Leibniz, der lange Gleichungen mit Differentialen prak- 
tisch handhabte, ohne das diesen-Gleichungen gemeinsame Prinzip zn 
erkennen. Immverhin bleibt jener Widerspruch auffallend genug und 
wmibt zu denken AnlaB. Und mau sieht, wenn es wie hier geschehen 
konnte, aS ein Autor zu einem hochwichtigen Resultat gelangt, 
es explizite darsteilt und doch nicht zu-deuten wei8!), wie sehr man 
sich biiten miu, einom Forscher einen Gedankengaiy, eine Einsicht 


‘ Vgl. auch S. 968 unten nnd 8. 10438. 
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zuzuschreiben, die er nach Zeitcharakter und eigenem Wissen noch 
nicht haben kann, und die erst Spatere, auch wenn sie dessen Vor- 
arbeiten kanuten, mit gréB8ter Anstrengung allmihblich aufdeckten. Die 
Lésung irgend einer mathematischen Aufgabe ist zwar obne die Ein- 
fiihrung gewisser fir sie charakteristischer (fedankengange und Defi- 
nitionen (z. B. des Grenzbegriffes) nicht méglich, man darf aber ans 
der faktischen Herstellung der Lésung noch nicht schlieBen, daB auch 
die Prinzipien, welche allein die Lésung ermdglichten, erkannt worden 
sind. Es ist ein Unterschied, ob man ein Theorem unbewuBt anwendet 
und ob man sich fiber seine Bedeutung klar ist, und Newtons Ver- 
dienst liegt nicht so sehr darin, daB er das Gravitationsgesetz be- 
hauptete, als da8 er zeigte, wie sich die kompliziertesten himmlischen — 
Vorgiinge mit seiner Hilfe erkliren lassen. Der Nichthistoriker kann 
ja sagen: wie leicht hitte Euler auf die allgemeine totale Gleichuug 
mit drei Variabeln dasselbe Verfahren anwenden kénnen, wie auf dio 
spezielle Gleichung 
dz~= Pds+ Qdy, 

wo P und Q durch eine Relation verbunden waren (vgl. 8.957 und 
S..963); hatte er doch wie sonst die gunze Gleichung bis auf ein 
einziges Glied in ein exaktes Differential umgeformt, und den Koeffi- 
menten dieses Gliedes mit Zuhilfenalime einer willkiirlichen Funktion 
so bestimmt, daB die ganze Gleichung ein vollstindiges Differential 
geworden wire! So naheliegend der Giedanke war, Euler hat ihn 
eben gerade hier nicht gedacht, und das ist fiir den Historiker das 
Wesentliche. In anderen Fillen hat er dann plétzlich die Fruchtbar- 
keit der eben geschilderten Methode wieder eingesehen; die Gleichungen 


) dz=pdu+rdtcosu und dy=rdu-— pdt cosu, 
auf die er gelegentlich eiues Abbildungsproblems stéBt') (vgl. 8.573), 
moultipliziert er mit « hzw. 6, addiert und erhalt auf Grund der Aunahme 
; aa + PB = 0 
die Gleichung 
dx + dyV—1- = cosulp +r V-— : e -—-Y—1 dt). 
Hier sayt Euler kurz und klar, daB ---— V— 1 d¢ ein vollstan- 


diges Differential @z sei, weswegen cos u a ip + rV—1) eine Funktion 
von 2 sein miisse. Er erhialt sofort 


g+yVY—1=27r(ls —?#y— 1), 
wo zur Abktirzung 
3 g = tg (459+ =u) 


") Acta Academiae Petropolitanae 1777 (1778), pars I, p. 124. 
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gesetzt ist, und ebenso, weil, wie er sagt, ¥Y— 1 immer zwei Vor- 


zeichen hat, 
x—yV—1=2T (ls + tV— 1). 


Daraus lassen sich jetzt unmittelbar z und y a 1 berechnen. Hier | 


reiht sich gut die Integration von 
dz! + dy? = m*(ds* + gd#), 


wo g ‘eine Funktion von s ist, durch Lagrange in den Berliner 
‘Memoiren von 1779 an.") (Vgl 8.575.) Die Substitutionen 


Sm du und mg=n 


_ liefern 


dx? + dy? = n* (du? + dt). 
pohr man durch den Multiplikator. 
1 = gin? @ + cos? w 
eine HilfsgriBe w ein, so wird 
dzi+ dy? = n?*(sin odu — cos o dt}? + n®(cos odu + sin wdt)*; 
da @ noch unbestimmt ist, kann man in 
dz =n(sinwdu—cosmdt) und dy = n(coswdu + sinadt) 


trennen. Wegen der Integration dieser Gleichungen verweist La- 
grange auf d’Alembert; er findet 


af died Joe AC ee) 


_ f(u+tV¥—1)— F(u —ty¥— 1) 
2y—1 


m= Vi (uw +tV—1) F’(u —ty¥—1) 
q 3 


wo f und F willkirliche Funktionen bedeuten. Aus der Eigenschaft, ° 


daB m nur von é und u, d.i. von ¢ und s abhingt, folgert Lagrange, 
daB die Abbildung, die ihn auf die urspriingliche Gleichung gefthrt 
hat, winkeltreu ist. 

Die Eulersche Ansicht fiber die totalen Gleichungen mit mebr_ 
als zwei Variabeln war bis Monge die allgemein verbreitete; die An- 
schauung ,es sei lacherlich, im Falle des Nichterftilltseins der Inte- 
grabilitétsbedingung eine Integration zu versuchen“, erklart hinreichend 
das Stillschweigen aller Mathematiker in betreff dieser Gleichungen; 


') Oeuvres de Lagrange, t. 1V, p. 643. 


x 
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kaum da8 sich da oder dort eine Bemerkung dartber findet, wie bei 
Laplace, der nach singularen Integralen von Gleichungen mit drei 
Variabeln fragt und dabei auf die Integrabilititsbedingungen zu 
sprechen kommt.') Endlich 1784, gleichzeitig mit den beiden frither 
erwahnten Aufsitzen fiber Differentialgleichungen (vgl. 8. 949 u.), er- 
scheint die groBe Arbeit von Monge*), die auf diese Fragen nicht 
nur neues Licht wirft, sondern sie unter groBen, allyemeinen Gesichts- 
punkten behandelt und auch zu einem gewissen Abschlub bringt. 
Einleitend bezeichnet Monge die Gleichang 


Mdz + Nay—9 


als Bestimmungsgleichung ftir die Tangentenrichtung der Integral- 
kurven, in dem Punkt (2, y) und deutet analog die entsprechende 
Gleichung 2. Ordnung. Von den Gleichungen mit mehr Variabeln, 
heiBt es weiter, halt man die héheren Grades alle ftir absurd; von 
den linearen alle jene, die nicht bestimmten Bedingungen gentigen: 
diese Bedingungen, an Zahl immer um zwei weniger als die Anzahl 
der Variabeln, werden kurz besprochen. Nach solchen orientierenden 
Bemerkungen kiindet Monge den Inhalt seiner Untersuchung an‘): 
yich néhme mir yor, zu zeigen, daB es keine absurde Differential- 
gleichung gibt, absurd im Sinne von unmdglich, imaginér.. Ich werde 
zeigen, daB alle Differentialgleichungen reelle Kigenschaften ausdriicken, 
ob sie jetzt den erwahnten Bedingungen gehorchen oder nicht; daB — 
sie alle einer wirklichen Integration fahig sind.“ Zum besseren Ver- 
stindnis des folgenden bringt jetzt Monge folgende Uberlegung: Von 
allen Gleichungen 1. Ordnung mit zwei Variabeln, sagt er, gibt es 
nur eine einzige nichtlineare, namlich 


M dz?" 4+ N%dy?™ = 0, 


wo unter M und N Funktionen von v und y zu verstehen sind; diese 
Gleichung kénne nichts Reelles bedeuten, aufer wenn gleichzeitig 


M=0 und N=0, . 
oder 
dx=Q und dy=0. 


Das erste dieser zwei Ergebnisse kénne nicht als Integral angesehen 
werden, da es keine willkirliche Konstante enthalte; als wirkliches 
Integral sei demnach der Verein der Gleichungen 


t= A, y=, 


1) Histoire de l'Académie des Sciences 1772, part. 1 (1775), p. 368. 
*) Ebenda, 1784 (1787), p. 502—576. *) Ebenda, p. 504. 
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d.i. die Gleichung eines einzelnen Punktes anzusehen. Unter den 
Differentialgleichungen 1. Ordaung gebe es also solche, deren Integral 
aus einer bzw. zwei Gleichungen bestehe und eine bzw. zwei Integra- 
tionskonstanten enthalte. Die besprochene Eigenschaft der Gleichung 
hdheren Grades sei schon friiher beobachtet, aber als Ausnahme be- 
trachtet worden, indessen sei sie nur der Anfang eimer ungeheuren 
Kette. Dieses Bild erklart Monge durch folgende Ausfihrungen: die 
totalen Gleichungen dreier Variabeln gehéren, wenn die Integrabilitats- 
bedingung erfillt ist, alle krummen Oberflichen an, und ihr Integral 
besteht in einer einzigen Gleichung mit einer einzigen Integrations- 
konstanten. Aber alle die unendlich vielen Gleichungen, die jener 
Bedingung nicht geniigen, gehéren Raumkurven an, und ihr Integral 
besteht aus zwei simultanen Gleichungen. Indessen habe eine einzige 
von ihnen, namlich 


M*daz?* + Nidy?™ | P?dz2?™ aan (, 
die drei simultanen Gleichungen 
=a y=b, 2=6, 


die zusammen einen Punkt darstellen, zum Integral. Nach Darlegung 
der analogen- Vcrhaltnisse fiir vier Variable, wobei Monge natérlich 
auf die geometrische Veranschaulichung verzichten muB, ist die neue 
_Auffassung ausgesprochen, die sogen. Integrabilitétsbedingungen hatten 
nicht die Beurteilung, ob eine Integration miglich sei, sondern die 
Entscheidung, aus wieviel simultanen Gleichungen sich das Integral 
zusammensetze, zum Gegenstand.') An einigen Beispielen wird «o- 
dann das Gesagte erértert; die Kinschaltung dieser Aufgaben hat aber 
fiir uns den groBen Wert, daB wir aus ihnen wieder ._ geometrische 
Untersuchungen als Quelle von Monges Ideen iiber die Differential- 
gleichungen, d.i. einen Zweig der Analysis, erkennen kénnen, denn 
die Behandlung dieser Aufgaben macht es fast unzweifelhaft, daB. 
Monge bei ausgedehnter Beschaftigung mit Problemen der Fléchen- 
theorie zuerst immer wieder auf derartige Gleichungen gefthrt wurde, 
bis er sie endlich in ihrer. vollen Bedeutung erkanunte und nun um- 
gekehrt zum Gegenstand einer Sonder BP eeU Ue machte. Das erste 


dieser Beispiele ist 
dz? = a(dx* + dy’), 


in dem a eine yegebene Konstante bedeutet. Es ist offenkundig, 
sagt Monge, daB diese Gleichung derjenigen doppelt gekriimmtcn 
hurve angehort, deren Elemente einen gewissen konstanten Winkel 


'y Histoire de [Académie des Sciences 1784 (1787), p. 506. 
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mit der zy-Ebene bilden; deshalb sind speziell die Gleichungyen aller 
Geraden, die diesen Winkel mit der xy-Ebene bilden, Lésungen der 
gegebenen Gleichung. 

Diese Geraden sind aber . 


—_— - ny 


b= as + B; y=2V (2-2) +7, 


wo «, B, y drei willkiirliche Konstanten sind. Nachdem sich Monge 
durch Differentiation tiberzeugt hat, daB diese heiden Gleichungen 
zusammen wirklich eine Loésung darstellen, geht er daza fiber, dus 
intégrale compléte zu finden. Elimination von « gibt zunichst 


(a — B+ (y— y= iy. 


und das ist die Gleichung uller Kegel, dere Spitzen in der zy- Ebene 
liegen, und deren Erzeugende mit dieser Ebene den erwiéhnten kon- 
stanten Winkel bilden. Die Annahme 


y ='9(Bi 
scheidet hieraus alle jene Kegel aus, deren Spitzen auf der in der 
xy-Ebene gezogenen Kurve  __ 

y =- 9(2) 
liegen. Zwei konsekutive Kegel dieser Schar schneiden sich nun, 
fahrt Monge fort, in einer Geraden mit den Gleichungen 


(x — B)* + (y -- ¢‘B))? = z ; E-B+ly--PP)g B =9 


deren zweite durch partielle Differentiation nach fp entstanden ist. 
Auch diese Gerade bildet immer noch mit der ay-Ebene jenen kon- 
stanten Winkel und ist daher eine Losung der Ditferentialgleichung. 
Betrachtet man aber die Schar (suite) von Kegelflichen, so ergibt 
sich eine Reihe solcher Schnittgeraden wie die eben erwihnte. Da 
sich aber von diesen Geraden, deren Lage nur von dem variahelp 
Parameter (paramétre variable) 6 abhingt, immer zwei konsekutive 
auf der namlichen Kegelfliiche befinden, so schneiden sie sich vot- 
wendig zu zweien konsekutiv und bilden folylich dic Tangenten einer 
doppelt gekriimmten Kurve, die wegen der konstunten Neigung ihrer | 
Elemente das vollstindige Integral der gegebenen Ditferentiulgleichung 
darstellen wird. Nach ihrer geometrischen.Entstehungsweise wird sie 
dargestellt durch die drei Gleichungen 


~2 
(2 — B)* + (y — pB))?= fs: 
e—Briy—aB)eB—O2 —1— (GBF + ey — PBIB: = 0, 
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worn » als willkirliche Funktion aufzufassen ist. Durch &hnliche 
Uberlegungen integriert Monge die Gleichungen 
s*(dx* + dy? + dz*) = a*(da*+ dy") 


und 
(2dy — ydx)* + (ydz — zdy)* + (edz — xdz)* = a¥(dz* + dy® + ds’) 


und leitet, vielleicht durch die Form der hierbei auftretenden Inte- 
grale zu tieferem Eindringen in deren Natur veranla8t, einige allge- 
meine Satze ab. So erhilt man, heiBt es‘), das intégrale complete 


der Gleichung Pee 
a dy 
F(G, Gf) -o 


welche die Variabeln z, y, 2 selbst nicht enthalt, durch Elimination 
von « aus den drei Gleichungen 


FESS, 22)—0, (=o, (#F)—o 


wo die 2. und 3. Gleichung durch partielle Differentiation der 1. bzw. 
2. Gleichung nach « entstehen. Fir den Beweis, sagt Monge, ist zu 
beachten, daB man die 1. und 2. dieser Gleichungen differentiieren 
darf, als ob a konstant wire, da ja die partiellen Abgeleiteten dieser 
beiden Gleichungen nach « Null sind. Fiihrt man diese Differentiation 
wirklich aus, so ergibt sich mit Benutzung der Abktirzungen 





= =m und fe Ae - n, 
(2) 9 
(=) + (<=) y (a) =O 
(27) dm + (3=) dn — 0; 


[(42) +. (2%) o'(a)]am + [(S27) + (4%) ¢'(@]an —0. 


Diese beiden Gleichungen kénnen aber nicht unabhingig von 
dem Wert von F' existieren, wenn nicht gleichzeitig 


da sich die Gleichung 
auch 


schreiben 1a8t: 





1) Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 615. Auf den im 
‘Yext erwihnten Typus l48t sich die eben behandelte Gleichung 
dg* = a" (dx? + dy’) 
ohne weiteres zuriickfibren. 


~~ 
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dm=Q und. dn= 0, 
d. i. 


ee ae nq YPM we 4Y 
Zz dz Zz dz 


ist. Die verlangte Elimiiation von a fihrt dann sofort auf 


F(z, 3) -° 


In ganz analoger Weise wird das Integral von 


Fiz az) ~% 


wo X, Y, Z Funktionen von 2, y, ¢ sind, durch 


X — « Y—g(e)\ 
re, Spe) -0 
und die beiden partiellen Ableitungen nach « dargestellt. 

Im folgenden') sucht Monge den Zusammenhang zwischen 
totalen und partiellen Differentialgleichungen von drei Va- 
riabeln darzustellen. Er bedient sich hierzu folgender Uberlegung: 
Ist eine Flichengleichung M = 0 gegeben, die cinen Parameter a und 
eine willkirliche Funktion g(«) dieses Parameters enthalt, so werden 
bei variablem « und festem g zwei konsekutive Flichen sich in einer 
Karve 

M 
w—0;* (4%) =0 
schneiden. Alle diese Kurven zusammen bilden eine Flaiche, nimlich 
die Enveloppe der Flachen M = 0. Man erbilt die endliche, d.i. von 
Differentialen freie Gleichung derselben durch Elimination von a aus 
aM 
M=0 und (o*) = Q, 
doch wird die Elimination im allgemeinen wegen der willkirlichen 
Funktion g nicht ausfihrbar sein. Die Kurven, welche diese En- 
veloppe 2zusammensetzten, besitzen aber selbst wieder eine Enveloppe, 
die Monge die Grenzkurve (limite) der Enveloppe nennt; ihre end- 
lichen Gleichungen erhalt man durch Hinzunahme von 
da M 
( d *) =e 


zu den friiheren beiden Gleichungen und Elimination von «. Monge 
stellt nun die von freien Differentialgleichungen sowohl der En- 


ee oe 





") Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 518. 
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veloppe als der Ritckkehrkante auf; um die Gleivhung der ersteren 
zu finden, differentiiere man nach x und y, wobei « wegen 
ad MM 
(a)-e 
als konstant betrachtet werden darf; Elimination von « und g(a) aus 
den drei Gleichungen 
a M d 
M — 0; (ig) 793 (= ae 
fibrt endlich auf die partielle Differentialgleichung V = 0, welche 
gy nicht mehr enthilt. Im zweiten Fall denkt sich Monge die fiir 
die Gleichung | 
r— a = ¥--G{e) 
F(Gt, PM) =o 
ungestellten Uberlegungen wiederholt; wir haben bereits eingeschen, 
sigt er, daB man durch totale Differentiation von 


M—0 ud (“")=0, 


a 


wobei wegen | 


die GiréBe a wie eine Konstante behandelt werden kann, und Elimina 
tion von «, o(a), yp’ (a) aus — 


M =0; (ae) --0; dM=0; a-(S™)=0 
eine totale Gleichung 1. Ordnung héheren Grades U = 0 erhiilt, welche 
die Integrabilitétsbedinguny nicht erfiillt. 

Nun 1aBt sich aber, wenn von den beiden Gleichungen V = 
und U=(Q die eine gegeben ist, die andere ohne Kenntnis der into 
gralgleichuny daraus herleiten.) Ist nimlich die partielle Gleichyng 
V = Q gegeben, so substituiere man hierin den Wert von p (oder q) 
aus der Gleichung 

dz = pdz + qdy,. 
was eine Gleichung V/=0 zwischen z, y, 3, dz, dy, ds und- q 
(bzw. p) ergibt; die totale Gleichung U =O erhalt man dann durch 


Khimination von q aus 
avi 
| ae Pr!) 
V ' ound ( iP) q. 
Umyekehrt hat man, falls U=0 gegeben ist, hierin statt de den 


ee 


') Histoire de l’Académic des Sciences 1784 (1787), p. 520. 
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Ausdruck pdz +-qdy einzusetzen; das liefert eine Gleichung U/ = 0 
zwischen 2, ¥, 2, p, q und oy = @; Elimination von @ aus 
dUly 
Ui=0 und (-)=0 
gibt dje gewtinschte partielle Gleichung V = 0. Monge erlautert 
diese Vorschriften wieder an dem speziellen Beispiel 


M = («— a) + (y—p@y— 5-0, 
wo die Gleichungen 
V=O und U=0 bzw. p'+qg?—a? und dz) = a®(dz* + dy") 


lauten, und geht sodann zu ibrem allgemeinen Beweis tiber, der hier 


tibergangen werden kann. 
Diese Beziehung zwischen den Gleichungen U == 0 und V=0 


kann nun, wie Monge zeigt), deshalb fiir ihre Integration, d.i. fir 
die Auffindung der Gleichung M = 0, bedeutungsvoll werden, da sich 
die eine von ihnen oft unschwer integrieren laéBt, die andere keiner 
der bekannten Integratiouwsmethoden sich fiigt. Dahin gehdrt das 
dritte von den oben erwiéhnten Beispielen, das auf die partielle Gilei- 
cane 
s—pz—qy=aV(1 + p+ ¢) 

fibrt, die einem der von Lagrange integrierten Gleichungstypen 
(vgl. S. 968) angehédrt und auf 


M =2—ax— y(a)-y—a® Y[1 + a? + (p(a))*] 
fihrt. Umgekehrt laBt sich, wie Monge, der die Lagrangesche 
Arbeit von 1772 noch nicht in ihrer vollen Tragweite erfaBt, be- 
hauptet, die partielle Gleichung 
bat(2 + px — yy) + aby*(s — px + gy)’ + az(e + px + qy)'= 0 


nach keiner der bekannten Methoden integrieren; sie fihrt aber auf 
eine totale Gleichung der Form 


dX aY 
F(z, az) 7° 


und damit zu der Gleichung 


(ele (MSPs b= a 





1) Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 526. 
Cantor, Geschichte der Mathematik 1V 67 
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woraus die Integrale sowohl der partiellen als der totalen Gleichung 
in bekannter Weise abzuleiten ‘sind. 

Monge kommt sodann’) auf die linearen Gleichungen zu sprechen; 
fiir die betr. Gleichung mit drei Variablen 


Ldz + May + Ndz=0 


sucht er zunachst die entsprechende partielle Gleichung genau nach 
der eben hierfiir aufgestellten Regel. Eivfiihrung von pda + qdy an 
Stelle von dz gibt 


(L + Np)dx + + Nq)dy = 0; 


partielle Differentiation nach o, d. i. ae und Elimination von @ 


liefert die zwei simultanen Gleichungen 


L+Np=0; M+Nq=0. 


- 


Man integriere, heift cs weiter, die eine dieser Gleichutgen, wobei y 
bzw. « konstant betrachtet werden kann, und erginze das Integral 
durch eine willkiirliche Funktion von y bzw. 7; setzt man den aus 
dieser Gleichuny berechneten Wert von g bzw. p in die andere von 
jenen simultanen Gleichungen ein, so erh&lt man eine Gleichung, die 
keine Differentiationen mehr aufweist; man hat auf diese Weise zwei 
endliche Gleichungen gewonnen, die einer Raumkurve angehéren und 
das Integral der urspriinglichen Gleichung darstellen. Nach einigen 
Beispielen ist auf den Fall von mehr als drei Variablen eingegangen*); 
man substituicre, sagt Monge, fir dz seinen Wert. 


pdu+qdz+rdy+--- 
und differentiiere, indem man der Keihe nach immer uur eine einzige 


fe ; , . als variabel ansieht; so erhalt man eine 
Anzah) von Gleichungen, die zur Elimination dieser GréBen geniigt. 
Die sich ergebenden partiellen SchluBgleichungen sind sodann ganz 
wie im Fall von drei Variablen weiter zu behandeln. Monge be- 
hauptet sudann*), daB die Zahl der Integralgleichungen nicht immer 
um Kins kleiner ist als die Zuhl der Variablen, sondern daB sie, wie 
an dem Beispiel 


von den GriBen 


udu + cdz + xdy + edz =0 


yezeigt ist, auch geringer sein kann. Doch scheint er das Vorhanden- 
sein von 2— 1 Integralgleichungen bei  Verianderlichen fir die 

") Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 528. *) Ebenda, 
p. 582. %) Ebenda, p. 534. 
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Regel anzusehen. Dazu stimmt auch die AuBerung’), es hiitte etwas 
Absurdes an sich, wenn cine totale Gleichung mit mehr Variablen 
sich durch eine einzige Gleichung integrieren lasse; so sei es z. B. 
(eher) absurd, wenn die Differentialgleichung mit drei Variablen, wie 
man bisher stillschweigend vorausseizte, einer Fliche angehére; sie 
gehére vielmehr einer Raumkurve an, die sich zwar durch eine einzige 
Differentialgleichung, aber bei Verwendung von endlichen GidBen 
allein nur durch zwei simultane Gleichungen darstellen Jasse. Unter 
der Uberschrift ,,@leichungen 2. Ordnung héheren Grades mit mehr 
als zwei Variablen“ behandelt Monge dann zuniichst die Aufgabe, 
alle Raumkurven mit konstantem Kriimmungsradius zu finden’), zeigt 
dann analog dem friitheren die Integration von 
(addy . ddz 
i (GaP qe) ay 

usw. und iibertrigt endlich die diesbeztiglichen Sitze ftir Gleichungen 
‘1. und 2. Ordnung allgemeiner auf den Fall beliebig vieler Verinder- 
licher. *) | 

Monge behauptet*), daB auch partielle Gleichungen im allge- 
meinen nicht Filachen, sondern Raumkurven angehéren. Setzt man 
in der Gleichung 

p— dy=9@ + An), 


wo A konstant und g eine willkiirliche Funktion ist, zar Abktirzung 


q+ Ax =a, 
also 7 
p — Ay = 9(@), 
so wird aus 
dz= pdx + qdy 


die neue Gleichung 

dz = dxg(a) + ady — A(rdy — ydz). 
Man kann hier « konstant betrachten, sagt Monge, mtegrieren und 
die so gewonnene Integralgleichung nachtriiglich durch eine willktir- 


liche Funktion von « zu der Gleichung M = 0 vervollstindigen, 
wobei dann 
(‘ =) = () 


da, 


sein muB; da aber die eben aufgestellte totale Gleichung die Integra- 
bilitéatsbedingung nicht erfillt, so komme die weitere Gleichung 





——— 


1) Histoire de )’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 535. %) Ebenda, 
p. 586 ff. ®) Ebenda, p. 547 bzw. 549. *) Ebenda, p. 551. Abnliche Unter- 
suchungen fiir Gleichungen 2. Ordnung ebenda, p. 568. 
67* 
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hingu, so daB man im ganzen drei Gleichungen habe, die sich bei Eli- 
mination von @ auf zwei Gleichungen zwischen 2, y, s und einer 
«willkirlichen Funktion » reduzieren. Offenbar hat Monge geglaubt, 
fir“die partiellen Gleichungen miisse dasselbe gelten wie fir die 
totalen. 

Endlich folgen noch einige Bemerkungen iber partielle Differen- 
tialgleichungen 1. und héherer Ordnung; hier sei folgendes Theorem 
erwéhnt'): Ist 


dz=pdu+qdx+rdy--- und F(s, pU, qX,rVY,---)=0 


die gegebene Differentialgleichung, wo U, X, Y, ... Funktionen von 
u, bzw. z, bzw. y, ... sind, so ergibt sich das Integral durch bloBe 
Quadraturen. Sei namlich — 


pU=arY; qX=—6rVY;---, 
wo a, B, .., unbestimmte GréBen sind, so wird durch Substitution 
in die gegebene Differentialgleichung 
Ae, &, B,...rY) =9. 
Aus dieser Gleichung laBt sich rY in der Form 


rY=—f(2, a, B....) 


berechnen und man erhalt 


pu =af(s, a, By se)5 qX = Bf(s, «, By as) oak 8 


so daB also 
ds _ “au ie edad 
f(s, «, B,.-.) UT 


wird. Integration bei konstanten wu, B,... ergibt unter Beiftigung 


einer willkiirlichen Funktion eben dieser GréBen a, B,... eine Glei- 
chung M = 0, zu der noch die Gleichungen 


dM d Af 

(i) = 9 (Gar) = O; .-. | 
hinzutreten; aus allen diesen Gleichungen hat man sich die «, B,... 
eliminiert zu denken (vgl. 8.981). Endlich stellt Monge in einer 


conclusion générale die Hauptergebnisse der yanzen Arbeit nochmals 
tibersichtlich zusammen und weist auf den groBen Nutzen hin, den 


dy 
ee 





1) Histoire de ]’Académie des Sciences 1784 (1737), p. 556. 
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die Geometrie aus den darin niedergelegten neven Gedanken und 
Methoden ziehen kann.') 

- AuBer der groBen Arbeit von Monge findet sich wenig tber 
totale Gleichungen mit mehr Variabeln; P. G. Fontana (vgl. Ab- 
schnitt XXVI passim) versucht sich mit Multiplikatoren fiir derartige 
Gleichungen*); bedeutender ist eine Arbeit von Pietro Paoli tber 
Differentialgleichungen, welche die Integrabilitiétsbedingungen nicht er- 
fillen.*) Paoli schlieBt sich im allgemeinen eng an sein Vorbild Monge 
an; hier sei seine Integration der Gleichung mit vier Variablen 


Adu + Bdz + Cdy + Ddzx=0 


mitgeteilt.‘) Paoli nimmt zwei Gleichungen M =a und N= £, wo 
a und 6 Konstante bedeuten, zwischen 2, y, ¢ willkiirlich an; aus 
thnen lassen sich z und y als Funktionen von 2 berechnen. Diese 
Werte ergeben, in die gegebene Gleichung eingefthrt, eine totale 
Gleichung zwischen «% und z mit einem Integral P= y. Betrachtet 
man jetzt in den Integralgleichungen 


M=a, N=$, P=y 


die GréBen a, B, y als variabel, so muB, wenn die gegebene Difte- 
rentialgleichung noch erfiillt sein soll, eine Gleichung der Form 


mady +nda+ npdp =U 
bestehen. Das ist aber eine totale Gleichung mit nur drei Variablen, 
die im allgemeinen die Integrabilititsbedingungen nicht befriedigen 
wird, weshalb sie nach den fir solche Gleichungen geltenden Methoden 
weiter behandelt wird. Paoli geht im folgenden noch auf die Glei- 
chungen mit fiinf Verinderlichen, auf die héheren Grades und endlich 
auf diejenigen 2. Ordnung ein.°) | 


Differenzen- und .Summenrechnong. 


Wir gehen zur Differenzen- und Summenrechnung iber. 
Den ersten Aufschwung verdankt diese Disziplin der Untersuchung 
der arithmetischen Reihen héherer Ordnung, und die sich hierbei er- 
gebenden GesetzméBigkeiten fiir den Zusammenhang zwischen Diffe- 
renzen héherer und niederer Ordnung haben in mannigfacher Weise 


1) Histoire de l’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 573 bzw. 574. 
*) Memorie di Matematica e Fisica Soc. Ital. Verona, t. IlI, 1786, p. 616 ff. 
*) Ebenda, t. VI, 1792, p. 501 ff. *) Ebenda, p. 509. ' * Ebenda, p. 513, 
517, 622. 
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auf die Probleme der niederen Analysis befruchtend eingewirkt. Hier 


sei eine Abhundlung von Euler’) erwahnt, die sich die Umformung 
von Reihen mit Hilfe endlicher Differenzen zur Aufgabe stellt. Wich- 
tiger wurden die hierher gchérigen Untersuchungen far das Inter- 
polationsproblem, das gewéhnlich im Zusammenhang mit der 
Summen- und Differenzenrechnung behandelt zu werden pflegt. Hier 
ist allerdings nur wenig dariber zu sagen, da die meisten diesbeziig- 
lichen Methoden ftir eine ganz spezielle praktische Anwendung ge- 
schaffen und gleich im Zusammenhang mit dieser behandelt wurden; 
die meisten Notizen finden sich in groBen Tafelwerken, astronomischen 
und &hnlichen Abhandlungen der angewandten Mathematik.*) Rein 
mathematische ‘Untersuchungen tiber das Interpolationsproblem im all- 
gemeinen finden sich nur wenige; in speziellen Fallen wurde die Inter- 
polation schon seit langem durch geistreiche Kunstgriffe geleistet, ich 
erinnere hier aus friiherer Zeit nur an die Berechnung der Logarith- 
men, an das Wallissche Produkt und die Eulersche Interpolation 
der Fakultaét (vgl. auch 8. 781ff.). Das allgemeine Problem behandelt 
insbesondere Lagrange und kommt hierbei*) zu der bekannten, prak- 
tisch allerdings wenig brauchbaren Formel 


(@ — X) (@ — &,)-- +@ — Zn) y+. — 2%) (% —@y)---(@ — Xn) cee 


— eee ee ee ee een @ 


(%y — %) (© — By) ++» ( — Xn) 


92= (a, — 2) (@,— My) + ++, — an) 4 
wobei Yi) ¥e,---¥, die Werte der Funktion y¥, fir 








"*9 


L = 21, Uy, °° X, 


bedeuten. Von Lagrange stammen auch (aus dem Jabr 1772) die 
eleganten symbolischen pormeln:) 


| Real ay ee é) = |log(1 + Au)}; 


di— f usw.; A-!= 2 usw,, 
e 


') Mémuires de l’Académie Impériale des Sciences de St. Pétersbourg, t. 1V, 
1311 (18138), p. 88 ff. *) So z. B. Lambert, Uber das Einschalten in den 
»Beitrigen zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwendung“, Berlin 
1766/77, Bd. Il, § 5. Nach Kligels mathematischem Worterbuch, Artikel Ein- 
schalten. Ferner Lambert, Uber das Einschalten beim Gebrauch der Epheme- 
ridex, Bodex Jahrbuch fair 1776. Poggendorff I, S. 1857. ~ *) Lagrange 
gewinnt diese Formel durch Umformung des bereits 1775 aufgestellten Ausdrucks 
fiir den allgemeinen Term einer rekurrenten Reihe bei bekannten Anfangstermen. 
Nouvcaax Mémoires de l’Académie de Berlin, années 1792 et 1798. Oeuvres, 
t.-V, p. 6274. *} Sur une nouvelle espéce de calcul, Oeuvres de Lagrange, 
t. UI, bzw. p. 452, 457,461. Auf diesen Aufsatz kommt Laplace, Histoire de 
Académie des Sciences 1777 (1780), p. 113 zurtick. 
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in denen nach Auswertung der auftretenden Klammerr. (mit Hilfe «des 
binomischen Lehrsatzes) und Ausfilhrung der angedeuteten Multiplikia- 


Z : ‘ 5 d =z 6a ; 
tion mit «u die Symbole A, A*®, A*,... und ae a ee nicht 


d ‘ ae ‘ 
mehr Potenzen von A bzw. an? sondern Differenzen und Diffcrential- 


quotienten hiherer Ordnung bedeuten (vgl. 8. 696). Be) Aufstellung dieser 
Gleichungen mag sich Lagrange wohl der sogen. Leibuizschen Dar- 
stellung der héheren Differentialquotienten eines Produktes erinnert 
haben’) Auch Edward Waring kommt in einem Aufsatz tber 
Interpolation zur Lagrangeschen Formel; er verwendet seine Formeln 
aber nicht zur Einschaltung selbst, sondern zur Herleitung von lei- 
chungen, die der niederen Analysis angehéren. So bringt er?) 2. B 
‘den Satz, daB der Ausdruck 
a” . _ pie 
(«—He—n@—s- 1 6—VG—-NG—A- P 


t CEES OE aoe 


Null oder Eins ist, je nachdem 


. m<n—1 oder m=n-—1 


ist, wo m die Anzahl der GréBen a, B, y, 0.... bedeutet. Von be- 
sonderer Wichtigkeit sind spater diejenigen Inte:polationsmethoden 
geworden, die trigonometrische Funktionen benutzen. Lagrange, 
dessen friiher erwihnte Behandlung des Problems der Schwingungen 
einer endlichen Zabl von Punkten unschwer aut eine d:rartige Inter- 
polationsformel fihrt, setzt spiiter ie aa das allgemeine Glied 
einer Reihe in der Form 


y=asin(e+ap)+bsin(B + xy) + csn(y t+ teit--. 


an, und zeigt, wie die GréBen a, 6, ¢,... a, By, .. .g. | Pee 
aus gegebenen Werten von y bestimmt werden kinnen; er wird hier- 
bei auf rekurrente Reihen gefthrt In ancerer Weise verwendet 

Charles die trigonvmetrischen Funktionen; ihm werden die Glei- 
chungen 


at ee ee ee ee 
« 


1) Hier mag auch eine Methode von Lagrange aus dem Jahre 1783 Er- 
wihnung finden, nach der er eine Funkticn y= g(x nihervngeweise durch 
y= P+ 7é§ (bzw. wenn y = 0 ist, durch f -++ 0§*) ersetzt, wi ¢ eine sehr kleine 
Zunahme von x bedeutet, wenn zwischen x und einer Funktion ¥ von 7 und 
ebenso zwischen g(r) und g(X) zwei bekannate Helationen existieren. La- 
grange zeigt die Anwendung seines Verfahrens fiir dis Logazithmen Oeuvres, 
t. V, p. 5i7%. Man vel. endlich Oeuvres, t. V, p. 663ff. *) Philusophical Trans- 
actions, vol. 69, 1779, p. 64. *; Astronomisches Jahtbuch 1783, 3. 41.- Nach 
Kliigel. aa. 0. 
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asinx2z 6 sin x(a — 1) 


iP agea Yo in yrs 


sin qx(x— 1) 





Qa sin wx b sin z(x@ — 1) 


RYT Ree I ea 








xy = (sinaz2)* E +a eee | 


zugeschrieben, wo y fir z= 0, 1,... die Werte a, b,... annimmt.') 
Auch die rekurrenten Reihen sind im Zusammenhang mit dem Inter- 
polationsproblem viel behandelt worden; indessen benutzen die meisten 
Arbeiten tiber rekurrente Reihen die Integrationsmethoden. fir Diffe- 
renzengleichungen, die weiter unten besprochen werden sollen. Von 
mehr elementaren Arbeiten auf diesem Gebiet ist eine Untersuchung 
von Lagrange zu nennen*), der das allgemeine Glied einer rekur- 
renten Reihe mit den n ersten Termen 7, 7", T”, ... dadurch findet, 
da8 er zunichst eine gebrochene rationale Funktion in méglichst ein- 
facher Weise so zu bestimmen sucht, da8 die bei wirklicher Ausfth- 
rung der Division entstehende unendliche Reihe in der Form 
T+ Tat T’si+... 


beginnt. Partialbruchzerlegung und Reihenentwicklung der einzelnen 
Partialbrtiche liefert dann sofort das gesuchte allgemeine Glied der 
Reihe 7 

T+ T’2+ T'si+---. 


In gewissem Zusammenhang mit diesen Problemen steht auch eine 
Methode*), die Laplace als calcul des fonctions génératrices be- 
zeichnet (vgl. S. 273), Unter erzeugender Funktion ist nichts weiter 
als die Summe einer Reihe einzelner nach demselben Gesetz entstandener 
Gré8en zu verstehen. Die Abhandlung selbst enthalt nichts wesentlich 


- Neues; sie behandelt Aufgaben wie z. B. A durch g auszudriicken, wenn 


(hayes 
ist, und lést sie mittels Reihenentwicklangen und Uberlegungen, wie 


wir sie an der geistreichen Koeffizientenbestimmung S. 1005 bereits 
kennen gelernt haben. 


ened em 


1} Nach Kligel a. a. O. finden sich diese Formeln angegeben bei Prony, 
Nouvelle Arvhitechnique hydraulique 1790/96, t. 1[, Anmkg. zu § 1878. Die 
letzte der angeftihrten Gleichungen steht auch Histoire de |’ Académie des Sciences 
1788 (1791), p. 582. 7) Oeuvres de Lagrange, t. VI, p. 507. Die Abhand- 
lung ist vom Jahr 1772. %) Histoire de l’Académie des Sciences 1779: (1782), 
p. 207 ff. 
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Differenzengleichungen treten in Praxis und Theorie oft auf; so 
im Zusammenhang mit der Bestimmung der willkfrlichen Funktionen 
der Integrale partieller Differentialgleichungen, wenn gewisse Be- 
dingungen zu erfiillen sind; dies hat nach Charles‘) zuerst Con- 
dorcet bemerkt.*) Einen anderen Ausgangspunkt, der auf Differenzen- 
gleichungen fihrt, Tilden die ia i a ai So reda- 
ziert Laplace®) die Gleichung 


fonct. (o(z)] = H_- fonct. [y(7)] + X,, 


wo g, %, H und X gegebene Funktionen ‘sind und die unbekannte 
Funktion fonct. bestimmt werden soll, in folgender Weise auf eine 
Differenzengleichung: er setzt 


¥,=Y(%) Md u= ey 
berechnet aus der ersten dieser Sides durch Umkehrung 


r= T(u) 
und erhalt so 


41 = P(x) = IT(u,). 


Diese Rekursionsformel fir «, definiert aber u, als Funktion von 2; 
somit kénnen z= I'(u,) und damit auch H, und X, als Funktionen 
von ¢ dargestellt werden. Ersetzt man jetzt in der urspriinglichen 
Gleichung x iiberail durch z, so entsteht eine Gleichung der Form 


Yo+1 — L, -y,+ Z,, 
wo y, fir fouch [w,] geschrieben ist. Ist 
[fonct. (x)]}? = fonct. @ “+2 
gegeben*), so setzt Laplace 
U,= 2%, U4,= 22, also u,,,= 24,, 


und orhalt durch Anwendung der weiteren Substitution fonct.(u,)=—/, | 
die Gleichung 

teat sae (t,)? aa 
mit dem Integral 


1) Mémoires présentés par divers Savans, t. X (1785), p. 578 ff. *) Siehe 
Histoire de l’Académie des Sciences 1771 (1774), p. 49ff. und 1772, part. 1 (1775), 
p. 82 und p. 57. Man vgl. hierzu auch Monge in Mémoires présentés par 
divers Savans, t. VII, 1778 (1776), p. 822. *) Ebenda (Mém. div. Sav.), p. 71. 
Laplace behauptet, seine Methode stamme aus dem Jahre 1772, und verweist 
auf die“oben zitierte Abbandlung von Condorcet aus dem Jahre 1771. 

*) Ebendsa, p. 74. Diese Gleichung findet sich schon Miscellanea Taurinensia, 
t. II?, 1760/61, p. 820. :; 
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t, a5 a® + a” 1.9 


wo @ eine willkiirliche Konstante ist; die weitere Untersuchung bietet 
keine Sehwierigkeiten. Auch Charles hat Funktionalgleichungen‘); 


y(aa?+- maz +n) — Py(bs?+ px +7) = fh, 


wo P und & Funktionen von « und a, m, n, 6, p, q Konstante sind, 
geht, wenn ; : 
azt+ mz + n= b(ra + —)*+ p(eo+ ym) +4 


ist, wo @ und g zwei neue Konstante sind, unschwer in eine 
Differenzengleichung fiber. 

Die gré8te Anzahl von Arbeiten iiber Differenzengleichungen ver- 
dankt jedoch nicht einem praktischen Bediirfnisse ihren Ursprung, 
sondern vielmehr dem Umstand, dB sich sowohl alle allgemeinen 
Gesichtspunkte als die meisten in weiterem Umfange brauchbaren 
Integrationsmethoden, die bei Differentialgleichungen von Vorteil sind, 
mithelos auf die Theorie der Differenzengleichungen tibertragen lassen. 
So sehen wir die Entwicklung der letzteren Theorie von den Fort- 
schritten auf dein Gebiet der Differentialgle:chungen abhangig, durch 
diese bedingt; dieser Zusammenhang ist so innig, daB haufig einer 
Abhandlang tiber Differentialgleichungen Bemerkungen iiber Diffe- 
renzengleichungen anhangsweise beigefiigt sind. Am geringsten ist 
die Analogie beziiglich der singulaéren Integrale. Charles hat 
diesen Begriff zuerst auf Differenzengleichungeu iibertrugen*) unter 
Berufung auf die Erklarung ihres Wesens,- wie sie Layrange ge- 
geben hat; er kommt zu dem Ergebnis, daB eine Differenzengleichung 
zwei vollstindige Integrale haben kann. Ist némlich V =O das Inte- 
gral einer Differenzengleichung Z = 0, so erhilt man letztere aus dem 
Integral, indem man die Integrationskonstante a@ aus den Gleichungen 
.V=0Q und dV eliminiert: dV entsteht hierbei durch Variation von 
x und y bei konstantem a. LaB8t man jetzt auch a varieren, so wird 


AV =dV + RAa. 
Ist nun £& == 0, so werden die beiden Gleichungen 
V=0 und 6V=0 Z 


wieder genau dieselbe Gleichung Z = liefern, wie zuerst auch, und 
es ist bei diesem Eliminationsproze8 ganz gleichgiltig, ob a konstant 


) Histoire de l’Académie des Sciences 176 (178%), p. 695. *) Ebenda. 
1783 (1786), p. 560. 
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ist oder nicht. Das singulére Integral ergibt sich dann durch Eli- 
mination von a aus V = (0 und R=0. Bis hierher ist die Analogie 
mit den Differentialgleichungen vollstindig; jetzt kommt aber ein be- 
deutsamer Unterschied: waihrend man nfamlich bei den Differential- 
gleichungen die GréBe @ unmittelbar aus R=0O berechnen kann, 
enthalt diese Gleichung bei den Differenzengleichungen neben a im 
allgemeinen auch noch die Differenz Aa. Um a eliminieren zu kénnen. 
ist daher die Integration von R = 0 erforderlich; infolge dieses Pro- 
zesses geht aber eine willktirliche Konstante in das singuliére Integral 
ein. Charles erliutert das Gesagte an einigen Beispielen. Das voll- 
stindige Integral von 


Ay? 
g¥y= zAy + ae ” 


wo Az, die Differenz von 2, konstant und gleich g ist, lautet 


gy = 2naz + a’. 


Daraus ergibt sich , 
Ay = 2na, 


wenn @ konstant ist, hingegen 

Ay = 2na + =" [2n(2 +9) + 2a+ Aa], 
wenn @ ebenfalls variiert. Zur Bildung des singulaéren Integrals er- 
halt man also die Bedingung 


2n(z +g) +2a+ Aa =0. 
Hieraus folgt 


— a(— 1a = b+ n(— 1)9 E + Zi, 


wo b eine willkirliche Konstante bedeutet, und damit endlich 


2.2 gn ° ae 
gy = — NX + (9 40-07] 


Charles weist auch noch darauf hin, daB man aus dieser Gleichung | 
bei Anwendung desselben Prozesses wieder 


gy =2nar+a’ 


erhalten wiirde, d.h. daB das singuliire Integral des singularen Inte- 
grals das ursprtingliche vollstandige Integral ist. eSpiter sucht Charles 
auch bei gewéhnlichen Differentialgleichungen, die er als Grenzfall 


* eine ganze Zahl ist. 


as : oe 
' Die Herleitung setzt voraus, dab ee 
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der Differenzengleichungen auffaBt, ahnliche Verhaltniese, d. i. die 
kxistenz zweier vollistandigen Integrale, von denen eins das singulire 
‘des anderen ist, nachzuweisen und sie durch einen Ausdrack zu inte- 
grieren, der das singulére Integral als Spezialfall enthalt; seine Dar- 
stellung ist indessen nicht recht verstandlich.’) Die erwahnte Eigen- 
tiimlichkeit ist auch Monge nicht entgangen; aus 


— (Ay)? = 0 
erhalt er zanachst 
2AyAAy + (AAy)*=0 
und hieraus 
AAy=—0 und 2Ay+ AAy=0. 


Der erste Fall gibt 


o 


a 


+A, 


y= 


der zweite aber 
b : 
y = C + cy (— 1) S . 


Monge behauptet?) dann, das vollstindige Integral der gegebenen 
Gleichung sei das Produkt der vier Gleichungen 


bx 


b P 
y-Am+—; y-A=—=; 

b he b * 
yde te ene; y-a-- bene 


Die abrigen Untersuchungen zeigen mehr Analogie; Condorcet, 
_der wie bei den Differentialgleichungen die Integration auf die Aus- 
fihrung einer. ganz bestimmten Reihenfolge gewisser Operationen als 
Multiplikationen, Substitutionen, Eliminationen, Umformungen und 
Integrationen zurtickfthren will®), auch Niherungsmethoden fir Diffe- 
renzengleichungen bespricht*), hat sich eingehend mit der Integra- 
bilitét gegebener Differentialausdriicke beschaftigt; in Analogie dazu 
sucht er die Bedingungen aufzustellen®), wann eine gegebene Funk- 
tion V von 2, y, 2,... Az, Ay, Az,... Ata, Aty, A®z, ... vollstin- 
dige Differenz einer Shnlich gearteten Funktion B der nachstniederen 
Ordnung ist, so daB also V=AB. Durch Benutzung der Glei- 
chungen 
qaV @aABb av dAB aV a&AB 


dx” dx’ dOz ddx’ dy dy’? 
° 


1, Histoire de l’Académie des Sciences 1788 (1791), p. 1165 ff. Vgl. aach 
p. 580 ff. *) Ebenda 1788 (1786) p. 727. Die betreffende Abhandlung wurde 


1785 gelesen. 5) Ebenda 1770 (1773), p. 128 ff. *) Ebenda, p. 185. 
*) Ehenda, p. 110. 
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wo die @ partielle Differenzenbildung andeuten, findet er zuniichst 
dV . 


Te 4g 

dV 

daz A tant Ge dz z+ Ge 

adv 

LA ne Ger Hew: 


und ahnlich gebaute Ausdriicke in y,z,.... Es ergibt sich schlieB- 
lich die Bedingungsgleichung 


ne) av dV 

at" “at Oa. hag 

° oy ,aV 
—a* —( — 1)A? + At Ke 

av dV 


+ AN aig tA" gate 


+O" givg = 0 
und analoge Gleichungen in y, 2,...; hierbei ist » der Exponent der 
Ordnung der Funktion V. In derselben Abhandlung sucht Condorcet 
auch die Variationsrechnung fir endliche Differenzen abzuleiten’), 
was nach seiner Aussage bereits Lagrange in einem speziellen, aller- 
dings alle Schwierigkeiten des allgemeinen Problems enthaltenden 
Fall getan hatte. Soll 2V ein Maximum oder Minimum werden, 


sagt Condorcet, wo V eine Funktion von 2, y, 2,... und den end- 
lichen Differenzen dieser Variablen bedeutet, so ist die Bedingung 
| d=V =0 
‘gleichbedeutend mit | 
adv dV 
“dz * 0; dar 0; o°; 


und ahnlichen Gleichungen in y, 2,...; Cond oreet weist auch auf 
die verwandten Bedingungen dafir hin, daB V eine exakte Diffe- 
 renz ist. — 

Auch die allgemeinen Methoden der Differentialgleichungen 
wurden auf Differenzengleichungen fibertragen. So tibt Lorgna die 
Methode der Anffindung integrabler Gleichungen durch Ausgehen 
vom Integral; er stellt sich die Aufgabe, alle Differenzengleichungen 
mit variablen Koeffizienten zu finden, die ein vonsendiece Integral 


1) Histoire de l'Académie des Sciences 1770 (1773), p. 119. 
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von gegebener Form zulassen.!) Die Verwendung von Multiplikatoren 
zwecks Integration von Differenzengleichungen faBt u.a. Pietro Paoli 
ins Auge’); auch Trembley bedient sich dieser Methode. Sei 


dy + My=N, 


wo d eine endliche Differenz andeuten soll, die gegebene Gleichung*) 
und P+ dP der Multiplikator. Die linke Seite der Gleichung 


(P+ d@P)dy+(P+dP)My=(P+d4P)N 
wird dann wegen 
d(Py) = Pdy + ydP + dPdy =(P+dP)dy + ydP 
eine totale Differenz, wenn 


yd P = (P+dP) My, 


d. h. 
aP 
ppap= 4. 


Die letztere Gleichung geht aber mit Hilfe der Substitution P = ¢ in 


1 
dt=— lime 
tiber; daraus folgt 
1 
=d—™M)’ 
wo x ein Produkt von lauter Faktoren 1— M bedeutet. Trembley 
erhalt unschwer 


y= a(t) (C+ fy), 


wo M’ den auf M folgenden Funktionswert, f eine Summation be- 


deutet;- er verweist tibrigens auf Lagrange, welcher diese Aufgabe 
schon im ersten Bande der Turiner Miszellen integriert hatte. Auch 
Naherungsmethoden*), sowie die Variation der Konstanten sind auf 
Differenzengleichungen tibertragen worden. 

Khe wir zu den Methoden tibergehen, die fir spezielle Gleichungs- 
typen ausgebildet worden sind, haben wir eine nicht unwichtige Unter- 
scheidung zu erwihnen; waihrend namlich die ersten Untersuchungen 
itther Differenzengleichungen die Differenz Ax konstant annehmen, hat 
man spater auch den Fall betrachtet, daB Az von x abhingig ist, 


Ps 


- 





1) Memorie di Mat. e Fis. Soc. It., t. 1, 1782, p. 418 ff. *) Ebenda 
t. IV, 1788, p. 464. °%) Nouveaux Mémoires de l'Académie de Berlin 1799/1800 
(1803), p. 18. *) Histoire de l’Académie des Sciences 1782 (1785), p. $1 ff. : 
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die x selbst also keine arithmetische Reihe 1. Ordnung bilden. Diese 
Méglichkeit hat anscheinend zuerst Monge heriicksichtigt, der durch 
seine Untersuchungen tiber die willktirlichen Funktionen bei partiellen 
Differentialgleichungen auch auf die angeblich von Euler entdeckten 
willkdrlichen Funktionen bei Differenzengleichungen gefiihrt wird. 
Hierbei stellt sich Monge die Aufgabe'), die Gleichung 


Ay+ Ay+ B=0 


vollstandig zu integrieren, wenn Az’ 1. konstant =a; 2, =a+ be: 
3. =az"—« ist. Im ersten Fall ergibt sich 


7 - Xe oa 
Ay + B= (1— A) >< (sin = & cos ~*), 


wo » eine willkirliche Funktion von zwei Verinderlichen ist; iin 
2. und 3. Fall sind die Integralgleichungen wesentlich komplizirter: 
Monge benutzt zu ihrer Herleitung die Substitutionen 


a+br=e", dh Aw=l|lg(b4+ 1), 
bzw. 
gi=e’, dh Ao=(n—l)oat+uiga, 


die Logarithmen ins Resultat emfiihren. Ausftihrlicher und allgemeiner 
ist die Voraussetzung variabler Az von Lorgna behandelt, der Az 
gleich irgend emer Funktion X von x setzt*) und die Folgen dieser 
Annahme cingehend untersucht. Die Reihe y, y’, y”,... ist dann da- 
durch definiert, daB jeder Term aus dem unmittelbar vorhergeheuden 
durch Substitution von «+ X an Stelle von x hervorgeht. Analog 
gehe in der Reihe X, X’, X”,... jedes Glied aus dem vorhergehen- 
den dadurch hervor, daB man x durch den ,Modul“ 2+ X ersetzt. 
Dann kann, wie leicht ersichtlich, y™ auch unmittelbar, d. i. ohne 
Zuhilfenahme der Terme y~"?, ... aus y .erhalten werden, indem 
man fiir « die Summe OS 


et X+ X’4--- yp KOH 
substituiert. Lorgna findet noch andere Bezielungen; so stellt er 


die ¥") und mit deren Hilfe schlieBlich auch die Differenzen von 
y eee Ordnuug durch 


pa eX ae OS 





1) Mémoires présentés par divers Savans, t. IX (1780), p. 857. Dieser Aut- 
satz wurde 1774 der Akademie vorgelegt. *) Memorie di Mat. e Fie. Soc. 
It., t. I, 1782, p. 376 ff. ; ; 
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“~wee 


dar, was bei Benutzung des Taylorschen Satzes leicht gelingt. Er 
benutzt die betr. Formeln zur Integration der linearen Gleichung 


p= Ay+ By + Cy"+---,") 


in der go eine Funktion von z bedeutet, bei variablem Az = X. 
Pietro Paoli, der Lorgnas Arbeiten kennt und auch zitiert, be- 
handelt ebenfalls den Fall variabler Az. Sei eine Gleichung M — 0 
zwischen x, y, und deren Differenzen gegeben, ferner 


Az = 9(2) — 2.) 
Paoli verlangt nun z =p, und o(z) = >p,,,, woraus 


Pras a 9(p,)- 


Aus dieser Gleichung kann aber bei gegebenem g die Funktion p, =x 
ermittelt, somit z und seine Differenzen durch z ausgedrtickt werden; 
cadurch geht y, in eine Funktion ¢ von 2 und die urspriing- 
liche Gleichung M = 0 in eine neue zwischen ¢ und ¢ iiber, wobei 
jetzt die Differenz von # konstant und zwar gleich 1 ist. Paoli hat 
damit nachgewiesen, daB der Unterscheidung von variablen und kon- 
stanten Az keine prinzipielle Bedeutung zukommt. 

Von speziellen Gleichungen wurde naturgemaB zuerst die lineare 
Gleichung in Angriff genommen. Hier ist an erster Stelle ei Auf- 
satz von Lagrange aus dem Jahre 1759 zu nennen.*) Beziiglich der 


Gleichung 
Ay+yM —N, 


wo wir A statt d geschrieben haben, und wo M und N Funktionen 
von x bedeuten, erinnert Lagrange an die Integration der Differential- 


gleichung . 
dy +yXdz = Zdz, 


die er nach folgender Methode behandelt: er setzt y= wus und 
spaltet in 
adu--usXdz—=O0 und ude= Zdz; 


daraus ergibt sich 


fXdz, 
ecpeieie, cae pricnng | ene eee 


u efXae 


Auf dieselbe Weise 1éBt sich auch 


") Memorio di Mat. e Fis. Soc. It., t. I, 1782, p. 409. Lorgna verweist 
auf die entsprechende Integration bei konstantem Az durch Lagrange in den 
Turiner Miszellen und den Berliner Memoiren. *) Memorie di Mat. e Fis. 
Soc. It., t. IV, 1788, p. 455. *) Miscellanea Taurinensia, t. I* (1759), p. 38 ff. 
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Au+yM=—WN 
integrieren. Aus y = wz folgt 
Ay =wuvAz+ cAut AuAz: 


' Lagrange spaltet in 


sAu+tuzM=0 und wAzg+ AuAg=N 
und schreibi die erste Gleichung in der Form 


cet, 


Uo. 
woraus mittels «=e wegen Au = e'(e/'— 1) die neue Gleichung | 


au =z tt | = -- M 
"4 | 
hervorgeht. Hieraus folgt | 


At=l(i— M), 
also 


t= S'U1—M) und u=e=a(1— dM), 


wo x das Produktzeichen ist. Mit Hilfe dieses Resultate kann jetzt 
auch die zweite Gleichung ~ 


Az = - 


t+ Are 


leicht integriert werden; es ergibt sich 


y=x(1—M)> (4 iD ai = m7) 
wo WIT > statt des Zeichens J geschrieben haben, und wo M/ den | 


‘auf M folgenden Wert bedeutet. Im folgenden’) geht Lagrange 


zur Gleichung beliebiger Ordnung mit konstanten Koeftizienten tiber. 
Er erinnert zu dicsem “weck an eine Methode von d'Alembert, 
die in den Memoiren der Berliner Akademie und im zweiten Band 
des Calcul intégral von Bougainville fir die entsprechende Diffe- 
rentialyleichung 


y+ Ast Bit eX 


dz? ' 


entwickelt ist: X bedeutet hierbei eine Funktion von x. Die. Sub-— 
stitutionen 
dy dp 


lS. ae 


dz mt) 


1, Miscellanea Taurinensia, t. I° (1759), p. 86. 
Caxtror. Geschichte der Mathematik IV. 68 
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fihren bei Anwendung eines Multiplikatorensystems a, 6, c, --- auf 
die Gleichung 


: ; 
yt(d+a)p+ (B+ d)q+---—-az— ene X. 
Hierin ist 
yt(Atajpt (B+ b)qt+-::- 
ein exaktes Vielfaches von 


[lady + bdp + -++), 


wenn 
dy + (A-+a)dp +(B+b)dq+---—dy+ldp+tdq+-- 
ist. Durch Koeffizientenvergleichung erhalt man hieraus 
A+ wom 5 Btbe= —; usw. ; 


der. letzte Koeffizient werde gleich 0 angenommen. Aus diesen 
Gleichungen ergibt sich aber jetzt durch allméhliche Elimination von 
b,c... die Gleichung 


a” + Aa’-} +4 Ba‘*-? + 4 elas QO. 
wo » die Ordnung der Differentialgleichung ist. .Aus 


y+(A+a)pt+ (B+bqt+---=2 
folgt sodann | e 


dg 
£—-a7 =X, 


Zz 
| X 
z= — a aa, 
-/ ae* 


die 2 Werte von a liefern dann » Werte Z/, Z",... von 2; y ergibt 
sich endlich aus den entsprechenden » linearen Gleichungen 


yt (Ata)p+(B+bqt-- me 


mit den Unbekaunten y,»,q,.... Diese Methode wendet Lagrange 
auf die Gleichuny 


also 


y + AAy + BAty+-.-= X 


an; auch die Glewhuug 
/ 

yt Ay + By! 4.--.=X, 
die, wie er sagt, auf die erstere reduziert werden kann, behandelt 


er auf ahnliche- Weise. Die Substitutionen | 
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yap y= pl,...,ptagly pag, 
ergeben namlich 
y+ (A +a)p! + (B+ b)q! +--+ — ay” — bp! — eg! —... = X. 
Die Gleichungen 
Ata=-; B+b=<;... 


liefern wieder 
a" + Aa"-!+ Bat-*+...=0, 


und die Transformation 
y+ (Ata)p+(B+dqi+---—2 


a’ — agli as X; 


fihrt zu 


die » Werte von a liefern wieder » Integrale z, und y selbst ergibt 
sich wieder aus  linearen Gleichungen. Laplace, der sich auf 
‘Condorcets allgemeine Untersuchungen iiber Differenzengleichungen 
und Eulers Integralrechnung beruft’), behandelt sodann die Gleichung 


mit nichtkonstanten Koeffizienten und iibertrigt auf sie, nachdem er 
sie mittels der Relationen 


by = yt yt Aly = yt — 2+ ew, 

auf die Form . 
: Xt yt Hey tll He yt... 
gebracht hat, seine Methode fiir die entsprechende Differentialgleichung 
(vgl. S. 931); die Aufgabe reduziert sich auch hier auf die Integration 
einer Gleichung nichstniederer Ordnung und eines Systems von 
Gleichungen der Form 
; aty tl 4 yt = Te. | 
Letztere Gleichung laBt sich aber auch y*t* = R*y* + Z*, d. i. als 
Rekursionsformel fir y schreiben; durch sukzessive Substitution 
ergibt sich endlich . 
" 2 oT, Z i , At 
y=R-R.R ..-R (A+5 + gt +572 a): 

Laplace stellt diesen Ausdruck mit Hilfe der Zeichen 2 und V fiir 
Summe und Produkt dar und bemerkt, daB auch fiir Differenzen- 


!) Miscellanea Taurinensia, t. IV*, 1766/69, p. 800ff. 
* 68* 
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gleichungen das ,,Theorem von Lagrange“ gilt, d. h. daB die Inte- 
gration der Gleichung, 

XxX? = + Hey +! + 7 
auf die von 
Q = y* + Hey ti +... 
hinauskommt.') Bald darauf behandelt Laplace die Aufgabe noch 
einmal; er zeigt zuerst, daB die konstante Differenz zwischen den zx 
unbeschadet der Aligemeinheit immer gleich i genommen werden 
kann.*) Zur Vorbereitung der Aufgabe integriert er 


Y, a H, °Yy21 aa A, 
mittels der Substitution 
y,=—u,-ViZ,, 
die sofort auf 


X: 
um ty + 9H 


oa A Xt. 
ita + D9 V #1. H, +1 
fihrt. Laplace wahlt diese wenig motivierte Substitution wohl des- 


halb, weil sie am raschesten zu dem schon langst bekannten Resultat 
fiihrt. Die Gleichung , 


und damit auf 





¥, = = H,- "Yr-1 + ‘Hey, 24 ae eae - 2492-9 + X, 
bewiltigt er mit Hilfe der Annahme 


9, = %* Ye4 sie ~ ° 

a, und 7; sind einstweilen noch unbestimmt. Diese Gleichung liefert 
mit den yleichwertigen 

Yoo ™ %,_ 1° Yeu 2 r g--1° °° 9 re mm Oe -n+1 92-5 + i eee . 
nach Multiplikation bw. mit 1, — ‘8, —%6,... und Addition die 
_ Beziehang | : ) 

pas [a,.-+ 1p | : Ye + | -- ‘pu, _, + *B] : ¥,_3 + eV 4 ot “18. Oy a4 "Ye_» 

ee Bl ga Pee BT aa 

In dieser Gleichung werden jetzt die GréBen 18, *8,... so ‘cuah 


daB Glied fir Glied mit der gegehenen Differenzengleichung fiber- 
einstimmt. Dann ergeben sich neben 


- er 


*) Miscellanea Taurinensia, t. LV", 1766/69, p. 309. *) Mémoires présentés 
par divers Savans, t. VII, 1773 (1778), p. 40. 
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= "BI, _ 3 + "PT, _s pate Ops, mati Xx, 
noch » Bestimmungsgleichungen fiir die » — 1 GréBen 
| 2'B,*B,---*7'B, 
und man erhalt durch ihre Auflésung nach 6 der Reihe nach: 
‘= H,—«, 
78 == 'H — a, 1° H, — G+ @,_; a 
*8 == *H, — a,_°*H, + Gy_1 Gey H, — + ty, Oye 


—1 ——T -32 ° —§8 } 8s 8 & eee e 
: B =" H, —_ Or a+3 ‘ H, T a, Goi oo re 
Die xte Gleichung war 


=. B-e@,iayi =" H,; 


so daB *~'8 auf zweierlei Arten dargestellt werden kann; durch Ver- 
gleichung ergibt sich 








l 2 n-A| 
ea A, 'H,  *He it, 
a, Oe Oe We gna Sea a ie A S| 


Ist aus dieser Gleichung ein Wert von « ermittelt, so lassen sich 
die 8 unmittelbar angeben; dann ist noch J, aus der oben an- 
gefiihrten Differenzengleichung zu bestimmen, die beztiglich ihrer 
Ordnung um 1 Grad niederer ist als die urspriinglich gegebene. 
Laplace bringt als Beispiele die bekannten Aufgaben, den Sinus 
eines vielfachen Arguments durch die Potenzen des Cosinus des ein- 
fachen Arguments auszudrticken, sowie das Bildungsgesetz der héheren 
Differentialquotienten yon arcsinz zu eniwickeln.*) [In einem <Auf- 
satz*) in den Berliner Memoiren vom Jahre 1775, an den spiater 
u. a. Malfatti ankniipft*), beschaftigt sich endlich Lagrange speziell 
mit der Gleichung mit konstanten Koeffizienten 


Ay, + By,,; fo is NYe4n = 9, 


d. i. mit dem sogenapnten Problem der rekurrenten Reihen, bringt 
die diesbeziiglichen Gleichungen in bequeme, handliche Form. und 
beriieksichtigt auch den Fall mehrfacher Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung . : 
A+ Buat+.--+ Na" =; 


diesen Fall hetrachtet er tbrigens auch noch in einer spiiteren Ab- 





1) Mcemoires présentés par-divers Savans. t. VI, 1773 (1776), p 65 bew. 63. 
7; Oeuvres de Lagrange, t. IV, p. 151 ff. 4} Memorie di Mat. e Fis. Soe. It. 
t. II, 1786, p. 571 ff. 


x 
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handlung von einem neuen Gesichtspunkt aus.') Die Behandlung der 
Gleichung mit konstanten Koeffizienten bei variablem A, durch 
Lorgna haben wir bereits erwibnt; auBer der linearen Gleichung 
konnte hier keine andere héherer Ordnung, oder héheren Grades (vgl. 
das Beispiel von Monge 8S. 1054) Beachtung finden.*) 

Ftir die Untersuchungen auf dem Gebiet der partiellen 
Differenzengleichungen wurde eine Arbeit von Laplace grund- 
legend; dieser ist nach eigener Aussage*) durch Aufgaben aus der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung auf das Preblem der ,rekurro-rekurrenten 
Reihen“, wie er sich ausdriickt, geftihrt worden. Seien folgende 
Gleichungen gegeben:*) 


tA yo+s yot+...+N=0 
yt 4” yet 4 BY tye-P 4... 4 NN” 
= AT’ tye mM” lye) ats Pp” Lge 2 oe 
Sy + AMS Bye 3 4 tN 
= Hy + Mp Peay +. 
(1) "y? + Antye- tt Beryt-t +... 4+ Ne 
soe fJun- Wye fe Yt em lye perty 3 4... 


Laplace zeigt nun, daB man (1), die letzte dieser Gleichungen, 
stets auf folgende Form bringen kann: 


(2) Ay? == Qh yh) 4 pe tyt— 32 4 omy 3 -+ uy": 


hierbei sind a”, b’,c",... wu" Funktionen von ». Aus (2) ergeben sich 
sodann die speziellen Gleichungen : 


He ly = (att tyro) bec delay 2 tee ptt) 
Matty hse MS(qna tacks * + brie tyr 3 ew. yt!) 
Peyote Px(ar— bam tyr 8 4 prt dye 4* tw ytd) 


Addition und Anwendung von (1) liefert 


1) Oeuvres de Lagrange, t. V, p. 627 ff. (Berliner Memoiren 1792/93). 

*) Man vgl. die Notizen von Monge in dem bereits zitierten Aufsatz Histoire 
de l’Académie des Sciences 1783 (1786), p. 725 ff. (gelesen 1785) und Trembley, 
Nouveaux Mémoires de |’Académie de Berlin 1799/1800 (1803). *) Mémoires 
présentés par divers Savans, t. VIT, 1773 (1776), p. 39. Hier findet sich ein 
kurzer {‘berblick aber die Geschichte der Differenzengleichungen. Man vgl. 
auch Histoire de l’Académie des Sciences 1779 (1782), p. 207 ff. *} Mémoires 
présentés par divers Savang, t. VI (1774), p. 354. 
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ny? AMY tt Brey t 4p. 4 Ne 
axe ar—1("yr—1 4 Ay -* a ees Nn’; 
$ BMA (mye— Pp femye Bp Ne 
a oe ee 
+ a" 1(A" + M* 4+ Pr.--). 
Soll diese Gleichung mit (2) identisch sein, so muB: 
@™ == q™—1 — An 
b* == br- 2 a*—*A" — BE 
c aera ant 1 Be 


um tHE 4 Sh ape: jes Nil = eh a 


Das Problem ist damit, genauer nach Bestimmung der a, b*,«*,... u’, 
auf die Integration des Systems der Gleichungen. (2), d. i. eines 
Systems gewohnlicher Differenzengleichungen zuriickgeftihrt, die keine 
prinzipielle Schwierigkeit mehr bietet. In einer spiiteren Abhandlung’) 
‘behandelt Laplace das spezielle System (équation rentrante en 
elle-méme) 


y, + Ay! , + ‘Ay! , + oe. oe By,'+! + "Byi*! + By it} +. my 


wo zt von 1 bis » laiuft, und fir y”+! wieder y' zu setzen ist; er 
untersucht sodann kompliziertere Annahmen und bringt Anwendungen 
auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Von spateren Arbeiten auf 
dem Gebiete der partiellen Differenzengleichungen sei, abgesehen von 
Lagrange’), nur noch. eine Abhandlung®) von Paoli erwahnt, der 
als Beispiel die Frage untersucht, wie oft sich eine gegebene Zahl 
als xgliedrige Summe von Termen der natiirlichen Zahlenreihe oder 
tiberhaupt einer arithmetischen Reihe darstellen 1aBt.*) 

Endlich sind noch Gleichungen zu erwihnen, die zu gleicher 
Zeit Ditferentialquotienten und endliche Differenzen enthalten; der- 
artige Gleichungen treffen wir bei Laplace,*®) Lorgna®) und Paoli’) 
In gewissem Sinne kann man auch eine Aufgabe") von Euler hierher 


em ee a ee 


1) Mémoires présentés par divers Savans, t. Vil, 1773 (1776), p. 79. Im Text 

wurden die einzelnen Gleichungen des Originals durch einen Index ¢ zusammen- 
gefaBt. *) Oeuvres de Lagrange, t: IV, p. 165ff. 5) Memorie di Mat. e 
Fis. Soc. It., t. If, part. 2, 1784, p. 787 ff. *) Ebenda, p. 817 bzw. 829. 
*) Histoire de l’Académie des Sciences 1779 (178%), p. 302. Hier sind die 
fonctions génératrices benutzt. °) Memorie di Mat. e Fis. Soc. It., t. IV, 1783, 
p. 156ff. 7) Ebenda, t. V, part. 2, 1790, p. 575. Hier ist auf die Laplaceache 
Methode der erzeugenden Funktionen verwiesen. “, Novi Commentarii Aca- 
demiae Petropolitanae, t. XVI. 1771 (1772), p. 1408. 
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rechnen, eine Kurve von der Kigenschaft zu finden, daB die Halbierungs- 
linie des Winkels, den eine beliebige Kurventangente mit einer festen 
Geraden bildet, eine Kurvennormele ist (vgl. 8.515); auf die Euler- 
sche Behandlungsweise kann hier nicht ‘eingeganyen werden. 


| Variationsrechnung. 


Die Variationsrechnung hatte durch Euler einen gewissen 
Abschlu8 gefunden, doch verdient sie in diesem Zustand den Namen 
Rechnung noch nicht, weil geometrische Uberlegungen zu sehr im 
Vordergrund der Untersuchung stehen, die ganze Behandlungsweise 
auch noch nicht einheitlich, umfassend genug ist, um auf jedes 
Problem sofort angewandt werden zu kénnen. Diesen Ubelstand 
tiberwand erst Lagrange mit Hilfe eimes neuen Algorithmus, der 
eine vollkommen gleichartige, systematisch rechnerische Behandlung 
aller Variationsprobleme erméglicht. Der Fortschritt war so be- 
deutend, daB Lagrange die Grenzen der Integrale als variabel an- 
sehen und auch Doppelintegrale behandeln- konnte. Lagrange teilte 
nach eigener Aussage seine Methode schon 1755 Kuler mit und fand 
dessen Beifall;’) verdffentlicht hat er sie erst 1762.4) Nach kurzem 
geschichtlichen Uberblick entwickelt Lagrange seinen Grundgedanken, 
daB nimlich die Variationsrechnung kein anderes Prinzip erfordere 
als den Gebrauch der Differential- und Inteyralrechnuug (wie die ge- 
wohnliche Maxima- und Minimaberechnung auch), nur. habe er, damit 
die beiden auftretenden Variationen (die infolge der Muximalbedingung 
und die bereits vorhandenen Differentiationen) nicht verwechselt 
werden, eine neue ,,Charakteristik“ 0 eingefiihrt: So stelle 6Z eine 
Anderung von 4 dar, die nicht das Namliche sei wie dZ, aber doch 
nach denselben Regeln gebildet werde; “neben einer (Gleichung 
dZ=mozx  (verdruckt fir dz) bestehe also in gleicher Weise 
64=:mdx. Olne’ weitere Ausfithrung oder Begriindung schreitet 
Lagrange sofort zu folgender Aufgabe: Z sei eine Funktion von 


“,y,2,az, dy, dz, d'x, d*y, d*z,..., 


man soll die Bedinguny finden, daB |Z ein Maximum oder Minimum 
wird. Nach der ,bekannten Methode“ der Maxima und Minima hat 


"| Miscellanea Taurinensia, t. 1V*, 1766.69, p. 168. Vgl. hierzu Cantor, 
Zeitechritt fir Math. u. Phys. (2) 28 (1878), hist.-lit. Abtly. 1. *) Miscellanea 
‘Taurinennia, t. i*, p. 173—195. Diese Abhandlung mit der von 1770 und der 
Logendres von 1786 in Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaften 
Nr. 47: diese Ausgabe wurde im folgenden wiciderholt benutzt. 
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man, sagt Lagrange, das gegebene J Z om »differentiieren“, wobei 
die GréBen , 


rpy, 2, ax, dy, dz, dz, dty, d*z,... 


als yariabel anzusehen sind, und das so entstehende Differential gleich 
Null zu setzen; bezeichnet man diese Variationen mit ¢, so erhialt 
man zunichst i 


| 6/Z=0, 
oder, was dasselbe ist, 
: [6z=0. 


‘Diese Stelle ist von groBer Wichtigkeit; sie erklirt, warum Lagrange 


keine eingehendere Begriindung seines Algorithmus bringt: Er efblickt 
darin keine neue, ‘von der gewébnlichen Maximabestimmung prinzi- 
piell verschiedene, sondern die schon langst geiibte, ,bekannte“ Me- 


‘thode; nur enthalt eben der Ausdruck J Z bereits Differentiale , und 


es miissen:daher, lediglich um ,,Verwechselungen“ zu vermeiden, die 
neuerdings notwendigen Differentiationen anders, also etwa durch das 
Zeichen 6 ausgedriickt werden. Diese Auffassung erklirt auch, warum 
Lagrange den im folgenden oft benutzten Satz von der Ver- 
tauschbarkeit der Symbole d und @ nicht, beweist: d und d sind zwei 
verschiedene Differentiationen, die ganz unabhingig nebeneinander 
hergehen. Ist nun Z so beschaffen, sagt Lagrange, dab 


bZ—=nda+ pddz + gods t+ro@a+--- 
+ Néy+ Pédy+ Qdd¥y+.---+ vde+nxddz+ zdd?2+-- 
so kommt | 
[ndx+fpdde + fqddtx +... 
+ (Noy +fPedy +f Qedy+--- 
+ fvde+fudde+ fyddtet+--.=0. 
Aber man sieht leicht 
ddr=ddxc; ddr = @Sx usw.; 
iiberdies findet man durch partielle Integration 
Jody = pox — fapae; fq@oe = gddx—dqgdz + fdqdz; ust. 


Damit wird 


1068 ) Abschnitt XXVIL. 

afc —dpt+q—@r+--l)déz + fix- aP+#Q—@PR+.---)dy 
+f —da+ @y—do+--)ds i 
+(p—dq+d*r—---)dx+(gq—dr4+---)ddez+(r— +) @POu 4+ ::- 


+(P—dQ+@R—.-)dy+(Q—dR+---)doy 


+(x —dy+ @o—--)ds+(y—do+---)déds 


a 


—+(g—--)Pdst--- me. 


Lagrauge trennt diese Gleichung in zwei; die erste un bestim mte“ 
Gleichung erhiélt alle Glieder, die unter Integralzeichen vorkommen, 
die andere bestimmt alle tibrigen Glieder. Letztere Gleichung bringt 
Lagrange mit den Grenzen des Integrals J Z in Zusammenhang; um 
die gefundenen Gleichungen von den GréBen dz, dy,... zu befreien, 
hat man zu priifen, ob der Natur des Problems nach zwischen ihnen 
eine Beziehung besteht;!) sind sie dann mit deren Hilfe auf die 
kleinste Zahl zuriickgefihrt, so sind die Koeffizienten der noch vor- 
handenen GréBen dz, dy,... gleich Null zu setzen. Sind sie voll- 
standig unabhiingig voneinander, so kommt 


n—dp+ d¥q¢--@r+.--=0; 
N—daAP+Q—@R+.---=0:; v—dat+@y—Po4+---=0. 


Nach Untersuchungen iiber die Brachistochrone tiberhaupt und 
diejenige auf einer gegebenen Oberflache weist Lagrange nach, daB 
von den letzterwahnten drei Gleichungen immer eine die Folge der 
beiden andern ist*), und wendet sich sodann der Aufgabe zu, J Zan 
einem Maximum oder Minimum zu machen, wenn / aufer den 
Variabeln x, y, 2 und ihren Differentialen auch noch das Integral 
11 = { Z’ enthalt, wo Z’ aus den niimlichen Verdnderlichen und ihren 
Differentialen sich zusammensetzt. Diese Aufgabe, sowie das Problem 


der Maxima-Minimabestimmung von fi %, wo Z durch eine Differential- 
gleichung 1. Ordnung definiert ist, hat schon Euler behandelt und 
gelést, was Lagrange ausdriicklich anerkennt, der auch den Fall 
einer Differentialgleichung 2. oder héherer Ordnung fiir Z bespricht. 





——ee— - ae, 


1) In der Mécanique analytique von 1788, p. 45—46 hat Lagrange den 
Fall von Nebenbedingungen durch Einfiihrung unbestimmter Multiplikatoren auf 
das Problem ohne solche reduziert. *) Miscellanea Taurinensia, t. 1I*, p. 182. 
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Um die Brauchbarkeit seiner Methode zu erlautern, leitet Lagrange 
die Bedingungen her, da8 eine Flaiche von allen denen, die denselben 
Umfang oder aber gleiches Volumen haben, die kleinste ist, und be- 
weist’) den Cramerschen Satz, daB das flichengréBte Polygon von 
gegebenen Seiten einem Kreise einbeschrieben ist, aufs neue, des- 
gleichen zeigt er, daB unter allen Polygonen gleichen Umfangs*) das 
regulire den gréBten Inhalt besitzt. Hine weitere Abhandlung*) 
bringt Anwendungen der Variationsrechnung auf die Dynamik; hier 
findet sich gleich zu Begimn der Eulersche Satz, daB das Integral 
der in das Bahnelement mutiplizierten Geschwindigkeit eines Massen- 
punktes ein Maximum oder Minimum ist, auf ein Massensystem aus- 
gedehnt, doch ist der dabei vorzunehmende Variationsproze8 nicht 
genau definiert, was in der Folge zu MiBverstindnissen AnlaB gab‘). 
Uberhaupt fand der neue Kalkil auBer bei Euler zunichst wenig 
Verstaéndnis; in einer schon erw&hnten Abhandlung®) erhob Borda 
verschiedene Bedenken gegen die Behandlung des Brachistochronen- 
problems durch Lagrange, die diesen zu einer nochmaligen ge- 
naueren und allgemeineren Auseinandersetzung in seiner sogleich zu 
erwahnenden zweiten Abhandlung veranlaBten; ganz ungerechtfertigt 
sind die Angriffe von Fontaine®), der seine eigene Methode, die 
nur Eulersche und Lagrangesche Ideen in héchst uniibersicht- 
licher Weise mit den Punkten der Fluxionsrechnung und dem Zeichen d 
nebeneinander ausdriickt, allen anderen iiberlegen halt. Euler hat 
im verschiedenen Abhandlungen die Lagrangesche Methode austfiihr- 
lich auseinandergesetzt, und neben der Regel dd = dd verschiedene 


alte Siitze (vgl. S. 904) neu bewiesen’); interessanter ist sein Versuch 


einer geometrischen Deutung des Variationsprozesses®) und die darauf 
beruhende Herleitung der betr. Rechnungsregeln. Die Variations- 
rechnung — dieser Name stammt von Euler —, sagt er, scheint 
zunichst eine villig selbstandige Rechnungsart zu sein, und dem- 


1) Hierbei kommt Lagrange auf die Variationsrechnung fiir endliche 
Differenzen zu sprechen; an diese Stelle hat dann Condorcet wieder an- 
gekniipft. 2) Uber isoperimetrigche Probleme handelt u. a. ein Aufsatz von 
Paolo Frisi, Novi Commentaz cademiae Petropolitanae, t. VII, 1658/59 
(1761), p. 227ff. Der Lagrangesche Algorithmus ist hier noch nicht benutzt. 
S) Miscellanea Taurinensia, t. II*, p. 196—298. *) Wegen der Geschichte des 
Prinzips der kleinsten Wirkung vgl. man Ostwalds Klassiker a. a.0., Anmkg. 9, 
ferner Suter, Geschichte der mathematischen Wissenschaften, Ziirich, 2. Teil, 
S. 378 ff. ‘) Histoire de l’Académie des Sciences 1767 (1770), p. 551 ff. - 

*) Ebenda, p. 588 ff. 7) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae. t. X, 
1764 (1766), p. 94ff. (Ebenda, p. 166ff. tiber die Tautochrone im widerstshenden 
Mittel.) Endlich Institutiones calculi integralis, vol. IfI, Anhang, p. 461—594u. 
8) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. XVI, 1771 (1772), p. 35 ff. 
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gemaB fiihrt auch Lagrange ein eigenes Zeichen d ein, zum Unter- 
sechied von der Differentiation, die durch @ bezeichnet wird. Euler 
stellt sich die Aufgabe, die Variationsrechnung auf die Prinzipien 
der Infinitesimalrechnuny allein <urtickzufihren und zwar durch Ein- 
fiihrung einer Hilfsvariabeln ¢, die als Parameter einer Kurvenschar 
mit den laufenden Koordinaten z und y gedeutet wird. Er denkt 
sich mit anderen Worten y als Funktion von ry und der neuen 


Variabeln /; ax(52 ¥) stellt dann die eigentliche Differentiation dy, d (3? 4) 


die Variation dy von y dar; Variativn ist giso nichts als partielle Dif- 
ferentiation nach ¢. Im folgenden fihrt Euler die wichtigsten Auf- 
gaben der Variationsrechnung auf Grund seiner neuen Auffassung 
auf wirkliche Differentiationen nach ¢ zurfick und befreit sich dann 
von der Variabeln ¢ schlieBlich wieder in geschickter Weise durch 
partielle Integration'); die Endresultate treten in der gewdhnlichen 
form auf wie sonst auch. Von Anwendungen der Variationsrechnung 
seien eine Abhandlung Eulers von 1779 fiber Raumkurven mit einer 
Maximal- oder Minimaleigenschaft*), ferner Untersuchungen desselben 
Forschers iiber Brachistochronen, wenn die wirkenden Krifte nicht 
in einer Ebene liegen, und uher Brachistochronen im widerstehenden 
Mittel erwihnt'). 

In emer Abhandlung vom Jahre 1770‘) ist Lagrange wieder 
auf die Variationsrechnung zuriickgekommen; er geht von allge- 
meinen Gesichtspunkten aus, die alle Spezialuntersuchungen seines 
ersten Aufsatzes gleichzeitig umfassen. Ks set g die Funktion, von 
der man die Variation dg finden will; soll durch eiue Differential- 
yleichung von irgend einer Ordnung zwischen , zx, y, £,... und 
den Differentialen dieser Variabeln gegeben sein. HeiBt diese Glei- 
chung ® =O, so wird d®=-0; d@ wird gebildet, indem man jede 
der GréBen 9, zr, y,...dgy,dz,dy,..., aus denen sich die Funktion ® 
zusammensetzt, als besondere Verinderliche ausieht. Indem Lagrange 
die Operation der Variation wirklich ausfiihrt, kommt er nach Multi- 
plikation mit einer nachtriglich passend bestimmten- HilfsgréBe & 
und partieller Integration auf eine Gloghung der Form 


Il + | ¥ = const., 
welche die Grundlage der weiteren Untersuchung bildet. Hierbei ist 





re a 


1; Novi Commentarii Atademiae Petropolitanue, t. XVI, 1771 ©1772), p. 42, 
43. 2) In den Mémoires de l’'Académie Impeériale des sciences de St. Péters- 
bourg, t. IV, 1811 (1818). 4) Ebenda, t. VII, 1817118 (1222), p. 17—28 bew. 
p. 41—45. (Aus dem Jahre 1780.)  ‘*) Miscellanea Taurivensia, t. 1V*, 1766 6%, 
p. 163--~-187. 


a ee 
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woe Pd +- QOdr i+ Rédy + Sdze4--- 
wo die Koeffizienten P, Q, RB, S,... sich in bestimmter Weise aus ® 
berechnen lassen. Die Bedingung dg = fir das Maximum oder 
Minimum von @ fiibrt nun nach einigen Uberiegungen bertiglich 


der Grenzen des Integrals ff yw auf die Gleichung 

Qdx+ Roy + Sdz4----= 0, 
die je nach Zahl der Relationen zwischen den dz, dy,dz,... in 
weniger oder mehr Kinzelgleichungen zerfallt. Lagrange bringt 
spiterhin') einen einfachen Beweis seines Theorems, da® eine dieser 
Kinzelgleichungen immer die Folge aller adbrigen sei. Er benutat 
hierzu den Umstand, du8 in der geyebenen Differentialgleichuny. ® -= 0 
der Ausdruck ® immer auf dié Form ® = Zdz” gebracht werden 
kann, wo 2 eine Funktion der Veranderlichen gq, 2, y,2.... und 
ihrer Abgeleiteten nach x bedeutet. Dann ist 


0D = mSda"-'bdz + dr"dd 
wegen ® = 0 ist aber anch J = 0, also d@ == gies Set nun 


¢ 








ae ace. 
? OL= aby + 05 _ oe 
gly i 
+ e0y + on era a sl 
it 


fo00dz + 652 4 68 a 4: 


+ tdz7, 


so wird mau nach Multiplikation mit 47" und partieller Integration — 
(wobei nur die GréBen d27,d9,62,... unter dem Integralzeichen 


bleiben dtirfen) wieder auf den Ausdruck JZ + J Ww stoBen. La grange 


zeigt nun, daB der Ausdruck J/ identisch Null wird, wenn man das 
Zeichen 6 durch d ersetzt; er betrachtet zu diesem Zweck die eiv- 
zelnen Glieder von d2. xdq ist keiner partiellen Integration der 
serangics Art fahig, es hig daher “ganz unter dem Integralveichen 
bleiben. Das Glied x g52 > wird. muerst 2% (2 “eee )5 nach Mul- 
x da* }' 

tiplikation mit §d2", Vertanschung von ddg, ddz mit ddg bew. 
dda und partieller Integration erhilt man als Glied auBerhalb des 

_ dda 
dz ax? 








esi denen den Ausdruck &2’ dam (ZF =); der, wie un- 


1) Miscellanea Taurinensia, t. [V*. 1766/69. p. 176 


& 
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mittelbar ersichtlich, bei Verwandlung von @ in d identisch ver- 
schwindet. Gleiches ergibt sich fir die tibrigen Glieder von 82, 
d. h. es wird, wenn man é in d verwandelt, IJ immer zu Null und 
damit : f ym const., also #%=Q. Ersetzt man also m dem Ausdruck 
Pig + Qdz+ Réy+Sdz2+--- das Zeichen & durch d, so 
wird jdentisch Pdg + Qdx + Rdy + Sdz+---=0, d. h. eine von 
den Maximum-Minimumbedingungen ist eine Folge der andern. 
Lagrange kniipft hieran die Bemerkung, daB die Méglichkeit, ® in 
der Form 2dx” vorauszusetzen, fiir den Beweis wesentlich war, und 
weist darauf hin, daB bei Differenzengleichungen diese Voraussetzung 
im allgemeinen nicht zutrifft. Endlich wird die Aufgabe, p — {Z 


zu einem Maximum oder Minimum zu machen, wenn Z selbst wieder 
Integralzeichen enthalt, mit Hilfe der vom Integralzeichen freien 
Differentialgleichung fair g gelést, und das Problem der Brachisto- . 
chrone nochmals eingehend behandelt. 

Die Frage, ob im einzelnen Fall ein Maximum oder ein Minimum 
vorliegt, wurde nach einem mifgliickten Versuch von Laplace‘) von 
Legendre behandelt, aber erst Jacobi gelang es, hinreichende Kri- 
terien hierfir aufzustellen. Als einfachsten Fall untersucht Legend #® 


»die Variation zweiter Ordnung“”) von f vd x, wo » eine Funktion 
von x, y und p= gtd allein ist. Er findet unter der Annahme dz = 0 
mit Hilfe des Taylorschen Satzes 


ev doy 3 
0 frda— fax (2%. oy + 3%... 28990 + sap sp’), 
wofiir zur Abkiirzung 
Jax (Poy? + 2Qdydp + Rap?) 
gesetzt wird. Dann ist identisch 


0 [ode = const. — ady? 


+ faz{( P-+ =) “Vox + 2(Q + a)dydp + Rép*], 


wo « beliebig ist. Legendre peek nun « so an, daB sich der Aus- 


—_— — 





') Nova Acta Eruditorum 1772, p. 293. *) Histoire de l’Académie des 
av 


Sciences 1786 (1788), p. 9. Kurz zuvor unterecheidet Legendre zwischen = 


als dem ‘Koeffizienten von dx in dem Differential von » und edi i.dem durch 
dx geteilten volistindigen Differential vou ». Vielleicht hat Jacobi, der dicse 
Unterscheidung einbtirgerte, diese SteHe gekannt. 
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druck unter dem Integralzeichen in zwei Gleiche Faktoren spalten 
laBt, wozu die Gleichung 


(P48) acoso 
erforderlich ist. Dann ergibt sich bei festen Integrationsgrenzen 


8 [vd — (ady%— (udy) + [Rae (ap + °F“ oy), 


und hierm kann man, da sich ja a aus einer Differentialgleichung 
bestimmt, also eine willkiirliche Konstante enthalt, « immer so an- 
nehmen, daB (ady*)®— (ady*)’ entweder Null ist, oder dasselbe Vor- 


zeichen wie KR hat; -daraus folgt aber, sagt Legendre, daB [vaz 
ein Maximum ist, wenn 

= doy 

20p? 
negativ, ein Minimum hingegen, wenn dieselbe Funktion positiv ist. 
Legendre geht sodann zu dem Fall liber, daB » eine Funktion von 
Zz, y, p und q ist, wo 
dy=pdz und dp = qdy. 


Die Variation der 1. Ordnung ist Null, die 2. Ordnung 1aBt sich auf 
die Form bringen 


8 fvdx— {da(May'+ 2Ndydp + Qop’ 
4 2Pdydq + 2Ropsq. 
. | + 8dq?), 
wofir Legendre schreibt , 


o yvdz=(edy?+ 28 dydp4 yd p— (ady? + 2p dydp+ ydp*) 
[(me+ F)oy" +2 (Na+ Gf)syep+2(P+A)ou00) 


| + fda ; 
+ (U+ 26+ 5°) dp*t 2(K+p)6pdg + $y? 


Der Ausdruck unter dem Inteyralzeichen soll sich wieder in ein 
Quadrat zerfiallen lassen; aus der Annahme, der Inhalt der geschweiften 
Kammer sei gleich 
S(dq + dp + Ady), 

ergeben sich aber fiinf Bedingungsgleichungen fiir «, B, 7, u, 2. Man 
erkennt, daB bei ihrer Integration drei willktirliche -Konstante auf- 
treten, die so gewahlt werden kénnen, daB die auBerhalb des Integral- 
zeichens stehende Differenz Null ist oder dasselbe Vorzeichen wie S 
besitzt. Legendre schlieBt wieder, daB damit das Vorzeichen von S 
fiir die ganze zweite Variation maBgebend und fir die Existenz eines 
Maximums oder Minimums entscheidend ist, gibt sodann die Verall- 
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gemeinerung fir den Fall, da8 v Differentialquotienten beliebiger Ord- 
nung enthalt, und behandelt noch einige danliche Fragen unter der 
Annahme, daB 2 nicht kanstant, also d6z von Null verschieden ist. 
Von den praktischen Beispielen, die Legendre untersucht, seien das 
Problem des K6érpers von kleinstem Widerstand, der Kettenlinie und 
der Brachistochrone erwahnt. Herleitung und Ergebnis der vorer- 
wihnten Kriterien sind bekanntermaf8en unvollstindig. Die ersten Be- 
denken duBerte Legendre selbst*); in einer spiteren Abhandlung 
sucht er die stillschweigende Voraussetzung, daB die Hilfsgrd8en «a, B, y 
immer reell bestimmt werden kénnen, sowie die Méglichkeit, die 
Differenz 
(ady? + 2B dy dp+ pop?) — (ady'+ 2p dy dp + yap?) 

-zum Verschwinden bringen zu kénnen, durch Reihenentwicklungen zu 
erweisen; der Nachweis ist indessen fiir beide Behauptungen, von 
denen die erste richtig ist, unzureichend. Den Haupteinwand hat 
jedoch Lagrange erhoben*): das Integral kann das Vorszeichen 
wechseln, wenn auch der Ausdruck unter dem Integralzeichen dies 
nicht tut, wie an dem ay ; 


ar 8 


ersichtlich ist. Das Theorem von Legendre gilt nur, solange der 
Ausdruck unter dem Iategralzeichen endlich bleibt; um aber dartiber 
zu entscheiden, braucht man die Funktionen a, B, y selbst, und die 
Erkenntnis ihrer Existenz allein geniigt noch nicht. Immerhin be- 
deutet Legendres Versuch, die schwierige Frage zu lésen, und die 
Art seines Vorgehens ei einen groBen Fortechritt. 


1) Histoire de Académie des Sciences 1787 (1789), p. 848. *) Oeuvres, 
t. IX, p. 803. Vgl. Ostwalds Klassiker a. a. 0., Anm. 12. ; 
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Uberblick fiber die Zeit von 1758 bis 1799. . 


Die Abschnitte X{X bis XXVIL dieses Bandes haben die 
Geschichte der einzelnen Teilgebiete der Mathematik in 4hnlich 
ausfiihrlicher Weise wie die drei frither erschienenen Bande 
bis: zum Ende des 18. Jahrhundert weiter geftihrt. Die Zeit, 
welche behandelt wurde, war -eine wesentlich ktirzere als in dem 
If. Bande, der selbst schon eine kleinere Zeitspanne als der IL Band 
umfaBte, von den vielen Jabrhynderten zu schweigen, durch welche 
der I.-Band als Fihrer diene» wollte, und dennoch ist der Umfang 
dieses TV Bandes weit tiber den der ihm vorhergehenden gewachsen 
Welche Griinde diese Erscheinung hervorgebracht haben, ist leicht 
ersichtlich Je mehr wir der Jetztzeit uns naéhern, um so reichlicher 
flieBen die Quellen unseres Wissens. Sie sind fiberdies gefa8t, wenn 
das Bild der Quelle beibehalten werden soll. Die Akademieschriften 
und Zeitschriften vermehren sich (vgl S. 4—7) ond sammeln, was in 
einzelnen Rinnseln da oder dort hervorquillt. thre Herausgeber sind 
weitherzig in der Aufnahme von Beitriyen auch von solchen Ver- 
fassern, welche nicht yerade einer Akademie anyehdren: Und diese 
Leichtigkeit das, was der Kinzelne ftir verdéffentlichungswert hielt, 
tatsichlich an die Offentlichkeit xu bringen, muBte eine Stoffvermeb- 
ryny zur Folge haben. Manches davon verdiente nicht, geschichtlich 
aufbewahrt zu werden und ist in diesem Hande mit Fug und Recht 
itberganven, aber Anderes hat, zur Zeit seiner Entstehung kaum be- 
achtet, nachtragliche Bedeutung erhalten. Einzelne besonders begabte 
Manner haben wie in friiheren Zeiten auch im Verlaufe der letzten 
Jahrzehnte des 18. Jahrhunderts in der Mathematik ihre Lieblings- 
wissenschaft gefunden, haben sich ihr ganz oder doch vorzugsweise 
gewidmet, und mit einer riesigen Arbeitskraft neue Gebiete urbar 
gemacht. Wir brauchen nur auf die einzelnen Abschnitte dieses 
IV Bandes zu verweisen, welche die hier ausgesprochenen Siatze des 
"Niheren belegen. Den Bearbeitern der einzelnen Abschnitte gestaltete 
sich so eine dankbare Aufgahe in der Schilderung des Wachstums der 
einzelnen Teilgebiete, aber was bei der Feststellung des allgemeinsten 


Planes zum IV. Bande in den Augusttagen des Jahres 1904 schon 
69 * 
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vorausgesehen wurde, bewahrheitete sich: der Zusammenhang zwischen 
den einzelnen Absclinitien lockerte sich. Sogar die Tiatigkeit eines 
einzelnen Verfassers zu verfolgen, ist schwierig geworden, geschweige 
daB die Kinwirkang gentigend hervortrite, welche jeder auf seine Zeit 
austibte. Dazu ist ein Uberblick erforderlich, welcher das zeitliche 
Nebeneinanderauftreten wichtiger Gedanken bemerkbar mache, und 
diese Aufgabe soll der XXVIII. und letzte Abschnitt dieses Bandes 
zu lésen suchen. 

Schon damals, als wir den XXVIII. Abschnitt eer zu dtirfen 
uns erbaten, schwebte uns ein Gedanke vor, den wir im folgenden 
zur Ausfihrung bringen. GewiB ist die SchluBfolgerung irrig, das in 
der Zeit Friihere mitisse su dem Spiiteren den Ansto8 gegeben haben, 
aber soviel steht fest, daB der AnstoB zu einem Spateren, wenn er 
stattfand, nur von einem Friitheren gegeben sein kann. Man muB da- 
her vor allen Dingen und unbekiimmert um den besonderen Gegen- 
stand der e¢inzelnen Untersuchung samtliche besonders hervorragende~ 
Leistungen in ihrer zeitlichen Aufeinanderfolge zur Anschauung bringen, 
und das ist es, was die nachfolyenden Seiten bezwecken. Wenn da- 
bei auf einige wenige Dinge hingewiesen ist, von denen die Verfasser 
der Abschnitte, in welche jene gehéren, schwiegen, so liegt darin der 
Beweis, daB die Ansichten iiber Beachtenswertes und nicht Beachtens- 
wertes verschieden sind, und da8 bei der Selbstindigkeit, mit welcher 
die Bearbeiter der einzelnen Abschnitte von vornherein ausgestattet 
waren, es nur zu verwundern ist, wenn nicht haufigere Meinungs- 
verschiedenheiten dem Leser begegnen. Gleicherweise sind wir darauf 
vorbereitet, daB8 dieser oder jener Leser nicht mit uns tibereinstimme 
-und Dinge erwahnt wiinsche, iitber welche wir schwiegen, dagegen von 
uns Erwahntes als ganz unerheblich betrachte. 

Was die auBere Form der nun folgenden nach den Jahreszahlen 
geordneten Liste betrifft, so bemerken wir, da8 die eingeklammerten 
Seitenzahlen sich auf den vorliegenden Band beziehen und die Stellen 
angeben, wo von den in der Liste genannten Arbeiten die Rede ist. 
AuBerdem haben wir iiber die Art uns zu dufern, in welcher Eulers 
Leistungen verwertet sind. Euler ist bekanntlich 1783 gestorben, 
und unser geschitzter Mitarbeiter H. Vivanti hat daraus (S. 700 
Anmerkung) gefolgert, alle nachgelassenen Schriften Eulers gehérten, 
weil vor 1783 verfaBt, in diesen Band. Wir haben eine davon ab- 
weichende Meinung. Wer eine Monographie fiber Euler herausz- 
geben wiinscht, wird sicherlich das Todesjahr des groBen Mathems- 
tikers als Endpunkt seiner Leistungsméglichkeit zu betrachten haben 
und wird ftir jenes Jahr in Anspruch nehmen, was immer aus Eulers 
Kopfe stammend, nach 1783 gedruckt worden ist. Anders scheint 


& 
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uns die Sache zu liegen, wenn die Geschichte der Mathematik der 
Behandlung unterworfen ist. Was handschriftlich in den Auf- 
bewahrungsraumen einer Akademie verschlossen liegt, kann nun und 
nimmermehr als wirksam in dem Sinne betrachtet werden, daB es 
sich befruchtend und fordernd erwiesen habe, und demzufolge ist 
fir die Geschichte der Mathematik unserer Ansicht nach erst dag 
Druckjahr einer Abhandlung ihr Geburtsjahr, und diese Ansicht war 
fir uns bei Anfertigung unseres Verzeichnisses maBgebend. 


1758. 

Hamilton, Treatise of conic sections bedient sich streng eukli- 
discher Form und vermeidet sogar das Gleichheitszeichen (S. 462). 

Kaestners Arithmetik betrachtet nicht nur die negative Zahl 
als eine Zahl besonderer Art (S. 80), sie ist auch das erste Werk, in 
welchem -naher begriindet ist, da8 und warum man mit Irrational- 
zahlen rechnen diirfe. 

Lamberts angeniherte Gleichungsanf lésung mittels Reihen 
(S. 140). 

Lambert fiber periodische Dezimalbriche (8. 160). 


1759. 

Braikenridge tiber Konoide, insbesondere fiber das hyperbulische 
Paraboloid (8. 556). 

Daviet de Foncenex versucht den Fundamentalsatz der Algebra 
za beweisen und duBert sich iiber das Imaginire (S. 306). 

Hube, Abhandlung tier ee in durchaus analytischer 
Form (8. 454). 

Lagrange gibt ianwers von F unktionen mebrerer Ver- 
iinderlichen (8. 772). _ 

Lagranges Aufsatz, in welchem man die Fouriersche Reihe 
hat finden wollen (S. 984). 

Lambert, Freie Perspektive in 1. Auflaye, eine 2. Auflage 1774 
(S. 607). 


1760. | 

Eulers Beweis, daB 2° -+- y'®— 2° (S, 15+). 

Eulers BewuBStsein von den Vorziigen seiner trigonometrischen 
Bezeichnungen (S. 405). 

Eulers Satz tiber die Kriimmungshalbmesser der Normalschnitte 
einer Fliiche (8. 545). 

Joh. Kies betrachtet das ebene Dreieck als Grenzwert des sphi- - 
rischen mittels sind = A, cosA=1, tg d= A (8. 408). 
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Lacailles Tafeln, deren spatere Auflagen (1781—1832) von 
Lalande herausyegeben wurden (S 434). 

Lagrange ftindet mittels Variationsrechnung die Gleichung der 
Minimalflachen (S. 550). 


1761. 
D’Alembert vecteidigt die Behauptung log (— a) = log (a) 
(S. 308). 
Lagrange findet die Richtigkeit der Infinitesimalrechnung in 
der Ausgleichung von Fehblern (S. 644). 


1762. 
Euler schlagt fir die Wurzel der Gleichung »'* Grades die 
Form w+ AV + BYo?+---+ QVv"-? vor (S. 96). 
Lagranges erste Abhandlung iiber Variationsrechnung, welche 
Kuler seit 1755 handschriftlich bekannt war (S. 1066). 
Waring, Miscellanea analytica (S. 93). 
Waring, Proprietates algebraicarum curvarum (S. 467, 472). 


1763. 

Basedow, Uberzeugende Methode der Arithmetik ist eines der 
ersten und —— Schulbiicher (8S. 51). 

Bayessche Regel fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die aus - 
gegebenen Versuchen ermittelte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 
zwischen gegebenen Grenzen liege (S. 240). 

Kuler sieht in den trigonometrischen Funktionen nicht mehr 
Linien, sondern Verhiltnisse von Linien (S. 405). 

Euler beginnt mit Transformationen elliptischer Integrale 
(S. 836). 

G. B. Fagnano beweist den 1754 von Euler vorgeschiagenen 
Satz (S. 820). 

Kliigel, Geschichte der Varallelenlehre (S. 385). 

Maudnit zeigt zwei Scharen von Geraden auf dem hyperbolischen 
Paraboloid (3. 556). ; 


1764. 
Bayes bestimmt aus dem FEintreten eines Ereignisses dossen 
Wahrscheinlichkeit (S. 240). 
Bézouts Abhandlung dber Gleichungen (8S. 98). 
Kulers Kettenbruchalgorithmus (8. 155). 
l.anden, Residual analysis (S. 661). 
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1765. 

Euler macht auf die spiter nach ihm benannte Gerade aufmerk- 
sam, welche den Héhenschnittpunkt, den Schwerpunkt und den Mittel- 
punkt des Umkreises eines ehenen Dreiecks enthiilt. 

Lambert faBt in seinen ,,Beitragen zum Gebrauche der Mathe- 
matik“ die Noperschen Regeln so auf, daB die Fille yruppenweise 
geordnet sind. Er bedient sich zum Beweise derselben unbewuBt der 
Gruppéutheorie (S. 409). 

Vine. Riccati und Saladini geben zwei Binde Jnstifutéones 
analyticae heraus, in welchen analytische und geoinetrische Betrach- 
tungsweisen angewandt werden, und in welchen zum groBen Entsetzen 
der Zeitgenossen Differentiationen und Integrationen vereinigt yor- 
getragen sind (S. 677). 


1766. 

Daniel Bernoulli fiber Sterblichkeit bei Pocken (S. 232, a, 

Euler iiber den Rosselsprung (8. 220). 

Kuler will Kegelschnittbégen in die Analysis eingebirgert. wissen, 
wie man es schon mit Kreislinien yemacht habe (5S. 836). 

Euler erblindet auch auf dem zweiten Auge. 

Lagranges Adjungierte (5S. 928) und seine Lehre von den lineuren 
Differentialgleichungen (S. 930). 


1767 

Beidaks Aufsatz fiber den hae der Resultante von Gleichungen 
mit mehreren Unbekannten (S. 101). 

D’Alembert betrachtet das Unendliche als Grenze (S. 642). 

Kuler benutzt den 1764 veréffentlichten Kettenbruchalgorithmus 
(S. 156). ; 

Euler aber Bevélkerungszunahme (8 239). 

Kuler iiber die Gestattung unstetiger Funktionen im der Ana- 
lysis, besonders bei der Integration partieller Differentialyleichungen 
(S. 790). 

Lagrange henutzt die Warzeldifferenzen einer en als. 
Wurzeln einer neuen Gleichuny (8. 130). 

aie aber die Irrationalitét von x (S. 447), 


1768. 
Daniel Bernoulli wendet InfinitesimaJrechnung auf Fragen der 


Wahrscheinlichkeit an (S. 238). 
D’Alembert itber Reihenkonvergenz (3. 261). 
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Euler integriert die Gleichung 


dz _ dy 
V4A+ Br+ Cz? + Det + Ext = YA+ By $ Cy? t Dy? + Ey! 


(8S. 804). 
Eulers Integralrechnuag, Band I. 
Lagranges Umkehrungsformel (5S. 258). 
Lambert benutzt Hyperbelfunktionen (S, 411). 
Vine. Riceati tiber rekurrente Reihen (8S. 261). 


1769, 

Eulers Integralrechnung, Band II. 

Euler sucht Flachen, deren tiber demselben Stficke der «y-Ebene 
stehende Flachensttficke vinander gleich sind (98. 550). 

Lagranges ,,Résolution des équations numériques“ (S. 141). 

Layranges erste zahlentheoretische Verdffentlichungen in den 
Turiner und in den Berliner Akademieschriften (8. 161). 

Lagrange tiber die Eulersche (vgl. 1768) Differentialgleichung 
vi =e = ( (S. 807). 

; 1770. 

Duniel Bernoulli, das Geschlechtsverhaltnis bei Geburten 
(8. 239). 

Bézout, Cours de mathématiques (S. 676). 

D’Alembert gibt Integrabilititshedingungen (S. 873) 

D’Alembert behandelt eme Rantlwertaufgabe (S. 883). 

~ Eulers Integralreehnung, Band IL 

Eulerg Algebra erscheint in erster Auflage. 

Kuler fulut mehrfache Integrale ein, und zwar zuniichst Doppel-. 
integrale, welehen er den Namen formula integralis duplicata beilegt 
($. 738). 

G. B. Fagnano lést die 1754 von Enler vorgeschlagene Auf- 
gube (S. 829). 

. Kliigvel ertindet den Namen frigonometrische Funktionen und de- 
finiert sie, einem Kulerschen Gedanken (vgl. 1763) folgend, als 
Quotienten (S.-413). 

Lagrange wendet Ketteubriiche bei der Behandluny besti:nmter 

(Hleichumren an (S. 143). 
-  Lagrenges zweite Abhandlung iber Variationsrechnung (vgl. 
(1762). In ihr kommt schon eino den Lagrangeschen Multiplikator 
zur Behandinng von Extremwerten impliziter Funktionen anbahnende 
Betrachtung vor (S. 1070). 
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Lamberts Anluge sur Tetragonometrie (S. 430). 

Lamberts Tafeln (8. 435). 

Waring, Meditationes algebraicae. Aus ihrem reichen Inhalt 
se) der Goldbachsche Erfahrungssatz und der Wilsonsche Satz er- 
wahnt (S. 106, 167). | 

1771. | 

Eulers Abhandlang De solidis, quorum superficiem in planum ca-— 
plicare licet handelt von abwickelbaren Flachen und nimmt z, y, 2 als 
Funktionen von zwei Variablen #, u (S. 529). 

Landens erste Arbeiten fiber elliptische Transzendenten (S. 844), 

Malfattis Resolvente (vgl. den von Bortolotti herausgegebenen 
Briefwechsel zwischen Ruffini und Paoli) (S. 7 


1772. 


Bossuts groBer Cours de Mathématiques beginnt zu erscheinen. 

Lagrange, Réflexions sur la résolution algébrique des équations 
(S. 110). .. 

Lagrange, Sur lintégration des équations aux différences par- 
tielles du premier ordre (S. 966). 

Lagrange gebraucht symbolische Bezeichnungen wie z. B. 


dO} J "usw. (8S. 1048). 
Waring, Proprietates algebraicarum curvarum (S. 467, 618 Note). 


1773. 

Euler fibhrt das Wort Primitivcurzel ein (S. 173). 

Lagrange fiber Divisoren quadratischer Formen (8. 175). 

Lagrange tiber Berechnung von Beobachtungen unter Bertick- 
sichtigung der Fehlerwabrscheinlichkeit (S. 247). . 

Lagrange, Solution analytique de quelques problemes sur les 
pyramides triangulsires (S. 523). 

Lagrange handelt von dreifachen Integralen (8. 740). 

De Marguerie muB sich erfolgreich mit der Auffindung von 
Gleichungsresolventen und mit dem Eliminationsprobleme beschaftigt 
haben (S. 118). 

Monge iiber die Bestimmung ‘der willkiirlichen Funktionen, 
welche bei der Integration partieller Differentialgleichungen vorkommen 
(S. 882). 

Monge spricht sich in einer 1771 der Pariser Akademie vor- 
gelegten, aber erst 1773 jae vas Abhandlung dahin aus, da8 sich 


fir Mp + Nq = 0 (wo p= ee g= ee und M, N Funktionen von 
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%, y, ¢ sind) dieselbe Integralgleichung ergebe, ob man z als Konstante 
oder als Variable betrachte (S. 959). 


1774. 


Condorcet stiitzt sich bei dem Beweise des Satzes, daB, unter 
der Voraussetzung einer homogenen Gleichung " Grades zwischen 
x und y, ydz sich auf die Form Pdx + Qdy bringen lasse mit ratio- 
nalem P und Q, und daB tiberdies Pdx + QYdy ein exaktes Diffe- 
rential sei, auf die Methode der Konstantenabzahlung, von deren 
Sicherheit er aber selbst nicht tiberzeugt ist. Ganz dhnliche Zweifel - 
hegt auch Lagrange (5S. 724). 

Euler dehnt den Giiltigkeitsbereich des Binomialsatzes auf ge- 
Lrochene und negative Kixponenten aus, wis Newton es schon ge- 
wagt hatte, ohne einen Beweis daffy zu haben (8. 203). 

Lagranges Zusitze zu Eulers Algebra von 1770 (S. 171). 

‘Lagrange gibt die Urundziige seiner Infinitesimalrechnung be- 
kannt (8S. 644). 

Lagrange erkennt Eutstehung und Bedeutung des singuléren 
Integrals einer Differentialgleichung (5. 885, 890, 896, 969). | 

Lambert verdffentlicht seine Freie Perspektive (vgl. 1759) in 
zweiter Auflage. In den Zusatzen befindet sich eine Geometrie des 
Lineals (5. 607). 

Laplace tiber die Wahrscheinlichkeit von Ursachen. In der 
gleichen Abhandlung wird gegen die Anwendung des arithmetischen 
Mittels bei der Beobachtungsberechnung Stellung genommen (8. 241, 
249). 

Monge, Mémoire sur les proprietés de plusieurs genres de sur- 
faces courbes (8. 535). 


1775. 


Kuler fihrt die Differentiation und Integration unter dem Inte- 
gralzeichen ein (8. 737). 

Karstens Optik: unter wesentlichem Einflusse von Lamberts 
Freier Perspektive von 1759, wenn nicht von 1774 (S. 614). 

Lagranges Fortsetzung der Abhandlung von 1473 iiber Divi- 
seuren quadratischer Formen (8S. 177). 

Landens zweite (1771 schon angekiindigte) Abhandlung fiber 
elliptische Transzendenten, in welcher die Landensche Transformation 
und die Darstellung ‘eines Hyperbogens durch zwei Ellipsenbégen 
vorkommt (5. 846). 

Laplace wendet rekurrierende Reihen be: Wahrscheinlichkeits- 
aufgaben an (S. 236). 


. 
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Laplace unterscheidet sultdion particuliere von integrule purty 
culiére (8. 888). 

Luplace bedient sich der Variation der Konstanten (S. 920). 

Laplace tiber Funktionalgleichungen (S. 1051). 

Lexell schafft die Polygonometrie (5. 431). 

Monge benutzt zum ersten Male das SchluBverfahren: sind p 
und g unter einer gewissen geometrischen Voraussetzung konstant, unter 
eiuer anderen wieder konstant, aber von underem Werte, dann muB 
p eine Funktion von q sein oder umgekehrt q eine Funktion von p 
(S. 536, 561, 948). 

Die Pariser Akademie faBt den Beschluf, kiinftighin Einsen- 
dungen, welche eine genaue Quadratur des Kreises, Dreiteilung eines 
beliebigen Winkels wittels Zirkel und Lineal coder das Perpetuum 
mobile herzustelleu verheiBen, nicht mehr anzunehmen (8. 377). 


1776. 

Euler behauptet, keine Kurve lasse sich durch Kreisbigen rekti- 
fizieren (S. 488), vgl. $731. 

Kulers Abhandlung De methodo tangentium inversa ad theoriam 
solidoram translata vom 2. September 1776 naner partielle Differential- 
gleichungen (S. 551). 

Eulers Abhandlung tiber Kurven, deren Rektifikation sich durch 
Parabelbégen volizieht (S. 489). 

Felkele faktorentafeln (8. 435). 

Lagrange verwertet Kettenbriche zur Integration von Diffe- 
rentialgleichungen (5S. 916). 

Laplace gebraucht das Wort Resultunte (S. 123). 

Vandermondes der Pariser Akademie’ 1712 vorgelegte Deter: 
minantenbezeichnung ersvheint im Drucke (S. 122, 791). 

Waring, Meditationes analyticae (S. 27d). 


1777, 


Eulers Arbeit tiber die Ellipse kleinsten [nhaltes durch vier 
gegebene Punkte (S. 469). 

Euler lehrt flachentreue und winkeltreue (konforme) Abbildung, 
letztere unter Anwendung komplexer GréBen. Abbildung in der 
allgemeinsten Bedeutung des Wortes heiBt bei ihm repraesentaty 
(8. 573). 

Lagrange aufSert sich in einem an Lorgna gerichteten Briefe 
liber die ungeimeine Wichtigkeit der nunmehr unbeanstandeten Be- 
nutzung imaginiirer GroBen in der Analysis (8. 148). 
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Lagrange wendet rekurrierende Reihen und Differenzenrechnung 
auf Wabrscheinlichkeitsaufgaben an (S. 233). 

Lagrange benutzt die Variation der Konstanten bei asta Uber- 
gang von der unvollstindigen zur vollstindigen linearen Differential- 
gleichung (S. 932). - 

Laplace, Recherches sur /e calcul intégral aux différences partielles 
(S. 964). 

Laplace Uber lineare penbelgeicsaes zweiter Ordnung 
(S. 999). 


1778. 


D. Bernoulli tiber Berechnung von- Becbeahfangen unter Kin- 
fiihrung einer Fehlerkurve (S. 248). 
Bertrand, Développement nouveau de la partie élémentaire des 
mathématiques (8. 332, 390). 
Hindenburgs erste kombinatorische Arbeit fiber den poly- 
nomischen Lehrsatz (S. 205). 
- Schulzes Tabellen (S. 436). 


1779. 

Bézout gibt eine Pimoina Honemetnoue fiir Gleichungen mit mehr 
als zwei Unbekannten (S. 127). 

Eulers Abhandlung vom 25. Januar 1779 De linea brevissima 
in superficie quacumque ducenda behandelt die drei Koordinaten eines 
Punktes in symmetrischer Weise (8S. 538, 540). 

Layrange liber die Anzahl imaginérer Wurzeln einer Gleichung 
(S. 125). 


1780. 


Landen, Mathematical memoirs I (8. 711), vgl. 1789- 
Nieuport iiber parallele Kurven (S 510). 


(781. 
Enler tindet durch Kreisbigen rektifizierbare Kurven 6 491), 
vgl. 1776. 
Kant vriindet den Zahlbegriff auf adie. Zeit (S. 79). 


Laplace findet ferrat = e (8. 767). 


Wuring, Meditationes analyticae mit modernen Anschauungen 
aber Reihenkonvergenz. Insbesondere lehrt er die Benutzung des 
Gliederquotienten und weiB er, daB 
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konvergiert (divergiert), sofern » 2 1 (8S. 275). 


' 1782. 


Euler, Methodus facilis symptomata linearam curvarum non in 
eodem plano sitaram investigandi ist zur Grundlage der heutigen Theorie 
der Raumkurven geworden, insofern s als unabhangige Variable dient 
und die sphirische Abbildung benutzt wird (S. 525). 

Laplace benutet erzeugende Funktionen (8. 278, 1050). 


1783. 
Eulers Verdffentlichung des Resiprozitdtssatzes, welchen er schon 
1746 geahnt hatte (8S. 186). 
Euler bedient sich des von ihm durch S bezeichneten spharischen 
Exzesses (8. 416). 
Euler f. 
Vegas kleinere Tafeln. 


1784, 


Euler, De mirabilibus proprietatibus unciarum (8. 183). 

Fontana bedient sich des Namens equazione polare (S. 513). 

Laplace sucht Werte von Formeln zu ermitteln, in welche sehr 
groBe oder sehr viele Faktoren eingehen (8S. 281). 

Waring verbreitet sich weiter iiber Reihenkonvergenz und deren 
Notwendigkeit (S. 286), vgl. 1781. 


1785. 


Boscowich gibt die vier Feblergleichangen der Trigonometrie 
(8. 420). 

Charles gibt Beispiele von Unstetigkeiten (5S.- 881). 

Condorcet tiber die nach Stimmenmehbrheit erfolgten Entschei- 
dungen (8. 253). 

Euler, Opuscula analytica. 

Huttons Tafeln (S. 439). oe e 

Laplaces Differentialgleichung ° ed a. San + ad = (Q (8. 943). 


Legendre fuhrt Kugelfunktionen ein. Laplace gelangt nur 
wenig spiter zu den gleichen Funktionen und stellt deren Differential- 
gleichung zweitor Ordnung auf (S. 792). 

Meusniers Satz von den Kriimmungen einer Fliche; in der 
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gleichen Abhandlung sind zwei Minimalflachen behandelt, ebenda auch 
das Schmiegungsparaboloid (8. 547). 

Monges schon 1771 der Pariser Akademie fibergebene Abhand- 
lung: Sur les développées, les rayons de courbure et les différents- 
genres dinflexion des courbes # double courbure erscheint im Drucke 
(S. 531). | 

1786. 

Bring fiéhrt mittels Gleichungen niedrigeren Grades die Gleichung 

fiinften Grades auf die Form 


y+ Gy+ H=0 

zurtick (S. 131). 

Cagnolis Trigonometrie (S. 418). | 

Charles ibertrigt den Begriff des singuléren Integrals auf 
Differenzengleichungen (S. 1052). 

Lambert iiber Parallellinien (S. 399). 

Lhuilier, Exposition élémentaire des principés des calculs 
supérieurs (S. 645). ; 


1787. 

Eulers zweite Abhandlung iiber den allgemeinen binomischen 
Lehreatz (5S. 204), vgl. 1774. 

FuB8 untersucht sphiarische Kegelschnitte (8. 387). 

Hutton, Elements of conic sections enthalten die formal wich- 
tige Neuerung, daB die vorkommenden Gleichungen aus dem Texte 
heraustretend stets auf neue Zeilen gedruckt sind (S. 465). 

[.egendres Satz vom sphirischen Dreieck mit kleinen Seiten, 
welshes als eben behandelt wird, uachdem jeder Winkel um den 
dritten Teil des spharischen Exzesses vermindert worden ist (S. 423). 

Monges Aufsatz, in welchem Bertihrungstransformationen benutzt 
sind (8. 982, 1087). 


L788. 

Lagrange, Mécanique analytique. In ihr Tst auf 8. 45—46 der 
Gedanke des Lagranaeschen Multiplikators (vgl. 1770) ahermals be- 
nutzt (S. 1068). . 

Legendres erste zahlentheoretische ,Abhandlung, in welcher 
schon der HKeziprocitaissatz vorkommt (S. 190), vgl 1783. 

Legendre erkennt die Wichtigkeit der Landenschen Entdeckung 
von 1775, daB ein Hyperbelbogen zu zwei Bogen zweier Ellipsen in 
Beziehung gesetzt werden kann (S. 847, 857). 

Legendre untersucht die zweite Variation ‘S. 1072). 

Pfaff, Versuch einer Summationsmethode (S. 291). 
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1789. 


Encyclopédie méthodique erscheint im Drucke. 

Eschenhach fiber Reihenumkehrong (S. 215). 

Landen, Mathematical memoirs II (S. 711), vyl. 1780. 

Lhuiliers erstes Lehrbuch der Polygonométrie. Als Ausygangs- 
punkt wird die Bestimmung des Flacheninhaltes benutzt (S. 432). 

Schubert bhenutzt erstmalig den Namen konforme <Abbildung 
(8S. 575). 


oe 


1790. 

Brissons erster Vorschlag, der zum metrischen System fibrte. 

Kaestner, Geometrische Abhandlungen, Bd. I, S. 463—464 ist 
zuerst die geometrische Wahrheit .{. 6 + B.4 =U ausgesprochen, vg. 
1798. 

Mascheronis Anmerkungen 7u Eulers Integralrechnung, Bd. I. . 
Unter vielem anderem ist bemerkenswert, daB auf 8. 731 die Behaup- 
tung ausgesprochen ist, eine jmaginire Kurve kénne eine reeile Linge 
besitzen, was damit zusammenhangt, da8 man damals fiber den Gel-° 
tungsbereich von Funktionen noch im Unklaren war (8. 485), vgl. 1792. 


1791. 
Arbogast unterscheidet dascontinuité von discontiyuttd (S. 830). 
Gesetz vom 30. Marz ittber Einfihrung des metrischen Systems 
in Frankreich. —— 
1792. | 
Fischer (Ernst Gottfried) veréffentlicht. seme Dimensionszeichen, 
wegen derer eine heftige Polemik gefibrt wird (5S. 217). 
Lotteri tiber Parallelkurven (S. 510)... 
Mascheronis Anmerkungen zu Kulers Integralrechnung, Bd. II, 
vyl. 1790. 
Maskelynes Regel zur Auffindung von log sin z und log tg z, 
wenn x < 5° 33’ (S. 422) 


1793. 


Kulers Jercits 1777 vollendete Abhandlung, in welcher «ie 
Hauptformeln zwischen partiellen Ditterentialquotienten, welche der 
Riemannschen Funktionentheorie zuyrunde liegeu, hereits angeyehen 
sind, erscheint im Drucke (S. 711). 

Kaestner itber Parallelkurven (S. 510), 

Lagranges Interpolationstormel (5. 1048). 

Leyendres sehr seltenes JJémorre sur les transcendantes ellinti- 
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gues, in welchem drei Typen elliptischer Integrale unterschieden sind 
(8. 860). 
Rothes Reihenumkehrung (S. 216). 


1794. 

Eulers Integralrechnung, Bd. 1V. Darin auch die Anwendung 
von i um Y—1 zu beseichnen (8. 315). 

Hulbe Jehrt Gleichungsumformungen, welche unter Umsténden 
zo deren Auflésung fiihren (S. 135). 
Legendre, filémente de géométrie. Darin treten erstmalig 
symmetrisch gleiche Gebilde auf (S. 336, 881, 393). 

Pronys Tabellenberechnung angefangen (8. 489). 

Ve ga, Thesaurus (S. 438). 


| 1795. 
Callets Tafeln (S. 438). 


Ecole Normale wird in Paris gegrtndet. In ihr wurde erst- 
tialig Darstellende Geometrie durch Monge gelehrt, und Lagrange 
und Laplace hielten an ihr elementararithmetische Vorlesungen 
(S. 625). 

_ Monge, Feuilles danalyse, in waldhion neben zahlreichen anderen 
Dingen auch die Entdeckung der Krimmunggslinien enthalten ist (S. 559). 
Paoli fiber rekurrente Reihen (S. 296). 


| 1796. 
Hindenburgs kombinatorieches Hauptwerk (8. 206). 


1797. 


Carnot, Réflexions sur la metaphysique du calcul infinitésimal 
(8. 647). 

Lacroix, Traité -d’arithmétique (S. 345). 

Lacroix, Traité du calcul différentiel et du calcul intégral 
8. 694). 

Lagrange, Théorie des fonctions (8. 688). 

Legendre fiber singulare Integrale (S. 896). 

Wessel gibt die geometrische Deutung des Imaginiren (S. 315). 


1798. 
Bossut schafft in AnschiuB an D’Alembert (1757) eine Klein- 
kreistrigonometrie (S. 408). 
Busse beriicksichtigt, jedenfalls in Anschlu8 an Kacstner (vgl. 
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1790), die Vorzeichen der Strecken bei geometrischen Untersuchungen 
(S.. 479). 

Condillac, Langue ime ealculs (S. 42). 

‘Euler gebrauchte in einer in diesem Jahre gedruckten Abhand- 
lung astronomische Zeichen © 5 4d als Abkiirzungen fir ygewisse 
Funktionen (S. 300). | 

Legendre, Essai sur la théorie des nombres (2 Auflage 1808, 
3. Auflage 1830). Der Essai enthalt-den Namen Reziprositiitssats (vgl. 
1783) und das Legendresche Symbol (S. 194). 

Monge, Géométrie déscriptive (S. 626). 

Schubert beschiftigt sich mit der Zerleguug von Polynomen ‘in 
reelle Faktoren (S. 137). 


1799. 
Kramps Abhandlung, welche die Grundlaye der Lehre von den 
Falkultiten -bildet (S. 296). 
Lhuilier griindet die Polyedrometrie (S. 432). 
Ruffinis erste Arbeit tiber Gleichungen fiinften. Grades (S. 139). 


Betrachtet man diese Zusammenstellung, so ist, wie uns scheint, 
eine Tatsache hervorstechend: die tiberwiegende Zahl der Leistungen, 
fir welche auf Euler und auf Lagranye verwiesen ist, gegeniiber 
von der Erwahnung anderer Schriftsteller. Sind doch, wenn wir 
richtig gezihlt haben, 34 verschiedene Schriften Eulers und 32 ver- 
schiedene Schriften Lagranges in unserer Ubersicht gensnnt, Zahlen, 
mit welchen kein anderer Schriftsteller in Wettbewerb treten kann. 
Dabei ist nicht auBer Acht zu lassen, da8 unter den einfach gezihlten 
Schriften Eulers seine zweibindige Algebra, seine zweibiindigen Opus 
cula analytica, seine vierbindige Integralrechnung enthulten ist, von 
welcher letzteren wir vielleicht eine ganz gedringte Inhaltsangabe 
hier einschalten diirfen, weil in den vorhergehenden Abschnitten das 
groBe Werk bald hier bald dért als Quelle genaunt ist, vhue dab 

sich Gelegenheit bot, ein fibersichtlicheres Gesamtbild zu entwerfen, 
' als es S. 679 geschah. 

Kulers Integralrechnung setzt sich aus vier Banden zu 
sammen. Der L Band (1768) lehrt zuerst die Ausfikrung von Inte- 
grativnen, sei es in endlicher Form, vei es angeuahert mittels unend- 
licher Reihen oder Faktorenfolgen. Dann werden Differential- 
gleichuuyen erster Ordnung ersten Grades integriert, wobei besonderes 
Gewicht auf die Lehre vom integrierenden Faktor gelegt wird. Auch 
singulire Lésungen kommen zur Sprache, iiber deren Eutstehung und 
Sinn sich Euler freilich nicht klar ist. Man wei8. daB erst Lagrange 
(1774) diesen gewaltigen Fortechritt vollzog. Endlich werden Difte- 


" Cawzor, Geschiohte der Mathematik IV. 70 
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rentialgicichungen erster Ordnung aber héheren Grades behandelt. 
Der Inhalt des Il. Bandes (1769) laBt sich als. Integration von Diffe- 


 yentialgleichungen vou héherer als der ersten Ordnung zwischen zwei 


Verinderlichen bezeichnen. Die Gleichungen zweiter Ordnung sind 
vorzugsweise beriicksichtigt, und unter denen héherer UOrdnung die 
linearen Differentialgleichungen, namentlich die mit konstanten Koef- 
fizienten. Beztiglich der zur Integration benutzten Methoden betont 
Kuler wiederum die Anwenduny integrierender Faktoren. Auch von 
bestinmten Integralen ist mehrfach die Rede. Der II]. Band (1770) 
ist seinem Hauptteile nach den partiellen Differentialgleichungen ge- 
widmet, und zwar solchen, in welchen zuerst von Funktionen zweier, 
dann von Funktionen dreier unabhingiger Verinderlichen die Rede 
ist. In beiden F&len sind Diiferentialgleichungen erster Ordnung 
von ‘solechen héherer Ordnung unterschieden. Darauf folgt ein An- 
hang von dér Variationsrechnung; endlich ein Supplement, das fast 


au sachlieBlich vou der Gleichung — = * (X und }, sind Polynome 


4. Grades in x bzw: y) handelt, die schon im I. Bande integriert 
worden war. Der IV. Bund (1794) setzt sich aus einzelnen teilweise 
schon vorher im Drucke erschienenen Abhandlungen-zasummen, welche 
als Erginzungen der drei ersten Bande dienen sollen. Von ihrem 
allgemeinen Inhalte seien bestimmte’ Integrale genannt, deren Diffe- 
rentiation unter dem Integralzeichen, elliptische Transzendenten und 
eiacelue Differentialgleichungen sowvh! «weiter uls — Ordnuny. 
Unter den letztgenannten tratt wieder die Gleichung 7 -% her- 
vur.. Den Schiu®B des Bandes . bildet eine Brytonnng zu Bulers Ar- 
beiten iiber die Variationsrechnuny. ° 

Wir wiirden dem gunzen Werke oicht gerecht werden, wenn wir 
nicht an zwei Tatsechen erinnerten, welche den Lesern dieses Bandes 
zwar genugsum bekunat sind, aber doch ins Gedéchtnis zurapkgernfen 
werden sollen: Euler, der 1736 sein eines Auge eingebiSt hatte, ist 
seit 1766 auf beiden Augen blind yewesen, er ist 1788 gestorben 
Die drei ersten Binde sind alse entstanden, ohne da8 Euler eine Zeile 
derselben im Munuskript oder im Drucke selbst lesen konnte, an dem 
vierses Bande war tberhaupt seine irgendwie geartete Mitwirkung 
ausgeschlussen. Damit erklért es sich, wenn im II. Bande §§ 1163 
und 1179 Euler Selbstentschuldigungen gemachter Fehler eusspricht, 
wenn er im II]. Bande Differentialgleichungen ftir nicht integrierbar hilt, 
welche er selbst schon im Jahre 1730 integriert hat (S. 1038-- 1054). 

Wie Kulers Integralrechnung, sind aueh mit dem Namen La- 
yrange als Verfasser Arbeiten vorgekommen, welche einzeln einen 
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ganzen Band erfiijiten, und fiber welche man an den Stellen nach- 
lesen mag, wo jene Schriften besprochen wurden. Freilich ist dieses 
‘beziiglich der Mécanique analytique von 1788 untunlich, ds, dem 
Plane unseres Geschichtewerkes entsprechend, von der Mechanik als. 
solcher abgesehen wurde und Lagranges Meisterwerk nur nebenbei 
erwahnt wurde, weil Lagrange in ihm, wie bereits in der Abhand- 
lang von 1770 fiber Variationsrechnung, von dem in neuerer Zeit 
nach Lagrange benannten Multiplikator zur Ermittelung von Extrem- 
werten impliziter Funktionen Gebrauch macht. 

Es halt schwer die beiden hier in den Vordergrund gesteljten 
Persénlichkeiten einem bestimmten Lande zuzuweisen, dem ihre Ent- 
deckungen zur Khre gereichen. Der in der Schweiz geborene Kuler 
hat seine Werke abwechselnd in Petersburg, in Berlin, dapn wieder 
seit 1766 in Petersburg verfaBt. Der in Itahen geborene Lagrapge 
wirkte vorzugsweise in Berlin (1766—1787) und in Paris (seit 1287), 
und was beide, was Euler und Lagrange, geschrieben haben, das ward 
alsbald schulebildend ftir ganz Europa. Man kénnte, man sollte vielleicht 
die beiden groBen, soeben vereint genannten Gelehrten jeder besonderen 
Nationalitit entkleiden und sie als europaische Mathematiker bezeichnen. 

_ Nach ihrem Ausseblusse bleiben unter den hiufiger genannten 
Mathematikern folgende, deren Nameu wir die Ziffern beifliyten, 
welche zihlen, wie oft der Name in unserem Uberblicke vorkommt: 
Laplace (12), Lambert (10), Legendre (9), Monge (8), Waring 
(7), Deutsche Kombinatoriker seit 1778 (6) Unzweifelhaft liegt 
hier ein erhebliches Ubergewicht auf franzésischer Seite und verlangt 
die unumwundene Anerkennung, daB innerhalb der in unserem Bande 
behandelten vier Jahbrzehnte Frankreich die erste Stelle unter Europas 
Vélkern einnimmt, soweit mathematische Leistungen in Frage kommen. 

Neben den ron uns hervoryehobenen Zahlen, welche immerhin 
einem wenn auch eigentitmlichen Zufalle ihre Entstehung verdanken 
kénnten, reden gewisse, wir kénuten Bacon offizielle, Tatsachen: die 
gleiche Sprache : 

Im “Jahre 1776 faBte die Puriser Akademie dex: BeschluB, ktinf- 
tighin keine Kinsendung mehr anzunehmen, welche eine elementare 
Quadratur des Kreises oder eine, ebensolche Dreiteilung eines 
beliebigen Winkels oder die Herstellung eines Perpetuum mobile . 
zusagte. Mag man auch auf den- schon 1767 durch Lam bert versuchten. 
Beweis der Irrationalitat von x abheben, so ist mindestens fragiich, ub die 
in Berlin gedruckte Abhandlung den Mitgliedern der Pariser Akademie 
bekannt war, da eine Kinwirkung derselben suf irgendwelche Zeil- 
genossen nicht nachweisbar erscireint, und jedenfalle war es doch die 


Parser und nicht die Berliner Akademie, welche den erwihnten Bo- 
20” 
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schluB faBte und die Ablehnung von als fruchtlos erkannten Ver- 
suchen iiber die Kreisquadratur hinaus auf zwei andere Aufgaben 
ausdehnte, welche zu oft die Geduld der ihre vermeintlichen Auf: 
lésungen Priifenden auf harte Proben gestellt hatten. 

In Frankreich war in den Jabren 1751—1781 nach englischem 
Muster, aber dieses weit hinter sich lassend, die groBe Encyclopédie 
entstanden (Bd. III’, S. 510). In Frankreich empfand man aber auch 
die Unhandlichkeit des nur zu umfangreich angelegten Werkes und 
lieB ihm 1789 die Encyclopédie méthodique folgen, die dazu bestimmt 
war, die Bestandteile des groBen Sammelwerkes nach Wissenschaften 
zu ordnen, und deren drei mathematische Bande bald auch auBerhalb 
Frankreichs in den Bibliotheken der Fachgelehrten zu finden waren. 

In Frankreich wurde 1791 durch Gesetz das metrische System 
eingetiihrt. Der Gedanke, ein allgemein verwertbares, der Natur ent- 
atuummendes und eben dadurch natirliches MaBsystem zu ermitteln, 
war ja keineswegs neu. Huygens hat daran gedacht, in England 
sind Versuche in dieser Richtung aufgetaucht, ein Italiener Buratini 
hat 1675 den Sekundenpendel als allyemeine Einheit empfohblen, aber 
iiber den Gedanken ist man nirgend hinansgekommen. Es bedurfte 
einer kiihn veranlagten gesetzgebenden Behdrde, eines von dieser Behérde 
gefaBten Beschlusses, um jene Gedanken in eine Tat umzasetzen, und dazu 
schwang sich das revolutionire Frankreich 1791 auf, ein Jabr bevor das 
Todesurteil itiber den uugliicklichen Konig Ludwig XVI. gefillt wurde. 

‘Der Verurteilung des kéniglichen Paares folgten seit 1792 die 
Revolutionskrieye. Franzésische Heere zogen iiber die Grenzen Frank- 
reichs hinaus und wu8ten das Mutterland jahrclang vor den unmittel- 
baren Verwiistungen des Krieges zu schiitzen. -In dieser Zeit ent- 
wickelten sich neue mathematische Lehren, entstanden Anstalten, an 
welchen sie vorgetragen werden konnten. Das Jahr 1795 ist das Ge- 
burtsjalir der Ecole Normale wie der Ecole Polytechnique in 
Paris. An ibnen lehrten Lagrange, Laplace, Monge. 

Das gind die Tatsachen, an welche wir dachten, als wir das 
Ubergewicht Frankreichs in den letzten vier Jahrzehnten des 18. Jahr- 
hunderts, soweit es um Mathematik sich handelt, als feststehend er- 
klirten. Wir k6nnen diese Erklarung jetzt um so zuversichtlicher 
-aussprechen, allerdings mit der gleichen Einschrinkung, welche wir 
am Anfang dicser Erérterung vorausschickten, und welche sich auf 
Kuler und Lagrange bezog: Die in diesem Bande erzahite Geschichte 
der Mathematik ist in erster Linie die Geschichte der Entdeckunyen 
von Euler und Lagrange. An zweiter Stelle treten franzdsieche 
Mathematiker auf, in die dritte Stelle erst teilen sich Mathematiker aus 
den sonstigen Landern Europas. Da finden wir in unserer Ubersicht unter 
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Eivhaltung der alphabetischen Reihenfolge der Lander sowohl als der. 
Schriftsteller den Dinen Wessel, die Deutschen Kastner, Lambert, 
die Englinder Landen, Maskelyne, Waring, den Finlander Lexell, 
die Italiener G. F. Fagnano, Malfatti, Mascheroni, Ruffini, den 
Schweden Bring, die Schweizer Daniel Bernoulli, Bertrand, 
Lhuilier, von welchen Bernoulli lange in RuBland lebte. 

Stellen wir nach der Frage nach den Persénlichkeiten und den 
Landern, welchen sie a¢ngehéren, die sachlich wichtigere Frage nach 
den bearbeiteten Gebieten, so kénnen wir uns die Antwort bequem 
machen, indem wir sagen: alle damals vorhandenen Gebiete der 
Mathematik. wurden bearbeitet von den niedersten bis zu den héch- 
sten; dessen sind sémtliche Abschnitte dieses Bandes ebensoviele 
Zeugnisse. Sehen wir jeden einzelnen Abschnitt uns besonders an, 
so wird uns in denselben das Wachstum der einzelnen Teilgebiete 
erzahlt, und werfen wir einen Blick in die von uns angefertigte Zu- 
sammenstellung, so erkennen wir einen Wechsel zwischen den be-- 
handelten Gegenstinden, der nicht bunter sein kénnte. Es war da: 
mals so wie es friher war, wie es bis heute geblieben ist. Ganz 
besonders veranlagte Schriftsteller wuBten neue tiberraschende Ge- 
danken zu duBern, die sich sofort als frachtbar erwiesen und dadurch 
-das Interesse und die Mitarbeit der ahnlich begabten Zeitgenossen 
auf sich zogen. Andere nicht minder fruchtbare Gedanken muBten 
warten, bis vielleicht erst nach Jahrzehnten ein anderer sie wieder 
aufnahm oder in unabhingiger Weise abermals dachte. 

Wenn Euler immer und immer wieder anf die Benutzong eines 
integrierenden Fakters, den er Multiplikator zu nennen pflegte, zuriick- 
kam, so fallt es schwer nicht die Meinung zu hegen, Lagrange 
mdge davon beeinfluBt gewesen sein, als er 1770, inithin zwei Juhre 
nach dem Erscheinen dcs ]. Bandes der Eulerschen Integralrechnuny, 
abermals einen Multiplikator unter Benutzung des gleichen Kunst- 
ausdruckes in ‘der Lehre von den Extremwerten anwandte. Wahr- 
scheinlicher ist allerdings noch, daB Lagrange diese Methode dem 
VI. Kapitel der Eulerschen Methodus inveniendi von 1774 entnabm, 
in welcher sie, wie H. Stickel bemerkt hat, schon angewandt ist. 


Wenn Euler 1768 die Differentialgleichung rz a 7 mittels 
algebraischer Funktionen -integrierte, so war dieser Ansto8 fir La- 
grange gentigend, ihn zu Untersuchungen tther die gleiche Differen- 
tialgleichung anzuspornen, und Lagranges Arbeit von 1769 reizte 
wiederum Euler zur ernenten Behandlung der merkwirdigen Gleichung. 

Wenn Euler in dem I. Bande der Integralrechnung Beispiele 
von singuliren Lésungen vorfiihrte und Lagrange 1774 Sinn und 
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Entstehung solcher. Lésungen zu erkliren wuBte, so liegt der Zu- 
eammenhang auf der Hand. 

— Wenn, um nicht: immer wieder nur die beiden Manner anzu- 
fiihren, welchen ohnehin der Liéwenanteil ‘an dem Inhalte dieses 
Bandes ‘gehért, Hutton 1787 zum ersten Male dem mathematischen 
Draucke die Anordnung geben lie8, daB Gleichungen stets auf neue 
‘Zeilen gesetzt wurden, so verbreitete sich diese Sitte tiberall hin, 
vielleicht ohne da8 die meisten wuBten, wem sie nachfolgten. 
Wenn Kastner 1790 die geometrische Wahrheit AB+ BA =O zu- 
erst aiissprach, wenn Busse 1798 sicherlich nicht ohne Kenntnis von 
Kiastners Geometrischen Abhandlungen, welche damals, gleich allen 
Kistnerschen Schriften, von jedem deutschen Mathematiker gelesen 
wurden, die Worssichen: der Strecken beriicksichtigte, und 1801 in 
seinem Buche: Neue HErérteruny iiber das Plus und Minus, I. Ab- 
teilung (Kéthen 1801) darauf zuriickkam, so ist hier ganz gewi8 eine 
Abhangigkeit vorhanden, wihrend es -- wenn man uns gestattet aber 
die Zeitgrenze dieses Bandes noch weiter hinauszugehen — schon 
zweifelhafter ist, ob Moebius in seinem Barycentrischen Calcul von 
1827 nicht eine selbstindige Nacherfindung machte, was man ganz 
gewiB dem noch erheblich spateren mit der deutschen Sprache voll- 
stindig unbekannten Chasles wird zugestehen miissen. 

Der Kinflu8, welchen Monges darstellende Geometrie, die sich 
soweit fiber alle ihr vorausgegangenen annahernd aholichen Schriften 
erhob, daB man von einer Neuerfindung zu reden berechtigt ist, so- 
fort bei ihrem Erscheinen ausibte, ist unverkennbar. 

Nicht minder plétzlich und zugleich nachhaltig wirkten Monges 
Arbeiten auf dem Gebiete der pinenenthegys ie und der partiellen Diffe- 
rentialgieichungen. 

Daniel Bernoullis kithne oie von 1768, Infinitesimal- 
betrachtungen in die Wahrscheinlichkeitsrechnung einzufihren, wurde 
dagegen erst ganz allmiahlich Gemeiugut. Und ganz zum Schlusse 
dirfen wir nicht unterlassen auf Gedanken hinzuweisen, deren volle 
Bedeutung tiber das Verstindnis der Zeit, in welcher sie entstanden, 
vielfach tiber das Verstindnis derjenigen, welche sie auBerten, hinausging 
Die Funktionentheorie des XIX. Jahrhunderts hat ihre Keime in dem 
vorhergehenden Jahrhunderte. Man vergleiche doch, was in unserer Uber- 
stcht 1758 von Kaestner, 1759 von Daviet de Foncenex, 1767 von 
Euler, 1777 von Euler und von Lagrange, 1785 von Charles, 1787 
von Monge, 1791 von Arbogast, 1793 von Euler, 1797 von Wessel 
berichtet ist, und man wird begreifen, wie wir diesen Ausspruch meinen. 

thn ausftthrlicher zu erértern sind diejenigen berufen, welche 
vielleicht weitere Bande dieses Werkes zu schreiben unternehmén. 
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208 Z.2 v.0. ,1741" statt ,,1789". 
Z. 14 v. u. ,,Berlin, 5 Bde., 1782 
—1784". 


. 204 Z. 15 v.0. ,,vierzehn’ statt ,,drei- 


zehn*. 
Z.1 v.u. ,1787 stat ,,1887" 


. 205 Z.2v.u. , Lips." statt »Gotting.”. 
. 415 Z. 16 v. 0. ,,combinatoriie" stati 


combinatoribas“. 

Z. 2 v. u. ,,maxime“ statt ,,maxi- 
ma“, - 
»reversionem etatt _,recursio- 
nem". 


918 Z. li v.u. J. Fr statt ,,.W.. 


219 Z.9v.u. ,,Beszout statt ,, Bésout“. 
220 Z.9 v.u. ,,57" statt “ 37". 
Z.1v.u.,,Hist. Mém.“ statt,,.Mém.". 


. 338 Z.4 v.u. hinter ,math. fehit 


wP prés. ae 


. 229 Z.1 v.u. binter ,.Mémoires” fehit 


»prés."*. 


. 280 Z. 1 v. u. hinter ,,1770" fehlt di 
281 Z.165v.o. hinter ,,1769" fehit ,, P. I* 


Z. 6 v. u. hinter ,,1782%" fehlt 
of 1785]. 
12 v. oO. 
Comm." 
Z. 18 v. o. hinter ,,1796" fehlt 
oP. ITM. 

Z. 8 v. o. hinter ,,.Mém." fehit 
nprés. bill 

wf1774)]" statt 1774". 

Z. 14 v. o. ,,231" state ,,271". 


»Commentat. statt 


. 286 Z. 8 v.u. ,[1774]* statt ,,1775". 
. 240 Z.2 v.u. hinzuzufiigzen ,,Vgl. auch 


FuBnote zu S. 229". 

248 Z. 4 v. o. ,,Commentat." statt 
,Comm.". 
hinter ,,1799* zuzufiigen ,,P. II‘. 


. 248 Z. 21 v.o. hinter 1777 suzu- 


figen ,,P I 


. 262 Z. 18 v a: vor ,,April sazufiigen 


Marz, oder". 
255 Z. 6 v. u. ,,657* statt ,,617". 


. 259 Z.12 v. o. ‘auf anderen Wegen 


bewiesen hatte: 1. in den Comm. 
Acad. Petrop. 7, 1734/5. p. 128— 
184 [1740]; 2. in eimem Briefe 
an Joh. Bernoulli v. 27. Au- 
gust 1737, dann 3. in der In- 
troductio’, — daSt. 


R. 
3. 265 Z.2 v.u_ ,,280° statt 220". 
Ss. 


uo ga on a on Ot op 


262 Z.2 v.u. hinter,,1769 feblt ,,P. i. 


272 Z. 14 v.10. lies ,ln qiner spiterer." 
‘stalt ,[n der sweiten". 
Z. 2. a. vor ,Mém. zuzafiigen 
» Nouv." 
lies: ,,%) Act. Acad. Petrop. 3; 
1779, PI, 29-—51 [1783]. 

275 Z. 1 v. u lies 1778, 1784, 1785" 


. 276 Z.1-v. u. lies ,,V" statt ,IV". 


Z. 11 v. u. lies ,sualyticac statt 

»algebraicac™. 
377 Z. 2 v.u_ lies .,V* statt TV. 
978 Z. 12 v. uv. lies 300° etatt 200° 
284 Z. 10 v. 0. lies ,,Bandes, p. 48. 
285 Z. 1 v.u. lies ,,86" statt ,,38*. 
268 Z, 2 v. u. lies ,,128" statt 138°. 
289 Z. 8 v. u. lies ,,886 statt 886°. 


. 645 Z. 19 v. u. lies ,Name* statt 


wwamen. 

655 Z. 1 v.u. Rogg, Handb. d. math. 
Lit., Ttib. 1880. 8. 569 hat eben- 
falls ,,Milano 1770, 


Zu 8. 667 (Anm. 2): 


James Glenie, The gene- 
ral mathematical laws which 
reguiate and extend propor- 
tion universally; or a method 
of comparing magnitudes of 
any kind together, in all the 
possible degrees of increase 
and decrease. Phil. Trans. 
Lond. 1777, p. 460. 

James Glenie, The doc- 
trine of universal comparison 
or general proportion. London 
1789. 4°. 

James Glenie, The ante- 
cedental Calcalus: or a geo- 
metrical methodus of reasoning, 
without any consideration of 
motion or velocity, applicable 
to every purpose to which 
fluxions bave been or can be 
applied, with the geometri- 
eal principles of increments. 
London 1793. 18 p. 4°. 

. 667 Z. 15 v. u. Pasquich, Erste 
Griinde einer neuen Exponential- 
recbnung. Neuere Abb. Biéhm. 
Ges. $, Phys., S. 46. 
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5. 


ZS. 


. 712 Anm. }. 


Biicher von Mako von Kerek 
und won Rohde befinden sich in 
der Stadtbibliothek zu Hamburg, 
Specrsort. 
Z.8 v. a. 1788 statt ,,1786". 
Analysis und hdhere Geometrie‘ 
ist H, 2 des ,Lehrbegriff der ge- 
sammten Mathematik’, .8 Teile, 
Rost. uv. Greifew. 1767—1777; 
2. Aufl. 1786—3795. 
Karsten schriel) auch: ,Bei- 
trige zur Aufnahme der theo- 
retischen Mathematik‘, 4 Sticke 
8°, Lpz. u. Rostock. St. I, p. 1: 
ein Versuch, worin man die 
Grundsiitze der Diff.- u. Int.-B, 
so vortragen kinne, daB auch 
in diesem Theile der theoretischen 
Mathematik die alte geometrische 
Evidenz herreche. St. 0, p. 91: 
Fortsetzung der Abhandlung von 
den Grundsitzen der Diff.- u. 
Int.-R. 
678 Z. 1 v. u. lies ,Bezout statt 
Bézout", 


672 


. 679 Z. 15 v. o. hinter denen“: ,,in 


der 2. Aufl. von 1792—1794". 


. 680 Z. 13 v. wu. ,.1770% statt ,,1769". 


Der Titel heiBt. .,Anfungsgrinde 
der Analysis des Unendlichen“. 
Im Jahre 1769 erschienen: ,An- 
fangigriinde der Analysis end- 
licher GrdBen. 


. 684 Z. 6 vy. u. ,,Bd. J. Arithmetik und 


Algebra, erschien 1782. Ba. 1. 
Geom., Triy., Kegelschnitte, Diff.- 
u. Int.-R. erschien 1784“. 


. 684 Z. 8 v. o. Die spiteren Auflagen 


enthalten 14 Bande: 
Mechanik der festen 
IV. Hydrodynamik. 


Ill. Die 
Kiirper. 


. 700 Z. 8 v. u. streiche ,,Nova". 


708 Z.2 v.u. lies IV (1784) statt 
rll. 

»niehs P. Stickel, 

Integration durch imay. Gebiet. 

Bib]. math. (3) 1, 1900, p. 109 

— 128%. 


. 716 Z. 11 9. a. binter ,1780, p. 3— 


81" fehit .[1788]*. 


8. 


3 
8 
S. 
S 
8 
8 


728 Z.2 v.u. hes ,,Hist. Mém." statt 
»Mém.". 


. 725 Z.8 v.u.lies XII, a. 1766 [1758]. 
. 188 Z. 8 v. u. vor ,,p. 72—1038 feblt 


me eee Ge 
740 Z. i v. u. lies a. 1778, p. 122— 
148 [1775}". 


. 749 Z. 8 v. u. hinter ,,p. 3—28" fehlt 


»[1780}". 


. 166 Z. 1 v. ua. lies ,Hist. Mém.“. 
. 167 Z. 5 v. o. Die erste Tafel der 


Integralwerte fed gab Ch. 


) 
Kramp, Analyse des réfractions 
astron. et terr. Stra8b. u. Lpz. 
1797. Von ihm ribrt auch das 
Wort ,Fakultat' her. 


Zu 8S. 772. Als fernere Lit. tiber Max. 


DR 


DP 


u. Min.: 

J. Uh. de Borda, Sur la 
méthode de trouver les courbes, 
qui jouissent de quelque pro- 
pricté du maximum et mini- 
mum. Hist. Mém. Ac. Paris 
‘a. 1767, H. 90, M. 581 [1770]. 

A. Fontaine, Addition a 
la méthode pour la solution 
dea problémes de muaximis et 
minimis, ib. H. 90, M. 588. 

G.A.Lejonmark, Et sitt at 
sdka maximum och minimum. 
Nya HandJ. Svensk. Vet. Ak 
a. 1794, p. 134. 


. 775 Z. & v. a. lies ,a. 1778, y. 160— 


_ 176 [1776}*. 


. 790 Z. 5 v. u. Fontana, Memoria..., 


erschien Pavia, 1793. (8. Rogg, 
Hdb. d. m. Lit., 3. 499). 


. 799 Z. 1 v. u. ,,cartesische’ statt , kar- 


tesische". 


. 804 Z. 4 v. u. lies ,,Hist. Mém.*. 
. 815 Z. 1. u. hinter ,,p. 20—57" fehlt 


[1780 }*. 


. 818 7.1 v.u. lies 1827" statt ,,1602" 


(Der Band erschien besonderer 
Umstinde wegen sehr spat.) 


. 866 Z. 11 v.u. Jies ,AXV, a. 1769 


[a77a}. 


. 869 Z.4v.u. lie~ 1627" statt ,,1802'*. 
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Register. 
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A. | pr ierrimceders 81. 
eee | Andersen (G.) 33. 
Aasheim (A. WN.) 22. Ang Sage ee ee 
ld . Anitchkof (Dimitri Sergievitch)* 56. 


Abel (Niels) 110. 835. : Fe 
Avian Division s. Division (abge- Anton : are wiley eee de) 671. 
tirzte) po eT : 
A: F.) 628. 
alge mo a iret s. Multipli- a ou aR F. A.) 667. 880. 1089. 1096. 
menon: (sheen dst) Archimedes 25. 81. 82. 33. 84. 35. 840. 
Abreu (Joao Manuela de} 49. 


341. 848. 854. 474. 493. 593. 
Abwickelbare Flfichen 521. 529—582. 3 ; 
B34 - 586, 640. 560. 565. 960. 980. 1029. oe Aa Rebert) 818. 
ee anee (Bedingung) 529. 580. ‘ristoteles 29. 


Abwicklung des schiefen Kreiskegels gee eC 2 at - 


520, 521 
Abwicklung eines ebenen Zylinderschnitts <{Ssemans nee) 31. 

sre 4 10. 471. 515. 693 
siccetta (G.) 34. Asymptoten 10. 471. 515. 693. 


4uer 3870. 
Achsena nitte einer Ebene 528. 3 ‘ 
A dodouroff (Vasilii Endokimovich) 55. 56. atrnomenrie 088. 
Additionstheoreme 799—804. 884. 862. 


B. 
937. 
Adgungierte (Lagranges) 910. 928. 930. Bachet de Meziriae 169. Mae 
1080. Backlund 131. 
p pelobigh oat 629. Baermann (G. F.) 33. 84. 
Aeneas a Bailly (J.8.) 14. 15. 17. 18. 
Aepinus (Fr. Ulr. ‘Theod.) 95. 96. 202. Baile (Benito) 48. 63. 
Php Baker (Thomas) 427. 

est (Gaetana) 19. 676. Ball (W. W. BR.) 76. 168. 

ens 17. Ballistische Kurven 504. 505. 
Atguillon 687. 593. Barbaro cep 683, 587. 
Ajema (Heinrich) 434. Barbters (M.) 21. 
Ajima 446. Barozz: (Jacopo) 581. 583. 
Akademieschrifien 3—4. Barréme (Frangois) 39. 
Alberti (Andreas) 592. Barréme (Nicolas) 89. 40. 62. 66. 67. 68. 
Alberts (Leon Battista) 580. Barrow (Isaak) 33. 
Alexandre (J.) 30. Bartjens (Wilhelm) 50. 62. 69. 71. 
Alftert (Vittorio) 663. Basedow (Joh. Bernh.) 51 85. 1080. 
Alhazen 414. Basedowsche Regel 51. 52. 
Allibone 58. - Baum (Simon) 487. 
Allodi (Gaetano) 684. Baumgart (Oswald) 186. 
Alternanten 129. Bayer (Johann) 362. . 
Amontons (Guillaume) 362. Bayes (Thomas) 229. 240—246. 256. 
Ampére 1010. . 1080. 
Amplitude eines Kurvenbogens 480—482. Beaugrand 586. 
Amthor 25. Beck ‘Dominicus) 671. 


AnalytischeGeomctrieder Ebene 458—521. Beck-Calwen (J. F. van) 30. 

Analytische Geometrie des Raumes 457. Beguelin (Nicolas de} #74. 175. 183. 227. 
458. 461. 521—576. 285. 

Analytische Methode 453—45. Belgrado (Jacopo) 651. 


1100. - 

Bellaccht 794. 

Bendavid (Lazarus) 659. 660. 

Benedetti (Giambattista) 584 

Beobachtun sla 247—251. 

Berger (C. 

Bergmann (Jozef) 671. 

Keley 644. 649. 656. 

Bernareggi (Isidoro) 69. 

Bernoulls Daniel) 18. 26. 62. 68. 108. 
135. 188—189. 208. 207. 211. 228. 
225. 227. 229. 280. 281. 2387240. 
248. 249. 251. 2368. 265-268. 280. 


616. 621. 662. 879. 915. 942. 945. 


946. 1081. 1082. 1085. 1095. 
Bernoullé, (Jakob) 24. 201. 

234. 240. 257. 262. 867. 
Bernoullische Zahlen 262. 277. 
Bernouwlk (Jakob II) 19. 662. 663. 


Bernoulls (Johann) 21. 26. 30. 201. 207. 


803. 805. 3807. 808. 312. 881. 854. 
378. 406. 449. 459. 460. 480. 509. 510. 

. 514. 619. 595. 621. 710. 726. 1097. 

Bernoulli (Johann II) 662. 

Bernoulli (Johann Hl) 5. 21. 28. 81. 75. 
169. 170. 171. 188. 187. 203. 2865. 
236. 289. 289. 386. 400. 441. 447. 
664. 708. 

Bernoulli (Nikolaus) 220. 223. 

Bernoulli (Nikolaus Tl) 482. 

Berthelot (Claude Frangois) 671. 

Berthollet Va Louis) 46. 

Bertolins (3. B.) 617. 

Bertrand (Jos.) 107. 914. 

Bertrand (Louis) 120. 882—836. 389. 
846. 848. 350: 890—-398. 425. 1095. 

en 692. 

Berithrungstransformation 901. 942. 980 
-—984, 1018. 

Bessel 912. 

Betafunktion s. Eulersche Integrale. 

Bevolk szunahme 239. 

Beéezout (Etienue) 18. 40. 49. 67. 71. 74. 
77. 78. 82, 84. 98. 95. 98—102. 111. 
112. 115. 116. 127. 128. 134. 219. 361. 
355. 426. 624. 670. 676. 687. 829. 
8381—834. 1080. 1082. 1086. 1997. 1098 

Bhaskura 164. 

Biblische Schriften s. Mathesis Viblica. 

Bierens de Haan 51. 

Brering 28. 

Biyourdan (G.) 45. 46. 

Binomialkoeffistenten 182—188, Té4. 

Binomische Integrale 721—-728, 

Binomischer Lehraatz 203—205. 262. 
886. 351. 686. 699. 

Bion (Nicolas) 861. 

Biot (Jean Baptiste) 73. 102. 

Bjornsen (Stephan) 430. 

Blatnville (Henri Marie Ducrotay de) 5. 

Blake (Francis) 406. 407. 428. 

Blanchard 422. 

Blassiére G. J.) 60. 82, 148. 

Blavier 40 


205. 207. 


Register. | ‘ 


Boaretté (Francesco) 876. 

Bobynin (V.) 55. 819—402. 

Bode (Johann Elert) 6. 54. 216. 418 
420. 421. 422. 1048. 

Boeckmann (J. L.) 20 

Boethius 82. 

se gi ae Aufgaben fiber — 480— 


Bolton 60. 
Bombelli 28. 


hess ee 
Bala First) 34. 40. 59. 


ratte (Bi best) 46. 
Bonnycastle 14. 48. 58. 61. 
Borda (Jean Charles de) 46. 46. 255. 
868. 864. 866. 440. 504. 605. 1010. 
hai ii a 
orreby (Ole ersen) 49. 
Borremans 686. 


Boscovich Ruggiero Giuseppe) 48. 71. 
420. 426. 448. 656. 701. 1087. 

Bosmans (Henry) 68. 

Bosse (Abraham) 590—592. 619. 

Bossut (Charles) 18. 28. 40. 49. 82. 264. 
266. 271. 289. 323. 324. 408. 460. 829-—— 
$81. 1083. 1090 

Bouache 681. 

Bougainvslle (Louis Antoine de) 310. 1059. 

Bouguer 362. 

Bousllaw (Ismael) 323. 

Boulanger (A.) 860. 

Bourgosng (Charles) 592. 

Bourguet (Louis) 136. 

Bourrand 376. 877. 

Bradwardin 679. 


_ Brahe (Tycho) 10. 


Bratkenridge 565. 556. 1079. . 
Brander (Georg Friedrich) 45 
Brandes 16. 


Brawunmihl (A. v.. 28. 408—460. ¥01. 
914. 917. 935. 1038. 
Brendel (Joh. Gotéfr.) 20. 


_Brennlinse 519. 


Brennlinie der Parabel 520 

Bressius 10. 

Bretschneider (Kari Anton) 487. 

Brigys. (Henry) 91. 438. 486. 489. 

Brill : Alexander) 128. 559. 

Bring \Ebbe Samuel) 131. 

Bring (Erlund Samuel) 129. 180-182 
1087. 1094 

Brinkley Jokn) 449. 

Brtoschs (Francesoo) 117. 

Brisson (B.) 627. 688. 684. 

Brisson (Nathurin Jacques) 44. 46. 366. 
108s. 

poo Pig . 
rougham enry) 456. 473. 

sd alabae Lord 156. ae 
rugnatells (Gasparo) 6 

Brugnatelli (Lodovieo Gasparo) 6 


Reyister. 


Brunacei (Vincenzo) 6 

Brunet 489. d 

Brunt 871 

Buck (F. J.) 20. 

Buée (Abbé) 88. 

Biirja (A.) 29. 77. 8%. 91. 218. 441. 442. 

Biisch (J. G.) 16. 64. 77. 82. 

Buffon 45. 223. 224. 265. 

Bulgaris (Eugenios) 20. 

Buratens 1094. 

Burckhardt (J. K.) 214. 

Burkhardt (H.) 880. 942. 944. 989. 1007. 
1018. 1024. 

Burney (Ch.) 81. 82. 

Burrow (R.) 36. 

Busse jedr. Wottlieb) 52. 58. 479. 
1090. 1095. 1096. 

Buzengeiger (Karl) 448. 


Cc. 

Cagnasss 610. 

Cagnols (Antonio) 418--421. 424. 425. 
427. 486. 448. 1087. : 

Cajort (Florian) 87— 198. 

Caldani earns Maria) 152. 685. 086. 

Calists (7.) 

Callet (Francois 423. 43%. 439. 1089. 

Caluso (Tommaso Valperga di) 148. 426. 

- 662—664. 880. 

Cumerer (J. G.) 8 

Cametti (V.) 34. 

Camus (Charles Etienne ne: 18. 872 
—874. 

Cunovas (Stanisl.) 146. 

Canterzani (Sebast.) 180. 188. 152. 293.811. 

Cantor (Georg) 658. 

Caracciols 108. 671. 680. 

Caravelli (V.) 34. 684. 

Cardano (Girolamo) 9. 28. 24. 108. 104. 
115. 149. 160. 151. 158. 880. 

Carette 880. 

Carnot (Lazare Nicolas Marguerite) 482. 
489. 625. 642. Relates. 1090, 

Casals 511. 

Cassiani (Paolo) 485. 

Cassins (Dom.) 13. 888. 866. 

Cassini de 428. 

Cassinieche Keurve 464. 

Cassiodorius 82. 

Castelvetrt Giannantonio Andrea) 196. 

Castillon (G. F. M. M.) 27. 118. 160. 379. 
389. 407. 

Cauchy 712. 817. 

Cavalteri: (Bonay.) 19. 368. 662. 674. 

Chambers (Ephraim) 16. 

Chapelle (Abbé de la) 829. 330. 358. 
355. 

Charakteristsh 661—~564. 569. 570. 

Charles (Jacques) 881. 973. 1049—1064. 
1087. 1096. 

Charpit 976 —977. 979. 

Chasles (M.) 86. 467. 584. 587. 598. 612. 
1096. 
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Chatllon 681. 
Chimsnellu 685. 


et tl (N. M.) 428. 

nt (L.) 12. 

Christensen 8. A.) 49. 82. 

Christians (J. W.) 26. 27. 

Cherchsll 14. 

Ciruelo 63. 

Clatraut (Alexis Claude) 18. 48. 78. 74. 
82. 84. 102. 108. 140. 149. 821. 405. 
453. 886. 886. 896. 942. 948. 980. 1082. 

Clavius 861. 646. 

Clemm (Heinrich Wilhelm) 671. 

Clousing (Nicol.) 22. 

Cocker (Edward) 57. 60. 61. 

Colebrooke (H. Th.) 21. 

Colletta (P.) 661. 

Colletts (Nicolao) 700. 

Colson (John) 597. 

Commandino 10. 582. 583. 

Condamine (de la: 362. - 

Conditlac (Etiennc Bonnot de) 39. 42. 
48. 44. 47. 79. 1091. 

Condoreet (Marie Jean Antoine Nicolas 
Caritat de) 14. 18. 89. 48 44. 45. 47. 

. 108. 114. 118. 119. 184. 182. 223— 
224. 327. 228. 289. 242. 248. 261—3257. 
264. 265. 363. 861. 377. 671. 723. 724. 
878. 880. 888. 890. 899. 904. 905. 908. 
918-915. 917. 998. 1019. 1029. 1051. 
1054. 1055. 1061. 1069. 1088. 187. 

Configliaccht (Pietro) 6 

Contarelli 482. 485. 686. 

Corsonich (Eugen Innocentius) 876. 

Cortsnovts (Girolamo Pietro) 62. 

Cossali (P.) 23. 107. 

Costard (G.) 15. 81. 

Cotes (Royer) 104. 817. 420. 449. 710. 

Coulomb (Charles Augustin) 46. 866. 


- Cousin (Jacques Ant. Jos.) 82. 687. 683. 


915. 961—956. 1004. 1028 1081. 
Craig (John) 411. 
Cramer (Gabriel) 101. 

879. 1069. 

Crelle (A. L.) 45. 107. 
Cremona (Lg.) 579. 60U. 612. 613. 
Crossley 59. 

C (W.) 411. 

Cunha (José Anastacio da) 48. 49. 82. $1. 
Curabelle 588. 591. 

Cusanus (Nicolaus) 10. 


D. 


Duboll (Nathan) 61. 

Dabus (Florian) 360. 

Tl)’ Alembert (Jean le Rond) 18. 30. 77. 
93. 104. 108. 119. 139. 149. 150. 166. 

| 322—2398. 225—227. 228. 282. 237. 
288, 243. 252. 261. 803. 304.-—~306. 
309—312. 828. 825—-338. 835. 337. 839. 
841. 844. 346. 349. $50. 358—860. 389. 
890. 405. 408. 484. 449. 467, 482—485. 
574. 629. G43. 644. 662. 687. 714. 


118. 219. 228, 
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715. 
879. 


728. 768. 888—-840. 851. 873. 
880. 883. 385. 890. 899-—-901. 
917. 925. 927—928. 931. 985. 958. 

' 959. 984—9086. 988. 990. 998. 1018. 
1029. 1080. 1081. 1086. 1059, 1080— 
1082. 

Dam (J. van) 24. 50. 52. 71. 

Dandelin 462. 

Dundolo (Vincenzo) 376. 

Danté (Ignazio) 581. 588. 584. 612. 

D’ Arcy (Graf) 18. 

Darstellende Geometrie 618 ff. 

Darwin (Charles) 172. 

David (Al.) 17. 

Daviet de Foncenex 8. Foncenex. 

Dechales (Milliet) 594. 619. 

Decrempo 16. 

De lu Bottiére 197. 

De la Hire (Philipe) 462. 

Delambre (Jean Baptiste Josef) 44. 45. 
46. 107. 108. 109. 201. 308. 817. 888. 
418, 440. 441. 

Delamétherie (Jean Claude) 5 

Del Ferro 189. 148. 150. 

Della Francesca (Piero) 580—588. 

Del Monte (Guido Ubaldo) 585—587. 

. 690, 592. 598. 606. 611. 

De Lorme (Philibert) 619: 

Denso (Johann Daniel) 7 

Deparcieux (Antoine) 18, 

Derand 619. 

Desargues (Girard) 588--592. 610. 615. 
619. 622. 

Descartes (René) 12. 70. 86. 111. 121, 
269. 881. 854. 444. 588. 601. 

Descartes’ Zetchenregel 106. 124. 125. 

Determinanten 101—102. 121—124. 219. 
524. 706. 

Determinationes ‘das Wort) 918. 

Develey (sunk Emanuel Lowis) 47. 738. 

dD le, gemeinsame z.weier Flachen 
536. 587. 

Dec 371—876. 

Dezimaloriiche 40. 57. 58. 59. 160. 161. 

Dickstein (8.) 667. 

Ihderot 16. 42. 149. 150. 

Differentialgletchungen 266, 281. 
294. 479. 488. 497. 873—1047.. 

Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
794. 


286. 


Differentialgleichungen hodheren (trades 
v39—-942. 

Differentialgleichungen (partielle) §51—- 
565. 560. 562—572. 790. 898—8&96. 
897. 913 —915. 942—1049. 1041-1045. 

Differentialgleichungen (partielle auf to- 
tale zuriickgefihrt) 947. 951. 968. 972. 

~ 986. 1009. 

Differentiation und Integration unter 
dem Inteyralzeichen 737. 738. 758. 
Differenzenrechnung 271. 278. 278. 279. 
281. 296. 781. 784. 878. 880. 882. 926. 

1047 —- 1066. 


Register. 


Dilworth (Thomas) 57. 60. 61. 71. 

Dinostratus 617. 

Dionis du Séjour (Achille Pierre) 96. 
104—106. 

Diophunt 169. 180. 

Ttrichlet 192. 

Discontiguité von Discontinuité unter- 
schieden 880. 

Diskrimtnante 474. 

Division 64—69. 

Division (abgekirzte) 69—70. 

Dodson (James) 57 

Déhlemann (K.) 487. 580. 

Doljond 59. 

Domenichs (R.) 34. 

Doppelmayr 361. 

Drapiez 63. 

Dreispitzige Kurven 617-519. 

Dubois 68. 

Dubois-Reymond (Emil) 456. 

Du Breusl 591. 

Dubuai-Nangay (L. G.) 681. 

Direr (Albrecht) 582. 612. 

Du F ay 862. 

Duhamel (J. M. C.) 680. 

Dumas 422. 

Duodezimalbriche 58. 59. 69. 70. 

Dupin (Ch.) 623. 681. 686. 

Dupute 634. 

Dupuy 32. 

Durchmesser 472. 473, 

Dutens (L.). 17. 81. 


Ebert (Joh. Jak.) 72. 76. 

Ehernes Meer 22. 

Fanhilende 551. 561—568. 566. 886. 1041. 

Eisemann 683. 

Elastische Kurve 5035. 

Elimination 101—-102. 110. 
127. 128. 

Ellipse, kleinste durch 3 oder 4 Punkte 
469. 470. 

Killipttscher Kegel 465. 

LEUiptische Transzendenten 466. 790. 794 


121—-128. 


—S69, 937. 
Eimerson (W.) 80. 72. 82. 85. 89. 94), 
675. 678. 
Encyclopédie 16. 149. 150. 
Encyclopédie méthodique t4. 16. 928. 


Engel (Friedrich) 388. 4 400—402, 

Enneper 794. 847. 867. 

Emveloppe s. Einhiillende. - 

Eineyklopddisten 89. 

Epikurvoiden 476. 

Epizyklotden 481. 516. 

Eratosthenes 24. 202. 

Ernesti 84. Y 

Erzeugende Funktion 278. 1050. 1065. 

Eschenbach (Hieron. Christoph) 216-216. 
219. 1088. 

Fistéves 14. 


Register. 


Eitingshausen (Andr. von) 206. 

KEuklked 9. 27. 32. 38—34. 85. 86. 78. 88. 
116. 321—825. 839—843. 345. 348. 
360. 354. 868. 860. 380. 888. 390. 462. 
67. 580. 593. 

Euler (Johann Albrecht) 180. 195. 663. 

Fuler (Leonhard) 17, 20. 53. 55. 56. 62. 
68. 74. 75. 77. 81. 88. 88. 90. 91. 98 
—108. 108. 109. 111. 115. 116. 118. 
119. 120. 124, 182. 184. 136. 138. 
189. 343. 146. 146. 150. 158—163. 
166. 167. 169—176. 178. 180—187. 
189—195. 201. 208—205. 206. 207. 
211. 219—220. 226. 227. 235. 236. 
239. 249. 251. 268—260. 262—264. 
266. 268—270. 27$. 274. 276—278. 
283—296. 297—8U1. 308. 804. 308— 
8315. 322. 832. 337. 357. 358. 879. 383. 
4056—407. 409. 411—416. 418. 424— 
426. 429. 481. 442—446. 443. 449. 
460. 453. 460. 461. 465. 466. 469— 
471. 477. 479—482. 486—493. 496— 
502. 505. 508. 609. 511—520. 525— 
581. 585. 537-542. 544—546. 647. 
650—555. 557. 562. 563. 567. 569. 
572—-576. 684. 655. 658. 668. 679. 
680. 688. 695. 699. 700. 704—707. 
710—714. T16—719. 721. 725. 728— 
781. 7388—735. 787—766. 772. 776. 
778. 780—184. 788—790. 794—807. 
$15—H19. 829. 831. 888-—#40. 847— 
851. 854. 866—3869. 874. 877—80. 
882. 883. 885—891. 899—Y04. 910— 
918. 916—919. 925. 927—981. 935— 
937. 939. 940. 944—946. 950. 957— 
969. 984. 989—1000. 1007. 1008. 1019 
1016—1018. 1028—1028. 1030—1086. 
1048. 1057. 1061. 1065. 1066. 1069. 
1070. 1078—1092. 1094—1096. 

Euler-Bernoulli 68. 65--68. 

Eulers, Differentialgleichung ae 2 

VX yy 
796—798. #04—818. 902. 937. 9488. 

Eulersche Integrale 274. 758—760. 763 
—765. 

Eulersche Konstante 277. 

Fvoluten 477. 611. 518. 514. 618. 519. 

Evoluten einer Raumkurve 682. 538. 

Evolventen 497. 501. 502. 517. 989. 

Hxistensbewets 875. 


dy 


F. 

Fabre (A.) 144. 

Fabronsé (A.) 656. 

Fagnano (Gianfrancesco di) 84. 36. 108. 
104. 1231. 445. 721. 7236—729. 775— 
777. 794. 

Fagnano (Giulio di) 461. 701. 726. 794. 
795. 802. 819. 821. 840. 845. 851. 
1080. 1082. 1094. 

Faktorenfolye (unendliche) 446. 

Faktorvelle 91—92. 120-—121. 791. 


1103 


fakulddten 296. 297. 791. 1098. 

Fantons Sobe 492. 

Farrar (John) 76. 

Faulhaber (Johann) 11. 

Favaro (A.) 18. 

Fehlerrechnung 420. 

Fehlerwahrsacheinkichkett 248—281. 

FeldmefPkunst s. Praktische Geometrie. 

Felkel (Anton) 187. 188, 20%. 484. 435. 
1085. 

Fenning (Daniel) 60. 

Fergola (Nicola) 466. 516. 517. 557. 682. 
Fermat (P. de) 86. 153. 154. 156. 160. 
167. 169. 171, 174. 178. 160. 190. 

Ferrari (G. A. 84. 

Ferrare (Lud.) 28. 111. 

Ferront ~Pietro) 418. 449—450. 682 
683. 858 — 860. 905. ‘ 

Fibonacci 28, 24. 

Fiedler (W.) 598. 

Ftorentino (N.\ 649. 661. 662. 

Fiortne 31. 

Fischer (C. G.) 186. 

Fischer (Ernst Gottfried) 205. 217. 218. 
1089. 

eau (J. C.) 12—18. 

‘tsher (George) Peeudonym von Mrs. Slack 
aT 60. 

Fisher (Walter) 407. 

Flachen s. Oberflichen. 

Flachenfanilien 660. 

Flachenkurven 538. 641. 621. 627. 

Fluchipunkt 544. 580. 

Foneenex (Frangois Daviet de) 
120. 189. 406—308. 
1096. 

Fonction génératrice 8. 
Funktion. : 

Fontaine (Alexis) 18. 95. 108. 147. 671. 
735. 899. 1069. 1098. 

Fontana (Gregorio) 163. 288—290. 311. 
Bi2. 814. 448. 476. 477. 512. 518. 
657. 558. 687. 699—701. 710. 723 72E. 
731. 769. 772. 790. 1047. 1087. 1098. 
Fontenelle rehae Le Bovier de) 196. 
Forked (J. 

Formen (quadratizche 169. 173. 178. 

Forster (Georg) 6. 

Forts (Angelo) 107. 108. 

Fortsa (Marquis de) 41. 42. 

Fourier (Jean Baptiste Joseph) 
984. 988. 

Franchins (Pietro) 148. 813. 687. 688. 

Frend (William) 84. 87. 88. 

pti ' (Amédée Francois) 586. 619—622. 

der GroBe 108. 109. 

Friedrich Wilhel IT, 227: 
rist (Paolo) 19. 93. 148. 150. 151. 1592. 
314. 674. 675. 681. 682. 723. 772. 


1069. 
Funck (Christlieb Benedict) 5. 
Fundamentaleats der Algebra 188. 137 
—189. 8u6. 


119. 
410. 311. 1079. 


erzeugende 


268. 
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Funktionaldicterminante 9583—966. 1029. 
Funktsonalgleichung 265. 1951. 1052. 
Fertenbach (Josef) 11. 


Ieuf (N.v.) 17. 19. 90. 194. 384. 2738. 
279. 288. 294. 801. 811. 879. 386. 387. 
416. 438. 444. 469—471. 488. 496. 
496. 500-v504. 519. 520. 542. 548. 
629. 700. 734. 767%. 768. #48, 937. 
1020. 1088. 

Fuf (P. H. v.) 62. 194. 444. 


G. 

Gaignai de L’ Aulnays C. F.; 63. 

Galilei 11. 19. 17. 18. 19. 674. 

Gallimard 70. 

Galois (Evariste, 110. 118. 

Gammafunkiton s. Eulersche Inteyrale. 

Gardiner 422. 488. 434. 

Gatnier eag Guillaume) 78. 355. 

Gaudio (Erancesco Maria) 681. - 

Gauf (Karl Friedrich) 8.120.178. 191 194. 
306. 307.888.317.485. 627.540. 869. 942. 

Gaufische Défferentiaigleichung 937. 

Gebler (K. v.) 18. 

Gehler (Johaun Sarnvel 'lraugett, 16. 24. 

Gelder (Jakob de) 449. 

Gellert 202. 

Gellsbrand (Henry) 46. 

Gemma-Frisiue 10. 

Greoddsie (das Wort) 368. 

Geodiitische Linien 682-—534. 536. 640. 

Geomelyie (Lehrbiicher der elementaren) 
3$21—-360. 

Geometrig des Lineals 370. 612--614. 

Geometrte ‘spharische) 882--388. - 

Gerard (Juan) 48. 

Gerbert 28. 

Gerdil (H. 3.) 648. 624. 

Gerhardt (C. 3.) 582. 
Geschlechtsverschicdenheiten bei Geburten 
289. 245. 247. 

Gesimsfldchen 553. 569. 

Gherli (Odoardo) 47. 66. 70. 76. 179. 32 
656. 657. 681. 

Ghetaldi 30. 

Gianella (Carlo) 288. 681. 722. 723. 

Giannins (P.) 36. 

Gilbert (Ludwig Wilhelm) 5 6. 12. 

Giordano (Annibale) 879. 

Girard (A.) 36. 480. 708. 

Girault de Keroudou 671. 

Glatsher 484. 439. 448. 

Gleichungen 8. Grades 94. 96. 98—99 
110 114. 215. 86. 117. 139. 138. 
189 148. 

Gleichunyen 4. Qrades 98. 94. Yb. 98. 
97. 9-100. FOL. 214. 116. 117. “120. 
A29--130. 182 1383. 186. 

Gleichungen 6. Grades 48 95. 97. 98. 
100. 141. 113. 114. 198 1168 117 
118. 131—1382. 140. 

Glechungen héherer Grade 938, 94. 95. 
96. 99 114. 115. 118. 119. 120 124 


Register. 


180. -183. 184—185. 146. 287. 291. 
710. ° 

Gleichungen (numerieche) 140—147. 

Gleichungen geometrisch aufgeldst 141. 
144. 148. 

Gleichungen durch eine Maschine aut- 
gelist 144. 

Gletchungen (unbestimmte 2. Grades) 
166. 169. 162—164. 171. 

Gleichungen (unbestimmte 38. Grades) 
154. 167. 

CGlechungswuerseln, mebrfache 12%. 142. 

Glenie James) 667. 1097. 

Gmelin ure Friedrich) 7. - 

Gmelin (L.) 16. 

Goguet (A. Y.) 14. 

Goldbach 167. 

Goldbachecher Erfahrungssatz 167-168. 

(Grompertz 59. 

(réntometrie (daa Wort) 412. 

Gough (John) 68. 60. . 

Gouraud (Charles: 987. 

Grandi (G.) 84. 

Gratognint (Giovanni) 462. 486. 787. 

Graumann 28. 24. : 

Grreen 942. 

Greenfield (Wilham) 25 36. 

Grreenicood (James M.) 60 61 

Greenwood (Isaac) 60. 

Gregory (David) 711. 

Gregory (James, 878. 

Gren (Karl Friedrich Adolf) 6. 

Gritson (Johaun Phil.) 78. 75. 82 83. 
380. 655. 667—870. 

frrunert (Johann August) 16. 

Guu de Malves (Jean Paul de) 9b. 416. 
428. 429. 458. 708—710. 

Guarine 598 

Gimther (Siegmund) 1—36. 74 138. 155. 
156. 189. 411. 680. 582 

Gusmaraes (R.) 48. 

Guisnée 869. 

Guldin (Paul) 358. 


- Guldinsche Regel 653. 557. 


Gurtef (Simeon) 360— 855, 848. 894——-36. 
ATT. 478. 699. 

Guyot 16. 

Guyton de Morveau 107. 


H. 


Hachette (J. N. P.) 625. 682—-634 
Hajashi 447. 
Halcke (Paul) 55 

Hales (William) 130. 

Halkett (8.) 82. 

Hamberger 14. 

Hamitton bh) 461—464 1u79. 


H 
Hamitton W. ~.) 79. 
Hammer (E.) 406 


e 


Hankel (Herm... 154 
Harneck (Axer 107 
Harpreeht (5. €.) 699 
Harriot (Thomas) 116. 


Register 


Harris (John) 435. 
Harzer (P.) 447, 
Hase (J. M.) 618. 
Ha .) 985 
Hauber (K. F.) 88. 

Hauff (J. K. F.) 83. 647. 

Haufer (Matthias) 78. 82 

Haujiner (R.) 626. 631. 

Hauy (René Just) 46 366 

Hawkins (John) 57. 

Heath (Robert) 59. 

Heiberg (J. L.) 35. 

Heine 794. 

Hemrseh IT. 619. 

Hellins (John) 72. 129. 801 

Heneh (J. J.) 84. | 

Hennert (Johann Friedrich) 50. 

Hentseh (Johann Jakob) 475. 476. 

Hérigone (Pierre) 592. 

Hermann (G.) 32.- 

Hermann (Jakob) 482. 

Hewlett (John) 16. 

Heynats (Johann Friednch)' 65. 66 68. 
78. 

Herta (C. D.) 168. 

Ha (C.) 181. 138. 

Alt (J. C.) 181. 

iy (John) 57. 

Hindenburg (Karl Friedrich) 4. 6. 25 
128. 1883. 190. 201—302 205—316 
217. 218. 219. 385. 886 400..414 443. 
667. 1086. 1090, 

Hobert 489. 441. 

Hodder (James, 57. 60 

Hoffmann 407. 

Holland (Georg Jonathan Freiberr von. 
447. 654. 708. ) 

Holtenberg 12. 

Hollmann (8. C.) 2y. 

Horner (Francis) 70. , 

. Horner (Job. Kaspar) 16 

Horsley (S8.) 24. 36. | 

Hoiiel 401. 

Hube 453. 454. 462. 466 1079. 

Hudde (Johann) 121. 

Hulbe (A. E L.) 185—186, 1089 

Hultén (Andreas) 722. 772, 

Hultsch 617. 

Humrath 436 

Huth (J. C.) 62. 

Hutton (Charles) 16. 57. 60. 89. 90 270. 
439. 448. 465. 1087. 1088: 1095. 1096 

Huygens (Christian) 18 862. 594 1094. 

Hydrodynantk 942. 948. 947. . 

EHydrodynamische «Probleme 944. 990. 
1024. 1027, 

. hd aberee fasten 411. 412. 489. 

‘Hyperbolisches Paraboloid (2 Scharen 
vun Geraden) 556. 

Hyperetliptische Inteyrale 805. 824. 

Hypergeometrieche Kurve 512. 


302 


wyklosden 616. 


Hyperlogar ithmus s. Integrallogarithmus.- 
Hyper. 
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s ale Zeichen fir Y— 1 815. 

lon Athattum 579. 

Ideler 439. 441. 

Iling (Christian) 70. 

Emaginare Fldiche 568. 

Imaginire Gleichungswowrseln 102—107. 
125—126. 147. 386. 287. 

Imagindres 88—90. 91. 803—814. 418. 
678. A74. 688. 712—716. 729-—731. 

Infinstiviom 205. . 

Integrabilitdisbedinguny 904-907. 926. 
952. 964. 960. 966. 1082—1038. 1047. 
1054. 1055. 

Integral (allgemeines) 388. 

Integral (bestimmtes) 239. 241. 245. 246. 
281. 290. 292. 2938. 209. 515. 741-- 
770. 782—786. 927. 1007. ) 

Integral (partikellires) 888. 886. 888. 
908. 915. 999. 981. 982. 987. 943. 
1006. 1007 10616. 1017. 1026. 1097. 
1082. 7 e 

Integral (singulfres) 503. 838. 885—898. 
908. 924. 942. 972. 1087. 1059—1054. 

Integrallogarithmus 184. 793. 873. 

Integration von irrationalen Funktionen 
716—724, 878. - 

Integration von rationalen Funktionen 
710—715 

Integration von tranesendenten Funk- 
tionen 724—738. 

Integration (angeniiherte) 733 —736. 877. 
¥16—-918. 926. 1054. 1056. 

integration von Differentialgleichungen 
durch bestimmte In le 927. 1007 

Integrutson von Differentialgleichuagen 
durch Reihen 910--916 989. 992. 995, 
1003. 1026. 

Integrierender Faktor 806. %99--~908. 
807. 908—910. 939 981 962. 963, 
¥77. 984 986. 988. 991 1024 1030. 
1081 «1085. 1086. 1058. 1062. 1068 
1096 

Interpolation 1048-- 1050. 

Frreduktibler Fall der kubischen Glei- 
chung 148. 149. 150. 151. 159. 183: 

Isochrone 508. 

Iteratsun 288 

Ivory (James) 301, 866, 


d. 
Jablonowsky (Fiiret Joseph Alexander) 
370. 


Jacobi (C G. J. 167. 274. 483. 626. 
1072, 

Jacquier (Francoia} 153. 601. 605. 679. 
685. 656 ‘ 

Jdger 407. 

diiger (Peter) 485. 

Jinicke (E.) 58. 54. 62. 67 

een J.) 17 18. 

Jamiteer (W.) 633. 
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Japanische Mathemathiker 446—447. 
Jaugeage 362. 370—872. = 
Jeaurat (E. 8.) 608. 
Jerrard 130. 

Joncourt (Elie de) 72. 195. 

* Jones (William) 59. 

Jordanus Nemorarius 582. 

Jousse (Maturin) 619. 


K. 


Kaestner (Abraham Gottlieb) 8—12. 17. 
32. 28. 24. 26. 27. 28. 30. 33. 73. 74. 
185. 


78. 7. 380. 115. 188. 
197. 198. 202. 225. $13. 355— 
389. 418. 414. 419. 420. 422. 424. 
427. 449. 453—456. 465. 478. 
'610. 648 6544. 557-—-559, 572. 
582. 608. 614. 642. 643. 659. 672 
707. 708. 782. ¢71. 772. 779. 780. 
- 1079. 1088. 1089. 1094—1096. 
Kanalfldchen 8. Réhrenflichen. 
Kant (Immanuel) 77. 79. 80. 1086. 
Karl (Herzog von Wiirttemberg) 216. 
Karl Emanuel IV. 644. 


77. 

161. 
857. 
425. 
508. 
578. 


Karsten (Wenceslaus Joh. Gust.) 52. 63. 
427. 


74. 82. 84. 309. 857. 424. 4265. 
449 460. 465. 614—616. 618. 646. 
647. 671. 672. 722. 724. 1084. 1098. 

Kartographte 521. &72—576. 

Kaufnuinnisches Rechnen 40. 51. 52. 

Kausler (Christian Friedr.) 194. 

Kavalierperspektive 591. 

Kegelfliichen 661. 

Keyelschnitte 454. 455. 458. 461—471. 
194—804. 819—821. 824—860. 

Kepler 11. 12. 29. 776. 

Kern (G. J.) 580. 

Kettenbriiche 142—143. 155—161. 165. 
171. 184. 185. 188. 189. 270. 284. 
385. 295. 296. 310. 442. 447. 916. 

Kettenlinte 503. 

Kettensutz 24. 52. 

Ries (Johann) 407. 408. 413. 671. 1079. 

Kirby (Josuah) 600. 

Klein (Felix) 131. 182. 869. 

Kliyel (Georg Simon) 16. 27. 80. 88. 
100. 208. 219 389. 406. 412—415. 


418. 420. 424. 425. 443. 448. 449. 
455. 459. 467, 608. 555. 616. 925. 


1028. 1048--1050. 1080. 1082. 
Koe :Johann) 376. 
Kohler (Friederich) 53. 
AvGhler (H. G.) 484. - 
Ketter (E.) 629. 
Kombinatorth 24. 25. 201—231. 
Kombsnatorische Schule 201. 
Kommerell (V.) 461—576. 
Konen \H.) 156. 188. 


235. 


Konforme Abbildung (das Wort) 575. 576. 


Konkurspunkt 585. 592. 

puts 656. 567. 561. 
oppernikus 10. 

Kordenbusch (G. F.) 18. 


Register. 


Kotierte Ebene 586. 

Kourganof (Nicolas) 56. 

Kouznetzoff (Vasilii) 56. 

Krafft (Georg Wolfgang) 56. 75. 823. 
668. 

Kréiftefunktion 942. 

Kramp (Christian) 91. 92. 219. 296. 297. 
1091. 1098. 


- Kronecker (Leopold) 187 186. 191. 


Kriiger (J. G.) 485. 

Kriimmung 459. 461. 476. 477. 492. 496. 
497. 500. 503. 504. 514. 519. 520. 526. 
532. 534. 585. 545—548. 

Kriimmungslinien 566—568. 632. 

Kriimmunysmettelpunkt ebener Kurven 
477, 496. 519. 

K 7 ee NgENMECE BORE! von Raumkurven 
532. 

Kriimmungeradiue ebener Kurven 459. 
476. 477.» 

Kriimmungsradius, Aufgaben iiber den — 
497 —-504. 

Kriimmungsradius von Raumkurven 634. 

Kriimmungsradius von Flachen (Haupt- 
kriimmungsradien) 586—550. 567. 569. 

Krummbiegel 26. 

Kugelfunktionen 792—794. 916 438. 

Kummer (Ernst Eduard) 192. 

Kurushima 447. 

Kurven (hohere ebene) 471—521. 

Kurven sar Gleichungsaufldsung benutzt 

* 141. 144. 458. 

Kurvoide 475. 


L. 


La Caille (Nicolas Louis de) 40. 47. 43. 
71. 73. 77. 367. 420. 425. 484. 602. 
608. 615. 1080. 

pee (F. W. ee 81. 


acombe (J. 

Fpriers pase vestre Frangois) 40. 41. 48. 
47. 62. 78. 76. 824. 825. 886. 844-350. 
625. 627. 635—687. 694. 695. 723. 
976. 1090. 

Lagny (Thomas Fantet de) 299. 
447. 62U. 

La Gournerte (J. de) 621. 681. 

Lagrange (Louis) 20. 29. 46. 46. 47. 62. 
68. 78. 76. 77. 93. 04. 95. 105. 107 
—115. 148. 119. 128—126. 128. 180. 
184. 180. 141—143. 145—148. 150. 
151. 163. 156, 161—167. 169. 171. 175 
—177. 180. 181. 185. 190. 198. 194. 
216. 217. 283. 234. 289. 247. 248. 
251. 268. 270. 272. 287. 290. 295. 
296. 307— 809. 336. 3638. 864. 366. 
B7y. 40). 402. 409. 417. 418. 428. 
428. 429. 434. 440. 497. 523—533. 
540. 550. 569. 572. 576. 585 607. 
624. 625. G42. 6G4i. 645. 649 662. 
664—669. G88—697. 699. 724. 740. 
741. 7638. 772—776. 778. 779. 807— 
816. 886. $40. 851-854. 866. 878.-- 


“ 


436. 





, 


Regiater. 110% 


F380. 38EB—88E. 490- - BY. BUY. VOI. BOE. 
910. 912. 914—921 928. 925-— 983. 
935. 987—940. 942. 948. Y4i—Y47. 
900. 951. 957. 964— 977. 982. 984—992. 
1008 -1010. 1024. 1025. 1029. 1080. 
1032. 1084. 1086. 10438. 1048—1050. 
1052. 1055—1060. 1062--1072. 1074. 
10i9—1088. 1088---1096. 

Lagranges Bezeichnung der Ableitungen 
639. 

Lagranges Multiplikator a. integricrender 

aktor. 

Laing (J.) 82. 

Lalande (J. J. F de) 13. 15. 18 362. 
428. 484. 1080. 

Lambert (Johaun Heiurich) 25. 74. 103. 
183. 140—141. 145. 160 161. 169. 
170. 183. 202. 2113. 2230. 271. 289. 


296. 299. 879. 899-101. 408—412. 
418. 419. 421. 422. 480. 434-437. 
442. 445--448. 506. 569. 572. 582. 
594. 602. 606--614. 618. 635. 637. 


654. 702. 708. 866. 1048. 107Y. 1081 
1082. 1084. 1087. 1093. 1u95. 

amy (Bernard) 299. 603. 

Tame (John) 259. 274. 276. 661. 675. 


TIL, T21. 766 790. 842—47. 857. 


1080. 1083. 1084. 1088. 1085. 1095. 
Landens Transformation 346. 
i.anderbeck (Nils) 376. 
oa dor{ (Karl Christian} 671. 

eyrouse (Jean Franyois «le, 5. 
Taplot (Pierre Simon de) 31. 45 46 

47. 64. 78. 105. 128. 128. 137. 1:8. 

189. 225 - 229. .2341--287. 240-—247. 

249—261. 271. 273. 280. 281. 3387. 


368. 440. 455: GUT 625. 697. 735. 786. 


766. 767. 793. 794. 875. 87S. 880. 883. 
s85—8Y0. i 910. 920—.9285. 927. 


931. 932. 935. 940. 943 944. 945. 947. 


961. 964. -966. 979 972. 999—iV09. 
10716. 101s. 1080. 1081. 1O87. 1048. 
1060. 1061. 1061-—3065. fuT2. tus) - 
1087. 1089. 119998. 1094. 


Laplaceache Lifjerentialgletchuny 194. 945. 


Luplacesche Kaskadenmethude 985. 10v1 
-—-1005. 1408 

Lavowter (4. 1. 18. 45. 109 304 306 

Lawson iJ.) 86. 60. 

j.c Blond 32. 

Lecicre (Sebast.) 860. 364. 

Lee Uhauncey) 61. 

Leftore-Ginean 1.) 27 

Lefort 401. : 

Le Francois 88%, 

Lryendre (Adrien Marie) 109. 190- 195. 
2i4. 336--344. 855 367. 3658 366 
38). 882. 336. 393— 4599. 401 123--. 
425. 440. 741. Ty2 —794. 847. 854. - 36s. 
“60—866. 3886. 896-898. JS7 YT6 
984. 1008. 10132—1014. 10J8 1080 
L022. 1029. 1068, LOT8--4TL. LORT-. 
1091. LUYS. 


ecanror, Geechiebte der Mathematys Vv 


Legendres Theurem 387. 42% 

Le Gendre (F.) $Y. 40. 62. 65. 

Ladbniz (Gottfried Wilhelm. 17.°23. 70. 
422. 160. 174 U1. 206. 206. 2ux 
219. 285. 299. 300. 303. 506. 11 
381 484. 456. 483. 508. 510. 581. 
597. 641 648 Gil. 656. 867. SBI. 
694. 696. 710. 787 1084. 104%). 

Leijonmark (Gust: Ad) 133. 108s. 

Leiste (C.) 2h. 

Lemniskate 608, $23. 824. 

Lemoine .' easoies (F. M. J.) 24. 48. 

Le Monnier (Pierre Charles) Ju. 

Leseur (oder Lesueur, Thomas; 607 679. 


- Leske (Nathanael Gottfried) i. 


Leslie (John) 148. 

Lessing (Gottbuld Kphraim) 26 42. 

Levot (Prosper; 118. 

Lexcli (A: 3.) 19. 265. 268 879 483 
B86. 416. 440—432. 304. 662 72%. 
$40—842. 851. 904- -YU7. 1017 381. 
1082. 1084. 1095 

1, Hospital (Marquia de, 26. 232. a9. 
601. 671. 689. 700. - 

Lhuilier (Simon) 54. 802. $22. 379. 452. 
449. 645. 646. 86. 692. 1087. 1088 
1091. 1095. 

Labré 582-584. 

Lichtenberg (Georg Christoph’ 6 t7 20. 
225 


Lre (Sophus) 88). 983 1018. 1099. 

Lille 198. 

L.tneare DMiffercatialglecch unger | ee 
934. 936. 

Linearperspelbtite 597 

Liwenelément 280, 

Letirow J. dou. is 

Locke John) 4%. 

Loagarithmen 20. 24. 91. 302. 486-454. 

Logarithmen neyutiver Zanlen 303— 309 
312--315. 

Loasvithmisch« Lani 304—-806 314 

Lekalzrichen ow. 

hovg 441 F 

Lorenz (J. bY 38. 51 52. 77 $24, 

fLurqua Antoniv Maris, 146, 148. 1271 
152 269. 279 vO. 281. 289. “Alo. 
H75 723. TB Tsh--787. 885 44 
Psi. 987. 1065. 1057. 1068. 1064. 16.. 

Loria (Ginv) 7 187. 486. 488. 500. 594 
606. O11. 516. BLT. 523. -6779-—~—687 
671. 

Lettert tAugelo Luigi) S10 BRS. 6ST 
692 T77—TTY. 1089. 

Lovett (CC. O9 410 

Lucas (Es 16. ° 

Ludlam (W.) 36 

Ludolph nun Ceulen Lt. 

Ludwig XVITT. 228. 

Luini (oder Luino, Fruncesco: 260. 251 
665 Shu. 

Luther ‘Kduard, 117%. 

“yon. Caract 421. 





1108 


M. 
Macha (John) 299. 442. 
Muclaurin (Colin) 78. 82. 85. 124. 


Mic Mahon (P. A.) 69. 174. 
Macquer 16 

Diaedigr (1. H.) 81. 

Maestlin 10. 

Magistrins (G. B.) B47. 


Magqnitzky Léontius Philippovist) 55. 56. 


Maier (F.C) 408. 428. 
Mer (John) 58. 68. 66. 


Meiran (Jean Jacques d’Ordon de) 18. 


Maj (Carlo) 725. 
Mako (Paul) 85. 104. 671. 1098. 
Maler (Jakob Friedrich) 67. 68. 73. 


Malfatti (Gianfrancesco) 116—117. 134. 
151. 174. 231. 290. 295. 818. 379. 
418. 454. 508. 768. 787. 788. 850. 
851. 1063. 1088. 1096. 

Mallet (Friedrich) 129—180. 812. 722. 
768. ; 

Mallet-Favre (Jacques André)’ 234. 

Manfredé (Eustachio) 603. 

Manfredi (Gabriello) 116. 

Manning (Thomas) 86. 

Mares 485. 

Margveric (Jcan Jaeques de) 114. 118. 
119. 1088. 

Maric (Abbé) 40. 49. 71, 108. 336. 


Maric (M.) 641. 

Marolais (Samucl) 592. 608. 615. © 
Murtin (Artemas) 60. 61. 

Martin (Benjamin) 671. 

Martin (Roger) 88.. 

Martins (H.G.) 81. 

Martini 


1089. 1095. 


Maséres (¥.) 24. 80. 80. 87. 92. 149. 


161. 271. 802. 


Maskelyne (Neyil) 422. 439. 1089. 1092. 


Masxabiau (Jean Ant. Frang.) 69. 
Wussenbauch (von) 687. 
Mathematseche Cnterhaltungen 16. 


Mathematische Zeichen 10--72, 120. 122. 
207. 208. 216. 
238. 208. 297. 
528. 689. 78%. 


123. 195. 204. 205. 206. 
237. 260. 262. 26%. 277. 
300. 316. 406. 412. 428. 


791. 798. 797. 798. 374. 884. 885. 888. 
889. 9538. 1012. 1019. 1018. 1061. 
1086. 


Mathess biblica 22. 

Mathissen (S.) 49. 

Matsko (J. NM.) 28. 

Mutsurga 446. 

Matthig/en (L.) 115. 129. 136. 140. 


Mauduit (Antoine Remi) 426--427. 556. 


1080. 


Maupertuix (Pierre Louis Moreau de) 18. 


Maurokeo 10. 841. 
Mazima und Minima i177. 467. 


453... 
$56. 648. 662. 674, 838. 851. 867, 942. 


670. 


Ranieri Bouay ventura) 672-674. 
Mascheroni (Lorenzo) 368. 880. 432. 482. 
484. 485. 781. 784. 768. 792. 1088. 


469. 


Register. : 


470. 474. 478. 515. 516. 587—589. 
547—560. 693. 770—779. 904. 1085. 


1066. 

Masima und Minima bei wmehreren 
Vertinderlichen 694. 

Mayer (Johann Tobias) 17. 20. 480. 

Mayer (Johann Tobias II) 3861. 419. 
489. 


' Méchasn (Pierre Francois André) 46. 


388. 866. 

Mechanisch definierte Kurven 504—508. 

Meinert (F.) 81. 

Meister (L. Fr.) 17. 27. 80, 614. 

Melanderhjelen (D.) 28. 788. 

Menelaus 429. 

Mefbarkeit von Kurven durch Kegel- 

" schnittsbdgen 486—489. — 

MeBbarkett durch andere Kurvenbigen 
489. 

Me/tvorrichtungen 881. 868. 

Methade der Grenzen 328—380. | 

Methode der unbestimmten Koeffizienten 
265. 287. 810. 418. 

Methodus tangentium inversa 459. 479.503. 

Metius 11. 

Melrisches System 44-46. 208. 838. 
362—3868. 1093. 

Metsburg (Georg) 77.. - 
Meusnier (Jean Baptiste Marie Charles) 
544. 5646—550. 565. 569. 950. 1087. 
Meusnier de la Place (Jean Baptiste 
Marie Charles) 366. 

Meyer (J. J.) 26. 

Michelotti (Franc. Dom.) 150. 161. 

Michelsen (J. A.C.) 20. 58. 54. 64. 98. 
$12. 

Middleton (Joseph) 59. 

Mikami 446. 

Milet de Blurcau 631. 

Milner (Igaac) 124. 125. 

Minimal fldchen 547 —550. 569—571. 1010. 

" 1013. 

Minto (W.) 19. 

Minzele 671. 

Mitchell (G.) 60. 

Mittelpunkte paralleler Sehnen 461. 473. 

Mstteluerte 91. 

Moebius (August Ferdinand) 1096. 

Moennich (B. F.) 12. 28. 

Motvre (Abraham de) 57. 98. 99. 118. 
201. 205. 258, 240. 411. 425. 

Mollweide (Karl Brandan). 16. 

Molliretdesche Gleichungen 419. 425. 

Monge (Gaspard) 45. 46. 321. 368. 366. 
458. 521. 531—537. £50. 561. 658. 
655. 659—ad72. 618. 628—687. 882. 
884. 885. 898. 900. 901. 940-—942. 947— 
961. 977—984. 1009—101§8. 1019— 
1023 1028—1030. 1086—1047. 1051. 
1054. 1057, 1084. 1088. 1084. '1087.- 
1091. 1093. 1004. 1096. 

Monge (Jakob) 623. 

Mongee Jean Andr¢) 5. 


Rezister. 


Monteiro da Rocha (Joxé, 48. 49. 
Monti (Vincenzo) 781. 

Montmort (P. RB. de) 220. 286. 234. 
Montucla (Jean Eienne) 8. 12. 13. 98. 


824, 875. 465. 608. 612. 637. 899. 
itforand (L.) 628. 
Aforgan (Aug. de) 40. 44. 57. 58. 59. 


60. 88. 168. 402. 
Morgan (Sophia Elisabeth de) 57. 59. 


piled | 671. 
Morris (Robert) 61. 
Mosdorff 449. 
Mop (T.) 60. 
Mowurraille (J. Raym.) 148—144. 
Mouton (Gabriel) avi 863. 484. 440. 
Moya (Juan Perez de) 48. 63. 
Miller (?) 671. 
_ Miller (C. GD.) tf 

Miller (C. H.) 8. 18, 

Miller fens 1097—1098. 
Mutr homas) 121. 123. 124. 128. 129. 
Multiplikation 68. 

Multiplikation (abgektirzte) 69. 

Mult: tion er saad Integrale &63. 
Muncke (GQ. W.) 16. 
. Muravief (Nicolas) 56. 

Murdoch (Patrick) 600. 

Murhard (¥. W. A.) 13. 15. 26. 732. 
Mylius (Christlob) 78. 


N. 


Napoleon I. 201. 298. 418. 625. 647." 

Nasir Eddin 10. 

Negative Zahlen 19—88. 309. 

‘Nest 508. 

Nellé (G. C. de) 18. 

Neper (John) 20. 68. 

Nepersche Analogien 408. 418. 417. 422. 
426. 427. 429. - 

Nepersche Régel 407. 409. 410. 1081’, 

Nesselmann (G.H.F.) €. 12. 14. 28. 26. 94. 

Netto (Eugen) 199—318., 

Neumann (Johann) 435. 

Newton (Isaac) 17. 
49. 68. 72. 77. Ts. 87. 101. 108. 
116. 125. 137. 143. 144. 147. 
204. 270. 3831. 351. 354. 878. 
446. 463. 455. 478. 694. 597. 
601. 641. 643. 679. 681. 686. 
721. 948. 1038. 1085. 1084. 

Nicéron 592. 

Nicolai (Giambattista) 152, 684—686. 

Nicole ( sof pee 151. 

Niebuhr (C.) 2 

Ntedermiller (H.) 63. 147. 10”. 

Nieuport (Vicomte de) 607. 510. 1086. 

Neetsiwentyt 661. 

Niveauflgchen 942. 

Niveaukurten 6381. 

Nizte (E.) 85. 

Néther (Max) 128. 

Nollet 16. 108. 

Nonius 10. 


411. 
"99. 
699. 


19. 26. 28. 29. 30. 
108. 
2038. 
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Nordmark (Z.) 27. 139, 
Normalformen der elliptischen Integrale 
886. S60—862. 
Normulstellen bei Permatationen 220. s 


O. 


Obcreit (Ludwig) 161. 289. 703. 
Oberflichen 621. 544—572%. 622. 694. 

1038. 10389. : 
Olivier (Th.) 836. 


Olléac (Gratien) 86. 
Oostwoud (Jakob) 60. 51. 55. 
(Friedrich Wilhelm) 427. 428. 

rosformes, curcae 518. 

Ordiajeruiserionng von Differentisl- 
gleichungen 900. 928. 982. 1019. 1027. 

Oreint (Baldas.) 614. 

a 68. 
Ostrald 966. 1066. a A074. 
Oughired 70.” 
Oval 467. 
Geal, nicht quadrierbar 473. 474." 
Ozanam 16. 594. 


P. 


z 121. 183. 270-271. 275. 284. 
299—501. 875-878. 442-—416. 

Paccanaro (D.) $4. 

Paciuolo fur 581. 

Pakuess (Johann yon) 703. 704. 
Palcant iT) 605. 
Pabaquist (F.) 132. 

Paniagonia 460. 

Paoli (Pietro) 73. 76. 77. 83, ‘147 296. 
310. 1047. 1056. 1068. 1085. 1088. 
* 1099. 

Pappus 10. 184. 879.593. 617. 633. 

Paralleten 10. 27. 388 — 402. 

Paralletkurven 608, 610. 511. 

Paralleloid 556. 567. 

Purameterdarstelluny der ¥Flachen’ 529. 
540. 

Parent 558. 

Parr 92. 

Partialbriiche 90. 285. 

Parvisasen 59. 

Pascal (Blaise) 282. 359. 

Pasquich (Johann) 52. 667. 668. 1097. 

Paulian (A. H.) 26. 

Peckham 679. 

Peletier 647. 

Pell Johr) 156. 183. 190, ASD, 

Penther (Johann Friedrich) 361. 362. 

Pereiyia (José Maria d’Antas, 49. 

Leriodische Degwmalbriiche 160—161. 169 
—170. 187-128. : 

Perspehtive 57948. 634 ff. 

Peveheck (Christian) 65. 67. 68. 69. 160. 

Pessuté (Gioacchino) 678. 

Pestalozzi 53. 

Peter der Grofe 584. 

Petersburaer Problem 222 


71% 


285. 





- 


— 226. 


4110 


Petrus Pictor Burgensis s. Della Fran- 
COSCR. 

Peyrard (Francois) 355. 

Pesenas (Esprit) 862. 422 4384. 

Peezi (Franc.) 814. 448 711. 

Prof, (C. HL) 16. 

Pfaff’ (Job. Friedr.) 92. 205. 216—219. 
291. 292. 204. 448 697—699. 784: 
1083. 

Pfeiffer (J. G ) 479. 

Pfleiderer (C. F. v.) 28 29 35. 699: 

Photogrammetrie 611 

Piatzs 21., 

Picard (Jean) 362. 

Pierpont (J.) 97, 117. 

Pigri (Giuseppe) 435. 

Pike (Nicolas) 61. 

Pindemonte 617 651. 

Panett? 16. 

Pingre (Alexandre Guy) 14. 407 

Piteseus 10 - = 

Pitot (Henri) 18. 

Fittarelli (G.) 581 589. 

Pius VI. 644. 

Platsmann 504. 

Playfair (John) 19 21. 89 

Poggendorff (J.C) 6. 16. 17. 32. 34 35. 
135. 140, 882. 844. 351. 357. 361. 
362. 375. 880 383. 1048 

Polachse 531. 532. - 

Polarjliche, abwickelbare 532. 58% 

Polarkoordinaten (das Wort; 513 

Polarkvordinaten 161. 476-—478. 516. 

folent 617 

Policra ‘Domenico) 47. 

Polyedrometrie 482. 

Polygonometrie 431—433_ 

Polynomialsate 206—206 216. 260 277 
284. : 

Poppe (J. H. M) 2y. 380. 

Porro.(Daniel) 83. 85. 

Loria 30. 

Porto (Vincenzo) 684. 

Poselyer 29. 

Potel 107. 

Potential 942. 

Poudra 579. 688. 590. 691. 595. 600 602. 

Porecll (Will. Sam.) 92. 

Praendel (Joh. Georg) 28. 52, 66. 67 
78, 32. 489. 

Pyactcrius (Johann) 198. 

Vraktische Geometrie 360—375. 

Prasse (Moritz von) 511 

Price (Richard) 240. 242. 

Preestiey (J.) 30. 

Prieur 439. 

Primitiowurzeln das Wort) 178. 

Primsahlenvertetluny 154—-156. 170. 

Pringshetm (Alfred) 447. 

Prinzip der Symmetrie 841—845. 

Proklus 822. 

Prony (Riche de) 46. 129 


439. 440 
166. 1050 1039 ; 


Register. 


Prostaphacrese> 3%. 

Fe woe 416. 429. 582 
emaenus fluergetes 860. 

Puna (O.) 410. 

Pythagoras 856. 


Q. 
Quadratcines cbenen Flachenstiickes 545. 
ent der Wurzeldifferenzen 98. 
adratriz 6654. 

Guadratur 498. 
uadratieurcel dutch Kettenbriiche dar- 
gestellt 156. 151 

(urrard 68 


R. 
Rahn (J. H) 72 
Rallier des Ourmes ‘Jean Joseph) 170 
197 
Rampinelli (Ramiro) 19 
Ramus (Petrus) $38. 


- Raphson (Joseph) 147. 


Raspes (R. E.) 17. 

Rationale Trigonometrie 486—487 

Rationalisierung von Qleichungen |i 

Rauch (Gregor) 671 

Raumkoordinaten 521. 529. 

Raumhurven 121---544. 

Ravelli Giuseppe) 880. 

Reboul 356. - 

Redutte (das Wort) 119. 

Rees (A.) 16. 

Rees iVaspar Franz de) 50. 

Reessche Regel 50. 51. 52. 63. 

Regetfldchen 585. 587. 545.555 371. 1031 

Regtomontanus 407 

Regida coecis 160. 166. 

Regula potatorum 160. 

Regula rirginum 160. 

Retff 985. 

Rethen 134 185 140. 146—146. 237-- 
302 417 418. 425. 442—447 466 
484. 496 780—790. 874. 879. &88A 
910—¥17. 919-—924. 927. 930;-s. auch 
Differentialgleichungen durch Reihen.: 


Rethenkonvergeng 261 -262. 264. 264— 
268. 275.-276. 281 283 286. 293 
298. 

Reshen <trigonometrische} 258—260 
364— 268. 271. 975 279. 291. Qz 
297—299. 915. 945. 

Rethenumkehrung 214—217 238. 265. 


272. 2938. 

Reimer ‘Johann) 64 55. 

Reimer ‘Nicolaus Theodor, 14. 28. 375. 

Rewwhold (Erasmus) 10. 

Reitr Wilh. Otto) 101. 

Rektijikation 482---492. 520 626. 540— 
642. 698. 694. 791—804. 819—831 
R38, : 

Rektifizierende Filiiche 534. 

panel sab saree? 590 

R-nner ‘J. A.) 16. 


- Romans s 


Keister. 


Rest der Taylorschen Reihe 690. 699. 

Resultante (das Wort) 128. 

Reynerud (Baron Antoine André Louis: 
355. 

Reyneau (( Sharles Nené) 115. 144 

Resiprosititssate 172 185--187. 190-- 
192. 

Rhaetious 10. 

Riccards (Pietro) 84. 678 

Riceati (Giordano) 152. 314 483 67s 
686. 

Riccats (Jacupo) 600. 655. 685. 

Riceati (Vincenzo) 152. 260. 261 295 
411 418. 457 460. 506. 655. 676- 
678 724. 726. 732. 772. 779. 838. 889. 
891. 1081 1082. 

Riceatische Differentialgleichung 848. 
888. 900. 932. 985. 136. 987 989. 
990. 992. 996. 

Riemann 712. 985. 1089. 

Riemannsche Fiache 436. 

Riese (Adam) 64. 

Ringflache 653. 

Rittenhouse (David) 442 

Rivard 71. 

Robertson (A.) 35. 17. 

Robertson (John) 59. 164. 

Roberral 511. 640. 

Rochow (Freiherr Eherhard von) 53. 

Rocca (Giannantonio; 19. 

Réhrenfliichen 552. 

Kosselsprung 220. 

Rogg (Ignatz) 4. 14. 1997. 1098 

Rohde 671. #72. 1098. 

Roland 624. 

Roland (Mdine.. 685. 

Romano (Antonio, 376 

Van Roomen 

Rosenberger (¥.\. 44. 46. 

Rosenthal (G. BE) 12, 24. 

Rothe (August) Q15—216. 217 219 1089. 

Rousseau (J. J.) 39. 42. 47. 

Routh 4738. 

Rowe (John) 675 — 

Rowning John) 144. 

Roy .) 6038. 

Rozier (Frangois) 6. 

Rudolf (Christoph) 9: 24. 64. 67. 

Riickkehrkante 562. 

Ride ger (C. F.) 128. 

Ruffini ‘Paolo) 110. 189—140. 418. 1088. 
1091. 1095. 

Remowskt 719. 720. 937. 
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